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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANT S
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS‘

'ALGEBRE. — Structure locale de la catégorie des modules de Harish- Chandra
Note (*) de Joseph Berstein, Israel Gelfand Membre de l’Academle et
Serge Gelfand ' ’ .. A s ; b
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* Cette Note est la suite de(*). On y introduit la notion d’algébre agréable de fonctions analythues dansun -
domaine D = C' & valeurs dans une C-algébre B de dimension finie. On démontre que la categorle des
modules de Harish-Chandra d’un groupe de Lie semi-simple réel G est localement équivalente 4 la catégorie
des modules de dimension finie sur une certame algébre agréable R. Les exemples G =SL, (R), SL 3(R),

_SLz(C) sont consxdercs )
This Note is the cantmuatwn of ¢ ) The notion of agreeable algebra of anal ytic functlons ina domam )
D < C' taking values in a finite dimensional C-algebra isintroduced. It is shown that the category of Harish-
Chandra modules over a real semisimple Lie group G is locally equivalent to the category of finite dimensional .
modules over an agreeable algebra R  The examples G SL 2(R), SL;(R), SL, (C) are conszdered
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1 Le present artxcle est la sulte de () dont les resultats et les notatlons sont
systemathuement employés ici.. .

Soit D un ouvert connexe de I'espace @ Spec max Z(g) Notons (D(D) 1 anneau des
fonctions analytxques sur D. Pour chaque algébreQ Z(g)-finie, appelons localisation de Q
a D lalgebre QQw=Q ® 0(D). 1l est clair que la categorle ModDQ est equ1valente la

. Z(g) . N \ ' o _‘\”,)
catégorie des QD-modules de dimension finie.

+ Nous voulons construire une algébre Q qui vérifie les hypothéses du theoreme 1 de ( )

‘ dont la structure locale serait aussi simple que possible.. .- .-

2. ALGEBRES AGREABLES. — Soit C’ I’espace complexe aux coordonnées zl, O .2, E un

‘VOIsmage du point (0,...,0)eC' et B une C-algébre umtalre semx sxmple Notons

B(E)=B ® G(E) Ialgébre des foncnons analytiques f E—-B.

DEFINITION., — Une sous- algebre R < B (E) est dite agrcable si’
(i) R > 0[E)1; -
- (i) pour presque tous les points z& E (i. e. pour les points situés en-dehors d’une certaine
sous-variété E; < E de dimension [ —1), 'ensemble des valeurs f (z), f € R, coincide avec B.

THEOREME 1. — Soit 0 € © un élément régulier. On peut alors choisir un voisinage DcOde
Pélément O et une algébre Q vérifiant les hypothéses du théoréme 1 de (1), de sorte que
I algebre Qo son isomorphe a une certaine algébre agreable R.

Remarques = (@ I’ algebre agreable R du théoréme 1 peut etre reahsee sous forrne
d’algébre de fonctions sur un ouvert connexe E de d1mens1ons I =rang RG Dans le cas ou
| =rangg (i. €. le groupe G est decomposable sur R), on peut prendre E=D. -

"(b) 11 découle du théoréme 1'et de la remarque précédente que les supports de tous les
modules Ve C, remplissent la réunion d un nombre fini de sous- varletes de dlmensmn L
d un connexe D de dlmenswn r. ‘

(c) Dansla'démonstration du théoréme 1 l1somorphlsme de I'algébre R surl’ algebre QD
est choisi de sorte que les fonctions de coordonnées z,, . . ., z, sur E correspondent 4 des
éléments z¥, . . ., z*eZ(g) tels que 6(z*)=0. :
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3. Nous dirons qu’une sous-algébre R < B (E) est fort agréable, si R est un 0. (E)-module
libre. Les algebres fort agréables sont utiles parce qu’elles sont entiérement déterminées par
des conditions de codimension 1. Plus précisément, soient R, R’ deux sous—algebres fort
'agreables de B(E). Supposons que Ret R’ comc1dent hors dé codimension 2, i. ¢. il existe un
sous-ensemble X c E, codim X22, tel que Rg_ x—RE x- On démontre alors facilement
que R=R. .- . . o . S SR

HYPOTHESE - L’algebre R du theoreme 1 peut etre ch0151e fort agreable

TS

4. Montrons comment on déduit le théoréme 1 du théoréme 2 de (! ). leons une

représentation irréductible o du groupe M. L’application §,: A— 0, p=(c, 1) de la

proposition 2 (i) de (') est une application polyndmiale a* dans ©. 801t = < O la réunion

- des images de tous les . C’est une sous-variété localement algebrlque de dlmensmn 1
dans ©. D’aprés le théoréme de Harish-Chandra [(1), prop. 2, (iv)], U supp V=

.VeC
Soit 8 € © un caractére régulier. Désignons par @ I’ensemble de toutes les representat1ons

p=(o, ) telles que 6,=0. Le groupe de Weyl W agit sur @, et librement (en vertu de la
régularité de 6). leons ]ensemble o= Py-.-op) de representants des orbites de W
dans &. Pour chaque p,=(o,’ A,) € ® ’application &, sera une immersion dans un voisinage
du point A, € a*. Il existe donc | éléments z,, . . z,,é(z) =0, qui déterminent un systéme de
coordonnees dans des voisinages de chacun des points ;. Soit E un petit voisinage de
l orlgme de ¥ espace C’ avec les coordonnées (zy, . . ., z), E;le vommage correspondant des

t
pomtsl etDc@untelvmsmagedeequeDh~=U E_, (E) R

Soit B @ End L" L’homomorphlsme ‘l’s du theoreme 2 de () se prolonge a un

plongementif’ :(Qy)p — B(E). 1l découledela proposmon 2 (i), (iii) de( )queR =¥, (Q;)o)
est une sous-algébre agréable de B(E). Le théoréme 1 découle maintenant de la propo-
smon 1de(}).

5 EXEMPLE

G=PSL,(R), .. K=SO/(£D), M={1}, ., .. . .

{8 ()

Soit ‘@ le caractére correspondant- a - la representatlon unité I du groupe G. Les
representatlons de la série principale sont indexées par les homomorphismes - e

e ,l,:»(g ‘a(_)l)—'»as, . seC.. . . - e
Onaalors® = {A Ay } tandis que W applique A, dans x 1 de sorte quel’ on peut poser
®= {}, }. Le module T=T" contient l¢ sous- module unité Let T/I=T*@ T ,ouT*, T~
‘sont des modules irréductibles’ ‘non equwalents En outre, tout sous—modu]e non trivial
VeT, contlentl Les modules T* sont 1rreduct1b1es et deux a deux non equlvalents
' lorsque s est proche de 1, mais s#1.

Les représentations irréductibles du groupe K sont umdlmentnonnelles et se determment
par un entler umque — leur degre De51gnons la representatlon de degre ipar o, On salt que

T’|K=‘€B &, T+lx— @5, T IK o

j=—x ] L ix0 . '<°

Y
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" Posons 6=38_; ®3,® 3,. Soit D < ® un voisinage suffisamment petit du point 8, La
proposition 2 (iv) de (') implique Homy (V, 8)#0 pour tout module VeC,. La
représentation §=38_, @ &, @ §, satisfait 4 la proposition 1 (ii) de (*). 11 est clair que
lespace L sera de dimension trois, avec la base naturelle e_,, €y e;. Il existe donc un
isomorphisme naturel de I’algébre B=End L; sur I'algébre M, des matrices d’ordre trois.

Choisissons un élément z*e Z (g) qui définit la coordonnée z dans tn voisinage du point
s=1 (par exemple, z=5?—1). Décrivons I’algébre R=¥((Q,)p) = M, (voir le n° 4). Soient

. EyeM;, —12i,j<1les matrices élémentaires. Il est clair que E;eRpouri=—1,0, 1.Donc
- R=@Ry;,0uR,={reR,r=1(z) E;}. Puisque ®(D)1 = R,ona R;=J;E;, o0 estun

idéai'tjie O1D). La fibre de R coincide en tout point z #0avec M,, de sorte que J; jestengendré
par I'élément z*u. 11 ne reste qu’a trouver k. o

Evidemment, k;=0,i= —1,0, 1. Puisque chaque sous-module de T contient I, onaky; =0
pour tous les i, et k;;>0 pour i+j, i#0. En calculant les coefficients matriciaux foio€tfio
des représentations de la série principale T comme fonctions de s, on peut montrer qu’elles
ont un zéro d’ordre un pour s=1. Donc k_, o=k, ,=1. D’0d koyyi=k, _,=1.

Ainsi S

R={a;(z}, 26 D|a;;(0)=0 pour (i, )=(~1,0), (1,0), (~1,1), (1, =1n}.

La catégorie Cy,, est alors équivalents 4 la catégorie des R-modules de dimension finie dans

lesquels I'opérateur z—1 est nilpotent. On vérifie facilement que ceci coincide avec la
description de C;y; dans (). :

6. AUTRESEXEMPLES. — Dans tous les exemples, nous prendrons en guise de 0 le caractére
de Z(g) correspondant 4 la représentation unité de G.
(2) G=PGL,(R), dim E=1, B=M, ®M,; R consiste des couples de fonctions
matricielles {a,;(2), b;;(z)} € B(E) tels que a,,=b,,=0, a,, =b,, pourz =0, :
(b)) G=S8L,(C),dimE=1,B=M, ® M,; R consiste des couples { a;;(z), b(z) } € B(E) tels
que a,,=0, a;, =b pour z=0. La description correspondante de la catégorie Cie) coincide
‘avec celle donnée dans (°). _ '
(€) G=SL;(R), E est un domaine de C? a coordonnées z,,z,, B=M, ® M, @ M,®M;;
R consiste de quadruplets de fonctions {a; b, ¢;;» d} € B(E) tels que
@) pour z,=0: a,y=a,,=a,,=a,,=b,,=b;=0, A33=by3, a3,=by;, a,3=b,,,
_@aa=bsy; o . 7
() pour z,=0: a,,=q,, =a,, =034 =C1,=0,3=0, a;,=¢;;, ay,=c¢,3, a,, =C32,
G44=C33; ‘ ,
(i) pour z; +2,=0: b,y =b,y=c,,=0,,=0, bys=cs,.

(*) Séance du 9 janvier 1978. .
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