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מבוא

בבעיות רבות השיטות האפרמטריות לניתוח נתוני מחקר עדיפות על השיטות הפרמטריות

המקובלות. ראשית, לעתים קרובות ההנחות המתחייבות עבור שימוש בשיטות הפרמטריות

(המתאימות למודלים נורמלים) אינן מתקיימות. נוסף על כך, במקרים רבים אנו מוצאים

שהעוצמה של המבחנים המקובלים עבור מודלים נורמלים היא יחסית נמוכה, בהשוואה

לשיטה האפרמטרית המתאימה. חשוב להכיר את השיטות האפרמטריות, שהן מאוד

מקובלות ונמצאות בשימוש רב בניתוחים סטטיסטיים של נתוני מחקר. רוב המבחנים

האפרמטריים מאופיינים בפשטותם, בהעדר צורך בחישובים מסובכים, וכמו כן, הם

מהווים מקור רב השראה להיכרות של הקורא עם החשיבה המקורית והייחודית של

סטטיסטיקאים ועם רעיונות סטטיסטיים מעניינים ויפים לפתרון בעיות.

בספר זה מוצגות רק השיטות האפרמטריות המקובלות ביותר, באופן שיתאים כספר

לקורס של סמסטר אחד בן שלוש שעות שבועיות, לפי ניסיוני )text bookלימוד (

בהוראת קורס כזה במשך שנים רבות בחוג לסטטיסטיקה וחקר ביצועים באוניברסיטת

תל אביב. הספר מתאים לתלמידים הלומדים סטטיסטיקה כחוג ראשי או משני, אולם גם

לתלמידים בחוגים אחרים, אשר למדו רק קורס אלמנטרי במבוא לסטטיסטיקה ולומדים

שיטות אפרמטריות כקורס נפרד או כחלק מקורס בסטטיסטיקה.

הספר יכול להועיל לחוקרים שמשתמשים בעבודתם בשיטות אפרמטריות. ניסיתי להביא

כאן את צורת השימוש והסקת המסקנות בצורה פשוטה וברורה לקוראים.

נושאים מסוימים וכן הנמקות או הוכחות ברמה גבוהה יותר, שעליהן ניתן לדלג,

מסומנות בכוכבית. בנוסף, חלק מן ההוכחות מובאות בנספח, כדי לא להעמיס על

הקוראים במהלך השוטף של הלימוד.

מבחינה טכנית של הבאת החומר, הנוסחאות מסומנות במספרים סידוריים בכל פרק

בנפרד. בעת התייחסות בטקסט לנוסחה מפרק שונה מזה שבו אנו נמצאים, אנו מצביעים

על הפרק המתאים. כשאין אזכור של פרק אחר, הכוונה היא לנוסחה באותו פרק.

הספר אינו מתיימר לכלול את כל השיטות האפרמטריות שפותחו ופורסמו עד עתה, והן

רבות מאוד, ולכן גם לא הבאנו רשימה גדולה של מקורות. רשימת המקורות כוללת את

III

העבודות הראשונות שפורסמו בנושאים שעליהם אנו מדווחים בספר. פרסומים אלה



הם, למעשה, העבודות הראשונות שפורסמו בשיטות אפרמטריות, והם מציגים את

ראשוני המדענים שעבדו בנושאים אלה.

הפרק הראשון בספר הוא הקדמה ובו אנו מציגים את המושגים הקשורים בהסקה

סטטיסטית, וכן את ההגדרה של שיטה אפרמטרית. בפרקים הבאים מובאות השיטות

האפרמטריות המתאימות לבעיות מחקר שונות. במידת האפשר (כפונקציה של הרמה

המתמטית הנדרשת לפתרון) השתדלנו להביא גם חישובי עוצמה של המבחנים, לפחות

בקירוב. זאת, כדי לאפשר לחוקר לקבוע סדר גודל של מספר התצפיות שתידרשנה כדי

שהמחקר יהיה יעיל. לא הבאנו כאן מבחני חי–בריבוע עבור לוחות שכיחות. נושא זה

מוצג כמעט בכל ספר של מבוא לסטטיסטיקה והוא מובא באופן מאוד מפורט ובהיר

בספר "מבוא להסתברות וסטטיסטיקה: הסקה סטטיסטית" שכתבתי עם עמיתתי תלמה

).2000לויתן, המיועד לתלמידי כלכלה (רביב ולויתן, 

בסוף כל פרק הבאנו אוסף של תרגילים, ובסוף הספר נמצאות תשובות לחלקם הגדול.

בספר הבאנו טבלאות של התפלגויות הסטטיסטים היותר מקובלים ושימושיים המוצגים

בַּספר. טבלאות נוספות ניתן למצוא בספרים רבים המוקדשים לשיטות אפרמטריות כמו,

.Hollander and Wolfe, 1975; או Lehmann, 1975 ;Conover, 1980למשל,  

לגבי כל השיטות המוצגות בספר זה ישנם קירובים טובים מאוד של ההסתברויות

הדרושות, שבהם ניתן להסתפק ברוב המקרים.

אני מבקשת  להודות  לחוג לסטטיסטיקה וחקר ביצועים בבית הספר למדעי המתמטיקה

באוניברסיטת תל אביב על העזרה הרבה בהכנת הספר. כמו כן אני מודה לעמיתַי, לד"ר

תלמה לויתן, שעברה על חלק מן הפרקים והעירה הערות חשובות ולפרופ' יואב בנימיני

על ההערות והעידוד. תודתי נתונה גם לחברַי החוקרים ד"ר יפה זינגר, ד"ר אריקה

עמיר, ד"ר דורית ארם, פרופ' אבי שדה ופרופ' דניאל בר–טל, שהעמידו לרשותי נתונים

שאספו במחקריהם, ובהם השתמשתי כדוגמאות וכתרגילי בית. כמו כן השתמשתי

בנתונים מעבודות מחקר של הסטודנטיות ברכה בירן, עירית דר, שירן רזזנבלט-שטיין,

ועדנה שדה ואני מודה גם להן. בספר זה יש שימוש גם בנתונים ממחקרים שהגיעו לידי

במשך זמן רב ולצערי לא הצלחתי לשחזר את מקורם. אני מתנצלת בזאת בפני כל אלה

שלא הזכרתי את שמם ומודה להם מאוד. תודתי נתונה גם לתלמידי הקורס "שיטות

אפרמטריות" בחוג לסטטיסטיקה באוניברסיטת תל אביב, בשנת תשס"ה, שעברו על

הטיוטה הראשונה של הספר והעירו הערות מועילות. אחרון אחרון חביב, אני מודה

מקרב לב לבעלי, עמירם, שללא תמיכתו ועידודו ספר זה לא היה רואה אור.

אלונה רביב
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11 פפררקק  

מבוא להסקה סטטיסטית: מבחני תמורות

בפרק זה נביא דוגמה לבעיה סטטיסטית ובאמצעותה נסקור את הרעיונות המרכזיים של

הסקה סטטיסטית. לא נציג פה בצורה פורמלית את העקרונות של בדיקת השערות

סטטיסטיות, אלא נביא אותם כתזכורת בהקשר לדוגמאות שונות, וכך גם מי שלא שמע

קודם שום קורס מתקדם בסטטיסטיקה יוכל להפיק תועלת מן הדברים.

 מקבוצה של 7 חולים במחלה מסוימת נבחרה באופן מקרי קבוצה של 3דוגמה 1.1.

חולים ואלה קיבלו תרופה חדשה. הקבוצה השנייה שימשה כביקורת. לכל אחד מ-7

החולים נרשם אורך הזמן (חודשים) עד שקיבלו שוב התקף של המחלה.

) בקבוצת הביקורת i — משך הזמן עד ההתקף אצל חולה iXנסמן:   , , , )i = 1 2 3 4
jY משך הזמן עד ההתקף אצל חולה — j בקבוצת הטיפול ( , , )j = 1 2 3

התוצאות שהתקבלו מסודרות לפי גודלן (פיקטיביות):
       ________________________________________________

1.32.13.33.75.28.211.2התצפיות: 

1234567הדרגות:

xx yx x yyהקבוצה:
       ________________________________________________

-ים) נמצא החולה השלישי מבחינת הזמן עד התקף נוסף, וכןyבקבוצת הטיפול (ה-

נמצאים שני החולים שאצלם הזמן ארוך מכל השאר.

מטרת המחקר הייתה לברר אם התרופה החדשה מועילה להארכת "זמן ההמתנה"

להתקף נוסף של המחלה. ראשית עלינו למצוא מדד לפער בין שתי הקבוצות (קבוצת

הטיפול בהשוואה לקבוצת הביקורת) מבחינת משתנה המחקר, ובהמשך נרצה לבחון אם

הפער גדול דיו כדי להכריע שהתרופה אמנם יעילה.

 (פונקציות של התצפיות):סטטיסטיםנציע כאן ארבעה מדדים, הנקראים 

Yא. X−הפרש ממוצעי התצפיות — 

����������

Mב. My x−הפרש חציוני התצפיות — 



-יםY — סכום הדרגות של שלושת ה-Wג.

�3.7–ים הגדולים או שווים לחציון של המדגם המצורף — y — מספר ה-Sד.

-ים מבין הדרגותyבלוח 1.1 רשומות כל 35 הבחירות האפשריות של שלוש דרגות ה-

של כל 7 התצפיות, וכן ערכי ארבעת הסטטיסטים (המדדים) המתאימים לכל אחת

מהאפשרויות הללו.

רשימת כל אפשרויות הבחירה של 3 מתוך 7 דרגות אפשריות עבור קבוצתלוח 1.1. 
הטיפול, וערכי ארבעה סטטיסטים

_______________________________________________________
דרגותדרגות

swm my x−y x−-הyים-swm my x−y x−-הyים-
  _________________________          _________________________

1) 1 2 3 -4.84 -4.60 6 0 19) 2 3 7 0.93 -1.15 12 1

2) 1 2 4 -4.61 -4.60 7 1 20) 2 4 5 -2.33 -2.05 11 2

3) 1 2 5 -3.73 -3.85 8 1 21) 2 4 6 -0.58 -0.55 12 2

4) 1 2 6 -1.98 -2.35 9 1 22) 2 4 7 1.17 -0.55 13 2

5) 1 2 7 -0.23 -2.35 10 1 23) 2 5 6 0.29 1.70 13 2

6) 1 3 4 -3.91 -3.40 8 1 24) 2 5 7 2.04 1.70 14 2

7) 1 3 5 -3.03 -2.65 9 1 25) 2 6 7 3.79 4.70 15 2

8) 1 3 6 -1.28 -1.15 10 1 26) 3 4 5 -1.63 -1.45 12 2

9) 1 3 7 0.47 -1.15 11 1 27) 3 4 6 0.12 0.05 13 2

10) 1 4 5 -2.80 -2.05 10 2 28) 3 4 7 1.87 0.05 14 2

11) 1 4 6 -1.05 -0.55 11 2 29) 3 5 6 0.99 2.30 14 2

12) 1 4 7 0.70 -0.55 12 2 30) 3 5 7 2.74 2.30 15 2

13) 1 5 6 -0.18 1.70 12 2 31) 3 6 7 4.49 5.30 16 2
14) 1 5 7 1.58 1.70 13 2 32) 4 5 6 1.23 2.50 15 3

15) 1 6 7 3.33 4.70 14 2 33) 4 5 7 2.98 2.50 16 3

16) 2 3 4 -3.44 -3.40 9 1 34) 4 6 7 4.73 5.50 17 3

17) 2 3 5 -2.57 -2.65 10 1 35) 5 6 7 5.60 5.50 18 3

18) 2 3 6 -0.82 -1.15 11 1________________________________________________________
הערה: התוצאה שהתקבלה בפועל מצוינת על ידי אות עבה (מס' 31).  

נשים לב שאם למעשה הטיפול החדש אינו עוזר כלל, הרי כל 7 החולים, למעשה, זהים

ביניהם מבחינת מצבם הבריאותי ולכן לכל סדר שלהם מבחינת הזמן עד ההתקף היה

אותו סיכוי להתרחש. במקרה זה, מראש ההסתברות לקבל כל אחת מ-35 התוצאות

1בלוח 1.1 הייתה שווה (ושווה, כמובן, ל- ). נדגיש שבניסוי שנערך התקבלה,35

).31 מהתוצאות הרשומות בלוח (מסומנת באות עבה, מס' אחתכמובן, רק 
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 מוצגות ההיסטוגרמות של התפלגות כל אחד מהסטטיסטים.1.4 עד 1.1בציורים 



התפלגויות אלה התקבלו על ידי ספירת האפשרויות (שכיחות) לקבלת כל אחד מהערכים

האפשריים של הסטטיסטי. (הקוראים מוזמנים  לבדוק את הספירה.) למשל, יש 3

W ורק אפשרות אחת שעבורה 9 שווה ל-Wאפשרויות שעבורן סכום הדרגות  =6.

 ערכי הסטטיסטי נתונים בקבוצות ונרשם מספר1.2 ו-1.1בשני הציורים הראשונים, 

התוצאות הנמצא בטווח הערכים בקבוצה. ההיסטוגרמות הללו אמנם מתארות את

 התוצאות35התפלגות הסטטיסטים, בהנחה שהתרופה אינה מועילה, באופן שלכל אחת מ-

האפשריות אותו סיכוי להתקבל כתוצאה של הניסוי.

התפלגות הפרש הממוצעים .1.1ציור 

התפלגות הפרש החציונים .1.2ציור 
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התפלגות סכום הדרגות בקבוצת הטיפול. 1.3ציור 



3.7התפלגות מספר ערכי קבוצת הטיפול הגדולים או שווים לחציון . 1.4ציור 

בדיקת השערת המחקר

נסתכל, למשל, על הסטטיסטי הראשון — הפרש הממוצעים. במדגם של החולים שנחקרו,

yהערך שנמצא עבור הסטטיסטי הזה הוא:  x− = − =7 567 3 075 4 492. .  (זהו הערך.

הרשום עבור אפשרות מס' 31 בלוח 1.1). כלומר, ההפרש בין שני הממוצעים הוא די

גבוה. האם המסקנה המתחייבת היא שגם באוכלוסיית החולים כולה, אילו היינו נותנים

, היינו מקבלים הפרש דומה בין אורך הזמן הממוצע שלהםלכל החוליםאותו טיפול 

לבין אורך הזמן הממוצע עד ההתקף הבא אילולא קיבלו את הטיפול? מובן שלא!

ננסח את הבעיה העומדת בפנינו כבעיה סטטיסטית.

כדי לבדוק אם אמנם הטיפול שניתן לחולים מועיל, נעמיד למבחן את התיאוריה הזאת

שהטיפול כלל אינו מועיל. נרשום את שתי ההשערות הנבדקות זוהשערת האפס כנגד 

מול זו:

) : הטיפול אינו מועיל.0H  (מסומנתהשערת האפס

): הטיפול מועיל.1H או אלטרנטיבית (מסומנת השערה נגדית

(את ההשערות הללו ניתן לרשום גם במונחים הסתברותיים, לגבי התפלגויות המשתנים

X-ו Y(.2 נעשה זאת יותר מאוחר, בפרק .

 סטטיסטי לבדיקת השערת האפסמבחן

השערת האפס היא ההשערה אשר עומדת למבחן באמצעות הניסוי שנערך, ועלינו

להחליט, על סמך הנתונים שהתקבלו, אם מתקבל על הדעת שהשערה זו נכונה, או

 אותה.לדחותשהיא כנראה איננה נכונה ויש 

לבדיקת השערת האפס הוא כלל החלטה שבו משתמשים כדי לקבוע אם יש מבחן

לדחות את השערת האפס על סמך תוצאות הניסוי.

הטעויות שעלולות לקרות כתוצאה משימוש בכלל החלטה כלשהו נקראות:

— הטעות הנגרמת כאשר דוחים בטעות את השערת האפס (מחליטיםטעות מסוג ראשון 
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שהיא איננה נכונה כשהיא, למעשה, נכונה);



 — הטעות הנגרמת כאשר בטעות לא דוחים את השערת האפסטעות מסוג שני

(מחליטים שהיא נכונה, כשהיא, למעשה, איננה נכונה).

 טעות מסוג ראשון נגרמת אם מחליטים לאמץ את הטיפול1.1בבעיה המוצגת בדוגמה 

החדש, בעוד שלמעשה אין בו כל תועלת. טעות מסוג שני נגרמת אם מחליטים שלא

לאמץ את הטיפול החדש, בעוד שלמעשה יש בו תועלת.

לשם הבהרת רעיון המבחן הסטטיסטי נחזור לסטטיסטי של הפרש הממוצעים. אם

הטיפול מועיל, אזי אורך הזמן עד ההתקף אצל חולים שמקבלים את הטיפול נוטה

להיות "ארוך" יותר משל החולים שאינם מקבלים טיפול. מובן שבגלל ההבדלים

האינדיבידואליים בין אנשים שונים, לא הגיוני לצַפות שכל אחד ואחד מהחולים שקיבלו

טיפול ימתין יותר זמן מכל אחד ואחד מאלה שלא קיבלו טיפול. אולם ניתן להניח שאם

 לקבלנוטה (אורך הזמן של אדם מקרי שקיבל טיפול) Yהטיפול מועיל, אזי המשתנה 

 (אורך הזמן של אדם מקרי מקבוצת הביקורת).Xערכים גבוהים יותר מן המשתנה 

. בהנחה זו,X גבוה מזה של Y, או החציון של X גבוהה מזו של Yלמשל, התוחלת של 

Yנצַפה שאם אכן הטיפול מועיל, אזי הערך של הפרש הממוצעים  X−ייטה להיות 

 (כלומר,Y ו-Xגדול יחסית, לעומת המצב שבו אין הבדל בין התפלגויות המשתנים 

Yבמקרה שהטיפול אינו מועיל). בהתאם לכך נקבע שככל שהערך של ההפרש  X−
גדול, כך יש בידינו ראָיָה יותר מוצקה לכך שהטיפול אמנם מועיל.

)valueP- (מובהקות התוצאה
 לפחותקיצונית) היא ההסתברות לקבלת תוצאה Pהמובהקות של התוצאה (מסומנת 

כמו זו שהתקבלה בניסוי, בהנחה שלמעשה השערת האפס נכונה. הקיצוניות של התוצאה

נקבעת בכיוון הנדרש לשם אישוש התיאוריה הרשומה כַהשערה האלטרנטיבית.

בדוגמה שהצגנו, מובהקות התוצאה מתקבלת על ידי ההסתברות לכך שהפרש הממוצעים

Y X− (הערך שהתקבל בניסוי), אם, למעשה,4.49 לפחות כמו הערך גדול יהיה 

הטיפול איננו מועיל.

Pאנו רושמים את מובהקות התוצאה:  P Y XH= − ≥
0

4 49( . ).

לפני שנחשב את המובהקות הזאת, נעיר שערך זה מבטא את הסיכוי לכך שבַניסוי

תתקבל באופן מקרי תוצאה כל כך קיצונית (או חריגה), אם למעשה אין כל הבדל בין

. בדוגמה שלנו, ערך זה הוא הסיכוי לכך שלקבוצת הניסויYו- Xהתפלגויות המשתנים 

ייבּחרו במקרה דווקא החולים שעבורם זמן ההמתנה עד ההתקף הוא יחסית גבוה,

4.49באופן שהפרש הממוצעים בין קבוצת הטיפול לקבוצת הביקורת יהיה גבוה מ-

חודשים.
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חישוב מובהקות התוצאה במקרה זה קל מאוד. בהנחה שהשערת האפס נכונה, הרי לכל



אחת מ-35 התוצאות האפשריות הרשומות בלוח 1.1 אותה הסתברות. בלוח 1.1 רואים

Yשישנן בסך הכל שלוש אפשרויות שבהן התוצאה של  X−גבוהה לפחות כמו זו 

שהתקבלה (מס' 31, 34 ו-35). מכאן מובהקות התוצאה היא

  P P Y XH= − ≥ = ≅
0

4 49 3
35

0 086( . ) .

.8.6קיבלנו, אפוא, מובהקות של כ-%

 לכך8.6במִלים אחרות, אם למעשה הטיפול איננו מועיל כלל, יש סיכוי של כ-%

שבמדגם מקרי של 3 מתוך 7 החולים שנבחרו להשתתף בניסוי, ממוצע אורך הזמן של

 חודשים לפחות.4.49קבוצת הטיפול יעלה על זה של קבוצת הביקורת ב-

מסקנת בדיקת ההשערות — הסקה סטטיסטית

כיצד קובעים אם נמצאה ראָיָה לכך שהטיפול מועיל? כאשר מובהקות התוצאה קטנה,

ניתן להסיק שהתוצאה שהתקבלה היא "חריגה", באופן שהסיכוי לקבלת תוצאה כה

קיצונית הוא קטן. כלומר, אם השערת האפס הייתה נכונה, לא סביר היה לקבל תוצאה

כזאת מלכתחילה. במקרה כזה יש בידינו ראָיָה מוצקה דיה לכך שהשערת האפס כנראה

איננה נכונה ולכן ההשערה האלטרנטיבית שהעמדנו כנגדה מתארת באופן מתאים יותר

את המצב האמיתי.

אימתי נחליט שהראיה מוצקה דיה? או, לחלופין, מתי מובהקות התוצאה היא קטנה

מספיק? מובן שעניין זה הוא סובייקטיבי לחלוטין ותלוי בסוג המחקר ובנזקים שעלולים

להיגרם מטעויות בהחלטה.

רמת המובהקות של מבחן

,P, היא הערך הגבוה ביותר של מובהקות התוצאה )α (המסומנת ב-רמת המובהקות

שעבורו מחליטים שיש בתוצאת הניסוי ראָיָה כנגד השערת האפס. כלומר, כל ערך של

P הקטן מהגודל α נכונותה של השערתכנגד ייקרא "קטן מספיק" כדי להוות ראָיָה 

האפס (ולפיכך תמיכה בהשערה האלטרנטיבית).

רמת המובהקות היא גם ההסתברות לדחיית השערת האפס בטעות, או ההסתברות

.טעות מסוג ראשוןל

α=0הערך המקובל של רמת המובהקות של מבחנים הוא  , אך ייתכנו מקרים.05

α=0שבהם ניתן להסתפק ברמת מובהקות  , ומקרים אחרים שבהם נדרוש רמת.10

α=0מובהקות קטנה יותר, למשל  01..

. נדון בחישוב הסתברויותβנעיר כאן כי מקובל לסמן את ההסתברות לטעות מסוג שני ב-

.2.7לטעות מסוג שני יותר מאוחר, בפרק 
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מבחן לבדיקת השערות

 לבדיקת השערת האפס ניתן, אם כך, על ידי הכלל הבא.מבחן

:α. בהינתן רמת מובהקות Pיש לחשב את מובהקות התוצאה שהתקבלה בניסוי — 

 את השערת האפס; לדחות, ישP≤αאם התקבלה תוצאה שעבורה 

, אין לדחות את השערת האפס.P>αבמקרה שהתקבלה תוצאה שעבורה 

P=0בַדוגמה לעיל, כאשר השתמשנו בהפרש הממוצעים, קיבלנו  . לפיכך, אם.086

α=0 ( 5%החלטנו להשתמש ברמת מובהקות של ), לא נוכל לדחות את השערת.05

. לכן נסיק כי על פי הנתונים שהתקבלו בניסוי אין ראָיָה מוצקהP>α האפס, כיוון ש-

),8.6דיה לכך שהטיפול אכן מועיל. במלים אחרות, יש סיכוי סביר, "לא קטן" (כ-%

לקבלת הפרש גדול לפחות כמו זה שהתקבל, גם אם אין כלל הבדל בין התפלגות אורך

הזמן עם טיפול לבין אורך הזמן ללא כל טיפול. אנו אומרים שהסיכוי הוא "לא קטן",

 שנקבעה מראש.αכיוון שהוא עולה על רמת המובהקות 

α=0 (10 %מובן שאם היינו מחליטים להשתמש ברמת מובהקות של P<α), אזי .10
ולכן במקרה זה ניתן היה להסיק שיש בתוצאות הניסוי ראָיָה לכך שהטיפול מועיל

(דוחים את השערת האפס לטובת ההשערה האלטרנטיבית).

אפשרות השימוש בסטטיסטים אלטרנטיביים

בדוגמה לעיל השתמשנו בסטטיסטי של הפרש הממוצעים כדי לבדוק את ההשערות. אנו

.סטטיסטי המבחןאומרים במקרה זה שהפרש הממוצעים הוא 

 — הפרש החציונים של שתי הקבוצות. בלוח 1.1הסטטיסטי השנינסתכל עתה על 

Mרואים שהתוצאה שהתקבלה בניסוי (מס' 31) היא  My x− =5  וכמו לגבי הפרש.30

הממוצעים, גם פה ישנן בסך הכל שתי אפשרויות נוספות שבהן התוצאה עולה על זו

(מס' 34 ו-35). לכן גם במקרה זה מתקבלת מובהקות התוצאה כמו קודם:

 P P M MM H y x= − ≥ = ≅
0

5 30 3
35

0 086( . ) .

W — סכום הדרגות, ניתן לראות שהתקבלה התוצאה הסטטיסטי השלישילגבי   =16
וישנן בסך הכל 4 אפשרויות לתוצאה גבוהה לפחות כמו זו (מס' 31, 33, 34 ו-35).

מכאן שמובהקות התוצאה היא

P P WW H= ≥ = ≅
0

16 4
35

0 114( ) .

בניגוד למסקנה המבוססת על שני הסטטיסטים הראשונים, במקרה זה גם אם היינו

 לא היינו יכולים לדחות את השערת האפס.10מסתפקים ברמת מובהקות של %
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 נותן תוצאה בעלת מובהקות גדולה עוד יותר. מספר הקומבינציותהסטטיסטי הרביעי



 (מס' 31) הוא גדול מאוד. ספירה קפדנית מראה שמובהקות התוצאהS≥2שעבורן 

במקרה זה היא

P P SU H= ≥ = ≅
0

2 22
35

0 629( ) .

 הגדול לפחות כמו זה שהתקבלS לקבלת ערך של 60 %כלומר, יש סיכוי העולה על

בניסוי.

מן הדוגמה הזאת ברור שבחירת הסטטיסטי שישמש לבדיקת ההשערות העומדות

למבחן, מהווה כלי חשוב מאוד בתהליך בדיקת השערות.

: העובדה שעבור תוצאות הניסוי הנוכחי המובהקות של הסטטיסטי הרביעי הייתההערה

כל כך גבוהה ביחס לסטטיסטים האחרים, אינה מחייבת שכך יקרה תמיד. אם, למשל,

תוצאת הניסוי הייתה האפשרות מס' 32 בלוח 1.1, היינו מקבלים את המובהקויות

הבאות (בדקו!):

Pהפרש הממוצעים:א. P Y XY X H− = − ≥ =
0

1 23 11
35

( . )

Pהפרש החציונים:ב. P M MM H y x= − ≥ =
0

2 50 7
35

( . )

Pסכום הדרגות:ג. P WW H= ≥ =
0

15 7
35

( )

P-ים הגדולים או שווים ל-y:3.7מספר ה-ד. P SS H= ≥ =
0

3 4
35

( )

במקרה של תוצאה כזאת המובהקות הקטנה ביותר מתקבלת דווקא כאשר משתמשים

בסטטיסטי הרביעי.

 (פרמוטציות)מבחן תמורותהכללה: 

. ברגע שקבענו סטטיסטימבחן תמורותהמבחן שבו השתמשנו בדוגמה 1.1 נקרא 

 התמורות השונות של אותם נתוניםכלמתאים כסטטיסטי המבחן, ניתן לחשב את 

ספציפיים שהתקבלו בניסוי (למשל, על ידי קביעה אילו מן התצפיות היו יכולות להיות

שייכות לקבוצת הניסוי ואילו לביקורת). אם השערת האפס נכונה, לכל אחת מן

הקומבינציות הללו יש אותה הסתברות. לכן, לשם חישוב מובהקות התוצאה יש צורך

לספור את הקומבינציות שעבורן ערך הסטטיסטי קיצוני לפחות כמו הערך שהתקבל

בניסוי. מובהקות התוצאה היא המנה בין המספר הזה לבין מספר התמורות הכולל.

nעבור בעיית שתי קבוצות — ניסוי וביקורת, כמו בדוגמה 1.1, אם בקבוצת הטיפול 
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 תצפיות, מספר כל הקומבינציות האפשריות הוא כמספרmתצפיות ובקבוצת הביקורת 



 הנבדקים העומדים לרשותנו,n + m התצפיות לטיפול, מתוך nהאפשרויות לבחור את 

כלומר,     
m n
n

m n
m n

+⎛
⎝

⎞
⎠ =

+( )!
! !

.

הבעיה במבחן זה היא שרישום כל התמורות האפשריות, חישוב סטטיסטי המבחן לכל

אחת מהן וספירתן אינו קשה במיוחד עבור מדגמים קטנים (וגם אז זוהי טרחה בלתי

מבוטלת...). לעומת זאת, במדגמים גדולים יותר הטרחה רבה מאוד, ולמעשה החישוב

של מובהקות התוצאה הוא כמעט בלתי אפשרי ללא שימוש בתכנת מחשב מתאימה.

למשל, אם בַניסוי שני מדגמים בגודל 10 כל אחד (וזה נחשב ניסוי קטן ביותר!), מספר

כל הקומבינציות האפשריות הוא גדול מאוד — 
20
10

20
1010

184 756⎛
⎝

⎞
⎠ = =( )!

! !
,. 

מטעם זה לא נהוג בדרך כלל להשתמש במבחני תמורות.

מבחן אפרמטרישמירה על רמת מובהקות — 

היתרון של מבחן תמורות (לכל סטטיסטי מבחן שבו משתמשים) הוא, שניתן לחשב את

, והחישוב איננו תלוי כלל בהתפלגות של האוכלוסייה שממנהבדיוקמובהקות התוצאה 

נבחר המדגם. למשל, בדוגמה 1.1 שהצגנו לעיל, לא חשוב כלל מהי התפלגות זמן

ההמתנה של החולים; אם החלוקה לקבוצות ניסוי וביקורת הייתה חלוקה אקראית,

ובתנאי שלגבי כל אחד מהחולים אין הבדל אם הוא קיבל טיפול או שלא זכה לקבל

טיפול (זמן ההמתנה שלו "נקבע מראש" ואינו תלוי בטיפול), אזי מובהקות התוצאה,

כפי שחושבה לעיל עבור כל אחד מהסטטיסטים, היא מדויקת.

נזכיר שכלל ההחלטה לגבי בדיקת ההשערות נקבע אך ורק כפונקציה של מובהקות

:Pהתוצאה — 

 אין דוחים אותה.P>α, יש לדחות את השערת האפס, ואם P≤αאם 

בגלל העובדה שניתן לחשב את המובהקות בלי כל ידיעה על התפלגות התצפיות, מבחן

).Distribution free או Nonparametric (באנגלית מבחן אפרמטריכזה נקרא 

המונח "אפרמטרי" בא מן העובדה שאין צורך להניח כל הנחה לגבי מודל פרמטרי של

התצפיות (כמו, למשל, התפלגות נורמלית, מעריכית, וכד'), אלא רק את נכונותה של

השערת האפס.

________________________________________________________

תרגילים

 להשוואת שני מדגמים. נגדיר את סטטיסטי המבחן על1.1הסתכלו על נתוני דוגמה 1.
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Tידי הסטטיסטי  Y Y Y X X X X= −max{ , } max{ , , }, ,1 2 3 1 2 3 4.



חשבו את הערך של הסטטיסטי במדגם, עִרכו מבחן פרמוטציות ותנו את מובהקות

.Tהתוצאה שהתקבלה לגבי הסטטיסטי 

להשוואת שלושה טיפולים לשם הורדה במשקל, חולקו אקראית 6 גברים בין2.

הטיפולים. התוצאות הרשומות בלוח הן אחוזי הירידה במשקל של הגברים שנבדקו.

                       ____________________________
הטיפול                                                      

                     ____________________________   
ג                        ב                        א

               ____________________________
                                 16.1                    21.7                      19.6

                                      17.3                    19.3                      17.8
                                 ____________________________

i ,i=1 את ממוצע המדגם ה-Xiנסמן ב-א) 2 3, X, וב-, 6 את הממוצע של כל .

התצפיות. נגדיר סטטיסטי לבדיקת ההבדל בין שלושת הטיפולים:

S X X X X X X= − + − + −( .) ( .) ( .)1
2

2
2

3
2

, כדי לבדוק אם יש הבדלSהשתמשו במבחן תמורות המבוסס על הסטטיסטי 

בין שלושת הטיפולים. קבעו את מובהקות התוצאה.

 של תמורות!)שונות אפשרויות 15(רמז: בסך הכל ישנן רק 

�
���������

αמה הממסקנה עבור רמת מובהקות  ב) = α? ועבור 10. = .05?



22 פפררקק  

מבחן ווילקוקסון לשני מדגמים

 ההשערות בבעיית שני מדגמים2.1

בפרק 1 ראינו דוגמה לבעיה סטטיסטית שבה יש לבחון את ההבדל בין קבוצת טיפול

לקבוצת ביקורת. נחזור שנית לדוגמה 1.1 ונשים לב שישנו הבדל עקרוני חשוב מאוד

בין ארבעת הסטטיסטים שהוצעו עבור המבחן. לגבי הסטטיסטי הראשון (הפרש הממוצעים)

והשני (הפרש החציונים) ברור שהתפלגות כל הערכים האפשריים של הסטטיסטי,

הנתונה בציורים 1.1 ו-1.2, תלויה באופן מאוד חזק בתוצאות הספציפיות שהתקבלו

בניסוי. לכל אוסף של 7 נתוני הזמן עד ההתקף, התפלגות הפרשי הממוצעים או הפרשי

החציונים תהיה שונה (ומיוחדת למדגם זה).

לעומת זאת, לגבי הסטטיסטי השלישי (סכום הדרגות), קל לראות שהתפלגותו אינה

תלויה כלל בתוצאות הספציפיות של הניסוי. אותו דבר נכון גם לגבי הסטטיסטי הרביעי,

).3אך ייתכן שהדבר אינו כה מובן מאליו, ונתייחס לכך מאוחר יותר (פרק 

בכל מקרה שהתפלגות סטטיסטי המבחן איננה תלויה בתוצאות הספציפיות שהתקבלו,

ניתן להכין מראש את התפלגות הסטטיסטי בהנחה שהשערת האפס נכונה, ולהשתמש

בה לשם ניתוח תוצאות הניסוי.

אנשים שונים הציעו סטטיסטים כאלה לבעיות שונות, ובכך אִפשרו ניתוח של נתונים

ווילקוקסוןבלי הזדקקות לרישום כל התמורות. אחד המבחנים הללו הוא המבחן של 

) וכןWilcoxon, 1945. ווילקוקסון ((Wilcoxon two-sample test) שני מדגמיםל

) הציעו את המבחן שאותו נביא כאן.Mann & Whitney, 1947מאן �וויטני (

נציג את בעיית שני המדגמים באופן כללי.

 הושארוm נבחרו אקראית לקבלת טיפול ו-n נבדקים, שמהם Nנתון מדגם של 

������������

Nכביקורת ( m n= +.(



) בקבוצת הביקורת i — התצפית ה-iXנסמן:   , , , )i m= …1 ;F בעלת התפלגות 2

         jY-התצפית ה — j בקבוצת הטיפול ( , , , )j n= …1 .G בעלת התפלגות 2

 רציפות.G ו-Fנניח ששתי ההתפלגויות 

השערת האפס שאין הבדל בין טיפול לביקורת ניתנת להירשם:

t,    H לכל F t G t0 : ( ) ( )=
, שהתפלגותוYבכל הדיון כאן נניח שההשערה האלטרנטיבית טוענת שערכי המשתנה 

G נוטים להיות גבוהים מערכי המשתנה ,X שהתפלגותו ,Fכלומר, שהטיפול מעלה) 

את תוצאת הבדיקה). נשים לב שההשערה האלטרנטיבית אינה כה פשוטה להצגה כמו

—X גבוהה מן התוחלת של Yהשערת האפס. ניתן לרשום, למשל, שהתוחלת של 

′ >H EY EX1: — או שיחס דומה קיים לגבי שני החציונים ,′′ >H M MY X1:.

כל היא, שX נוטים להיות גבוהים מערכי Yצורה אחרת לרשום את ההנחה שערכי 

y, בהתאמה, כלומר: X גדולים מאלה של Yערכי החלוקה של  xp p≥ 0  לכל 1< <p.

P, הוא הערך המקיים: X של p, נקרא גם האחוזון ה-px[ערך החלוקה  X x pp( )≤ =[.

 המבחן של ווילקוקסון2.2

,Y שווה להתפלגות המשתנה Xהמבחן מיועד לבדיקת ההשערה שהתפלגות המשתנה 

.X נוטה להיות גדול מ-Yכנגד האלטרנטיבה ש-

Nנסדר את כל   m n=  התצפיות הנתונות לפי הגודל, מהקטנה לגדולה. לכל תצפית+

,1נרשום את הדרגה שלה בסדר שהתקבל: התצפית הקטנה ביותר מקבלת את הדרגה 

, וכך הלאה, כאשר התצפית הגדולה ביותר מקבלת את2השנייה בגודלה את הדרגה 

.Nהדרגה 

נסמן את הדרגות המתאימות:

R R Rm1 2, , X הן הדרגות של …, X Xm1 2, , בהתאמה. …,

S S Sn1 2, , Y הן הדרגות של …, Y Yn1 2, , בהתאמה. …,

 התצפיות שלNהדרגות הללו הן כולן משתנים מקריים, התלויים בסדר שהתקבל בין 

הניסוי.

 של ווילקוקסון הוא סכום הדרגות בקבוצת הטיפול, כלומר,סטטיסטי המבחן

 
 
W S S S Ss n i

i

n
= + + + =

=
∑1 2

1
L(1)

(נזכיר שזה היה הסטטיסטי השלישי שהוצע בדוגמה 1.1.)

 נוטה לקבל ערכים גבוהים יותרYהיות שההשערה האלטרנטיבית טוענת שהמשתנה 
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 אם למעשה האלטרנטיבה נכונה. לכןsW, נצַפה לקבל ערך גבוה של Xמאשר המשתנה 



. כלומר,sWאנו דוחים את השערת האפס עבור ערכים גבוהים מספיק של הסטטיסטי 

Pמובהקות התוצאה תחושב באופן הבא:  P W ws= ≥(  הוא הערך של סכוםw, כאשר (

הדרגות שהתקבל בניסוי.

N בדוגמה 1.1 נתון מדגם של דוגמה 2.1 (המשך דוגמה 1.1).  חולים, שמהם7=

n=3-הוקצו לטיפול ו m 7, ו-6, 3 לביקורת. הדרגות של קבוצת הטיפול הן 4=

Wsולפיכך סכום הדרגות שהתקבל הוא  = + + =3 6 7 16.

מובהקות התוצאה חושבה שם בעזרת לוח 1.1, שבו רשומות כל התוצאות האפשריות

של סדר זמן ההמתנה להתקף של 7 החולים. היות שתחת המודל של השערת האפס (אין

הבדל בין טיפול לביקורת) לכל סידור כזה אותה הסתברות, מצאנו כי מובהקות

Pהתוצאה היא    P WH s= ≥ = ≅
0

16 4 35 0 114( ) ..

את רישום כל התוצאות האפשריות של הדרגות ניתן להכין מראש, ללא ידיעה על

 תחת השערת האפס,sWתוצאות הניסוי, ולכן ניתן להכין את טבלת ההתפלגות של  

 שונים. לצערנו, אין נוסחה סגורה לחישוב התפלגות זו.n ו-mעבור ערכי 

בהנחה שהשערת האפס נכונה (התפלגויות הטיפול והביקורת שוות),משפט 2.1. 

 ניתנת על ידי:sWפונקציית ההסתברות של סכום הדרגות 

 P W w
W w

N
n

H s
s

0
( )

#{ }= = =






(2)

המכנה 
N
n





 הוא המספר הכולל של אפשרויות הבחירה של nדרגות לקבוצת הטיפול 

}# הדרגות האפשריות, והמונה Nמתוך  }W ws  הוא מספר האפשרויות מתוכן, שבהן=

Wקיים:  ws =.

: כבר הראינו בפרק 1 את צורת החישוב הזאת במבחני תמורות. תחת השערתהוכחה

האפס כל אחד מהסידורים השונים של דרגות התצפיות הוא בעל אותה הסתברות.

ההנחה במקרה זה היא שערכי התצפיות עצמן כבר נקבעו מראש, ואקראיות הבחירה

של קבוצת הטיפול היא שקובעת מה יהיה ערכו של סטטיסטי המבחן כתוצאה מהניסוי.

♣

}#יש לשים לב שחישוב מספר האפשרויות  }W ws  שוניםw עבור ערכי (2) בנוסחה =

.2.2מהווה טרחה רבה כבר עבור מדגמים קטנים יחסית, כפי שאפשר לראות בדוגמה  

m עבור Ws נביא לדוגמה את החישוב של חלק מהתפלגות דוגמה 2.2. n= =5 4, ,

������������

.Wsכאשר נראה כאן כיצד ניתן לספור את האפשרויות לקבלת הערכים השונים של 



. התחלנו את הספירה מן הדרגות הנמוכות*.-ים מסומנות ב-y-בלוח 2.1 הדרגות של ה

 בכל שלב נרשמו האפשרויות (אחת או יותר) להעלות את סכום הדרגות ביחידה.ביותר

 (הזזת אחת הכוכביות צעד אחד-1אחת, על ידי העלאת אחת הדרגות מהשלב הקודם ב

.ימינה)

m-ים עבור yרשימת הקומבינציות של דרגות ה- לוח 2.1. n= =5 , לחישוב התפלגות ,4
Ws 13-10 (ערכים.(

 ____________________________________________________
______________________________________                 הדרגות                                         

אפשרות      1 2 3 4 5 6 7 8 9 Ws____________________________________________________
1 * * * * 10        __________________________________________________
2 * * * * 11        __________________________________________________
3 * * * * 12

        ---------------------------------------------------------------------------
4 * * * * 12        __________________________________________________
5 * * * * 13

        ---------------------------------------------------------------------------
6 * * * * 13

        ---------------------------------------------------------------------------
7 * * * * 13  ____________________________________________________

-יםy דרגות ה-*     

 מספר כל הצירופים.באופן זה ניתן להמשיך ולקבל את כל צירופי הדרגות האפשריים

האפשריים הוא 
9
4 126



 . מן הטבלה ניתן למצוא עבור המקרה הנידון את ההסתברויות:=
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 השונים, הוכנוWsהיות שאין נוסחה סגורה לחישוב מספר האפשרויות של ערכי 

,Lehmannטבלאות מתאימות והן קיימות בספרים הדנים בשיטות אפרמטריות (למשל 

1975; Hollander & Wolfe, 1973(.את הטבלאות שהבאנו בספר זה הכנו למעשה) 

, שבה אפשר למצוא את ההסתברות של כל5על סמך שיטת החישוב המודגמת בתרגיל 

ערך על סמך הסתברויות של ערכים נמוכים יותר.) במקומות שונים הטבלאות ניתנות

 (טבלה Ws2 בספר זה מובאת טבלת ההתפלגות המצטברת של המשתנה .בצורה שונה

-10. הקטנים מn- וmבנספח) עבור 
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1 נע בין הערך המינימלי  Wsתחום ערכי  2 1 2+ + + = +L n n n( )



Nלבין הערך המקסימלי שהוא   N m m( ) ( )+ − −1 2 1  (תרגיל 1).2

nכדי לחסוך מקום, בטבלה נתונות ההסתברויות רק עבור המקרים שבהם  m≤,למשל .

Wsאת מובהקות התוצאה  ).1 1 שהתקבלה בדוגמה 16= , )m n= =4 , ניתן למצוא3

בטבלה באופן הבא:

P P W P Ws s= ≥ = − ≤ = − =( ) ( ) . .16 1 15 1 8857 1143

Pההסתברות  Ws( ) .≤ =15 n רשומה בטבלה 2, בעמודה שכותרתה 8857 m= =3 4, .

.כל ההסתברויות כאן מחושבות תחת השערת האפס

nמציאת ההסתברות המתאימה כאשר   m> 2.3 איננה מסובכת. נסתכל על דוגמה.

 הנתונים להלן הם חלק ממחקר שנערך בישראל (עירית דר) כדי לבדוק אתדוגמה 2.3.

הנושא של אלימות בסביבות שונות, כפי שמדווחים ילדים צעירים. מובאים כאן ציוני

נרצה  בנים, הלומדים בכיתה ב.10 בנות ו-9מדד האלימות בבית הספר כפי שדיווחו 

לבדוק אם בבית הספר בנים עדים למקרי אלימות יותר מאשר בנות.

 בנות.10ציוני מדד אלימות בבית הספר אצל 9 בנים ו-. לוח 2.2
__________________________________________

בנות                                              בנים                        
              _______________                 _______________

               דרגה          אלימות                          דרגה          אלימות     
              _______________                  _______________

2.09 12 0.82 1

1.82 8 2.18 13

1.73 7 1.00 2

2.55 18 1.64 6

2.36 15 1.55 5

1.91 10 2.50 17

1.36 4 2.00 11

2.36 16 1.83 9

2.73 19 1.17 3

2.33 14    _______________________________________________
סך הכול 123 67

    _______________________________________________

 את ערכי הבנים. גודלי המדגמיםY את ערכי מדד האלימות אצל הבנות וב-Xנסמן ב-

mהם:  n= =9 10, .

מלוח 2.2 רואים שהסטטיסטי של ווילקוקסון המתקבל כאן (סכום הדרגות אצל הבנים)

Wsהוא  P. מובהקות התוצאה היא אפוא: 123= P Ws= ≥( . בטבלת התפלגות123(

������������

nווילקוקסון (טבלה 2 בנספח) לא נמצא את ההסתברות הזאת, כיוון שכאן  m>.



Wrנסתכל, אם כך, על סכום הדרגות אצל הבנות:  . ברור שהסיכוי לכך שסכום67=

הדרגות של הבנים גדול מדי שווה לסיכוי שסכום הדרגות של הבנות קטן מדי.

Pמובהקות התוצאה היא, אפוא  P W P Ws r= ≥ = ≤ =( ) ( ) .123 67 P=.0326. הערך 0326

n בנספח, בעמודה שכותרתה 2נמצא בטבלה  m= =9 . עבור רמת מובהקות של ,10

 יש לדחות את השערת האפס ולהסיק שבנים אמנם עדים לאלימות בבית הספר05.

יותר מאשר בנות.

כדי למצוא את מובהקות התוצאה במקרה שהערך הדרוש אינו מופיע בטבלה, לא עבור

 תכונה זו.Ws-ים, ניתן להיעזר בסימטרייה של y-ים וגם לא עבור דרגות ה-xדרגות ה-

מובאת במשפט הבא.

היא סימטרית סביב Ws תחת השערת האפס התפלגות המשתנה משפט 2.2.
n N( )+1

2
.

, קיים:t: כדי להוכיח את המשפט, יש להראות שעבור כל ערך הוכחה

 P W n N t P W n N ts s= + +{ } = = + −{ }( ) ( )1
2

1
2

כאשר ההסתברויות מחושבות תחת השערת האפס (שוויון התפלגויות).

) עד לקטנה ביותר (דרגה1 התצפיות בסדר הפוך — מהגדולה ביותר (דרגה Nנדרג את 

N(.נסמן את דרגות ה -y- ים המתאימות על ידיSj
S, כאשר  * N Sj j

* = +  (בִדקו.1−

שזה אמנם הקשר בין הדרגות המקוריות לדרגות ה"הפוכות".)

ים הוא-y-סכום הדרגות "ההפוכות"  של  ה

W S N S n N S n N Ws j
j

n

j
j

n

j
j

n

s
* * ( ) ( ) ( )= = + − = + − = + −

= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1
1 1 1

 הדרגות היא שווה, ולכןNמצד שני, תחת השערת האפס, הסתברות כל תמורה של 

Wים -y-לסכום הדרגות "ההפוכות" של  ה Ss j
j

n
* *=

=
∑

1
 יש אותה התפלגות כמו לסכום

Wהדרגות המקוריות  Ss j
j

n
=

=
∑

1
 שימו לב שסכום הדרגות המקוריות הוא,.

nלמשל, n( )+1  הדרגות הנמוכות ביותר. אולם באותוn-ים מקבלים את y כאשר ה-2

nאופן סכום הדרגות ה"הפוכות" הוא  n( )+1  הדרגותn-ים מקבלים את y כאשר ה-2

הגבוהות ביותר. הסיכוי לכל אחת מהתוצאות הללו הוא זהה (אפשרות אחת בלבד

 הדרגות הללו). מכאן מקבלים:nלבחירת 
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P W n N t P W n N ts s= + +{ } = = + +{ }( ) ( )*1
2

1
2



                = + − = + +{ }P n N W n N ts( ) ( )1 1
2

                       = = + −{ }P W n N ts
( )1

2

♣זו בדיוק דרישת הסימטרייה.

 את הסתברות הזנב ניתן למצוא בעזרת הסימטרייה לפימסקנה 2.1.

P W n N t P W n N ts s≥ + +{ } = ≤ + −{ }( ) ( )1
2

1
2

. נמצא,sW מאפשר לחסוך מקום בטבלת ההתפלגות של sW ניצול הסימטרייה של

Pלמשל, את ההסתברות  W P Ws s( ) ( )≥ = − ≤62 1 m, כאשר 61 n= =10 . הערך ,6

. מרכז הסימטרייהsW אינו מופיע בטבלה. נשתמש, אפוא, בתכונת הסימטרייה של 61

nשל ההתפלגות הוא  N( )+ = ⋅ =1 2 6 17 2 62. לפיכך הערך הסימטרי של 51 51 11= +
51הוא  11 40− =.

P ההסתברות הדרושה היא, אפוא:  P W P Ws s= ≥ = ≤ =( ) ( ) .62 40 1317.

n נמצאת בטבלה 2 בנספח, תחת הכותרת 1317.ההסתברות  m= =6 10, .

: בכל הפרק הזה אנו מניחים שמשמעות העובדה שהטיפול יעיל מהביקורת היאהערה

שערכי התצפיות תחת הטיפול נוטים להיות גבוהים יותר מהערכים של נבדקים שלא

 של גבוהיםטופלו. כלומר, אנו מניחים שיש לדחות את השערת האפס עבור ערכים

-ים, או, דרגות הנבדקים בקבוצתY (שהוא סכום הדרגות של ה-Wsסטטיסטי המבחן 

 של הערכים הנמדדים, אזי ניתן לתקןבירידההטיפול). אם יעילות הטיפול מתבטאת 

זאת באחת משתי צורות:

-ים כתצפיות הטיפולX ולהגדיר את ה-Y ו-Xניתן להחליף את התפקיד של א.

-ים כביקורת. בצורה כזאת כל שאר ההגדרות והסימונים לגבי סטטיסטיYואת ה-

המבחן, אזור הדחייה וחישוב מובהקות התוצאה נשארים כמו קודם.

אם משאירים את אותם הסימונים של שני המדגמים כרגיל, יש לדחות אתב.

, ובהתאם לכך לחשב את מובהקותWsהשערת האפס עבור ערכים נמוכים של 

התוצאה שהתקבלה על ידי הזנב השמאלי.

התיקון א עדיף על ב, מכיוון שבמקרה זה ניתן להשתמש בכל התוצאות הקודמות ללא

Xכל שינוי, ובכך נמנע עצמנו מבלבול. בהתאם לכך, הדבר הפשוט ביותר הוא לסמן ב-
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את המשתנה הצפוי (תחת השערת המחקר האלטרנטיבית) לקבל את הערכים הנמוכים



 את המשתנה הצפוי לקבל את הערכים הגבוהים יותר.Yוב-

-ים נקראY-ים בשם "קבוצת הביקורת" ולמדגם ה-Xאנו נמשיך ונקרא למדגם ה-

"קבוצת הטיפול", ללא קשר לבעיה המחקרית הספציפית.

השערה דו–צדדית

עד עתה דנו רק במקרים שבהם ההשערה האלטרנטיבית הייתה חד–כיוונית, דהיינו,

השערת המחקר טוענת לכיוון מסוים של הערכים הצפויים של התפלגות מדגם ה"טיפול"

בהשוואה להתפלגות ה"ביקורת". נסתכל עתה על דוגמה לבעיה שבה אין השערה

כיוונית.

 במחקר שמטרתו לברר את מידת הסמכות של מורים בעיני תלמידיהםדוגמה 2.4.

(ברכה בירן), נשאלו תלמידים על מידת סמכות הידע שהם מייחסים לכל אחד מ-4

מורים. השאלון כלל 9 פריטים, ביניהם "יש לו ידע רב", או "הוא מקפיד לדייק

בעובדות". התשובות לכל פריט ניתנו על סולם בין 1 ל-6. כמו כן, השאלון התייחס

לשני תחומים: התחום המקצועי שהמורה מלמד, ותחומים אחרים. השאלונים הועברו

בכיתות ז ובכיתות י. הציון של תלמיד חושב על ידי ממוצע כל 9 הפריטים בשאלון.

ממוצעים כיתתיים של סמכות ידע של מורים למתמטיקה בתחומים האחרים לוח 2.3.
_____________________________________________________

 כיתות י                                                    כיתות ז             
    _________________                                _________________

)X(                             דרגה            סמכות )Y(     דרגה            סמכות 
    _________________                                _________________

3.26 2 2.89 1

3.32 5 3.28 3

3.74 8 3.30 4

3.86 9 3.57 6

3.89 10 3.65 7

4.02 12 3.94 11

4.17 14 4.09 13

4.23 15 4.85 17

4.81 16_____________________________________________________
סך הכול      91 62

_____________________________________________________

בלוח 2.3 נתונים חלקיים של המחקר, רק לגבי המורה למתמטיקה בתחומים האחרים

(באופן כללי), עבור 9 כיתות ז ו-8 כיתות י. הנתונים בלוח הם הממוצעים הכיתתיים
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של ציוני התלמידים. נרצה לבדוק אם יש הבדל בין מידת הסמכות שמייחסים תלמידים



צעירים ומבוגרים למורים למתמטיקה.

 רשומות גם הדרגות של הכיתות לפי מידת הסמכות שייחסו תלמידי הכיתה2.3בלוח 

למורה למתמטיקה.

 את אלה של כיתות י.Y את מידת הסמכות של מורה בכיתות ז וב-Xאנו מסמנים ב-

mגודלי המדגם המתאימים הם:  n= =9  רואים שהסטטיסטי של ווילקוקסון2.3. מלוח  ,8

Wsהמתקבל כאן הוא  . כדי להחליט אם יש לדחות את השערת האפס על סמך62=

התוצאה שהתקבלה, נרצה לקבוע, לדוגמה, את אזור הדחייה המתאים עבור רמת

αמובהקות  =  ונברר אם התוצאה שהתקבלה כלולה באזור הדחייה.10.

אזור הדחייה עבור אלטרנטיבה דו–צדדית

במקרה של הדוגמה לעיל אין לנו השערה כיוונית, או תאוריה שתנבא איזו קבוצת גיל

במִלים אחרות, השערת האפס טוענת מייחסת יותר סמכות ידע למורה למתמטיקה.

 נוטה לקבלYששתי ההתפלגויות שוות, והאלטרנטיבה טוענת שהן שונות (ייתכן ש-

.)Y נוטה לקבל ערכים גדולים מ-X, או להיפך — Xערכים גדולים מ-

אם משתמשים בסטטיסטי של ווילקוקסון, יש לדחות את השערת האפס כאשר הסטטיסטי

sW גדול מדי או קטן מדי. במקרה כזה, כל ערך קיצוני של sWמהווה ראָיה לכך 

שהשערת שוויון ההתפלגויות איננה נכונה. לכן אזור הדחייה של השערת האפס הוא

 היא סימטרית, אזור הדחייה גם הואsW. כיוון שהתפלגות דו–צדדיאזור דחייה 

, נדחה אתα) תהיה 0Hסימטרי. כדי שרמת המובהקות (ההסתברות לדחייה תחת 

, שהסתברות כל אחד מהם היאsWהשערת האפס בשני הזנבות הקיצוניים של התפלגות 

α 2.

 עבורsW, שם מוצגת התפלגות  2.1ניתן לראות דוגמה לאזור דחייה כזה בציור 

mהדוגמה לעיל, שבה  n= =9 α. עבור רמת מובהקות  ,8 =  נדחה את השערת10.

Wsהאפס כאשר  Ws או 54≥ . הסתברות הדחייה תחת השערת האפס מתוארת90≤

על ידי שני התחומים הכהים בזנבות.

Wsבדוגמה שלנו התוצאה שהתקבלה,  , איננה נופלת באזור הדחייה, ולכן מהנתונים62=

לעיל אין לנו ראָיה לכך שהתפלגויות שתי קבוצות הגיל הן שונות.

מובהקות התוצאה בבעיה דו–צדדית

 לפחות כמו זוקיצוניתכיצד נחשב את מובהקות התוצאה, שהיא ההסתברות לתוצאה 

שהתקבלה בניסוי? ראשית יש לברר באיזה צד של ההתפלגות נפלה התוצאה הזאת (אם

היא נמצאת בזנב הימני או בזנב השמאלי של ההתפלגות). לשם כך נבדוק ראשית אם

nהתוצאה גדולה או קטנה ממרכז הסימטרייה —  N( )+1 . בדוגמה זו מרכז הסימטרייה2
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8הוא  18 2 72( )  נמצאת, אפוא, בזנב השמאלי.62. התוצאה =



P כל כך היא:נמוכהההסתברות לתוצאה  Ws( ) .≤ =62 הערך הזה נמצא בטבלה .1852

2n בנספח, בעמודה שכותרתה  m= =8 9, .

 לפחות כמו זו שהתקבלה היא גםקיצוניתהיות שהאלטרנטיבה היא דו–צדדית, תוצאה 

. לכן מובהקות התוצאה היא82 גדול או שווה לערך הסימטרי בזנב הימני — sWכאשר 

, ההסתברות בזנבsWסכום שתי ההסתברויות הללו. בגלל הסימטרייה של התפלגות 

הימני שווה לזו של הזנב השמאלי, ולכן מובהקות התוצאה היא למעשה כפולה מהסתברות

):2.1כל אחד מהזנבות (ראו ציור 

P P W P W P Ws s s= ≤ + ≥ = ≤ = =( ) ( ) ( ) (. ) .62 82 2 62 2 1852 3704

מובהקות זו גבוהה מאוד, ולכן אי אפשר לומר שיש הבדל בין צעירים ומבוגרים יותר

ביחס להערכת סמכות ידע של מורים למתמטיקה.

    

P(Ws  90) = .0464

w

35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

P(Ws  54) = .0464

P = P(Ws ≤ 62) + P(Ws ≥ 82) = 2P(Ws ≤ 62)

P/2 = P(Ws  82)P/2 = P(Ws  62)

Wמובהקות התוצאה  .ציור 2.1
s

m(  במבחן ווילקוקסון עבור בעיה דו–צדדית62= n= =9 8,(

באופן כללי, נניח שאין לחוקר השערה כיוונית ספציפית והוא מעוניין רק להחליט אם

ניתן להניח ששתי ההתפלגויות שוות, כנגד האלטרנטיבה שההתפלגויות שונות. (ייתכן

.)Y נוטה לקבל ערכים גדולים מ-X, או להיפך — X נוטה לקבל ערכים גדולים מ-Yש-

, כדי לקבל את מובהקות התוצאה (ההסתברותsW בגלל הסימטרייה של התפלגות

) יש לכפול פי 2 את הסתברות הזנב שמעבר לתוצאהכה קיצוניתלקבלת תוצאה 

שהתקבלה בניסוי, כאשר התחום של הזנב נקבע על פי המיקום של התוצאה ביחס

nלמרכז הסימטרייה  N( )+1 . ציור 2.1 מתאר את התפלגות הסטטיסטי של ווילקוקסון2

mעבור  n= =9 8, Ws, ואת מובהקות התוצאה כאשר   =62.

, כדי לקבוע אםα לרמת המובהקות — Pהכלל של השוואת מובהקות התוצאה — 

�
���������

התוצאה שהתקבלה היא מובהקת (ואז יש לדחות את השערת האפס) תופס, כמובן, גם



, אזי שטח הזנב בכיוון שבו התקבלה התוצאה אינו עולה עלP≤αבמקרה הזה. אם 

α , ולכן התוצאה כלולה באזור הדחייה.2

sW להתפלגות הקירוב הנורמלי 2.3

.1 ניתן לראות את הסימטרייה של התפלגות הסטטיסטי של ווילקוקסון (משפט3בציור 

 עבור מדגמים.2.2) וכן נוכל לראות שצורת ההתפלגות דומה במקצת לעקום הנורמלי

sW ציור 2.2 מציג את התפלגות .גדולים יותר, ההתפלגות קרובה יותר לעקום הנורמלי

)עבור גודלי מדגמים שונים  , , )m n= =5 7 10.

  

ws
15 20 25 30 35 40

m עבור מדגמים בגודל sW התפלגות ציור 2.2א. n= =5

    

ws

45 503530 5540 65 70 7560

m עבור מדגמים בגודל sW התפלגות ציור 2.2ב. n= =7

  

ws

105 1458565 125

m עבור מדגמים בגודל sW התפלגות ציור 2.2ג. n= =10

ניתן לראות מציור 2.2ב שכבר עבור מדגמים בגודל 7 ההתפלגות קרובה מאוד להתפלגות

הנורמלית. באופן כללי, ניתן לרשום זאת על ידי המשפט הבא (שאותו איננו מוכיחים

������������

.פה, כיוון שההוכחה היא מעבר לידע המתמטי הנדרש מקוראי הספר הזה)



sW), התפלגות סכום הדרגות Y- וXתחת השערת האפס (שוויון התפלגות . 2משפט 3.

 כלומר, המשתנה המתוקנן .היא אסימפטוטית נורמלית
W EW
Var W
s s

s

−
( )

 הוא בעל התפלגות

sEW גדולים מאוד. המומנטים n ו-mקרובה להתפלגות נורמלית סטנדרטית, כאשר 

.0Η הרשומים לעיל מחושבים תחת המודל של sW(Var(ו-

כדי להשתמש במשפט 2.3 לחישוב מקורב של התפלגות הסטטיסטי של ווילקוקסון,

 תחת השערת האפס.sWעלינו לחשב את המומנטים (התוחלת והשונות) של 

התפלגותים היא בעלת -Y- אם השערת האפס נכונה, אזי כל אחת מדרגות הטענה 2.1.

S, כלומר אחידה U Nj ~ ( , )1 , j n= …1, ,.

. הדרגות הן שווֹת הסתברותN: תחת השערת האפס כל התמורות (פרמוטציות) על הוכחה

 יקבל את הדרגה1Y. נחשב את ההסתברות ש-1Y — הדרגה של 1Sנסתכל, לדוגמה, על 

 התצפיות (כלומר, שזו תהיה התצפית המינימלית). מספר כל התמורות שלN מבין כל 1

N 1 התצפיות שבהןY היא התצפית המינימלית הוא ( )!N , אלה כל הסידורים של1−

Nשאר  התצפיות בסדר כלשהו. מכיוון שכל הסידורים הם שווי הסתברות, ההסתברות 1−

המבוקשת היא

P S N
N N

( ) ( )!
!1 1 1 1= = − =

. כלומר, ישנה הסתברותN, או 3, 2 היא 1Yהסתברות זו שווה גם להסתברות שדרגת 

 אותו דבר נכון, כמובן, לגבי כל אחת.שווה לקבלת כל אחת מהדרגות האפשריות

 מכאן קיבלנו:.מהתצפיות האחרות

j                          לכל  n= …1, ,,P S k N k Nj( ) , ,= = = …1 1    

♣כלומר, התפלגות אחידה כפי שנטען.

 הסטטיסטי של ווילקוקסון, כפי שהיא מובאתתוחלת קל לחשב את 2.1על סמך טענה 

במסקנה הבאה.

 התצפיות בקבוצת הטיפול) היאn (סכום הדרגות של sW התוחלת של .2.2מסקנה 

 EW n N
s = +( )1

2
(3)

W כסכום הדרגות: sW: נרשום את הוכחה Ss j
j

n
=

=
∑

1
 לפי טענה 2.1, אם השערת האפס.

�����������

Uנכונה, כל אחת מהדרגות היא בעלת התפלגות אחידה  N( , . לפיכך התוחלת שלה1(



היא

j n= …1, ,     , ES N
j = +1

2
 היא סכום התוחלות הללו:sWהתוחלת של  

EW E S ES n N n N
s j

j

n

j
j

n
= = = + = +

= =
∑ ∑

1 1

1
2

1
2

( )

♣

 סביבsW: את ערכה של התוחלת ניתן להסיק ישירות מהסימטרייה של התפלגות הערה

nהערך  N( )+1 ).2.2 (משפט 2

 היות שהדרגות אינן בלתי. סכום הדרגותשונ�תכדי למצוא את השונ�ת, יש לחשב את 

 ניתן.תלויות זו בזו, יש צורך לחשב זאת בעזרת השונות המשותפת בין כל שתי דרגות

, ונשתמש2.1 אנו נראה את החישוב באופן כללי בלמה .לעשות זאת בצורות שונות

לאחר מכן בנוסחאות שהתקבלו עבור הסטטיסטי של ווילקוקסון.

 בוחרים.σ2 ושונות µ איברים בעלת ממוצע N תהיה נתונה אוכלוסייה בת למה 2.1.

n (בלי החזרה  איבריםnמתוך האוכלוסיה  N≤ ומקבלים מדגם (U U Un1 2, , אזי .…,

קיים:

E U nj
j

n

=
∑ =

1
µ(4)

Var U n N n
Nj

j

n
( )

=
∑ = −

−1

2

1
σ(5)

זאת אומרת, שונות הסכום שווה לסכום השונויות, הכופל בביטוי 
N n
N

−
−1

כופל, הנקרא 

 (ואז שונות הסכום שווה1 שואף לאינסוף, כופל הסופיות שואף ל-N. כאשר הסופיות

לסכום השונויות, כמו בדגימה עם החזרה).

EUj*: לגבי התוחלת הדבר ברור, כיוון ש-הוכחה =µ,  לכל.j n= …1, ,. 

לגבי השונ�ת, שונ�ת הסכום היא:

Var U Var U Cov U Uj
j

n

j
j

n

j l
l
l j

n

j

n
( ) ( ) ( , )

= = =
≠

=
∑ ∑ ∑∑= +

1 1 11

                                   = + −n n n Cov U Uσ2
1 21( ) ( , )(6)

 רשמנו.בגלל הסימטרייה בין התצפיות, השונויות המשותפות של כל הזוגות הן שוות

 את השונות המשותפת בין שתי התצפיות הראשונות.(6)בנוסחה 

������������

.את השונות המשותפת הבודדת ניתן לחשב בצורות שונות



nנסתכל על המקרה שבו א. N= כל, כלומר, בוחרים את Nאיברי האוכלוסייה ללא 

). (בחירה כזאת היא למעשה סידור של איברי האוכלוסייה בסדר אקראי.החזרה

במקרה זה סכום כל התצפיות שווה תמיד לסכום כל איברי האוכלוסייה, כלומר,

U Ni
i

N

=
∑ =

1
µ. :לפיכך שונות הסכום הזה היא אפס Var Ui

i

N

=
∑







 =

1
0.

 לעיל, כאשר מציבים(6)מצד שני, ניתן לרשום את השונות הזאת על פי נוסחה 

n N=:מקבלים .

0 1
1

2
1 2= = + −

=
∑Var U N N N Cov U Uj
j

N
( ) ( ) ( , )σ

מכאן:

Cov U U N
N N N

( , )
( )1 2

2 2

1 1
=−

−
=−

−
σ σ(7)

 עבור השונות המשותפת ונקבל(7) את הערך שהתקבל בנוסחה (6)נציב בנוסחה 

 תצפיות:nאת שונות הסכום של 

Var U n n n Cov U Uj
j

n
( ) ( ) ( , )
=
∑ = + −

1

2
1 21σ

                   = − −
−
= − −

−






n n n
N

n n
N

σ σ σ2
2

21
1

1 1
1

( )

                                          = −
−







n N n
N

σ2

1

 ניתן למצוא על ידי חישוב ישיר, בעזרת ההתפלגות(7)את השונות המשותפת ב.

♣א.2המשותפת של שתי תצפיות. החישוב נמצא בנספח 

: מנוסחת השונות שקיבלנו רואים שאם בוחרים מדגם מקרי בלי החזרה מאוכלוסייההערה

סופית, שונות סכום התצפיות (ולכן גם שונות ממוצע התצפיות) תמיד קטנה יותר

מהשונות במקרה שהדגימה נערכת עם החזרה.

 הן:sWאם השערת האפס נכונה, אזי התוחלת והשונות של משפט 2.4. 

EW n N
s =

+( )1
2

(8)

 Var W nm N
s( ) ( )= +1

12
(9)

 קלהשונות.2). את נוסחת 2 כבר הראינו קודם (מסקנה התוחלת: את נוסחת הוכחה

Sלהראות על ידי שימוש בלמה 2.1. הדרגות  S Sn1 2, ,  הן מדגם בלי החזרה מאוכלוסיית…,

}המספרים הטבעיים:  , , , }1 2… Nת של כל דרגה בודדת (משתנה אחיד, לפיwהשונ .



σ2) היא 2.1טענה 
2 1
12

= = −Var S N
j( j, לכל ( n= …1,  שונות(5), ולפי נוסחה ,

סכום הדרגות היא:

Var S n N n
N

n N m
N

nm N
j

j

n

=
∑









 =

−
−






= −

−





= +

1

2
2

1
1

12 1
1

12
σ ( )

♣

על פי משפט 2.4 ניתן לחשב בקירוב את התפלגות הסטטיסטי של ווילקוקסון עבור

.2 ונחשב4מדגמים די  גדולים. כדי לברר את טיב הקירוב, נסתכל על התוצאה בדוגמה 

.הקירוב הנורמליאת ההסתברויות המתאימות על סמך 

Ws נחשב את מובהקות התוצאה דוגמה 2.5 (המשך דוגמה 2.4).  שהתקבלה62=

mבדוגמה 2.4 (סמכות מורה למתמטיקה), עבור  n= =9 . המומנטים המתאימים כאן ,8

הם (לפי משפט 2.4):

EW n N
s =

+ = =( ) ( )1
2

8 18
2

72

Var W mn N
s( ) ( ) ( )( )= + = =1

12
8 9 18

12
108

הסתברות הזנב, על פי הקירוב הנורמלי:

  P Ws( ) . ( . ) .≤ ≅ −




= − =62 62 5 72

108
0 91 1814Φ Φ

. ההסתברות המדויקת, על פיsWהשתמשנו בתיקון רציפות עבור המשתנה הבדיד 

Pטבלה 2 בנספח, נמצאה  Ws( ) .≤ =62 . אנו רואים, אפוא, שהקירוב הנורמלי1852

נותן תוצאה די קרובה לערך הנכון, וזאת כבר עבור מדגמים לא גדולים.

"*גדול סטוכסטית התיאוריה של המושג "2.4

, בהתאמה. כלומר:G ו-F, בעלי פונקציות התפלגות Y ו-Xנסתכל על שני משתנים 

>∞−            עבור <∞t,F t P X t G t P Y t( ) ( ),   ( ) ( )= ≤ = ≤

 נוטה להיות גדולYנרשום מודל עבור ההתפלגויות, שיבטא את העובדה שהמשתנה 

 יהיה גבוה מערך החלוקה המתאיםY. למשל, נרצה שכל ערך חלוקה של Xמהמשתנה 

.Xשל 



Y  , ומסמנים X מ-גדול סטוכסטית Y אנו אומרים ש-.2.1הגדרה  X=אם פונקציות ,

ההתפלגות שלהם מקיימות:

F t G t( ) ( F  שעבורו t0,  ויש ערך t לכל ≤( t G t( ) ( )0 0>(10)

Y אינה קטנה מזו של Xמשמעות ההגדרה היא שפונקציית ההתפלגות (המצטברת) של 

בשום נקודה על הישר הממשי, והיא ממש גדולה ממנה לפחות בנקודה אחת (ואז היא

גדולה ממנה בקטע שלם כלשהו).

, ההתפלגויות מקיימות:X גדול סטוכסטית מ-Yלפי הגדרת התפלגות מצטברת, כאשר 

F t P X t P Y t G t( ) ( ) ( ) ( )= ≤ ≥ ≤  ומשמעות אי-שוויון זה היא,tלכל ערך של  =

 לקבל אתY לקבל ערכים נמוכים גדולה יותר מההסתברות של Xשההסתברות של 

הערכים הנמוכים הללו.

Y, אזי כל אחד מערכי החלוקה (אחוזונים) של X גדול סטוכסטית מ-Yאם . 2.2טענה 

0. כלומר, לכל Xאינו קטן מזה של  1< <p מתקיים x yp p≤.

i( F(: ערכי החלוקה הם הערכים המקיימים: הוכחה x pp( )=  ,)ii( G y pp( )=.

G נובע (10)מהנחה  x F x pp p( ) ( )≤ G, כלומר, = x pp(  מתקיים)ii(. אבל לפי ≥(

G y pp( G. קיבלנו, אפוא, שחייב להתקיים::=( x G yp p( ) ( G. כיוון שההתפלגות ≥(

x היא מונוטוניות לא יורדת, חייב להתקיים היחס yp p≤ 2.3. ראו ציור.♣

xp yp

p

0

1

G
F

.X גדול סטוכסטית מ-Yשתי פונקציות התפלגות שעבורן . ציור 2.3

העובדה הכלולה בטענה לעיל מסבירה את המונח "גדול סטוכסטית" עבור המודל

.(10)המוגדר ב-

ניתן, אפוא, לרשום את ההשערות עבור בעיית שני המדגמים שבה אנו דנים כאן בצורה

הבאה:

  H F t G t H Y X0 1: ( ) ( )           :≡ =(11)

נסתכל על דוגמאות אחדות.



. כלומר,σ2 עם אותה שונות התפלגויות נורמליות הן G ו-F. נניח ש-דוגמה 2.6

X N X~ ( , )µ σ2 -וY N Y~ ( , )µ σ2-כדי ש .Y-יהיה גדול סטוכסטית מ Xדרוש 

µ µY X> . הציור2.4שתי פונקציות הצפיפות ושתי פונקציות ההתפלגות ניתנות בציור .

 בכל נקודה על הישר.G להתפלגות מעל נמצאת Fמבהיר את הסיבה לכך שההתפלגות 

פונקציות צפיפות

µX µYt

f gF(t)

G(t)

פונקציות התפלגות

                       

1

µX µY

F
G

t

F(t)

G(t)
0

2.6 בדוגמה Y ושל Xפונקציות הצפיפות ופונקציות ההתפלגות הנורמליות של  .2.4ציור 
(שונויות שוות)

חישוב ישיר מראה את הדבר:

F t P X t
t X( ) ( )= ≤ =
−





Φ
µ
σ

G ובאופן דומה  t P Y t
t Y( ) ( )= ≤ =
−





Φ
µ
σ

.

µמהעובדה ש- µY X>-ו Φמונוטונית עולה, נובע 

 G t
t t

F tY X( ) ( )=
−




<

−




=Φ Φ

µ
σ

µ
σ

: אם השונwיות אינן שוות בשתי ההתפלגויות הנורמליות, אזי אף אחד משניהערה

המשתנים איננו גדול סטוכסטית מהשני. במקרה כזה פונקציות ההתפלגות חותכות זו

. נוכל לרשום זאת כטענה כללית.2.5את זו בנקודה מסוימת. ניתן לראות זאת בציור 



פונקציות צפיפות

f

g

µX µY

פונקציות התפלגות

                    

1

0

µX µY

F
G

Y ושל Xפונקציות הצפיפות ופונקציות ההתפלגויות הנורמליות של . 2.5ציור 
(שונויות שונות)

X יהיו .2.3טענה  N X X~ ( , )µ σ2 -ו Y N Y Y~ ( , )µ σ2 כאשר ,µ µX Y< אזי .Yגדול 

σ  אם ורק אםXסטוכסטית מ- σX Y
2 2=.

 הראינו שאם השונויות שוות, אזי קיים היחס הגדול סטוכסטית2.6: בדוגמה הוכחה

המתאים בין המשתנים. נרצה להוכיח את ההיפך, כלומר שלא ייתכן יחס סטוכסטי כזה,

אלא אם כן השונויות שוות.

נניח, אפוא, שקיים היחס הסטוכסטי הדרוש. כלומר, מתקיים:

Φ Φ
t tY

Y

X

X

−





 ≤

−







µ
σ

µ
σ

.t   לכל 

 חייב להתקיים:   Φבגלל המונוטוניות של 
t tY

Y

X

X

−
≤

−µ
σ

µ
σ

.t   לכל 

, אולם אם הןt לכלנשים לב שאם שתי סטיות התקן שוות, אזי האי–שוויון הזה מתקיים 

שונות, זה יתקיים רק בתחום מסוים, התלוי בכל 4 הפרמטרים. קל לראות שהאי–שוויון

tמתקיים רק אם   X Y Y X X Y( )σ σ µ σ µ σ− ≤ −.

σאם  σX Y> אזי האי–שוויון לעיל יתקיים כאשר ,t Y X X Y

X Y
≤

−
−

µ σ µ σ
σ σ

,

σואם   σX Y< אזי הוא יתקיים כאשר  ,t X Y Y X

Y X
≥

−
−

µ σ µ σ
σ σ

.



בכל מקרה, ישנו תחום שעבורו האי–שוויון הדרוש איננו מתקיים. מובן שבמקרה זה אף

אחד משני המשתנים אינו גדול סטוכסטית מן המשתנה האחר. מכאן אין יחס גדול

♣ סטוכסטית בין שני משתנים נורמלים אם השונויות שלהם שונות.

 אנו רואים התפלגות הכנסות באוכלוסייה בעלת רמת הכנסות2.6 בציור .2.7דוגמה 

 בעלY) וברמת הכנסות גבוהה יותר (משתנה f בעל הצפיפות Xנמוכה (משתנה 

). שלא כמו בדוגמה 2.6, בה שתי ההתפלגויות היו בעלות אותה צורה בדיוק,gהצפיפות 

אך האחת הייתה "מוזזת" ביחס לשנייה, כאן הצפיפויות שונות בצורתן. עם זאת, ניתן

 הן ממשפחת2.6. (ההתפלגויות בציור X גדול סטוכסטית מהמשתנה Yלראות שהמשתנה 

.)התפלגויות גאמאהתפלגויות הנקראות 

פונקציות צפיפות

µX µY0

f g

פונקציות התפלגות

0
0

1

F
G

פונקציות הצפיפות ופונקציות ההתפלגות של ההכנסות בשתי אוכלוסיות .2.6ציור 

מאן-וויטני הסטטיסטי של 2.5

) מבחן לבעיית שניMann & Whitney, 1947בשנת 1947 הציעו מאן wוויטני (

. סטטיסטי המבחן מוגדר בעזרת המשתנים המציינים (אינדיקטורים)(11)המדגמים, בעיה 



הבאים:

U
X Y
X Y i m j nij

i j

i j
=

<
>





= … = …
1
0 1 1
       
            , , ; , ,(12)

.)0(היות שאנו מדברים על משתנים רציפים, ההסתברות לשוויון היא 

סטטיסטי המבחן של מאן-וויטני מוגדר על ידי

 W Uxy ij
j

n

i

m
=

==
∑∑

11
(13)

 במדגםX מבטא את מספר כל הזוגות של ההשוואות בין ערך של Wxyהמשתנה 

X במדגם הטיפול, שבהן Yהביקורת לערך של  Y< בסך הכול יש לערוך .mnהשוואות 

כאלה, כשכל אחת מהתצפיות בקבוצת הביקורת מושווית לכל אחת מהתצפיות בקבוצת

הטיפול.

 נרשום שוב, בלוח 2.4, את תוצאות הניסוי לגבי רמת (המשך דוגמה 2.3).2.8דוגמה 

האלימות של בנים ובנות. בכל אחד מהמדגמים הנתונים כבר מסודרים בסדר עולה.

2.3חישוב הסטטיסטי של מאן-וויטני עבור נתוני אלימות מדוגמה  לוח 2.4.
)m n= =9 10, (

        ____________________________________________________
 בנות                                 בנים                 

        ______________         ______________ 
-יםx                                                                                    מספר ה-

yהקטנים מ-         )y(           דרגה      אלימות )x(     דרגה      אלימות     
        _______________________________________________

3 1.36 4 0.82 1

5 1.73 7 1.00 2

5 1.82 8 1.17 3

6 1.91 10 1.55 5

7 2.09 12 1.64 6

8 2.33 14 1.83 9

8 2.36 15 2.00 11

8 2.36 16 2.18 13

9 2.55 18 2.50 17

9 2.73 19 _____________________________________________________
סך הכול   68 123 67 _____________________________________________________

-ים הקטניםx יש לספור את מספר ה-yהחישוב במקרה כזה הוא קל. לכל אחד מערכי 

-ים במדגם. נסתכל על הבן הראשון, שציונוyממנו ולסכם ערכים אלה עבור כל ה-

y=1  נמוך יותר. הערך הזה רשwם בעמודהx בנות בעלות ציון 3). ישנן 4 (דרגתו .36



. באופן דומה, עבור כל אחד מהבנים רשwם בלוח מספר2הראשונה משמאל בלוח 4.

. בשורה השנייה אנוy נמוך מהציון של אותו הבן xהבנות, שעבורן ציון רמת האלימות 

 של הבןy (הערך 1.73רושמים את מספר הבנות שעבורן ציון רמת האלימות קטן מ-

השני). יש חמש בנות כאלה. וכך הלאה. סיכום כל הערכים הללו נותן את הסטטיסטי של

Wxyמאן-וויטני   =68.

למרות הצורה השונה שבה מוגדרים הסטטיסטים של מאן-וויטני ושל ווילקוקסון,

מסתבר שהם למעשה אקוויוולנטיים. הקשר ביניהם מתבטא במשפט הבא.

 לבין הסטטיסטי שלמאן-וויטני. יש קשר ליניארי פשוט בין הסטטיסטי של משפט 2.5

 קיים:n ו-m. עבור כל שני מדגמים בגודל ווילקוקסון

W W n n
xy s= − +( )1

2
(14)

-ים.y הדרגות של מדגם ה-n הוא סכום sWכאשר 

-ים  במונחים של המשתניםY: כדי להוכיח את המשפט נרשום את דרגות ה-הוכחה

iהמציינים  jU ראשית נסדר את תצפיות קבוצת הטיפול לפי הסדר,(12) מנוסחה .

Y  כלומר, נניח שקיים:  Y Yn1 2< < S  . הדרגות של התצפיות הללו הן $> S Sn1 2, , ,$.

, מבין1Y, היא מספר כל התצפיות הקטנות או השוות ל-1S המינימלי —Yהדרגה של ה-

,1Y-ים הקטנים מ-X יחד. לכן דרגה זו שווה למספר ה-Y ושל X התצפיות של N כל

 עצמו. לפיכך ניתן לרשום:1Yנוסף על 

 S i X Y Ui i
i

m

1 1 1
1

1 1= + < = +
=
∑#{ : }

iכאשר המשתנים   jU (12) מוגדרים בנוסחה.

 היא2Yבאותו אופן, הדרגה של 

 S i X Y Ui i
i

m

2 2 2
1

2 2= + < = +
=
∑#{ : }

-ים הקטנים ממנו). באופן כלליX, נוסף על ה-2Y-ים הקטנים או השווים ל-Y(שני ה-

-ים:Yניתן לרשום עבור כל אחת מהדרגות של ה-

 S j i X Y j U j nj i j ij
i

m
= + < = + = …

=
∑#{ : } , ,

1
1        (15)

 הדרגות:nהסטטיסטי של ווילקוקסון הוא סכום כל 

W S j U j U n n Ws j
j

n

ij
i

m

j

n

j

n

ij
i

m

j

n

xy= =






 = + +

= == = ==
∑ ∑∑ ∑ ∑∑

1 11 1 11

1
2

+ = + ( )

, כסכום כל המשתנים המציינים.(13) בנוסחה xyWאגף ימין מתקבל לפי הגדרת 

♣



נבדוק את הקשר הזה עבור מדד האלימות. הערך של הסטטיסטי של ווילקוקסון (סכום

Wsהדרגות) שהתקבל הוא  ). הערך של הסטטיסטי2.4(ראו סכום הדרגות בלוח  123=

Wxy) הוא 2.4של מאן-וויטני (לוח  . ההפרש בין שני הערכים הוא68=

W Ws xy− = − =123 68 55.

הפרש זה הוא בדיוק הערך הרשום במשפט 2.5:

n n( ) ( )+ = =1
2

10 11
2

55

 — הםמאן-וויטני ושל ווילקוקסון לפי משפט 2.5 שני הסטטיסטים — של .3.2מסקנה 

אקוויוולנטיים; כל ההבדל ביניהם הוא רק בהזזה בגודל קבוע. את התפלגות הסטטיסטי

. כמו כן, על סמך משפט sW2.4 של מאן-וויטני ניתן למצוא בעזרת ההתפלגות של

המומנטים של הסטטיסטי של מאן–וויטני, תחת השערת האפס, ניתנים על ידי

EW EW n n n N n n nm
xy s= − + = + − + =( ) ( ) ( )1

2
1

2
1

2 2
(16)

Var W Var W nm N
xy s( ) ( ) ( )= = +1

12
(17)

jY ו- iX. המשתנים (13)  קל לחשב גם באופן ישיר מן ההגדרהxyWאת התוחלת של 

 . תחת השערת האפס (שוויוןj ו-iהם בלתי תלויים ובעלי התפלגויות רציפות לכל 

 המשתנים הם בעלי אותה התפלגות (רציפה) ובלתי תלויים, ולכןNהתפלגויות) כל 

Pמתקיים:   X Y P X Yi j i j( ) ( )< = > =1 . לפיכך התוחלת של כל אחד מהמשתנים2

EUהמציינים היא  P X Yij i j= < =( ) 1 2.

עבור סכום המשתנים המציינים מקבלים את סכום התוחלות:

EW E U EU mn mn
xy ij

j

n

i

m

ij
j

n

i

m
= = = =

== ==
∑∑ ∑∑

11 11

1
2 2

 (תוצאות שוות בניסוי)ערכי תיקו בעיות של 2.6

 אינן רציפות, יכולים להתקבל ערכים זהים של תצפיות שונות.G ו-Fאם ההתפלגויות 

 ולכן ישties. (באנגלית ערכים זהים נקראים ערכי תיקואנו קוראים לערכים כאלה 

המתרגמים זאת לעברית כ"קשרים".)

כדי להשתמש במבחן ווילקוקסון יש לתת דרגה לכל תצפית. שיטת הדירוג נעשית באופן

הבא: ערכים זהים מקבלים אותה דרגה; הדרגה שתינתן לקבוצה של ערכים שווים היא

הדרגה הממוצעת המגיעה להם, אילו היו כולם שונים.



 נסתכל על תצפיות פיקטיביות והדרגות הניתנות להן..2.9דוגמה 

        ________________________________________________
2  5 7 7 9 9 9 10 תצפיות:
1 2 3.5 3.5 6 6 6 8 ________________________________________________          דרגות:

, ולכן שתיהן מקבלות את הדרגה4 ו-3 מגיעות הדרגות 7לשתי התצפיות שערכן 

.6, שממוצען הוא 7 ו-6, 5 מגיעות הדרגות 9; לשלוש התצפיות שערכן 3.5הממוצעת 

, השווה לסכום המספרים36 הדרגות הממוצעות כאן הוא 8 שימו לב שסכום כל הערה:

8: 8 ל-1הטבעיים בין  9 2 36⋅ . זהו בדיוק סכום הדרגות שהיה מתקבל כאן אילו כל=

התצפיות היו שונות (ללא ערכי תיקו). אין זה מקרה ונראה זאת באופן כללי יותר

).2.6מאוחר (משפט 

 תצפיות שכולן בעלות אותו ערך,t היא קבוצה של t בגודל קבוצת תיקו. 2.2הגדרה 

השונה מכל שאר התצפיות שאינן כלולות בקבוצה.

t1 יש שתי קבוצות תיקו, האחת בגודל 2.9בדוגמה  t2 והשנייה בגודל =2 . (ניתן=3

.) הסטטיסטי של1לראות גם תצפית בודדת, השונה מכל השאר, כקבוצת תיקו בגודל 

ווילקוקסון במקרה כזה הוא סכום הדרגות "הממוצעות" שניתנו לתצפיות בקבוצת

˜הטיפול. כלומר, נסמן ב- , ˜ , , ˜S S Sn1 2 -ים. אזי הסטטיסטיY את הדרגות הממוצעות של ה-…

של ווילקוקסון מוגדר על ידי:

˜ ˜W Ss j
j

n
=

=
∑

1
(18)

הבעיה במקרה של ערכי תיקו היא בכך שגם כאשר השערת האפס נכונה (ישנה

),Y ערכי n ל-X ערכי m דרגות "ממוצעות" בין Nאקראיות גמורה בחלוקה של אותן 

 (טבלה Ws2 על פי הטבלה הנתונה ל-W̃sאי אפשר לקבוע את התפלגות סכום הדרגות 

.2.9בנספח). לשם הבהרה נסתכל שוב על דוגמה 

m. נניח שבדוגמה זו )2.12.9 (המשך דוגמה 0דוגמה  n= . כדי לקבוע את התפלגות4=

8 יש לרשום את כל הקומבינציות האפשריות של בחירת ארבע מתוך W̃sהסטטיסטי 

הדרגות הרשומות. (חלק מאפשרויות הבחירה הן זהות, היות שישנן דרגות זהות.) כל

הקומבינציות האפשריות הללו רשומות בלוח 2.5.



רשימת כל הקומבינציות האפשריות של בחירת 4 מתוך 8 הדרגות:. לוח 2.5
1,  2,  3.5,  3.5,  6,  6,  6,  8

     ______________________________________________________
הדרגות                                                                                         _______________________________

1 אפשרות 2 3.5 3.5 6 6 6 8 W̃s # ______________________________________________________
1 * * * * 10 1----------------------------------------------------------------------------------
2 * * * * 12.5 6----------------------------------------------------------------------------------
3 * * * * 14.5 2----------------------------------------------------------------------------------
4 * * * * 15 3----------------------------------------------------------------------------------
5 * * * * 17 3----------------------------------------------------------------------------------
6 * * * * 14 3----------------------------------------------------------------------------------
7 * * * * 16 1----------------------------------------------------------------------------------
8 * * * * 16.5 6----------------------------------------------------------------------------------
9 * * * * 18.5 6----------------------------------------------------------------------------------

10 * * * * 19 1----------------------------------------------------------------------------------
11 * * * * 21 3----------------------------------------------------------------------------------
12 * * * * 15 3----------------------------------------------------------------------------------
13 * * * * 17 1----------------------------------------------------------------------------------
14 * * * * 17.5 6----------------------------------------------------------------------------------
15 * * * * 19.5 6----------------------------------------------------------------------------------
16 * * * * 20 1----------------------------------------------------------------------------------
17 * * * * 22 3----------------------------------------------------------------------------------
18 * * * * 19 3----------------------------------------------------------------------------------
19 * * * * 21 3----------------------------------------------------------------------------------
20 * * * * 21.5 2----------------------------------------------------------------------------------
21 * * * * 23.5 6----------------------------------------------------------------------------------
22 * * * * 26 1_______________________________________________________
סך הכול 70
_______________________________________________________

     W̃s-הוא מספר האפשרויות לכל צירוף. #. *הוא סכום הדרגות המסומנות ב

W̃s-ים. סכום הדרגות הללו הוא Y הן הדרגות שניתנות ל-*המקומות המסומנים ב-

 מציין את מספר הפעמים שהצירוף המסוים של הדרגות יכול להתקבל. למשל,#והסימון 

 וכן כל אחד3.5אם נסתכל על אפשרות מס' 2, כל אחד משני האיברים שדרגתם 

2) ולכן יש בסך הכול Y יכלו להיבחר לקבוצת הטיפול (6מהאיברים שדרגתם  3 6× =

1אפשרויות לבחירת ארבעה איברים בעלי הדרגות  2 3 5 6, , .  מתוך שמונה הדרגות ,

 כדי לקבל את3.5הנתונות. באפשרות מס' 3 יש לבחור אחד משני האיברים שדרגתם 

1הדרגות  2 3 5 8, , . , .

המספר הכולל של הקומבינציות האפשריות הוא 
N
n





 =




 =

8
4 70.



 על ידי ספירת האפשרויות2.5 תחת השערת האפס מתקבלת מלוח W̃sההתפלגות של 

.2.7לקבלת כל אחד מהערכים, ודיאגרמת מקלות מתאימה מוצגת בציור 

   
02.1תחת השערת האפס, בדוגמה  ,W̃s פונקציית ההסתברות של .2.7ציור 

 אנו רואים שהתפלגות הסטטיסטי של ווילקוקסון במקרה שבמדגמים יש ערכי2.7בציור 

תיקו אינה דומה למקרה הרציף, שבו כל התצפיות הן שונות. התפלגות זו היא אמנם

סימטרית, אבל אינה "רגולרית" כמו בציור 1.3, למשל, וכך גם ההפרש בין שני ערכים

 בין שני ערכים סמוכים2.5, וגם של 1, 0.5סמוכים אינו זהה; אנו רואים פערים של 

של סכום הדרגות.

 מתאימה אך ורק לבעיה2.7על פי צורת חישוב ההתפלגות ברור שההתפלגות בציור 

, עם הדרגות המסוימות שהתקבלו שם. בכל מקרה של ערכי2.10הספציפית בדוגמה 

ההתפלגות היא, אם כן, 2.7תיקו שונים מאלה, ההתפלגות תהיה שונה. ההתפלגות בציור 

, בהינתן רשימת שמונה הדרגות של התצפיותהסטטיסטי של ווילקוקסון של המותנית

שהתקבלו בניסוי.

 התצפיות שהתקבלו בניסוי, ניתן לחשב אתN. במקרה שיש ערכי תיקו בין מסקנה 2.4

, בהינתן ערכי הדרגות הממוצעות. ההתפלגויות המותנותW̃s של ההתפלגות המותנית

הללו שונות זו מזו ויש לחשב אותן בכל מקרה בנפרד, על ידי ספירת האפשרויות לקבלת

כל אחד מהערכים של סכום הדרגות.

 במקרים של תיקו בין התצפיות, ולכן אםW̃sברור שאין בידינו טבלאות של התפלגות 

תרצו לקבל את המובהקות המדויקת של תוצאת הניסוי, תצטרכו לערוך את החישובים

2.1 אנו ערים לבעייתיות של חישוב כזה, אפילו עבור0בעצמכם. מהתבוננות בדוגמה 



mמדגמים כה קטנים ( n= = ). מתברר שבמקרים שההתפלגויות אינן רציפות, רצוי4

לקחת מדגמים גדולים יותר, שעבורם כבר ניתן להשתמש בקירוב הנורמלי לשם חישוב

ההתפלגות. כדי להשתמש בקירוב נורמלי עלינו למצוא את התוחלת ואת השונות של

W̃s 2.6. התוצאות מובאות במשפט.

,W̃s של השונות והתוחלת שאיננה רציפה, F תצפיות מהתפלגות N בהינתן משפט 2.6.

תחת השערת האפס, הן

EW EW n N
s s

˜ ( )= = +1
2

(19)

Var W Var W nm
N N

t ts s r r
r

( ˜ ) ( )
( )

= −
−

−∑12 1
12( )(20)

 עובר על כל קבוצות התיקו.rכאשר 

˜כסכום הדרגות הממוצעות: W̃s: נרשום את *הוכחה ˜W Ss j
j

n
=

=
∑

1
.

˜המשתנים  , ˜ , , ˜S S Sn1 2  הדרגות (הממוצעות)N הם מדגם מקרי מתוך אוכלוסיית כל …

, התוחלת והשונות של סכום(5) ו-(4).2, נוסחאות 1 לפי למה .שהתקבלו בניסוי

 הללו ניתנות לחישוב באמצעות התוחלת והשונות של דרגה בודדתהדרגות הממוצעות

כזאת (כלומר התוחלת והשונות של "אוכלוסיית" הדרגות הממוצעות שהתקבלו בניסוי).

 התצפיות הנמוכות ביותר הןtנוכיח את המשפט ראשית עבור המקרה הפרטי שבו רק 

, והיא קבוצתt כלומר, ישנה רק קבוצת תיקו אחת בגודל .שוות, וכל השאר שונות זו מזו

t התצפיות הנמוכות ביותר. רשימת כל N,הדרגות של התצפיות שהתקבלו היא, אפוא 

 

  

t t t

t

t t N N+ + … + + + … −1
2

1
2

1
2

1 2 1, , , , , , , , 

 �

 �



(21)

1 התצפיות הראשונות היא ממוצע הערכים t-[הדרגה של כל אחת מ 2, , ,… tוהיא שווה 

)ל- )t+1 .]N עד t+1. כל שאר הדרגות הן המספרים הטבעיים העוקבים מ- 2

 הדרגות (הממוצעות).N היא ממוצע אוכלוסיית S̃1התוחלת של 

, הוא(21) הדרגות הראשונות ברשימה tסכום 

  
t t t+



 = + + +1

2
1 2 $

וסכום כל הדרגות ברשימה הוא, אם כך,

 [ ] ( ) ( )1 1 1
2

+…+ + + +…+ = +t t N N N



 ערכי התיקו שוות לדרגה הממוצעת המגיעה להן, סכום הדרגותtהיות שהדרגות של 

 הדרגותN המספרים הטבעיים הראשונים. לכן גם סכום כל tשלהן נשאר שווה לסכום 

 הדרגות שהיוNהמספרים הטבעיים הראשונים, כלומר לסכום של  Nשווה לסכום 

 התצפיות היו שונות זו מזו (ללא כל ערכי תיקו).Nמתקבלות אילו כל 

 (כאשר אין ערכי תיקו כלל):1Sהתוחלת, לפיכך, זהה לתוחלת של 

ES
N

N N N ES˜ ( )
1 1

1 1
2

1
2

= + = + =

 שווה, אפוא, לתוחלת סכום הדרגות במקרה שאיןתוחלת סכום הדרגות הממוצעות

EW דהיינו, .תיקו EWs s
˜ =.

נשים לב שחישוב התוחלת לעיל נכון גם במקרה שיש יותר מקבוצת תיקו אחת, כיוון

שבתוך כל קבוצת תיקו בנפרד, סכום הדרגות הממוצעות שווה לסכום המספרים

הטבעיים המתאימים.

 נמצא על ידי מציאת ההפרש ביןS̃1. את השונות של (21)נחזור לרשימת הדרגות 

 מקבל כל אחד מהערכיםS̃1 (הידועה לנו). 1S לבין השונות של S̃1השונות של 

1 בהסתברות (21)ברשימה  Nולכן שונותו היא ,

 Var S
N

t t N k N
k t

N
( ˜ )1

2 2

1

1 1
2

1
2

1
2

= + − +



 + − +















= +
∑

1S 1 מקבל כל אחד מהערכים 2, , ,… N 1 בהסתברות Nולכן שונותו היא ,

Var S
N

k N
k

N
( )1

2

1

1 1
2

= − +



=

∑

kכל המחוברים מ-  t= k עד 1+ N=זהים עבור שתי השונויות הללו ולכן ההפרש בין 

 האיברים הראשונים בלבד. כלומר:tשתי השונויות הוא ההפרש עבור 

Var S Var S
N

k N t t N
k

t
( ) ( ˜ )  1 1

2

1

21 1
2

1
2

1
2

− = − +



 − + − +















=
∑(22)

. נשתמש בכלל הידוע לגבי סכום ריבועיN ללא חלוקה ב-(22)נסתכל עתה על הביטוי 

הסטיות של רשימת מספרים מערך כלשהו:

( ) ( ) ( )a c a a m a ci
i

m

i
i

m
− = − + −

= =
∑ ∑2

1

2

1

2 (23)

a הערכים m הוא ממוצע aכאשר  aM1, . (קל מאוד לבדוק את נכונות הפירוק הזה.…,

נסו את כוחכם!)

, כאשר אנו מציבים(23) לפי נוסחה (22)נפרק את המחובר הראשון באגף ימין של 

�����������

m t= -(מספר המחוברים) ו a t= +( )1  האיברים הללו). נקבל:t (ממוצע 2



k N k t t t N
k

t

k

t
− +



 = − +



 + + − +



==

∑∑ 1
2

1
2

1
2

1
2

2 2

11

2
 (24)

 נותן את הפרש השונויות:(22) בביטוי (24)הצבה של 

Var S Var S
N

k t t
N

Var U
k

t
( ) ( ˜ ) ( )1 1

2

1

1 1
2

− = − +













=

=
∑(25)

                                     = ⋅ − = −t
N

t t t
N

2 21
12

1
12
( )

U הוא משתנה אחיד Uכאשר  U t~ ( , , בעל תוחלת 1(
t+1
2

t2  ושונות 1
12
−

.

,tמכאן קיבלנו את הקשר בין השונות של דרגה בודדת במקרה של קבוצת תיקו בגודל 

לעומת המקרה שבו אין ערכי תיקו:

Var S Var S t t
N

( ˜ ) ( ) ( )
1 1

2 1
12

= − −(26)

 בנוסחת השונות של סכום הדרגות,(26)כדי לקבל את שונות סכום הדרגות, נציב את 

:W̃s, ונקבל את השונות של (5)לפי למה 2.1, נוסחה 

Var W Var S nVar S N n
Ns

i

n
( ˜ ) ˜ ( ˜ )=







 =

−
−





=

∑ 1
1

1 1

                               = − −







⋅

−
−







n Var S t t
N

N n
N

( ) ( )
1

2 1
12 1

מכאן:

Var W nVar S N n
N

nt t
N

N n
Ns( ˜ ) ( ) ( )= −

−





− − −

−




1

2

1
1

12 1
(27)

sW הוא בדיוק השונות של סכום הדרגות (27)נשים לב שהמחובר הראשון בנוסחה 

N בצורה יותר פשוטה, כשנציב (27)(ללא תיקו). מכאן נוכל לרשום את  n m− =:

Var W Var W mnt t
N Ns s( ˜ ) ( ) ( )

( )
= − −

−

2 1
12 1

(28)

בכך הוכחנו את המשפט עבור המקרה הפרטי של קבוצת תיקו אחת בלבד, שהיא קבוצת

t הרשומה במשפט, עבור המקרה(20) הערכים הנמוכים ביותר. [זו בדיוק הנוסחה 

הנידון.]

 שערכנו כאן ברור שאותה תוצאה מתקבלת גם אם ישנהS̃1מתוך חישוב השונות של 

 ערכים שווים, אשר אינם דווקא הערכים הנמוכים ביותר.tבדיוק קבוצה אחת של 

ההפרש בין סכום ריבועי הסטיות של הדרגות הרגילות לבין זה של הדרגות הממוצעות

�����������

תלוי רק בשונות של הדרגות הרגילות, ללא ערכי תיקו, בקבוצה שבה למעשה כל



הערכים שווים. השונות הזאת שווה לשונות של משתנה אחיד, שהוא הזזה פשוטה של

U U t~ ( , , ולכן השונות שלו זהה לשונות הקודמת.1(

הכללה נוספת של התוצאה לגבי יותר מקבוצת תיקו אחת גם היא ברורה. את ההפרש

(24) ניתן לרשום כסכום של ההפרשים לגבי כל קבוצות התיקו. שימוש בפירוק (22)

עבור כל קבוצת תיקו בנפרד, נותן בסך הכול את הקשר הבא בין שונות של דרגה

בודדת, כאשר אין ערכי תיקו, לבין שונות של דרגה בודדת עם נוכחות של ערכי תיקו.

 מורידה את השונות של דרגה בודדת בְגודל המתאים לשונותrtכל קבוצת תיקו בגודל 

Uמשתנה אחיד  tr( , . יש לסכם, אם כך, את כל השונויות הללו כדי לקבל את ההפרש1(

. לכן מקבלים באופן כללי:S̃1 לבין השונות של 1Sבין השונות של 

 Var S Var S
t t

N
r r

r
( ) ( ˜ )

( )
1 1

2 1
12

− =
−

∑ (29)

:(28) מתקבלת בהתאם. ניתן לרשום אותה, בדומה לנוסחה W̃s שונות סכום הדרגות

Var W Var W mn
N N

t ts s r r
r

( ˜ ) ( )
( )

( )= −
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−∑12 1
12(30)

♣וזו הצורה הרשומה במשפט.

, מקבלים נוסחה סגורה עבור)30( בנוסחה (9) מנוסחה sWעל ידי הצבת השונות של 

:W̃sהשונות של 

Var W nm N nm
N N

t ts r r
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12

                       =
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 ברור שבכל מקרה של נוכחות ערכי תיקו, השונות של הסטטיסטי של(31)מנוסחה 

 גדול, אםNווילקוקסון קטנה מזו שהייתה מתקבלת ללא ערכי תיקו. עם זאת, כאשר 

קבוצות התיקו הן די קטנות אזי אין להן השפעה רבה על השונות.

, באופן ישיר וגם על סמך2.9נחשב, לדוגמה, את השונות עבור הנתונים בדוגמה 

.(31)הנוסחה 

m. השונות ללא ערכי תיקו עבור גודלי המדגם )2.9 (המשך דוגמה 2.11דוגמה  n= = 4

היא:

Var W mn N
s( ) ( )= + = ⋅ ⋅ =1

12
4 4 9
12

12

�����������

האפשריים, כפי W̃sלשם חישוב השונות עם התחשבות בערכי התיקו, נסתכל על ערכי 



.2.7, או בציור 2.5שהם רשומים בלוח 

 
EWs

˜ [ . . ]= + ⋅ + + ⋅ + = =1
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335 286, .

מכאן השונות:

Var W EW EWs s s( ˜ ) ˜ [ ˜ ] . .= − = − =2 2 2335 286 18 11 286

.(31)נחשב עתה את השונות על פי נוסחה 

tבין הנתונים יש שתי קבוצות תיקו בגדלים   t1 22 3= . לפי זה:   ,=

t tr r
r

( ) ( ) ( )2 2 21 2 2 1 3 3 1 6 24 30− = − + − = + =∑

Var W mn
N N

N N t ts r r
r

( ˜ )
( )

( ) ( )=
−

− − −





∑12 1
1 12 2

                                 = ⋅
⋅ ⋅

− −[ ]=4 4
12 8 7

8 8 1 30 11 2862( ) .

התוצאה זהה, כמובן, לשונות שחושבה באופן ישיר.

הפער היחסי בין השונות ללא נוכחות של ערכי תיקו לבין השונות כאשר ישנם ערכי

תיקו בדוגמה זו, הוא של

Var W Var W
Var W

s s

s

( ) ( ˜ )
( )

. . .
−

= − = =12 11 286
12

0 714
12

0 0595

כלומר, השונות קטנה בכ-6%.

באופן כללי, הפער היחסי בין השונות ללא נוכחות של ערכי תיקו לבין השונות כאשר

ישנם ערכי תיקו, הוא של

Var W Var W
Var W

nm
N N

t t

nm N
s s

s

r r
r( ) ( ˜ )

( )
( )

( )

( )
−

= −
−

+

∑12 1
1

1
12

2

����������������������������=
−

−∑1
1

12
2

N N
t tr r

r( )
( )

הפער זניח אם המספר הכולל של תצפיות הוא גדול מאוד ואין הרבה ערכי תיקו.

נראה עתה דוגמה למקרה שקבוצות התיקו הן יחסית גדולות.
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, לגבי הערכה שנתנו תלמידי קורסטבלת שכיחויותלהלן נתונים ב2.1. 2דוגמה 

בסטטיסטיקה לתואר שני לגבי מידת הקושי של הקורס. (השאלה הייתה: "עד כמה

הקורס קשה לך באופן כללי?") התוצאות רשומות בלוח 2.6 בנפרד עבור תלמידים

שסיימו תואר ראשון לפני 5 שנים לכל היותר, ועבור אלה שסיימו לפני יותר מ-5

שנים.

נרצה לבחון אם לתלמידים שסיימו את לימודי התואר הראשון לפני זמן רב קשה יותר

ללמוד סטטיסטיקה מאשר לאלה שסיימו לא מזמן (השוואת השכיחויות בשורה הראשונה

לשורה השנייה בלוח 2.6).

שכיחויות של תלמידים לפי הערכת הקושי של הקורס ומשך הזמן מסיום. לוח 2.6
תואר ראשון

_______________________________________________________
                                    הערכת הקושי

              _______________________________
              (קשה מאוד)                       (בכלל לא קשה)

סיום תואר ראשון54321    סך הכול    _______________________________________________________
קבוצה א (לא יותר מ-5 שנים)1904762
_______________________________________________________קבוצה ב (יותר מ-5 שנים)32511592
_______________________________________________________סך הכול5151512154

_______________________________________________________דרגה ממוצעת493925.5122.5

 את הערכת הקושי של תלמידים שסיימו תואר ראשון לא מזמן (קבוצה א)Xנסמן ב-

 את אלה שסיימו מזמן (קבוצה ב).Yוב-

אנו מעוניינים לבדוק את הבעיה החד–צדדית, שלאחר יותר זמן הקושי גדול יותר.

כלומר, נבדוק את ההשערה:

t  ,Hלכל               F t G t0 : ( ) ( H     כנגד האלטרנטיבה   =( Y X1: f.

 מהווים ערכי2.6יש כאן הרבה ערכי תיקו — כל הערכים הכלולים באותה עמודה בלוח 

תיקו (אלה התלמידים שהעריכו את הקושי באותו אופן בדיוק). כלומר, גודלי קבוצות

t1התיקו הם:  4= ,t2 15= ,t3 12= ,t4 t5 ו- =15 . הדרגה של כל הערכים=5

באותה עמודה היא הדרגה הממוצעת המגיעה להם. נרַאה כיצד חושבו הדרגות הממוצעות.

t1), הדרגות המגיעות ל-1עבור העמודה הראשונה (הערך  4 ו-3, 2, 1  הערכים הן=4

˜והדרגה הממוצעת היא  ( ) .s1 1 4 2 2 5= + =;

t2), הדרגות המגיעות ל-2עבור העמודה השנייה (הערך  5 הערכים הן =15 6 19, , ,…

˜והדרגה הממוצעת היא  ( )s2 5 19 2 12= + =;

�����������

˜), הדרגה הממוצעת היא 3עבור העמודה השלישית (הערך  ( ) .s3 20 31 2 25 5= + =



(בִדקו!);

˜) הדרגה הממוצעת היא 4עבור העמודה הרביעית (הערך  ( )s4 32 46 2 39= + =;

˜), הדרגה הממוצעת היא 5ועבור העמודה החמישית (הערך  ( )s5 47 51 2 49= + =.

הסטטיסטי של ווילקוקסון הוא סכום הדרגות הממוצעות בקבוצה השנייה (סיימו מזמן),

כלומר:
˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜W s s s s ss = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅1 2 3 4 52 9 5 11 5

                      = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =2 5 2 12 9 25 5 5 39 11 49 5 914 5. . .

. גודליW̃sלשם חישוב מובהקות התוצאה יש למצוא את התוחלת ואת השונות של 

mהמדגם כאן הם  n= =19 N וכן  ,32 =51.

EWהתוחלת: EW n N
s s

˜ ( ) ( )= = + = =1
2

32 52
2

832

 השונות היא(31)לפי נוסחה 

Var W mn
N N

N N t ts r r
r

( ˜ )
( )

( ) ( )=
−

− − −





∑12 1
1 12 2

:הביטוי שהוא פונקציה של קבוצות התיקו בלבד

t tr r
r

( )2 2 2 21 4 4 1 15 15 1 12 12 1− = − + − + −∑ ( ) ( ) ( )

                           + − + − =15 15 1 5 5 1 8 6162 2( ) ( ) ,

השונות המתקבלת היא

Var Ws( ˜ ) ( ) , , .= ⋅
⋅ ⋅

− −[ ]=19 32
12 51 50

51 51 1 8 616 2 463 472

השונות שהייתה מתקבלת ללא ערכי תיקו עבור גודלי המדגם הללו היא

Var W mn N
s( ) ( ) , .= + = ⋅ ⋅ =1

12
19 32 52

12
2 634 67

 הואsWהפער היחסי לעומת השונות של 

  
Var W Var W

Var W

t t

N N
s s

s

r r
r( ) ( ˜ )

( )

( )

( )
,

( )
..

−
=

−

−
=

−
=

∑ 2

2 2

1

1
8 616

51 51 1
0 065

. זוהי תוצאה של קבוצות תיקו2.11הפער היחסי קצת גבוה מזה שהתקבל בדוגמה 

יחסית גדולות.

מובהקות התוצאה מתקבלת על סמך קירוב נורמלי.

 P P WH s= ≥ ≅ − −





 = − =

0
914 5 1 914 832

2 463 47
1 1 65 0 0495( ˜ . )

, .
( . ) .Φ Φ
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1(עשינו תיקון רציפות של  , למרות שכלל לא ברור מהו הערך האפשרי הקודם2



 שהתקבלה בניסוי.)914.5לתוצאה 

עבור רמת מובהקות של 5% יש לדחות את השערת האפס ולהסיק שכנראה התלמידים

שסיימו את לימודי התואר הראשון לפני יותר מ-5 שנים נוטים לדווח על קושי גדול

יותר לעומת התלמידים שסיימו לפני 5 שנים או פחות.

נראה עתה מה קורה בבעיה שבה הרבה מאוד ערכי תיקו (כחצי מהתצפיות זהות). נניח

, ונניח ששתי1 או 0 תצפיות דיכוטומיות, כל אחת מקבלת את הערך Nשבניסוי 

tקבוצות התיקו הן בגודל זהה:  t N1 2 2= . הפער היחסי של שונות סכום הדרגות=

הממוצעות לעומת המקרה ללא תיקו, הוא

Var W Var W
Var W N N

t t N
N

s s

s
r r

r

( ) ( ˜ )
( ) ( )

( )
( )

−
=

−
− = −

−
∑1

1
1 4

4 12
2

2

2

1הפער היחסי הזה שואף ל-  שואף לאינסוף, אבל גם עבור מדגמים קטניםN כאשר 4

הוא בסביבות הערך הזה.

Nאם, למשל,  , הפער היחסי הוא10=

N
N

2

2

2

2
4

4 1
10 4

4 10 1
96

4 99
0 2424−

−
= −

−
= =

( ) ( ) ( )
.

Nואם  , הפער היחסי הוא100=

100 4
4 100 1

9996
4 9999

0 2499
2

2
−
−

= =
( ) ( )

.

מכאן רואים שהפער היחסי בין השונות בניסוי עם כל כך הרבה ערכי תיקו לבין ניסוי

.25עם מדידות רציפות הוא של כ-%

 ערכי תיקו במקרה שלמאן-וויטנימבחן 

את הסטטיסטי של מאן-וויטני עבור מקרי תיקו מגדירים באופן הבא.

 נגדיר את המשתנים ה"מציינים" להשוואת שני ערכים על ידי.2.3הגדרה 

˜ , , ; , ,U
X Y
X Y
X Y

i m j nij

i j

i j

i j

=
<
=
>







= … = …

1

0
1 1

       
1 2   

      
         (32)

˜ואת הסטטיסטי של מאן-וויטני כסכום המשתנים המציינים הללו  ˜W Uxy ij
j

n

i

m
=

==
∑∑

11
.

W̃xy הוא למעשה מספר הזוגות ( , )x yi j שעבורם x yi j<ועוד חצי ממספר הזוגות 

xשעבורם  yi j=.
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 (משפטWs לבין Wxy קיים אותו הקשר כמו בין W̃s לבין W̃xyבין משפט 2.7. 



˜). דהיינו, 2.5 ˜ ( )W W n nxy s= − +1  הוא סכום הדרגות הממוצעות במדגםW̃s, כאשר 2

.nבגודל 

ההוכחה נמצאת בנספח 2ב.

 (מאן-וויטני)*עוצמת מבחן ווילקוקסון 2.7

אחת התכונות החשובות של מבחנים היא העוצמה של המבחן, המבטאת את הסיכוי

להוכחה של תיאוריה חדשה, או לגילוי חדש ומעניין.

 של מבחן לבדיקת השערות היא ההסתברות לדחיית השערתעוצמה ה.2.4הגדרה 

}0Hדחיית {האפס, תחת המודל האלטרנטיבי. נסמן את העוצמה:  
1HP = π.

������	�
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��������π β= −1�������β�
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}0Hקבלת {������
1HP = β.

העוצמה היא ההסתברות לעשות החלטה נכונה בעת דחיית השערת האפס.

נראה כאן כיצד ניתן למצוא את העוצמה של מבחן ווילקוקסון עבור מודל הזזה, שאותו

נגדיר להלן.

מודל הזזה

 הוא מודל הזזה, המניח שהמשתניםX גדול סטוכסטית מ-Yמקרה פרטי של המודל שבו 

X-ו Y.הם משתנים בעלי התפלגויות דומות, שכל ההבדל ביניהן הוא בהזזה בלבד 

 באופן הבא:F כפונקציה של G: נניח שניתן לרשום את מודל הזזה

t      ,Gלכל  t F t( ) ( )= −∆(33)

פרמטר ההזזה. נקרא ∆הגודל 

 יחידות בין שתי∆ אין הבדל קבוע של (33)יש לשים לב שלפי מודל ההזזה 

. כלומר,G ו-F הוא המרחק שבין שני ערכים שווים של ∆ההתפלגויות, אלא הגודל 

. ניתן∆−*t בנקודה F שווה לערכה של ההתפלגות t* בנקודה מסוימת Gההתפלגות 

.2.8לראות דוגמה לכך בציור 
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1

0

F

GG(t2) = F(t2 – ∆)

G(t1) = F(t1 – ∆)

t2 – ∆t1 – ∆ t1 t2

   ∆   ∆

∆הדגמה של מודל ההזזה עם פרמטר . 2.8ציור 

 קיימים היחסים הבאים:(33) תחת מודל הזזה .2.3טענה 

 (1)Y F−∆~ (2)   ;EY EX= +∆ (3)   ;Med Y Med X( ) ( )= +∆.

*:הוכחה

Pלפי הנחת המודל,  (1) Y t P Y t G t F t( ) ( ) ( ) ( )− ≤ = ≤ + = + =∆ ∆ ∆.

, בהתאמה, אזי על סמך מודלg ו-f רציפות בעלות צפיפויות G ו-Fבהנחה ש-(2)

ההזזה ניתן לרשום:

 g t dG t
dt

dF t
dt

f t( ) ( ) ( ) ( )= = − = −∆ ∆

.f מהווה הזזה פשוטה של פונקציית הצפיפות gכלומר, גם פונקציית הצפיפות 

 הוא, לפיכךYחישוב התוחלת של 

EY tg t dt tf t dt x f x dx= = − = +
−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

∫ ∫∫( ) ( ) ( ) ( )∆ ∆

                      = + = +
−∞

∞

−∞

∞

∫∫ ( ) ( ) ( )x f x dx f x dx EX∆ ∆

(למי שלא מצוי באינטגרציה, התוחלת היא "מרכז הכובד" של פונקציית הצפיפות,   

 יחידות, גם∆, אולם מוזזת ב-f היא בעלת צורה זהה לצפיפות gוהיות שהצפיפות 

התוחלת שלה מוזזת באותו גודל.)

x1, הטענה נובעת ישירות מהגדרת המודל. נסמן ב-חציוןלגבי ה(3)  את החציון של2

y1 וב-Xהמשתנה  . אזי קיים:Y את החציון של המשתנה 2

1 2 1 2 1 2= = −G y F y( ) ( y1 ולכן ∆( 2 , כלומר,F הוא החציון של ההתפלגות ∆−
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X :yחציון המשתנה  x1 2 1 2− ♣ ומכאן נובעת הטענה.∆=



 שווים לערכיY: כמו לגבי החציון, גם כל ערכי החלוקה האחרים של המשתנה הערה

y. כלומר, ∆ לאחר הוספת פרמטר ההזזה Xהחלוקה המתאימים של  xp p=  לכל∆+

0 1< <p -ההוכחה זהה למקרה ש .p=1  (הוכיחו!).2

, נסתכל על ההשערות:(33)בהתאם למודל ההזזה 

 H H0 10 0:         :∆ ∆= >(34)

 גדולYתחת השערת האפס שתי ההתפלגויות שוות, ותחת האלטרנטיבה המשתנה 

G מתקיים: t, היות שעבור כל Xסטוכסטית מ- t F t F t( ) ( ) ( )= − ≤∆.

 יש לדחות(34)נרצה עתה לחשב את העוצמה של מבחן ווילקוקסון. לבדיקת הבעיה 

 (הסטטיסטי של ווילקוקסון), או ערכיםsWאת השערת האפס עבור ערכים גבוהים של 

, נניחα (הסטטיסטי של מאן-וויטני). עבור רמת מובהקות דרושה xyWגבוהים של 

Wשדוחים כאשר  cxy  הוא הערך הקריטי לפי מבחן מאן-וויטני.c, כלומר, ≤

עלינו לחשב, אפוא, את הביטוי הבא:

π( ) ( )∆ ∆= ≥P W cxy(35)

מובן שהעוצמה (הסיכוי לדחות את השערת האפס תחת המודל האלטרנטיבי) תלויה

. הפונקציהפונקציית העוצמה  והיא נקראת∆. לכן זו למעשה פונקציה של ∆בגודל 

מוגדרת היטב גם עבור ערכים שליליים של הפרמטר, ולכן היא מוגדרת היטב לכל ערך

>∞−של  ).F (נַראה יותר מאוחר שהעוצמה תלויה גם בהתפלגות הבסיסית ∆∞>

חישוב העוצמה המדויקת מסובך מאוד. אנו נביא כאן את העוצמה המקורבת, עבור

).עוצמה אסימפטוטיתמדגמים גדולים (נקראת 

אסימפטוטיתההתפלגות של הסטטיסטי של ווילקוקסון (או מאן-וויטני) היא . 2.4טענה 

 די גדוליםn ו-m גם כאשר השערת האפס איננה נכונה. כלומר, עבור נורמלית

ההתפלגות של המשתנה המתוקנן 
W EW

Var W
xy xy

xy

−

( )
 קרובה להתפלגות נורמלית סטנדרטית,

0 אינן זהות, בתנאי שמתקיים G ו-Fגם כאשר שתי ההתפלגויות  1< < <P X Y( ).

לא נוכיח כאן את הטענה.

1 וגם לא תהיה שווה ל-0 לא תהיה שווה ל-X גדול מ-Yהדרישה שההסתברות לכך ש-

Pברורה. אם, למשל,  X Y( )< W, אזי נקבל בוודאות 1= mnxy  (בכל ההשוואות=

 בהסתברותmnשל הזוגות אותה תוצאה). ולכן הסטטיסטי של מאן-וויטני מקבל את הערך 
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, כלומר, המשתנה מנוון. התפלגותו במקרה זה איננה נורמלית ולא חשוב מהם גודלי1



Pהמדגמים. אותו שיקול נכון גם כאשר  X Y( )< Wxy, אז 0= בוודאות.0=

xyW יש לדעת כיצד ניתן לחשב את התוחלת ואת השונות של 2.4כדי להשתמש בטענה 

כאשר ההתפלגויות אינן שוות. בנספח 2ג נראה באופן כללי את צורת המומנטים הללו.

 מנספח 2ג היא, שחישוב הפרמטרים המעורבים הוא(17)הבעיה בשימוש בנוסחה 

בדרך כלל מאוד מסובך וקשור בהתפלגות משותפת של שלושה משתנים בלתי תלויים,

שאחד מהם בעל התפלגות השונה משני האחרים.

, וכן נחשב אותה רק(33)לפיכך נמצא כאן את השונות רק למקרה של מודל הזזה 

 מאוד קטן.∆בקירוב, עבור מדגמים מאוד גדולים, ועבור פרמטר 

 מקורבת של מבחן המבוסס על סטטיסטי בעל התפלגות אסימפטוטיתעוצמה

נורמלית

}נסתכל באופן כללי על מבחן בעל אזור דחייה מהצורה  }T c≥ כאשר ,Tמתפלג 

, הערךαאסימפטוטית נורמלית. כדי שהמבחן יהיה בעל רמת מובהקות מקורבת 

 צריך לקיים את השוויוןcהקריטי 

α
σ

= ≥ ≅ −
−







 = −

−





P T c

c E T
Var T

c E T
TH0

1 10

0

0

0
( )

( ) ( )
Φ Φ(36)

 הואcכאשר התוחלת והשונות לעיל מחושבות תחת השערת האפס. לפי זה הערך של 

c E T z T= + −0 1 0ασ ( )(37)

נרשום את העוצמה בקירוב.

π
σ

= ≥ ≅ −
−







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



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Var T
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1 11

1

1

1
( )

( ) ( )
Φ Φ(38)

כאן התוחלת והשונות מחושבות תחת המודל האלטרנטיבי.

 ונקבל את העוצמה המקורבת(37) מנוסחה cנציב את הערך של 

π
σ

σ
α≅ −

+ −





−1 0 1 0 1

1
Φ

[ ( )]
( )

E T z T E T
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                                       = −
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+





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−1 0 1

1
1

0

1
Φ

E T E T
T

z
T
Tσ

σ
σα( )

( )
( )

                                           =
−

−






−Φ

E T E T
T

z
T
T

1 0

1
1

0

1σ
σ
σα( )

( )
( )

(39)

את השוויון האחרון קיבלנו על סמך הסימטרייה של ההתפלגות הנורמלית הסטנדרטית

סביב אפס.
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 (ווילקוקסון)עצמת מבחן מאן-וויטני

, כיוון שהתפלגותו האסימפטוטית היאxyW לחישוב העוצמה של (39)נשתמש בנוסחה 

. נוכל, אפוא, ∆נורמלית. במודל הזזה האלטרנטיבה מוגדרת על ידי פרמטר ההזזה 

:∆ כפונקציה של (39)לרשום את הנוסחה 

π
σ

σ
σα( )

( )
( )
( )

∆ Φ ∆

∆ ∆
≅

−
−







−

E T E T
T

z
T
T

0
1

0(40)

Tעבור  Wxy= התוחלת והשונות של ,xyW 0 תחתH (17) ו-(16) הן, לפי נוסחאות:

     σ0
2

0
1

12
( ) ( ) ( )T Var W mn N

xy= = +E T E W mn
xy0 0 2

= =

נסמן את הפרמטר

p P X Y∆ ∆= <( )(41)

 באופן הבא:p∆את התוחלת תחת האלטרנטיבה ניתן לרשום באמצעות 

E W E U E U mnP X Y mnpxy ij
j

n

i

m

ij
j

n

i

m

∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = = < =
== ==
∑∑ ∑∑

11 11
( )(42)

 המתקבלת עבור הסטטיסטי של מאן-וויטני היא(40)מכאן העוצמה 

π
σ

σ

σα( )
( )

( )

( )

( )
∆ Φ ∆

∆ ∆
≅

⋅ −
−









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W

z
W

Wxy

xy

xy

1 2
1

0(43)

 ואת השונות במודל האלטרנטיבי,p∆בכדי להשתמש בנוסחה זו נצטרך לחשב את הפרמטר 

עבודה הדורשת טרחה רבה. לפיכך נעשה כאן קירוב גס יותר, שאותו קל יחסית לחשב.

Var, השונות  n ו-m נניח שלכל .2.1הנחה  Wxy∆ ( .∆רציפה ב-(

 הקרובים∆, עבור ערכי 2.1 בהנחה העוצמה המקורבת של מבחן ווילקוקסוןנמצא את 

לאפס.

 ניתן לרשום באופן הבא:p∆את הפרמטר 

p P X Y P X Y P X Y F∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= < = − − < = − ′< =( ) { ( ) } ( ) *( )

=′) שלמשתנה 2.3כבר ראינו (טענה  −Y Y . לכןX יש התפלגות זהה להתפלגות של ∆

*F היא התפלגות ההפרש בין שני משתנים בלתי תלויים, שניהם בעלי התפלגות F.

 היא התפלגות סימטרית סביב אפס.F* .5.2טענה 

 משתנים בלתי תלויים שווי התפלגות. מטעמי סימטרייה התפלגות2X ו-1X: יהיו הוכחה

Xהמשתנה  X1 X זהה להתפלגות של −2 X2 . לכן מתקיים:−1
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F t P X X t P X X t*( ) ( ) ( )= − ≤ = − ≤1 2 2 1



                                        = − ≥− = −P X X t F t( ) *( )1 2 1

♣ומכאן הסימטרייה.

, וניקחf* בעלת פונקציית צפיפות F*, בהנחה ש-0 לטור טיילור סביב F*נפַתח את 

 קרוב לאפס, ולכן∆רק את שני האיברים הראשונים של הטור. אנו מניחים ש-

:p∆האיברים הנוספים בטור הם זניחים. נקבל לפי זה קירוב עבור 

p F F f∆ ∆ ∆= ≅ +*( ) *( ) *( )0 0

)*F סביב אפס, מתקיים F*בגלל הסימטרייה של  )0 1  ומכאן:=2

p f∆ ∆≅ +1 2 0*( )

או

 p f∆ ∆− ≅1 2 0*( )(44)

) מתקיים:2.1לגבי השונות תחת האלטרנטיבה, בגלל רציפות השונות (הנחה 
σ

σ
0

0 1
( )

( )

W

W
xy

xy∆
∆→ →(45)

. מכאן נקבל את העוצמה(43) בנוסחה (44)נשתמש בגבול הזה ונציב את התוצאה 

האסימפטוטית של מבחן מאן-וויטני:
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       ≅ −
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
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∆
Φ
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z
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xy
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*( )
( )

0 0
1 120

1 1σ α α

קיבלנו, אפוא, את נוסחת העוצמה המקורבת של מבחן מאן-וויטני (או ווילקוקסון)

π α( )
( )

*( )∆ Φ ∆≅
+

⋅ ⋅ −








−

12
1

0 1
mn

N
f z(46)

החישוב המקורב של העוצמה נערך בשני שלבים. ראשית, הסתכלנו על מדגמים גדולים

מספיק, באופן שניתן לעשות קירוב נורמלי להתפלגות סטטיסטי המבחן. שנית, הסתכלנו

 קטנים מספיק, באופן שהשונות תחת המודל האלטרנטיבי קרובה מאוד∆על ערכי 

 או2 היא ∆לשונות תחת השערת האפס, וכן בטור טיילור האיברים שבהם החזקה של 

יותר הם זניחים.

 מתאימה, אפוא, במקרים של מדגמים גדולים, כאשר יש לחשב עוצמה(46)הנוסחה 

 בין∆עבור פער קטן בין הטיפול לביקורת. העוצמה לעיל תלויה, כמובן, בגודל הפער 

 של תצפיותFהתפלגות הטיפול להתפלגות הביקורת, אולם היא תלויה גם בהתפלגות 
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קבוצת הביקורת, כלומר, במודל ההסתברותי של הבעיה.



: בדרך כלל חישוב מדויק של הגודל הספציפי של העוצמה אינו כה חשוב. זאתהערה

מכיוון ששימוש בנוסחת העוצמה נעשה לרוב כדי לנסות לקבוע מראש גודלי מדגמים

שעבורם נוכל לגלות את התיאוריה שלנו (דחיית השערת האפס) בסיכוי גדול מספיק.

כך, אם הקירוב אינו טוב מספיק, תהיה לנו טעות מסוימת בגודל המדגם הדרוש, אולם

בדרך כלל סדר הגודל של המדגם שייבחר יהיה מתאים. למשל, אם נקבל דרישה לגודל

, הטעות אינה משמעותית ביותר.105 או 98 תצפיות במקום 100מדגם של כ-

. נניחהעוצמה המקורבת של מבחן ווילקוקסון במודל הנורמלינחשב את . 2.13דוגמה 

Xש- N~ ( , )µ σ2 כלומר ,Fהיא התפלגות נורמלית. התפלגות ההפרש בין שני משתנים 

)Nנורמלים בלתי–תלויים כאלה היא נורמלית  , )0 2 2σ והשונות0 (תוחלת ההפרש היא 

היא סכום השונויות). פונקציית הצפיפות של ההפרש היא, אפוא,

f t e et t*( )=
⋅

=− −1

2 2

1

42
4

2
42 2 2 2

π σ πσ

σ σ

ולכן

f *( )0 1

4 2
=

πσ
(47)

נוסחת העוצמה המקורבת של מבחן ווילקוקסון במודל הנורמלי מתקבלת על ידי הצבת

.(46) בנוסחה (47)
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
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
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−Φ ∆3

1 2 1
mn

N
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( )πσ
α(48)

זו נוסחה כללית לחישוב עוצמת מבחן ווילקוקסון במודל הנורמלי.

 ויורדת כפונקציה של ∆עוצמה זו עולה כפונקציה של 
2σניתן לראות תאור גרפי של .

 בהמשך. מבחינת גודלי המדגמים, אם שני המדגמים2.9פונקציית העוצמה הזאת בציור 

הם באותו סדר גודל, אזי העוצמה עולה כפונקציה של גודלי המדגמים והיא מקסימלית

).18כאשר שני המדגמים באותו גודל (ראו תרגיל 

נסתכל עתה על דוגמה מעשית.

לחברה גדולה מאוד יש סניפים בשתי ערים שונות. באחד הסניפים (סניף. 2.14דוגמה 
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א) מינו עובדת סוציאלית שתפקידה לטפל בבעיות אישיות של העובדים. לאחר זמן רצו



לבדוק אם שביעות הרצון בעבודה של העובדים בסניף א גבוהה יותר מאשר בסניף ב.

 עובדים באופן מקרי בכל אחד משני הסניפים. נניח שציוני העובדים10 למחקר נבחרו

.1.5בשאלון "שביעות רצון בעבודה" הוא משתנה נורמלי, עם סטיית תקן של כ-

αנחשב את העוצמה המקורבת של מבחן ווילקוקסון ברמת מובהקות  = , עבור05.

m בין הסניפים. הצבה של הערכים 1=∆ פער של n= =10 ,σ=1 5. ,z. .95 1 645=

 נותנת את העוצמה המקורבת:(48)בנוסחה 

π
π

( )
( . )

. ( . ) .1 3 100

21 1 5
1 1 645 0 22 4129

2
≅ ⋅ ⋅ −









 = − =Φ Φ

 בציון שביעות הרצון של שני1. זהו הסיכוי לגלות פער של 41העוצמה היא בערך %

הסניפים. זו, כמובן, עוצמה לא גבוהה ביותר.

: בחישוב העוצמה על סמך חישוב מדויק של התוחלת והשונות של סטטיסטיהערה

המבחן תחת האלטרנטיבה (ראו את החישוב המדויק בנספח 2ג), מקבלים:

p p X Y p Y X∆ ∆ ∆= < = − >= =1 1 0( ) ( )

                                = − −

⋅









 = ( )=1 0 1

2 1 5
0 47 6808

2
Φ Φ

.
. .

:(42)מכאן התוחלת של הסטטיסטי של מאן-וויטני היא, לפי נוסחה 

E W mnpxy∆ ∆= = = =1 10 10 6808 68 08( )(. ) .

השונות המדויקת של הסטטיסטי של ווילקוקסון (או מאן-וויטני) המתקבלת (החישוב

Varמסובך יותר ולא נביא אותו כאן) היא   Wxy∆= =1 177 45( ) ..

 לחישוב העוצמה. התוחלת והשונות תחת השערת האפס הן(40)נשתמש בנוסחה 

E W mnxy0 0 5 100 5 50= = =( . ) (. )

 Var W mn N
xy0

1
12

100 21
12

175( ) ( ) ( )= + = =

175היחס בין שונות זו לשונות תחת האלטרנטיבה,  177 45 0 986. , אכן קרוב=.

. עצמת המבחן היא בקירוב1מאוד ל-

π( ) . .
.

.
.

( . ) .1 68 08 50 0
177 45

1 645 175
177 45

0 28 3897≅ − −






 = − =Φ Φ

העוצמה לפי החישוב המדויק יותר היא קצת קטנה מזו שהתקבלה בקירוב הגס.

גודל המדגם
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כדי לקבוע את גודלי המדגם הדרושים לקבלת עוצמה מסוימת, נדון רק במדגמים שווים



mבגודלם, כלומר,  n N= = . אין טעם לחפש מדגמים בגדלים שונים זה מזה, וכך2

mהחישוב פשוט יחסית. נציב  n= ונקבל:(46) בנוסחה הכללית של העוצמה 
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��������������������������������������������≅ ⋅ ⋅ −( )−Φ ∆6 0 1n f z*( ) α

 שיתקבל יהיה די גדול וכך יתקיים    nאנו מניחים ש-
n
n

n2

2 1 2+
≈. 

 יקיים (בדקו!):n, דרוש ש-π*כדי שעוצמה זו תהיה לפחות 

n
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6 0 ∆
ולכן גודל המדגם הדרוש לכל קבוצה הוא 
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(49)

, מקבלים:(47) הנתונה בנוסחה f(0)*במקרה הפרטי של מודל נורמלי, עם 
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(50)

, כלומר, ככל שהפער בין האוכלוסיות∆גודל המדגם הדרוש הוא פונקציה יורדת של 

קטן, כך נזדקק למדגמים גדולים יותר כדי לגלות זאת.

בבעיית שביעות הרצון בעבודה קיבלנו עוצמה קטנה). 2.14 (המשך דוגמה 2.15דוגמה 

. נחפש את גודלי המדגם הדרושים כדי שעצמת המבחן, עבור10עבור מדגמים בגודל 

(50). אנו מניחים מודל נורמלי של הציונים. נציב בנוסחה 80, תהיה לפחות 1%=∆

=αאת הערכים:  .05 ,π* .= 80 ,σ=1  ונקבל:1=∆, .5
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z z
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= + =
2 1 5

3 1
2 2 25 0 84 1 645
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29 1

2
80 95

2

2

2π π( . )( )

( )
( . )( . . ) .. .

 איש בכל אחד מהסניפים כדי לקבל את העוצמה הדרושה.30לפיכך יש לבחור לפחות 

ברור שכדי לקבל הערכה לגודל המדגם הדרוש אין כל צורך לחשב את העוצמה בצורה

המדויקת יותר, כמו בנספח 2ג. בחישוב מדוקדק שעשינו במקרה זה, העוצמה המתקבלת

=π תצפיות בכל מדגם היא קצת קטנה מן הנדרש — 30עבור   וגודלי המדגמים773.

m הם 80הדרושים לקבלת עוצמה של % n= =π, שם 33= . ההבדל שמתקבל807.

אינו מצדיק את המאמץ.
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tעוצמה אסימפטוטית של מבחן 
המבחן הפרמטרי המקובל והמתאים ביותר (בעל עוצמה מקסימלית במשפחה גדולה של

מבחנים) להשוואת שני מדגמים בלתי תלויים במודל נורמלי הוא המבחן המתבסס על

. לשני מדגמיםtמבחן הפרש ממוצעי שני המדגמים. המבחן נקרא 

X: הנחות המודל  Ni X~ ( , )µ σ2 ,i m= …1, , ;Y Nj Y~ ( , )µ σ2 ,j n= …1, ,.

Nכמו כן, כל  m n=  התצפיות הן בלתי תלויות. כלומר, שני המדגמים הם בלתי+

תלויים זה בזה ולקוחים מהתפלגויות נורמליות בעלות אותה שונות.

=∆מודל זה שקול למודל הזזה עם פרמטר  −µ µY X.

µ, אם X גדול סטוכסטית מ-Yבמודל זה המשתנה  µY X> 2.6 (ראו דוגמה.(

Hהשערת האפס הנבדקת היא  X Y0 :µ µ= או ,H0 , והאלטרנטיבה יכולה=∆:0

להיות חד–כיוונית או דו–כיוונית.

 ואת התפלגותו, אלא נציגtמבחן לא נציג פה את התיאוריה של בניית הסטטיסטי של 

את המבחן בקיצור. ניתן למצוא זאת בכל הספרים העוסקים בהסקה סטטיסטית.

נסתכל על המשתנה

   Z
Y X

m n

Y X=
− − −

+





( ) ( )µ µ

σ2 1 1
(51)

Yהפרש הממוצעים  X−הוא משתנה נורמלי, ובמכנה רשומה סטיית התקן של הפרש 

 איננהσ2 הוא נורמלי סטנדרטי. היות שהשונות Zהממוצעים (הוכיחו!). לכן המשתנה 

 אינו סטטיסטי ואינו יכול לשמש כסטטיסטי מבחן. נסתכל, אפוא, עלZידועה, המשתנה 

המשתנה

T
Y X

S
m n

Y X=
− − −

+





( ) ( )µ µ

2 1 1
(52)

), וניתן על ידיY ול-X (אותה שונות ל-σ2 הוא האומד עבור השונות S2כאשר 

הממוצע המשוקלל של אומדי השונות בכל אחד מהמדגמים בנפרד:

S
X X Y Y

m n
m S n S

m n

i
i

m

j
j

n

X Y2

2

1

2

1
2 2

2
1 1

2
=

− + −

+ −
=

− + −
+ −

= =
∑ ∑( ) ( )

( ) ( )

 הוא משתנה מקרי שהתפלגותו איננה נורמלית, מכיוון שהמכנה שלו הואTהמשתנה 

, של "סטודנט"tהתפלגות  נקראת Tמשתנה מקרי ולא גודל קבוע. התפלגות המשתנה 

m, עם פרמטר tהתפלגות או בקיצור,  n+ . מסמניםדרגות החופש, הנקרא 2−
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T tm n~ + −2.



 בכל ספר סטטיסטיקה. איננו מביאים טבלה כזאת כאן,tקיימות טבלאות של התפלגות 

מכיוון שאיננו משתמשים במבחן זה, אלא לצורך הדגמת העוצמה.

 המבוסס על הסטטיסטי:tבמבחן  ניתן להשתמש (34)עבור בדיקת ההשערות 

 t Y X

S
m n

= −

+





2 1 1

 עםt היא בדיוק התפלגות t שתי התוחלות שוות ולכן התפלגות הסטטיסטי 0Hתחת 

m n+  דרגות חופש.2−

H1 עבור אלטרנטיבה חד–צדדית α ברמת מובהקות לשני מדגמים t מבחן 0:∆>,

tהוא המבחן הדוחה את השערת האפס כאשר  t> −1 α) .α1–t-1 הוא ערך החלוקה ה−α

 המתאימה.)tשל התפלגות 

, תלויה בהנחות המודלt, כפי שהיא מובאת בטבלאות t: התפלגות הסטטיסטי הערה

(נורמליות ושוויון שונויות). עם זאת, כאשר המדגמים מאוד גדולים, אומדן השונות

יהיה קרוב ביותר לשונות האמיתית. כמו כן, ממוצעי המדגמים הם בעלי התפלגות

אסימפטוטית נורמלית ולכן גם הפרש הממוצעים הוא בעל התפלגות אסימפטוטית

 הוא בעל התפלגות הקרובהtנורמלית. מכאן, כאשר המדגמים גדולים מאוד, הסטטיסטי 

להתפלגות נורמלית סטנדרטית.

 באופן כללי את העוצמה עבור מבחן המבוסס על סטטיסטי בעל(39)קיבלנו בנוסחה 

. כדי לקבלtהתפלגות אסימפטוטית נורמלית. ניתן להשתמש בנוסחה זו גם עבור מבחן 

 בקירוב, כאשר המדגמיםtאת התוחלות והשונויות בנוסחה, נרשום את הערך של 

גדולים (החלפנו את אומד השונות בשונות האמיתית).

t Y X

m n

≅ −

+





σ2 1 1

, עם(51) מנוסחה Zכפי שראינו קודם, משתנה זה הוא למעשה המשתנה 

µ µY X− . תחת השערת האפס זהו משתנה נורמלי סטנדרטי. את המודל האלטרנטיבי0=

=∆ניתן לרשום במונחים של פרמטר ההזזה  −µ µY X התפלגות הסטטיסטי .t,היא 

אפוא, נורמלית בקירוב. התוחלת היא

E t
E Y X

m n
m n
mn

mn
m n

Y X
∆

∆ ∆≅
−

+





=
−

+





= ⋅
+

( )

σ

µ µ

σ
σ2 21 1

(53)

(39) גם תחת האלטרנטיבה. נציב ערכים אלה בנוסחה 1 שווה בערך ל-tהשונות של 
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ונקבל:



π
σ αt

mn
m n

z( )∆ Φ ∆≅
+

⋅ −






−1(54)

אינה תלויה שמצאנו כאן t : כדאי לשים לב שהעוצמה האסימפטוטית של מבחןהערה

 של התצפיות. זאת מכיוון שעבור מדגמים גדולים מאוד, התפלגות הסטטיסטיFבהתפלגות 

t-באופן בלתי תלוי בהתפלגות המדויקת של1 היא נורמלית עם שונות השווה ל ,

האוכלוסייה שממנה הוצאו התצפיות.

 בתנאיt נחשב את העוצמה האסימפטוטית של מבחן ).2.14 (המשך דוגמה 2.16דוגמה 

=αהבעיה של שביעות הרצון בעבודה. הערכים הנתונים הם  .05, σ=1 5. ,∆=1.

 ונקבל:(54)נציב בנוסחה 

πt ( )
.

. ( . ) .1 100
20

1
1 5

1 645 0 15 4404≅ ⋅ −






 = − =Φ Φ

,0.4129) עוצמה מקורבת של 2.14אם משתמשים במבחן ווילקוקסון, מקבלים (דוגמה 

שהיא קצת יותר נמוכה, אולם ההבדל אינו גדול.

t מתוארת פונקציות העוצמה של מבחן ווילקוקסון בהשוואה לזו של מבחן 2.9בציור 

mעבור מודל נורמלי, עם  n= =20, α= .05, σ=1 .אנו רואים שפונקציית העוצמה

אולם הפער בין שתי, ∆  גבוהה מזו של מבחן ווילקוקסון לכל ערך שלtשל מבחן 

הפונקציות קטן ביותר.

Ws

t

0

.2

.4

.6

.8

1.0

π(∆)

0 0.5 1.0 1.5

∆

s

במודל נורמלי tן פונקציית העוצמה של מבחן ווילקוקסון ושל מבח. 2.9ציור 
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tגודל המדגם במבחן 
mנסתכל שוב על שני מדגמים באותו גודל  n= להשגת עוצמה .*πיש לרשום את 

. מקבלים (קל לבדוק):n עבור המקרה הזה ולחלץ את (54)נוסחה 

n
z z

≥
+ −2 2

1
2

2
σ π α( )*

∆
(55)

 בתנאי80 גודל המדגם הדרוש להשגת עוצמה של %).2.14 (המשך דוגמה 2.17דוגמה 

הבעיה הוא

n
z z

≥
+

= + =
2 1 5

1
2 2 25 0 84 1 645 27 8

2
80 95

2

2
2( . )( )

( . )( . . ) .. .

 תצפיות.28כלומר, יש לקחת לפחות 

שימו לב שזה נכון בכל מודל, ובפרט במודל הנורמלי, שעבורו מצאנו שלמבחן ווילקוקסון

 תצפיות לפחות). ההבדל בין שני המבחנים30 תצפיות (ולמעשה נזדקק ל-29.1דרושות 

מבחינת גודלי המדגמים הדרושים אינו גדול.

יעילות יחסית אסימפטוטית

בספר זה לא נוכל לדון באופן כללי ובצורה מדויקת במושג המורכב של היעילות

האסימפטוטית של פיטמן. ננסה לתת פה על קצה המזלג את האינטואיציה העומדת

מאחורי ההגדרה של פיטמן.

 אתTn המתאים לבדיקת השערות בבעיה מסוימת. נסמן ב- Tנסתכל על סטטיסטי מבחן 

במבחן ברמת מובהקות π*גודל המדגם (האסימפטוטי) הדרוש להשגת עוצמה קבועה 

, עבור מודל אלטרנטיבי מסוים. המושג "אסימפטוטי" כאן הוא במובן שהשתמשנוαקבועה 

בו בפרק זה, כלומר, גודל המדגם המקורב, כאשר הפער בין המודל בהשערת האפס

לבין המודל האלטרנטיבי הוא קטן והמדגם המתקבל הוא גדול יחסית.

, אוAsymptotic relative efficiency היעילות היחסית האסימפטוטית (.2.5הגדרה 

 מוגדרת על ידי היחס בין גודלי המדגם2T ו-1T) בין שני מבחנים AREבקיצור 

,αבמבחן ברמת מובהקות קבועה  π*האסימפטוטיים הדרושים להשגת עוצמה קבועה 
עבור מודל אלטרנטיבי מסוים:

ARE T T
n

n
T

T
( , )1 2

2

1

=(56)

במִלים אחרות, היעילות היחסית היא המנה בין גודלי המדגם הדרושים בשני המבחנים.

שימו לב שגודל המדגם של הסטטיסטי הראשון מופיע במכנה ושל השני — במונה. כך,
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 יעיל יותר. אם המנה1T דרושות יותר תצפיות, ולכן 2T, למבחן 1אם המנה גדולה מ-



 יעיל יותר.2T אזי המבחן 1קטנה מ-

, מצאנו לגבי ערכים ספציפיים במודל הנורמלי, את2.15לדוגמה, עבור הבעיה בדוגמה 

nWsגודלי המדגם עבור מבחן ווילקוקסון — 
=29  —t), ועבור מבחן 2.15 (דוגמה .1

nt =27 ). (שימו לב שחישוב היעילות האסימפטוטית נעשה על סמך2.17 (דוגמה .3

גודלי המדגם כפי שהתקבלו בנוסחה, לפני העיגול לערך שלם.) היעילות היחסית

 היא:tהאסימפטוטית של מבחן ווילקוקסון ביחס למבחן 

ARE W t
n

ns
t

Ws

( , ) .
.

.= = =27 8
29 1

0 955

.1, אבל למעשה היא קרובה מאוד ל-1היעילות שהתקבלה אמנם קטנה מ-

 הוא המבחן המתאים ביותר (בעל העוצמהt: גם במודל הנורמלי, שעבורו מבחן מסקנה

המקסימלית מבין קבוצה גדולה של מבחנים), מבחן ווילקוקסון הוא בעל עוצמה גבוהה

.tיחסית, ולכן אין צורך בהרבה יותר תצפיות להשגת אותה עוצמה בהשוואה למבחן 

: אם היינו מחשבים את המנה של גודלי המדגם השלמים שיש לבחור, היינוהערה

28מקבלים תוצאה מעט קטנה יותר:  30 0 933= ..

: ניתן לחשוב שהיעילות הגבוהה לעיל התקבלה עבור הערכים הספציפייםהערה נוספת

. מיד נראה שלא כך הדבר, ולמעשה היעילות היחסית בין מבחן∆ ו-α ,*π ,σשל 

 במודל הנורמלי היא קבועה ואינה תלויה בערכים הספציפיים שלtווילקוקסון למבחן 

הפרמטרים הללו.

נסתכל על המקרה הכללי ונרשום את היעילות היחסית של מבחן ווילקוקסון ביחס

 של גודלי המדגם שקיבלנו קודם.(55) ו- (49), לפי הנוסחאות tלמבחן 

ARE W t
n

n

z z

z z

f

fs
t

Ws

( , )

( )

( )

*( )

*( )

*

*

= =

+

+

[ ] ⋅

= [ ]
−

−

2

6 0

12 0

2
1

2

2

1
2

2 2

2 2

σ

σ

π α

π α

∆

∆

קיבלנו שבאופן כללי, במודל כלשהו, היעילות היחסית האסימפטוטית של מבחן ווילקוקסון

 היאtביחס למבחן 

ARE W t fs( , ) *( )= [ ]12 02 2σ(57)
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 או בעוצמהαאנו רואים, אפוא, שהיעילות היחסית איננה תלויה ברמת המובהקות 



t. ישנם מודלים הסתברותיים שעבורם מבחן ∆, וגם לא בפרמטר ההזזה π*הדרושה 

יעיל יותר ואחרים שעבורם דווקא מבחן ווילקוקסון (המבוסס על הדרגות בלבד) יעיל

יותר. נסתכל עתה על כמה מודלים.

. כבר ערכנו את כל החישובים לגבי המודל הנורמלי. נציב אתמודל נורמלי. 2.18דוגמה 

*(0)f ונקבל:(47) לפי נוסחה 

ARE W ts( , ) .= = ≅12 1
4

3 0 9552
2σ

πσ π

זוהי בדיוק היעילות היחסית שהתקבלה עבור הערכים הספציפיים שבהם בחרנו בדוגמה

. יעילות זו אינה תלויה אפילו בשונות של המשתנים והיא קבועה לכל בעיה של2.14

השוואת שני מדגמים במודל הנורמלי.

.[0,1] היא ההתפלגות האחידה על F. נניח ש-מודל אחיד. 2.19דוגמה 

σ2 היא Fהשונות של משתנה בעל התפלגות  1 12= =Var X( . עלינו למצוא בנוסף(

, שהיא התפלגות ההפרש בין שני משתנים אחידים כאלה, בלתיF*את ההתפלגות 

תלויים. לא קשה למצוא את ההתפלגות המבוקשת, על סמך ההתפלגות המשותפת של

שני המשתנים.

Xיהיו  U1 0 1~ ( , X ו-( U2 0 1~ ( ,  משתנים בלתי תלויים. ההתפלגות המשותפת שלהם(

,t מתואר התחום שבו ההפרש קטן מערך 2.10היא אחידה על ריבוע היחידה. בציור 

.t>0עבור 
על פי הציור קל לחשב את התפלגות ההפרש.

t0 1

0

1

x1 –x2  tx2

x1 –x2 > t

x1

1 – t

t > 0

)ההתפלגות המשותפת של . 2.10ציור  , )X X1 2
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0אם  1< ≤t,

F t P X X t P X X t t*( ) ( ) ( ) ( )= − ≤ = − − > = − −
1 2 1 2

2
1 1 1

2

0והצפיפות היא הנגזרת 1≤ ≤t      f t t*( )= −1

)2.5,  ניתן לרשום את הצפיפות על סמך הסימטרייה (טענה t≤0אם 

 − ≤ ≤1 0t     f t t*( )= +1

או לחשב במפורש על סמך ציור מתאים.

f היא 0. הצפיפות בנקודה 2.11פונקציית הצפיפות נראית כמו בציור  *( )0 1=.

t

f(t)

0 1

1

–1

פונקציית הצפיפות של הפרש משתנים אחידים בלתי תלויים .2.11ציור 

fנציב את הערך של *(  ונקבל את(57) בנוסחה σ2ואת הערך של השונות  0(

היעילות היחסית

ARE W t fs( , ) *( )= [ ] = ⋅ ⋅ =12 0 12 1
12

1 12 2σ(58)

 יעילים בערך באותהt, כלומר מבחן ווילקוקסון ומבחן 1היעילות האסימפטוטית היא 

מידה.

, כלומר1 הוא משתנה מעריכי עם תוחלת X. נניח ש-מודל מעריכי. 2.20דוגמה 

X ~ exp( )1.

Fההתפלגות המצטברת היא   t e tt( ) ,  = − >−1 f והצפיפות   0 t e tt( ) ,  = >− 0.

σ2השונות של משתנה מעריכי כזה היא  1=.

.t>0 יותר מסובך במקרה זה. נסתכל ראשית על F*חישוב התפלגות ההפרש 

F t P X X t e e dx dxx x
t x

*( ) ( )  = − ≤ = − −
+∞

∫∫1 2 1 2
00

1 2
2

������������

                = + = −[ ]−
∞

− − +
∞

∫ ∫e F t x dx e e dxx x t x2 2 2
2 2

0
2

0
1( ) ( )



                          = − = − ⋅−
∞

− −
∞

−
∫ ∫e dx e e dx ex t x t2 2

2
0

2
2

0
1 1

2
הצפיפות היא

            f t dF t
dt

e tt*( ) *( )          = = >−1
2

0

f),2.5ומטעמי סימטרייה (טענה  t e tt*( )          = <1
2

0

f היא  0הצפיפות בנקודה  *( )0 1  היא(57). היעילות היחסית, לפי נוסחה =2

ARE W t fs( , ) *( )= [ ] = ⋅ ⋅




=12 0 12 1 1

2
32 2

2
σ(59)

 כשההתפלגות היא מעריכית. שימוtכלומר, מבחן ווילקוקסון הרבה יותר יעיל ממבחן 

לב שההתפלגות המעריכית היא מאוד אסימטרית, עם זנב ימני, ורחוקה ביותר מהתפלגות

נורמלית.

=α מדגים את פונקציות העוצמה של שני המבחנים ברמת מובהקות 2.12ציור  .05,

m ומדגמים בגודל θ=1במודל מעריכי עם פרמטר  n=  היעילות היחסית הגבוהה.20=

 הקרובים לאפס. יחד עם זאת ברור שעוצמת∆נובעת מהפער בין העוצמות עבור ערכי 

 בכל מקום, פרט לקצוות.tמבחן ווילקוקסון גבוהה בהרבה מזו של מבחן 

0

.2

.4

.6

.8

1.0

π(∆)

0 0.5 1.0 1.5

∆

Ws

t

במודל מעריכי tן ונקציית העוצמה של מבחן ווילקוקסון ושל מבח .2.12ציור 

. נסתכל על מודל שבו הצפיפות היא מעריכיתמודל מעריכי סימטרי. 2.21דוגמה 

�����������

. זו נקראת צפיפות מעריכית כפולה0בצורתה, אך מתחלקת באופן סימטרי סביב 



(double exponential):

f t e tt( )        | |= −∞< <∞−1
2

.2.13עקום הצפיפות הזאת מובא בציור 

, שההתפלגות המעריכית הכפולה היא2.20(ניתן לראות מהדוגמה הקודמת, דוגמה 

למעשה התפלגות הפרש בין שני משתנים מעריכיים בלתי תלויים.)

σ2השונות של משתנה מעריכי כזה היא  f וכמו כן =2 *( )0 1
4

 (לא נוכיח זאת=

כאן).

0.5

0 2 4-4 -2

צפיפות מעריכית כפולה .2.13ציור 

 מתקבלת(57)היעילות היחסית, לפי נוסחה 

 ARE W t fs( , ) *( )= [ ] = ⋅ ⋅




=12 0 12 2 1

4
3
2

2 2
2

σ

 עדיף על מבחן ווילקוקסון. גם במודל הנורמלי,tלסיכום, אי אפשר לומר שמבחן 

 הוא בעל העוצמה הגבוהה ביותר מבין קבוצה רחבה של מבחנים, איןtשעבורו מבחן 

עוצמתו גבוהה בהרבה מזו של מבחן ווילקוקסון. לעומת זאת, ישנם מודלים שבהם

. המסקנה מכך היא שאין סיבה לחשוש משימושtמבחן ווילקוקסון יעיל בהרבה ממבחן 

במבחן המבוסס על הדרגות בלבד. התועלת בשימוש במבחן דרגות היא בכך שרמת

המובהקות של המבחן אינה תלויה במודל ההסתברותי, גם עבור מדגמים קטנים, ואנו

 נשמרת, גם ללא כל ידיעה עלIיכולים לסמוך על כך שההסתברות לטעות מסוג 

התפלגות האוכלוסייה.

בעיית שני מדגמים בפרמטר הזזה לרווח בר–סמך 2.8

כדי להעריך את הפער בין שתי האוכלוסיות שמהן הוצאו המדגמים, יש לרשום מודל

������������

המתאר את הבעיה במונחים של פרמטר המודד את ה"הבדל" בין ההתפלגויות המתאימות.



 הוא מדד להבדל בין∆, ובו פרמטר ההזזה (33)אנחנו הסתכלנו על מודל ההזזה 

המיקום של שני המשתנים.

 על סמך שני המדגמים, וכן כיצד ניתן∆נַראה כאן כיצד ניתן לאמוד את הערך של 

לבנות רווח בר–סמך עבורו.

אמידת פרמטר ההזזה

Dנסתכל על משתנה ההפרש  Y X= ∆ אינו עולה על הערך D. ההסתברות ש-−
(פרמטר ההזזה) היא

P D P Y X P Y X( ) ( ) ( )≤ = − ≤ = − ≤∆ ∆ ∆

=′ (1) , התפלגות המשתנה 2.3לפי טענה  −Y Y . כמו כןX זהה להתפלגות המשתנה ∆

X-ו ′Y הם בלתי תלויים. מכאן נובע P Y X( )′≤ =1  ולכן מקבלים2

P D P Y X P Y X( ) ( ) ( )≤ = − ≤ = ′≤ =∆ ∆ 1 2(60)

D הוא החציון של התפלגות משתנה ההפרש ∆כלומר, הפרמטר  Y X= −.

 על סמך נתוני המדגם על ידי חציון כל ההפרשים∆ניתן, אם כך, לאמוד את הערך של 

שהתקבלו בניסוי.

Dנסמן את ההפרשים הללו, לפי הסדר, על ידי  D D M( ) ( ) ( )1 2< < <L (1), כאשרD

 הוא מספר כל ההפרשיםM ההפרש הגדול ביותר, ו-M(D(הוא ההפרש הקטן ביותר, 

Yבין הזוגות  Xj i− ,כלומר ,M mn=.

 של ההפרשים.)סטטיסטי הסדר(רשימת הערכים המסודרים הללו נקראת 

לפי זה חציון כל ההפרשים במדגם ניתן להירשם על ידי:

ˆ
( )

∆=
+[ ]









+( )

( ) +( )

D M

D D M

M

M M

1 2

2 2 1
1

2

                      

            

  

  

����	��
��

����	��

(61)

8 כל אחד, אזי בידינו 8למשל, אם נתונים שני מדגמים בגודל  8 64×  הפרשים בין=

33 להפרש ה-32כל הזוגות, וחציון ההפרשים הללו יהיה הממוצע בין ההפרש ה-

.הודג'ס-להמןאומד בגודלו. אומד זה נקרא 

להלן נתונים חלקיים ממחקר (פרופ' אבי שדה וחברים) שנעשה כדי לברר. 2.22דוגמה 

השפעה של משך השינה על התפקוד הקוגניטיבי של תלמידי בית ספר יסודי. הניסוי

נערך במשך 5 ימים, כאשר לאחר הלילה השני חלק מן הילדים התבקשו להאריך את

�	���������

שעות השינה בשעה אחת, חלקם התבקשו לקצר אותה בשעה אחת, והאחרים שימשו



כביקורת. משך השינה של כל הילדים נרשם במשך שלושת הלילות הבאים.  הנתונים

. שישה הצליחו להאריך את ממוצע שעות השינה10 ילדים בגיל 12כאן הם לגבי 

שלהם בחצי שעה לפחות, בעקבות בקשה ספציפית של עורכי המחקר ושישה הצליחו

 הם נתונים לגבי2.7לקצר את ממוצע שעות השינה בחצי שעה לפחות. הציונים בלוח 

הפער בזמן התגובה למטלת קשב (אלפיות השניה) בין המדידה בתחילת הניסוי לבין

המדידה בסוף תקופת הניסוי. (זמן תגובה גבוה מעיד על תוצאה גרועה, ולכן פער גבוה

בין שני מועדי המדידה מעיד על שיפור הביצוע.)

 ציוני הפער בזמן התגובה למטלת קשב.2.7לוח 
           ____________________________________________

X:( -77-26-14-81516קיצרו (

Y:(-301342575898האריכו (
           ____________________________________________

Mכל   ההפרשים בין התלמידים שהאריכו את שעות השינה לבין אלה שקיצרו36=

 בהמשך. אם מסדרים את ההפרשים הללו לפי גודלם, ניתן לראות כי2.8רשומים בלוח 

D( )18 )D ו- =50 )19 והם רשומים בלוח באות עם קו תחתי. החציון של כל 36 =56

הערכים בלוח הוא הממוצע של שני ערכים אלה:

ˆ
( ) ( )∆= +[ ]= +[ ]=1

2
1
2

50 56 5318 19D D

האומדן שקיבלנו עבור הפער בין מידת השיפור של אלה שהאריכו את שעות השינה

 אלפיות השניה.53לבין אלה שקיצרו אותן, הוא 

רווח בר–סמך לפרמטר ההזזה

נזכיר (או נחדש, למי שעדיין לא מכיר) את הרעיון של רווח בר–סמך עבור פרמטר.

 הוא תחום אקראי המבוסס על תוצאות הניסוי, הבנויα−1רווח בר–סמך ברמת סמך 

α−1כך שהסיכוי לכך שהרווח אמנם יכלול את הערך הנכון של הפרמטר הוא 


���).α(והסיכוי שלא יכלול אותו הוא, לפיכך, �
���������
������������

 ניתן על ידי התחוםθ עבור פרמטר α−1 ברמת סמך רווח בר–סמך .2.6הגדרה 

]האקראי  , ]T T1 P, אם קיים: 2 T Tθ θ α( )1 2 1≤ ≤ = .θ  לכל ערך של −
] היא ההסתברות לכך שהרווח האקראי α−1 רמת הסמך , ]T T1  יכלול את הערך2

האמיתי של הפרמטר.

�����������


M על סמך ∆נראה עתה כיצד ניתן לבנות רווח בר–סמך עבור פרמטר ההזזה  mn=



D  ההפרשים (המסודרים)   D D M( ) ( ) ( )1 2< < <Lהמשפט הבא קושר את התפלגות .

סטטיסטי הסדר של ההפרשים להתפלגות הסטטיסטי של מאן-וויטני.

 ניתנת∆ההסתברות שסטטיסטי סדר מסוים של ההפרשים קטן מהפרמטר . 2.8משפט 

על ידי:

P D P W rr H xy{ } { }( ) < = ≥∆
0

 (62)

D: עבור הפרש בודד הוכחה Y Xij j i= , קיימת זהות בין המאורעות הבאים, כמו−

,(60)בפיתוח נוסחה 

 { } { }D Y Xij j i< = ′<∆(63)

=′כאשר  −Y Yj j ∆.

Tנגדיר משתנה מציין 
Y X
Y Xij

j i

j i
=

′<
′>





1
0
        
        

)סכום המציינים הללו הוא המשתנה של מאן-וויטני, הסופר את הזוגות  , )i jשעבורם 

′<Y Xj i,כלומר .

T i j Y X Wij j i
j

n

i

m

y x= ′<{ }=
==

′∑∑ # ( , ):
11

.∆ הקטנים מ-D מספר הזוגות הללו הוא בדיוק מספר ההפרשים (63)אבל לפי נוסחה 
מקבלים אפוא:

# : # ( , ): '1≤ ≤ <{ }= ′<{ }=k M D i j Y X Wk j i y x∆(64)

 הוא למעשה הסטטיסטי של מאן-וויטני,∆ הקטנים מ-Dזאת אומרת, מספר ההפרשים 

שהתפלגותו (תחת השערת שוויון התפלגויות) נתונה בטבלה 2 בנספח, במונחים של

 בעלי אותה התפלגות, לכל'Y ו-Xהסטטיסטי של ווילקוקסון. שימו לב שהמשתנים 

.∆ערך של 
} המאורע }( )D r D מן ההפרשים rלפחות { הוא למעשה המאורע: ∆> DM1, ,…

.}∆קטנים מ-
, ההסתברות(64)היות שמספר ההפרשים הללו זהה למשתנה של מאן-וויטני, לפי נוסחה 

הדרושה מתקבלת על ידי

P D P W r P W rr y x H xy{ } { } { }( ) < = ≥ = ≥′∆
0

 (ושווהX שווה להתפלגות Y התפלגות 0Hהמעבר האחרון נובע מהעובדה שתחת 

).Y′להתפלגות 

♣.(62)קיבלנו כאן את נוסחה 

�����������



 באופן הבא.2.8 מתקבל על סמך משפט ∆רווח בר–סמך עבור פרמטר ההזזה 

r עבור .2.9משפט  s<:קיים 

P D D P r W sr s H xy{ } { }( ) ( )< < = ≤ <∆
0

 (65)

r: עבור הוכחה s<נשתמש בפירוק 

P D P D Dr r s{ } {( ) ( )}( ) ( ) ( )< = < ∩ <∆ ∆ ∆

                        + < ∩ ≥P D Dr s{( ) ( )}( ) ( )∆ ∆

                        = < + < ≤P D P D Ds r s{ } { ( }( ) ( ) ( )∆ ∆

rהשוויון האחרון נובע מן העובדה שאם  s< אזי  D Dr s( ) ( )<.

מכאן ניתן לרשום את ההסתברות המבוקשת

P D D P D P Dr s r s{ } { } { }( ) ( ) ( ) ( )< < = < − <∆ ∆ ∆

                     = ≥ − ≥P W r P W sH xy H xy0 0
{ } { }

                              = ≤ <P r W sH xy0
{ }

.(62)השוויון במעבר בין השורה הראשונה לשורה השנייה נובע מנוסחה 

 הם משתנים רציפים, ולכן אפשר להחליף בין אי–שוויוןk(D(שימו לב שההפרשים 

 הוא משתנה בדיד, ולכן יש חשיבות גדולהWxyחלש לאי–שוויון חזק עבורם, אולם 

♣לסוג האי–שוויון שרושמים עבורו — אם הוא חלש או חזק.

בהמשך נוותר על רישום השערת האפס לגבי ההסתברות, כשאנו מבינים שאת ההסתברויות

המבוקשות אנו מוצאים בטבלה של מאן-וויטני (ווילקוקסון), טבלה 2 בנספח.

r באופן הבא: נבחר ∆ עבור רווח בר–סמך ניתן לבנות .2.4מסקנה  s<כלשהם 

המקיימים:

 1
1

− ≥ ≤ < = =
=

−

∑α P r W s P W kxy
k r

s

xy{ } ( )

P(65)מכאן, לפי הנוסחה  D Dr s{ }( ) ( )≤ ≤ ≥ −∆ 1 α

] יינתן על ידי: ∆ עבור פרמטר ההזזה α−1ורווח בר-סמך ברמת סמך  , ]( ) ( )D Dr s.

 בצורות שונות. נוכל לראות זאתs ו-rבמקרים רבים ניתן לבחור את זוג הדרגות 

, שהיא סימטרית עם שכיחxyW בהמשך. בגלל צורת ההתפלגות של 2.23בדוגמה 

במרכז בדומה להתפלגות נורמלית, בדרך כלל הרווח הקצר ביותר יתקבל אם נבחר את

r-ו sבאופן סימטרי. נוציא את הזנב השמאלי של ההתפלגות, שהסתברותו לא עולה על 

�����������

α .α−1 ואת הזנב הימני הסימטרי. בין שני ערכים אלה ההסתברות היא לפחות 2



נקבל את הרווח באופן הבא:

 המקסימלי המקייםcנבחר את הערך . 2.5מסקנה 

P W cxy{ }≤ ≤ α

2
(66)

rובהתאם לכך יהיה  c= +1.

s נקבע על סמך הסימטרייה: sהערך של  M c= P והוא מקיים  − W sxy{ }≥ ≤ α

2
.

:α−1 מקבלים מכאן את הרווח הדרוש ברמת סמך (65)לפי נוסחה 

P D D P r W sr s xy{ } { }( ) ( )≤ ≤ = ≤ <∆

            = − < − ≥ ≥ −1 1P W r P W sxy xy{ } { } α

, וללא כל נתונים לגבי תוצאות הניסוי, ניתןn ו-m בהינתן גודלי המדגמים .2.23דוגמה 

.s ו-r במונחים של הדרגות ∆למצוא מראש את צורת הרווח עבור 

mלמשל, אם  n= 2Y, מספר כל ההפרשים 2.2, כמו בדוגמה 6= Xj i− הוא M =36.

1עבור רמת סמך של  90− =α m, מוצאים בטבלת התפלגות ווילקוקסון עם . n= =6,

P: 0.05את הערך המקסימלי שעבורו ההסתברות קטנה מ- Ws( ) .≤ =28 . הערך0465

P (בדקו!), כלומר 7המתאים עבור מאן-וויטני הוא  Wxy( ) .≤ =7 ,c=7. לכן 0465

r. לפי זה הדרגות המתאימות עבור הרווח הן (66) מוגדר בנוסחה cכאשר  c= + =1 8

sו-  M c= − = − =36 7 D הוא ∆. הרווח המתקבל עבור 29 D( ) ( )8 29≤ ≤∆.

שימו לב שהרווח הוא סימטרי — מצד שמאל "מסלקים" את 7 ההפרשים הקטנים

ביותר, וכך הקצה התחתון של הרווח הוא ההפרש ה-8 בגודלו, וגם בצד ימין "מסלקים"

את 7 ההפרשים הגדולים ביותר, וכך הקצה העליון של הרווח הוא ההפרש ה-29

בגודלו, מבין כלל 36 ההפרשים.

. כדי לרשום את כל ההפרשים, הכנו את2.22נסתכל עתה על הנתונים של דוגמה 

), ובכל תא רשמנו את ההפרש2.8הנתונים המסודרים של שני המדגמים בטבלה (לוח 

yהמתאים   xj i−.

 הערכים עולים משמאל לימין ובכל עמודה הם יורדים מלמעלה2.8בכל שורה בלוח 

למטה, ולכן ההפרש הנמוך ביותר רש�ם בעמודה השמאלית בשורה התחתונה (הפינה

ה"דרומית-מערבית") וההפרש הגדול ביותר — בעמודה הימנית בשורה העליונה (הפינה

ה"צפונית-מזרחית"). מהלוח מוצאים בנקל את ההפרש ה-8 ואת ההפרש ה-29 בגודלו.

שתי הקבוצות הכוללות את 7 הערכים הקיצוניים בשני הצדדים מוגבלות במסגרת.

קצות הרווח הם ההפרשים הבאים לפי הסדר, והם מסומנים באות עבה.
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yההפרשים . 2.8לוח  xj i− בין כל הזוגות של ציוני הילדים שהאריכו
לעומת אלה שקיצרו את שעות השינה

_______________________________________
jy ) (האריכו_______________________________________

xj (קיצרו)   -30 13 42 57 58 98_______________________________________
-77 47 90 119 134 135 175

-26 -4 39 68 83 84 124

-14 -16 27 56 71 72 112

-8 -22 21 50 65 66 106

15 -45 -2 27 42 43 83

16 -46 -3 26 41 42 82_______________________________________

], הוא 0.90, ברמת סמך של ∆הרווח המתקבל עבור  , ] [ , ]( ) ( )D D8 29 21 . משמעות=90

 הכלולים בו הם אלה שעבורם התוצאות כפי שהתקבלו הן∆הרווח היא שערכי 

1"סבירות" (ברמת סמך  90− =α 100, כמו 90). אם הפער בין ההתפלגויות גדול מ-.

למשל, התוצאות שקיבלנו הן בלתי סבירות. ההערכה שלנו היא, אפוא, שהפער בין

מידת השיפור במהירות התגובה אצל ילדים שהאריכו את שעות השינה לבין אלה

 אלפיות השניה.90 לבין 21שקיצרו את שעות השינה הוא בערך בין 

כדי להסביר את המשמעות הסטטיסטית של רווח בר–סמך אנו מביאים להלן דוגמה של

סימולציה שערכנו.

m דגמנו אקראית שני מדגמים בגודל .2.24דוגמה  n=  מהתפלגויות נורמליות עם6=

σ2שונות  0=∆ והפרש תוחלות =1 . על סמך שני מדגמים אלה בנינו רווח בר–סמך.3

D על ידי∆ עבור %90 D( ) ( )8 29≤  פעם. תוצאות הסימולציה50. חזרנו על דגימה זו ∆≥

.2.14מוצגות בציור 

, בהתאם לכיוון של– או + רשמנו ∆ליד רווחי סמך שלא כללו את הערך הנכון של 

 רווחים נמוכים מדי.3 רווחים גבוהים מדי ו-3הטעות. בסך הכל התקבלו בסימולציה 

 ולכן90. רמת הסמך שבחרנו היא %∆ הרווחים כללו את הערך הנכון של 44שאר 

.∆ מן הרווחים אמנם יכסו את הערך הנכון של 90אפשר היה לצַפות שבערך %
=∆ מן הרווחים כללו את הערך 88בסימולציה זו % .3.
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∆  עבור פרמטר ההזזה90 רווחי סמך 50%סימולציה של  .2.14ציור 

 היא, אפוא, שהסיכוי לכך שהרווח המקריα−1משמעות רווח בר–סמך ברמת סמך 

.α−1אמנם יכלול את הערך הנכון של הפרמטר היא 
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