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( )( ) ( ),
x

f x y x y
y

α µ ν µ ν
 

= − − ∈ 
 

� 

: הדיסקרימיננטה חיובית, כלומר
2 4 0β αγ− >.  



  בעיות לא הומוגניות

( ),m nX M∈ � ,
mp∈

�
	 ,

nq∈
�
	 ,

mY ∈
�
� )Y

�
  ).הגור� הלא הומוגני בהעתקה אפינית –יהיה ההזזה  

X,הא� יש אינסו. פתרונות בהינת�  Y
�

  שוויו�)איל 

( )X q Y p qψ+ − <
�� � �

  

  

vכא� מדובר בקירוב דיופנטי להעתקה הלינארית , כלומר X v Y+
�� �

�.  

  

1m: מקרה פרטי n= = ;( )xq y p qψ+ − <?  

  פירוש גיאומטרי
 :רושי� גיאומטריי� לחלק מהשאלות שראינופי

1mכאשר  • n= = :( )p
x q

q
ψ− <  (  � ".xלמצוא רציונלי ליד "רוצי

)) זה שקול ל ) ( )qx p q q qψ ψ− < = 
.  

) נתבונ� ב: פירוש גיאומטרי לבעיה
[ ] 1 10,1

1 ~ 0
x∈ = = =�

	 T S )ממשית במעגל נקודה.(  

)המסלול ) סדרה) לאור, תת(אנו שואלי� באיזה קצב  ), 2 ,3 , mod1x x x… 0) מתקרב ל.  

  

)הומוגנית ) הבעיה הלא )qx y p qψ+ − )בהינת� , דנה בשאלה > ),x y , לאור, תת(באיזה קצב(

)המסלול ) סדרה ), 2 ,3 , mod1x x x… מתקרב ל(y ב(
1
S.  

  
  

,1כאשר  • 2n m= =: 

( )1
X p q

q
ψ− <

� �
Xמנסי� לקרב את ; 

�
  .qי וקטורי� רציונליי� ע� מכנה משות. "ע 

( )qX p qψ− <
� �


.  �,מסתכלי� על הוקטורי 2 ,3 ,X X X
� � �

, 1שתי הקואורדינטות מודולו , …

  .סדרה)ושואלי� על קצב ההתקרבות לראשית הצירי� לאור, תת

Xכא� אנו מסתכלי� על , כלומר
�

  :מימדי) הדובתור וקטור בטורוס  

[ ]
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

2

0,1

0, ~ 1,

,0 ~ ,1

X
y y

x x

∈ = =
�
�
	

T  



  
  

,2כאשר  • 1n m= =: 

( )q X p qψ⋅ − <
�� �

.  

X
�

qשואלי� הא� יש וקטורי� שלמי� , נתו� 
�

}שקרובי� לקבוצה   }2 :v v X∈ ⋅ ∈
�� �

� 	.  

  
  

 :הריבועיותהשאלה על התבניות  •

( ) ( )( )2 2,f x y x xy y a x y x yα β γ µ ν= + + = − − . �הא
( ) { }

( )
2, \ 0

inf , 0
p q

f p q
∈

>
	

?  



  
  

fי "השטח החסו� המוגדר ע(השאלה הגיאומטרית היא הא� הקבוצה המאויירת  C< ( מכילה

)) נקודות שריג פרט ל )0,0?  

  

)משתני� ע� סיגנטורה  2) במקרה של תבנית ב הבחירות של המקדמי� " למרבית("כלל ) בדר,, 1,1(

, ,α β γ ( 0לכלC })תהיה נקודה ב < }2 \ )בתו, הקבוצה  	0 ){ }:X f X C<
� �

.  

  
  ).).).).משפט מרגוליסמשפט מרגוליסמשפט מרגוליסמשפט מרגוליס, , , , אופנהיי�אופנהיי�אופנהיי�אופנהיי�השערת השערת השערת השערת ((((משפט משפט משפט משפט 

3n) תבנית בילינארית ב Q) נניח ש ≥ �)ע� סיגנטורה , משתני ),p q ,, 0p q >.  

  .לא כפולה של פולינו� ע� מקדמי� שלמי� Q) נניח ש

}יש  Cל אז לכ }\ 0n
q∈
�
)) כ, ש 	 )Q q C<

�
.  

  
2013(03(06  

  

) ::::סימו�סימו�סימו�סימו� ): dist , min
p

pα α α
∈

= = −
	

	.  

  

p,יש אינסו. פתרונות  ⇐ �∌x ::::מסקנה ממשפט דיריכלהמסקנה ממשפט דיריכלהמסקנה ממשפט דיריכלהמסקנה ממשפט דיריכלה q  השקולות(למשוואות(  

2

1p
x

q q
− < ⇔ 

1
qx

q
< ⇔   1q qx <  

  

ראינו שא� , כ�)כמו
1 5

2
x φ

+
= אז עבור  =

1

5
C השוויו� ) יש רק מספר סופי של פתרונות לאי >

q qx C<.  

  

p,כ, שלכל  Cא� קיי� ) ∋BAx( מקורב רענקרא  x ....תזכורתתזכורתתזכורתתזכורת q ,
2

p C
x

q q
− ≥ ⇔ q qx C≥.  



  
  ....מימד האוסדור.מימד האוסדור.מימד האוסדור.מימד האוסדור.

 �א
nX ⊂ )המסומ� , מימד האוסדור. X) אז יש ל � )dim X ,בעל התכונות הבאות:  

) ⇐מניה או סופית ) בת X  .א )dim 0X =. 

X  .ב Y⊂ ⇐ ( ) ( )dim dimX Y≤. 

)עקו� חלק או בעל אור, אז  Xא�   .ג )dim 1X =. 

)אז  kיריעה חלקה ממימד  Xא�   .ד )dim X k=. 

)קבוצת קנטור אז  Xא�   .ה ) log 2
dim

log 3
X =. 

  

)) אנו נראה ש )dim BA )למרות ש, כלומר. �קבוצה של ) כלומר המימד המקסימלי שיכול להיות לתת, =1

BA  היא גדולה מבחינת מימד האוסדור., מבחינת מידהזניחה.  
  

  ....תבניות ריבועיותתבניות ריבועיותתבניות ריבועיותתבניות ריבועיות    ––––תזכורת תזכורת תזכורת תזכורת 

( ) 2 2,f x y x xy yα β γ= + +  

  

)בעלת סיגנטורה  f) נניח ש )כלומר , 1,1( ) ( )( )1 2,f x y a x y x yµ µ= − −  �1ע 2,µ µ ∈�.  

הא� : שאלה
( ) { }

( )
2, \ 0

inf , 0
p q

f p q
∈

>
	

?  

  
נית� להגדיר ( .ל הוא חיובי"כ, יש הרבה תבניות שבה� האינפימו� הנ, כמו שיש הרבה מספרי� מקורבי� רע

  .)מימד האוסדור. על תבניות
  

θשוויו� שמשפט דיריכלה פותר עבור ) האי .הערה 1qהוא  �∋ qθ 1qאו , > q pθ − וזוהי תבנית , >

p,)ריבועית ב q.  

        
  ).).).).1986198619861986, , , , משפט מרגוליסמשפט מרגוליסמשפט מרגוליסמשפט מרגוליס, , , , השערת אופנהיי�השערת אופנהיי�השערת אופנהיי�השערת אופנהיי�((((משפט משפט משפט משפט 

f) נניח ש 3n)תבנית ב   ≥ �)ע� סיגנטורה , משתני ),p q ,, 0p q >.  

אזי . לא כפולה של פולינו� ע� מקדמי� שלמי� f) נניח ש
{ }

( )
\ 0

inf 0
nx

f x
∈

=�
	

�
.  

  
  .ההוכחה משתמשת בכלי� של תורה ארגודית ופעולות של חבורות אלגבריות .הערה

  
        ).).).).30303030) ) ) ) מאז שנות המאז שנות המאז שנות המאז שנות ה, , , , בעיה פתוחהבעיה פתוחהבעיה פתוחהבעיה פתוחה((((    Littlewoodהשערת השערת השערת השערת 

α,לכל  β ∈� ,liminf 0
q

q q qα β
→∞

=.  

  

BAαא�  ....הערההערההערההערה limכי (ההשערה מתקיימת  ∌ 0
q

q qα
→∞

α,כמעט לכל זוג  היא מתקיימתולכ� , )= β.  

  
  ).).).).לינדנשטראוסלינדנשטראוסלינדנשטראוסלינדנשטראוס) ) ) ) קאטוקקאטוקקאטוקקאטוק) ) ) ) איינזידלראיינזידלראיינזידלראיינזידלר((((משפט משפט משפט משפט 

( ) ( ){ }( )dim , : Littlewood's conjecture is incorrect for , 0α β α β   .)מימד האוסדור.. (=

  

qנית� לחשוב על  q qα β  בתור
1 2q q p q pα β−   .תבניות לינאריות 3מכפלה של  ) −



  וקירובים טובים ביותר משולביםשברים 

  .את כל הסדרות הסופיות או האינסופיות של הטבעיי� S) נסמ� ב

  .0S)הקבוצה של סדרות סופיות נסמ� ב)את תת

]העתקה אנו נראה שקיימת  ]cf : 0,1→S ) מלשו�continued fraction ( התכונות הבאותבעלת:  

]) ל 0Sמעתיקה את  • 1באופ�  �∩0,1[  )מקורות 2כלומר לכל ער, יש בדיוק (ועל  ערכי)←2

S\0מעתיקה את  • S ל ([ ]0,1  ע ועל"באופ� חח �\

  

  :על סדרות סופיות cfשל  הגדרה

( )1

1

2

1
cf , ,

1N

N

a a

a
a

a

=
+

+

…

�

  

  

2Naקל לראות שא� : היתירות אז  ≤
1

1
1

N Na a= −   ואז, +

( ) ( )1 1cf , , cf , , 1,1N Na a a a= −… …  

לסדרה סופית כלשהי שבה האיבר  cfער, תחת ) שוות 1כל סדרה סופית שבה האיבר האחרו� הוא , כלומר

  .ולהיפ,, 1האחרו� אינו 
  

  :על סדרות אינסופיות cfשל הגדרה 

( ) ( )1 2 1 2cf , , : lim cf , , , n
n

a a a a a
→∞

=… …  

  
        ....הגדרההגדרההגדרההגדרה

θיהי  )נאמר ש. �∋
p

q
  :א� θעבור  )best approximant( קירוב טוב ביותרהוא  

• 0q > 

• q q pθ θ= − 

0לכל  • q q′< < ,q qθ θ′ > 

  
  ....פירוש גיאומטריפירוש גיאומטריפירוש גיאומטריפירוש גיאומטרי

=נתבונ� במעגל  �	T  ובאיברθ ) את נסובב . על המעגל) 1מודולוθ הסדרה כלומר נתבונ� על , על המעגל

, 2 ,3 ,θ θ θ עבור קירוב טוב ביותר  qθזהו , מכל קודמיו 0)בכל פע� שאיבר בסדרה יותר קרוב ל. T) ב …

כלשהו 
p

q
.  

  

 �0שעבורו  qכי יש (רציונלי אז יש קירוב טוב ביותר יחיד  θא mod1qθ ≡.(  

  

θ) נניח ש   :י� לפי סדר) q) נסדר את ה ).ממשפט דיריכלה( יש אינסו. קירובי� טובי� ביותר .�∌

1 20 1 q q< = < <…  

  :נובע, לפי ההגדרה של קירוב טוב ביותר

Barak Weiss

Barak Weiss
יש מספר סופי



• n n nq q pθ θ= −.  

1nqלכל  • q +< ,nq qθ θ≥ ( )∗.  

: מתקיי�, כ�)כמו
Dirichlet

1 1n n n nq q q qθ θ+< ≤ ( 1nqממשפט דיריכלה נובע שקיי�  :הסבר( .∗∗( q כ,  >+

1)ש 1nq qθ+ והרי כל , ≥
1nq q +<  �nqמקיי qθ θ≥(.  

  
  ....טענהטענהטענהטענה

nהמספרי�   .א

n

p

q
 .בסדר עולה θ ,nq) ה� כל הקירובי� הטובי� ביותר ל 

N) כ, ש Nרציונלי אז יש  θא�   .ב

N

p

q
θ =. 

θא�   .ג אז  �∌
nn

n

p

q
θ→∞→. 

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

 .מיידי מהבניה ומההגדרות  .א
 .מיידי מהבניה ומההגדרות  .ב

)) נובע מ  .ג )∗∗: 

( )

1

1
n n n

n

q q p
q

θ θ
∗∗

+

= − <  

  ולכ�

1

1
0nn

n n n

p

q q q
θ →∞

+

− < →  

        ....לללל""""משמשמשמש
        

1) ל ....טענהטענהטענהטענה 1n nq pθ+ n) ול −+ nq pθ − �  .יש סימני� הפוכי

  :שוויו� המשולש) נשתמש במקרה השוויו� של אי. סימ�)נניח בשלילה שה� שווי. . . . הוכחההוכחההוכחההוכחה

,  have the same sign

,  have different signs

x y x y
x y

x y x y

 +
+ =  −

  

1nנסמ�  np p p+′ = 1n)ו − nq q q+′ = 1nq) נשי� לב ש. − q +′   אבל, >

( ) ( )
Triangle

1 1

1 1 1

n n n n

n n n n n n n

q q p q p q p

q p q p q q q

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

+ +

+ + +

′ ′ ′≤ − = − − − =

= − − − = − <
 

)) בסתירה ל   ....לללל""""משמשמשמש. ∗(

        

1. . . . טענהטענהטענהטענה 1

1 1

det 1
n n

n n n n

n n

p q
q p q p

p q
+ +

+ +

 
= − = ± 

 
), ובפרט;  )gcd , 1n np q =.  

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

) ל, מהטענה הקודמת
n nq pθ ) ו −

1 1n nq pθ+ +− �  .סימני� הפוכי



nלכ� 

n

p

q
1)ו 

1

n

n

p

q

+

+

  לכ�. ובפרט ה� שוני� זה מזה, θבצדדי� שוני� של  

1 1 1

1 1

0 n n n n n n

n n n n

p p q p q p

q q q q

+ + +

+ +

−
≠ − =  

1, מכא� 1 0n n n nq p q p+ +−   ,מצד שני. <

( ) ( )
Triangle (Same signs...)

1 1 1 1 1

Dirichlet

1 1 1
2 2

n n n n n n n n n n

n n n n n n

q p q p q q p q q p

q q q q q q

θ θ

θ θ θ

+ + + + +

+ + +

− = − − − =

= + < ≤
  

  

1n(במחובר הראשו� : המעבר הלפני אחרו� nq q θ+(  נחלי. את הכופל �1nq) ב nqא את ) ממש(נגדיל רק  +

1nqא� נחלי. את וג� , הער, θ+ ב (nq θ  את הער,) ממש(נגדיל רק.  

  
  :קיבלנו, כ"בסה

1 10 2n n n nq p q p+ +< − < 

1אבל  1n n n nq p q p+ +− �1ולכ� , של 1 1n n n nq p q p+ +− =.  

  ....לללל""""משמשמשמש
  

  ....מסקנותמסקנותמסקנותמסקנות

הסימ� של  .1
1 1n n n nq p q p+ הפו, לסימ� של  −+

n nq pθ −. 

2. ( )1 1 1 1n n n n n n n nq p q p q p q p+ + − −− = − −. 

3. 1 1 1n n n nq q q qθ θ+ ++ =. 

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

הסימ� של  .1
1 1n n n nq p q p+ 1שווה לסימ� של  −+

1

n n

n n

p p

q q

+

+

− . �1ראינו שהשברי

1

,n n

n n

p p

q q

+

+

  �נמצאי

1, אזי. θבצדדי� שוני� של  1 0n n n nq p q p+ +− > ⇔ n

n

p

q
θ> ⇔ 0n nq pθ − <. 

nכי ראינו שהסימ� של , 1) נובע מ .2 nq pθ 1הפו, לסימ� של  − 1n nq pθ+ +−. 

1) חישבנו במהל, ההוכחה הקודמת וראינו שביטוי זה שווה ל .3 1n n n nq p q p+ +−. 

        ....לללל""""משמשמשמש
  

  ....טענהטענהטענהטענה

2nלכל  יש  ≤
na טבעי כ, ש(  

( )

1 1

1 1

1 1 1 1

n n n n

n n n n

n n n n n n n

q a q q

p a p p

q p a q p q pθ θ θ

+ −

+ −

− − + +

 = +


= +
 − = − + − ∗∗∗

  

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה
  ,לעיל 2לפי מסקנה 

( ) ( )1 1 1 1n n n n n np q q q p p+ − + −− = −  

מכא� 
np ש, מחלק את אג. ימי� �)) אבל ראינו קוד )gcd , 1n np q ולכ�  =

1 1|n n np p p+ −−.  



1: נסמ�, א� כ, 1n n
n

n

p p
a

p

+ −−
= ;�1ואכ� מתקיי� , זהו מספר חיובי של 1n n n np a p p+ −= +.  

1: נקבל, 2י הצבה במשוואה שקיבלנו לעיל ממסקנה "ע, כ�)כמו 1n n n nq q a q+ −− =.  

)ות הזה. הזהויות הראשונות 2כ, קיבלנו את    :נובעת משתי הזהויות שלפניה ∗∗∗(

( ) ( )
( )

Triangle (different signs...)

1 1 1 1

1 1 1 1

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

a q p q p a q p q p

a q p a q q a p p q p

θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ + + +

− − − −

− + − = − − − =

= − − − + + = −
  

  ....לללל""""משמשמשמש
  
  :מקבלי� את התוצאה הבאה, י בדיקה זהירה של תנאי ההתחלה"ע

0יהי  ....משפטמשפטמשפטמשפט 1θ< ,ונגדיר  > ,n n na p q לפי נוסחת הנסיגה הבאה:  
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n

p

q
1nעבור  θ) ה� הקירובי� הטובי� ביותר ל  ≥  �א

1 1a 2nועבור  = ≥  �א
1 2a ≥.  

  

)מתקבלת מזהות  na) הנוסחה ל .הערה   .י חלוקה והעברת אגפי�"ע, ∗∗∗(

  
�  ....סימוני�סימוני�סימוני�סימוני

•  �0א 1θ< ]מסמני� , רציונלי) אי > ]1 2, ,a aθ = …. 

•  �0א 1θ< ]הנוסחאות שבמשפט יתנו , רציונלי > ]1, , Na aθ = 2Naכאשר  … ≥. 

]) נאמר ג� ש: מוסכמה ]1, , 1,1Na aθ = −….  

•  �0θא ]אז  = ]θ =.  

•  �θא 0aθרושמי� , כלשהו �∋ θ ′= 0aכאשר , + 0) ו 	∋ 1θ ′≤ < , �ואז מסמני

[ ]0 1 2; , ,a a aθ = ]כאשר  … ]1 2, ,a aθ ′ = …. 

]) כל המספרי� המופיעי� ב, כלומר(   .)שמותר לו להיות שלילי ;)טבעיי� פרט למספר שלפני ה [

•  � continued(מקדמי הפיתוח של השבר המשולב או , θשל  partial quotientsנקראי�  naהמספרי

fraction coefficients(  שלθ. 

•  �nהמספרי
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q
  �מפיתוח השבר  הקירובי� הנובעי�אנו נקרא לה� . θשל  convergentsנקראי

 .θשל  המשולב
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)היא הפונקציה  העתקת גאוס ....הגדרההגדרההגדרההגדרה ) [ ) 1
: 0,1 0,1 ; x

x

 →  
 

�G.  

  

�1θ) היא המסלול של העתקת גאוס החל מ nθמקבלי� שהסדרה , באמצעות הסימוני� האחרוני θ= . �א

 �)בשלב כלשהו מקבלי ) 0nθ =G זה קורה עבור ; אז לא נית� להפעיל יותר את העתקת גאוסθ רציונלי.  

  

])משתמשי� ב: שתיארנו בתחילת השיעור אפשר להגדיר באופ� הבא cfאת ההעתקה  ]1, , ,Na a… … 

nובנוסחאות הנסיגה כדי לקבל את 

n

p

q
 . �limנוכיח מיד שקיי n

n
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p

q→∞
]גבול זה הוא .  ]( )1 2cf , ,a a ….  

 �0הראינו שא 1θ< ]אז אפשר לבנות , > ]1 2, ,a a : θבאמצעות נוסחאות הנסיגה של  …

1 1

1
,n n

n

a θ θ θ
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n
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p

q→∞
 �עבורו הסדרה הנתונה מתקבלת  θוקיי� , קיי

  .θמנוסחאות הנסיגה של 
  

]נניח  ....למהלמהלמהלמה ]1 1, , , ,n na a aθ += … ])ו … ]1 1, , , ,n na a bθ +′ = … אזי . …
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2
nθ θ − −′− <.  

  

k) נסמ� ב. . . . הוכחההוכחההוכחההוכחה

k
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הוא קירוב  
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)לכל סדרה  ....טענהטענהטענהטענה )1 2, ,a a ∈… S ,איבר אחרו� גדול מ �)כ, ש θיש , 1) אינסופית או סופית ע

[ ]1 2, ,a aθ = ….  

  

), א� הסדרה סופית ....הוכחההוכחההוכחההוכחה )1, , Na a… , 1נסמ� 0Nθ + 1ונשתמש בנוסחת הנסיגה  =

1
n n
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a θ
θ += בכיוו� " +
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  .כנדרש

, Nנרשו� לכל , במקרה שהסדרה אינה סופית
( ) [ ]1, ,
N

Na aθ = ידוע , לפי החלק הקוד� של ההוכחה. (…

הסדרה , לפי הלמה.) שיש מספר כזה
( )Nθ לה גבול , היא סדרת קושי �  ) רוצי� להראות ש. θולכ� קיי

[ ]1 2, ,a aθ = …  
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N

n n n Na a aθ += …  
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n
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θ
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נוסחת הנסיגה , כלומר
1

1
n n

n

a θ
θ += מתקיימת עבור  +

nθ  לכלn ,ו ([ ]1 1 2, ,a aθ θ= = ….  
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  ....טענהטענהטענהטענה
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  ....טענהטענהטענהטענה
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1)הוכחנו בשיעור הקוד� ש ....הוכחההוכחההוכחההוכחה 1 1n n n nq q q qθ θ+ ++   , לכ�. =
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א�  ....טענהטענהטענהטענה
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θ Nq)להראות שדי , כזה nכדי לדעת שיש , = q< .ואכ�,
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: מקבלי� qי העברת אגפי� וצמצו� "ע
1nq q   .סתירה )  >−
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  Liouvilleמספרים מקורבים רע ומספרי 

0Cא� יש ) BA( מקורב רענקרא  θ ....תזכורתתזכורתתזכורתתזכורת p,כ, שלכל  < q ,
2

p C

q q
θ − ≥ ( )∗∗.  

  

] ....טענהטענהטענהטענה ]0 1; ,a aθ = sup ⇔מקורב רע  … na < ∞.  

)אפשר לבדוק את , לפי הטענה הקודמת ....הוכחההוכחההוכחההוכחה )∗∗  �p,רק עבור המספרי q  �n,שה� קירובי np q 

  .כשבר משולב θי פיתוח "הניתני� ע
  

  ,לפי הטענה שלפני הקודמת

( ) 2 2
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a q q a q
θ< − <

+
  



 �supא na = naי� עבורה ) naנבחר סדרה של , ∞ )) השוויו� הימני סתירה ל) ונקבל מאי ∞→ לכל  ∗∗(

C . �supמאיד, א na K= < נבחר , ∞
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K
=

+
  .השוויו� השמאלי)ונשתמש באי 
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  .מניה) אינה בת BA ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה

}כל מילה אינסופית בספרות  ....הסברהסברהסברהסבר }1, ,k…  לאיזשהוk  מתאימה למספר שהואBA ,י שבר משולב"ע.  

  

1dאלגברי מדרגה  θא�  ....טענת עזרטענת עזרטענת עזרטענת עזר ) dמדרגה  רציונלי של פולינו� במקדמי� שלמי�)שורש אי, כלומר( <

) כ, ש Cקבוע  אז יש
d

p C

q q
θ − p,לכל  ≤ q.  

  

2)ב dנית� למעשה להחלי. באג. ימי� את החזקה ) Roth )1956לפי משפט . . . . הערההערההערההערה ε+, ללא תלות ב (d.  

nנניח בשלילה שיש  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה
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)באג. ימי� הכל קבוע חו3 מ
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θ− 1) אבל מצד שני אג. ימי� גדול מ, לילהי הנחת הש"ששוא. לאפס עפ .
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  .יש מספרי� טרנסצנדנטיי� ).).).).Liouville , , , ,1844184418441844((((מסקנה מסקנה מסקנה מסקנה 
אבל . מניה) לכ, שיש מספרי� טרנסצנדנטיי� היא פשוט שהאלגבריי� ה� בני" המודרנית"ההוכחה  ....הערההערההערההערה

  .וההוכחה הזו ממש קונסטרוקטיבית, שיקולי עוצמות לא היו ידועי� לו, הוכיח זאת Liouvilleבתקופה שבה 
  

)) כ, ש θדי לבנות מספר , לפי טענת העזר ....הוכחההוכחההוכחההוכחה ) 1n
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q nq
θ∗∗∗ − אפשר ג� לכתוב באג. ימי� ( >
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נראה שאפשר לבנות מספרי� , למעשה. כי זה יסתור את טענת העזר, רימספר זה לא יוכל להיות אלגב). למשל
  .שקצב ההתכנסות שלה� גבוה כרצוננו

  



: לפי טענה קודמת
2
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θ − ]נבנה את . > ]0 1; ,a aθ = . באינדוקציה naי כ, שנבנה את הסדרה "ע …
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) שיש לה� אינסו. פתרונות ל xמספרי�  ....הערההערההערההערה
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q q
< − <  �  .Liouvilleמספרי נקראי

  

θלכל  ....משפטמשפטמשפטמשפט השוויו� ) יש אינסו. פתרונות לאי �∌
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θהראינו שעבור  ....תזכורתתזכורתתזכורתתזכורת φ= )יחס הזהב( , �א
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C השוויו� )אז יש רק מספר סופי של פתרונות לאי >

2

p C

q q
θ − ≤.  
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  .בעיות פתוחות הקשורות בהבנת הקבוצה
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  ....הוכחה של המשפטהוכחה של המשפטהוכחה של המשפטהוכחה של המשפט
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)נחסר את  )) מ 2( )) ונשתמש ב 1( )3:  

( ) ( ) ( )2 2

1 1 1 10 n n n n n n n nA A A a A a A Aλ µ µ λ λ µ+ − − += − + − + − = − + + + −  

  :מכא�

( ) ( ) 1 14 n n n n na A a A Aλ µ − ++ = + −  

  

)נעלה את  )3 ,(   .בריבוע ונחבר 4(

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 4 2

1 15 2 n n n n n n n n na A a A a A A a Aλ µ λ µ λ µ − ++ = + + − = + − + 

  

)נחבר את  ))ו 1( )) ונשתמש ב 2( ) ( )4 , 5:  

( ) ( )2 2

1 10 n n nA A Aµ λ λ µ − += + − + + +  

) כופלי� ב
22 n na A:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

4 , 5
2 2 2 2 2 2

1 1

24 2 2

1 1 1 1 1 1

4 2 2

1 1 1 1 1 1

24 2 2 2

1 1 1 1

0 2 2 2

2 2

2

2

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

a A a A a A A A

a A a A A a a A A a A A A

a A a A A A A a a A A A

a A a A A A A A a

µ λ λ µ − +

− + − + − +

− + − + − +

+ − + −

= + − + + + =

= + + − − + − + + =

= + + − − − + + =

= + + + − −

  

) נחלק ב, נעביר אג.
2

na ונקבל:  

( ) ( )2

1 12 2

1 1 2
2 1

n n

n n n n n

n

A A
a A A A A

a

− +
+ −

−
+ + = −  

  :ומכא�

( ) ( )2 2

1 16 2 1n n n n na A A A A+ −+ + ≤  

  

}א� נסמ�  }1 1min , ,n n nA A A A− )אז צד שמאל של  =+ הוא לפחות  6(
2 2 24na A A+ ,לכ�:  

( )2 2 4 1nA a + ≤  



נקבל , טבעי na) מכיוו� ש, כעת
1

5
A ≤.  

  ....לללל""""משמשמשמש
  

�  :בתורת החבורות, שימוש נוס. של שברי� משולבי

( ) ( )2 2GL : det 1
a b

M
c d

  
Γ = = ∈ = ±  

  
	 	  

)למשל (כשחבורה פועלת על מרחב  )2GL על  	
היא מגדירה באופ� טבעי יחס שקילות באמצעות ) �2

פועלת על  Γ. המסלולי� של החבורה
  .י כפל מטריצה בוקטור"ע �2

  

  :י העתקת מביוס"ע �דוגמה אחרת של פעולה היא הפעולה על 

a b az b
z

c d cz d

  +
=  + 

  

  

) פועלת על מרחב הישרי� דר, הראשית ב Γ) לחילופי� נראה ש
2� )1�P (י העתקות מביוס"ע:  

  

נניח 
0

0

Span
x

y

   
=   

   
כאשר  �

0 0y אז . ≠

0

0Span
1

x

y
   

=       
�.  

0
0

0 00
0

00 0

00

0

0

Span Span Span
1

1

axcx
ax d yx

y
yy cx

ycx

y

b
ba b a b

d
c d c d d

+ ≠   +  +            = = = +             +                  

�  

  .כפי שרצינו להראות
  

}) מכיוו� ש }1 1= ∪ ∞ ≅� �P S ,הפעולה הזו לא פשוטה. קיבלנו פעולה של חבורה על המעגל.  

  

x~: את יחס השקילות הנובע מהפעולה של החבורה ~נסמ� בתור  y  �γא� קיי ∈Γ כ, ש(x yγ =.  

  

]נסמ�  ....משפטמשפטמשפטמשפט ]0 1 2; , ,x a a a= ])ו … ]0 1 2; , ,y b b b= x~אז . … y ⇔  �1קיימי 2,N N  1כ, שלכלn ≥ ,

1 2N n N na b+ +=.  

x~ ::::ניסוח אחרניסוח אחרניסוח אחרניסוח אחר y ביחס ל (Γ ⇔ יש ל �x,) בפיתוח לשברי� משולבי y את אותו הזנב.  

  

]נסמ� : ⇒, הכיוו� הקל ....הוכחההוכחההוכחההוכחה ]1 1 2, ,a aθ θ= = … ,[ ]1, ,n n na aθ +=   אזי. …

1

1

0 11

1
n n

nn n
aa

θ θ
θ +

+

 
= =  +  

  

n~1לכ�  nθ θ ~, מטרנזיטיביות ובאינדוקציה. nלכל  + nθ θ  לכלn , ולכ�~x y.  

  

y) ידוע ש :⇐הכיוו�  xγ=  כאשרγ ∈Γ.  

נכתוב 
r s

t u
γ

 
=  
 

  �,ע , ,r s t u∈	 . אזיdet 1γ = ולכ�  ±
1

u s

t r
γ − − 

= ± − 
.  

  



0nכ, שלכל  0nקיי�  .טענת עזר n≥  1ולכל זוג

1

,n n

n n

p p

q q

+

+

1ג� , yשל קירובי� עוקבי� של  

1

,n n

n n

p p

q q

+

+

′ ′
′ ′

 

  כאשר, xקירובי� עוקבי� של 

1
p u s p pu qs p

q t r q pt rq q
γ −

′ − −        
= = = ±        ′ − − +        

  

  כלומר

p p p r q s

q q p t q u
γ

′ ′ ′+     
± = =     ′ ′ ′+     

  

  

yא� , במילי� אחרות xγ= ,n

n

p

q
n)ו yה� קירובי שבר משולב של  

n

p

q






אז , xה� קירובי שבר משולב של  

 �0קיימי 0,n k∈ ∈
 0nכ, שלכל  	 n≥ ,0

0

k n n n

k n n n

p p p

q q q
γ+

+

 ′
= =  ′  






.  

  
  .הוכחת טענת העזר תתפרס� בהמש, באתר הקורס

  
  .הוכחת המשפט בעזרת טענת העזר

]סימנו , כזכור ]0 1 2; , ,x a a a= ]) ו … ]0 1 2; , ,y b b b= 0nמתקיי� לכל , מטענת העזר. … n≥:  

( ) ( )
( )

0

0 0

1 1 2 1 1 2

1 1 1 2 2

1 1 2

k n n n n

n n n n n n

n n n n n

n k n k n

q q rq tp

r b q q t b p p

b rq tp rq tp

b q q

+

− − − − − −

− − − − −

− + − + −

′= = − =

= + − + =

= − + − =

= +





 


  

, מצד שני
0 0 0 01 1 2k n k n k n k n

q a q q+ + − + − + −= +
 
 
לכל  
0n n≥.  

 ,מכא�
0 1 1k n na b+ − 0nלכל  =− n≥ .לללל""""משמשמשמש....        

        
  ).י�'נעבור למשפט חינצ ,אחרי פסח(
  
  

        ....))))הקלדת ההוכחה שפורסמה באתר הקורס בכתב ידהקלדת ההוכחה שפורסמה באתר הקורס בכתב ידהקלדת ההוכחה שפורסמה באתר הקורס בכתב ידהקלדת ההוכחה שפורסמה באתר הקורס בכתב יד((((הוכחת טענת העזר מהשיעור האחרו� הוכחת טענת העזר מהשיעור האחרו� הוכחת טענת העזר מהשיעור האחרו� הוכחת טענת העזר מהשיעור האחרו� 
        

�) ....סימוני�סימוני�סימוני�סימוני )2GL
r s

t u
γ

 
= ∈ 
 

	 ,\x∈� � ,
rx s

y x
tx u

γ
+

= =
+

.  

p,לכל  q∈	  נסמ�
1

p pu qs p

q pt qr q
γ −

′ −     
= = ±     ′ − +     

.  

y :nקירובי השברי� המשולבי� של 

n

p

q
x :nשל ; 

n

p

q






.  

  

1קיימי�  ....טענהטענהטענהטענה 2,N N  1כ, שלכלm ≥ ,
1 2

2 2

N m N m

N m N m

p p

q q

+ +

+ +

′   
=      ′   






.  



תמונת� תחת , החל ממקו� מסוי�, כלומר
1γ ה� קירובי השברי�  yשל קירובי השברי� המשולבי� של  ±−

וההתאמה , xהמשולבי� של 
n n

n n

p p

q q

′   
   ′   

�  �  ).מש�החל (מעבירה קירובי� עוקבי� לקירובי� עוקבי

  

,המספרי� ) כל(י החלפת סימני "ע ....הוכחההוכחההוכחההוכחה , ,r s t u 0)כ ש"אפשר להניח בהr ty− >.  

p,לכל  q ,q qr pt′ = − ,�  ולכ� אפשר לרשו

( ) ( )q q r ty t qy p′ = − + −        ( )∗  

)) מ 0rומההנחה  ∗( ty−   :נובע <

 �א
r ty

qy p
t

−
− )יש אותו סימ�          ′q)ול q) אז ל, > )∗∗   

1q) שזאת מפני ( ≥ , �)ולכ� א )t qy p r ty− < )אז  − )t qy p−  לא מספיק גדול כדי להשפיע על הסימ�

)של  )q r ty−(.  

  

)התנאי בצד ימי� של , מספיק גדול nעבור  )מתקיי� עבור  ∗∗( ) ( ), ,n np q p q= ) 0כיn nq y p− → .(

) לכ� ל
nq ו(nq′ אותו סימ� , �כלומר המספרי

1 1, , ,n n n nq q q q+ +′ ′  �0nq(חיוביי לפי הגדרת קירוב לפי שבר  <

)מספיק גדול אפשר להפעיל את  nעבור , באופ� דומה...). משולב עבור  ∗∗(

( ) ( )1 1, ,n n n np q p p q q+ += − 1n) ולקבל ש, − nq q+′ 1n) ו −′ nq q+ 1nאבל . סימ�) שווי − nq q+ ולכ� , <

1n nq q+′ 1nכ, שלכל  1Nנבחר . <′ N≥ , �1מתקיי 20 n n nq q q+ +′ ′ ′< < < <….  

  

 �1nנראה שא N≥ 1) ו

1

,n n

n n

p p

q q

+

+

1אז , yה� קירובי� עוקבי� של  

1

,n n

n n

p p

q q

+

+

′ ′
′ ′

  .xובי� עוקבי� של ה� קיר 

  

 �p,נשי� לב שלכל זוג מספרי q,  �)לפי כ, ש(מתקיי
rx s

y
tx u

+
=

+
(:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

q x p pt qr x pu qs rx s q tx u p

tx u yq tx u p tx u qy p

′ ′− = − + − − = + − + =

= + − + = + −
   

  

1: מתקיי� ולכ� 1n n n nq x p q x p+ +′ ′ ′ ′− > 1)מכיוו� ש( − 1n n n nq y p q y p+ +− > −.(  

  

P,נניח שיש שלמי� , עתה Q′ 10) כ, ש ′ nQ q +′ ′< <  �nוג nQ x P q x p′ ′ ′ ′− ≤ −.  

אז א� נגדיר 
P P

Q Q
γ

′   
=   ′   

  נקבל, 

n n n nQy P tx u Q x P tx u q x p q y p′ ′ ′ ′− = + − ≤ + − = −  

)) נקבל מכ, ש, מספיק גדול n) מכיוו� ש ),P Q  את התנאי בצד ימי� של �)מקיימי Q,ולכ� , ∗∗( Q′  שווי

)ג� , באותו אופ�. סימ� )1 1,n np P q Q+ +− )מקיימי� את התנאי בצד ימי� של  − ולכ� , ∗∗(

1 1,n nq Q q Q+ +′ ′− )מ, לכ�. שווי סימ� −
10 nQ q +′ ′< נקבל  >

10 nQ q +< <.  

  



10) קיבלנו ש nQ q +< <  �nוג nQy P q y p− ≤ n) מכיוו� ש(ולכ� , −

n

p

q
) י שברי� משולבי�"ע yקירובי  

 �nQמתקיי q= ו(nP p= , כלומרnQ q′ nP) ו =′ p′ n, לכ�. =′

n

p

q

′
′

לפי ( xה� קירובי שברי� משולבי� של  

  ....לללל""""משמשמשמש). ההגדרה של הקירובי� הטובי� ביותר
  

2013(04(03  

  ין'משפט חינצ
  

�ϕ: ::::סימוני�סימוני�סימוני�סימוני +→
   .�מידת לבג על  )  λ). פונקציית שגיאה( �
  

θ) נאמר ש. . . . הגדרההגדרההגדרההגדרה approxθ-(מקורב ) ϕהוא  �∋ ϕ∈ ( יש אינסו. פתרונות �)א ) 2,p q ∈	 ,0q > 

)השוויו� ) לאי )p
q

q
θ ϕ− <.  

  
  ....הערותהערותהערותהערות

) ש לא דורשי�המוסכמה כא� היא ש  .א
p

q
 �θלכ� א� . מצומצ  .ϕלכל  מקורב)ϕהוא  θאז  �∋

): מקבלי� את הצורה הבאה q)י הכפלה ב"ע  .ב )q qθ ψ< , כאשר( ) ( )q q qψ ϕ=. 

  
        ).).).).Khinchin , , , ,1926192619261926/ / / /     י�י�י�י�''''חינצחינצחינצחינצ((((משפט משפט משפט משפט 

)א�   .א )
1q

qψ
∞

=

< )אז  ∑∞ )-approx 0λ ϕ =. 

)א�   .ב )qψ מונוטונית יורדת ו (( )
1q

qψ
∞

=

= )אז  ∑∞ )\ -approx 0λ ϕ =�. 

  

כל המספרי� ה�  ....דוגמהדוגמהדוגמהדוגמה
2

1

q
(�מכיוו� שהטור , י�'ואכ� זה מסתדר ע� משפט חינצ, לפי משפט דיריכלה, מקורבי

1

q
א� נרצה לחזק את התנאי ולהתבונ� במספרי� , ע� זאת. ∑

2

1

q ε+ (�של משפט ' אז לפי מקרה א, מקורבי

 Baireוצפופה ובפרט מקטגוריית  Gδלמרות שהיא (קבוצת המספרי� האלה היא ממידת לבג אפס , י�'חינצ

מספרי� ). כפי שראינו בתחילת הקורס, גדולה
2

1

logq q
(�  .�כמעט כל ', שוב לפי תנאי ב – מקורבי

  

  .ממידת לבג אפס BA ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה

BAθ ....הסברהסברהסברהסבר אינו  c ,θלכל  ⇔ ∋
2

c

q
אינו  θ ⇐מקורב ) 

2

1

logq q
כלומר . מקורב)

2

1
BA \ -approx

logq q

 
⊂  

 
  .י�'של משפט חינצ' לפי חלק ב ולכ� ממידה אפס, �

  



  מקרה ההתכנסות
  :קנטלי)נשתמש בלמה של בורל, י�'משפט חינצשל ' חלק אלהוכחת 

  
  ).).).).מקרה התכנסותמקרה התכנסותמקרה התכנסותמקרה התכנסות, , , , Borel-Cantelli((((למה למה למה למה 

)) נניח ש ), ,X µB  מרחב הסתברות) �)מרחב מידה ע ) 1Xµ 1) ו, )= 2, ,A A ∈… B.  

}נסמ�  }
1

limsup :  for  values of 
n n n

n N n N

A A x x A n A∞
→∞ ≥ ≥

= = ∈ ∞ =∩∪. 

 �)א )
1

n

n

Aµ
∞

=

< )אז  ∑∞ ) 0Aµ ∞ =.  

  
        ).).).).מקרה התכנסותמקרה התכנסותמקרה התכנסותמקרה התכנסות, , , , Borel-Cantelli((((הוכחה הוכחה הוכחה הוכחה 

( ) ( )
for all 

Tail of convergent series
1

0
N

N

n n n

n NN n N n N

A A A Aµ µ µ µ
∞

→∞
∞

=≥ ≥ ≥

   
= ≤ ≤ →   

   
∑∩∪ ∪  

  ....לללל""""משמשמשמש
  

  ).).).).''''חלק אחלק אחלק אחלק א, , , , צי�צי�צי�צי�''''משפט חינמשפט חינמשפט חינמשפט חינ((((הוכחה הוכחה הוכחה הוכחה 

)) נניח ש )
1q

qψ
∞

=

< ∞∑.  

))כדי להוכיח ש )-approx 0λ ϕ ], 	∋kדי להוכיח שלכל , = ]( )-approx , 1 0k kλ ϕ ∩ + =.  

approxθ-: היא אינווריאנטית להזזות בשלמי� approxϕ-הקבוצה , לפי הגדרתה ϕ∈ ⇔ 

-approxkθ ϕ+ ]) די להוכיח ש, לכ�. 	∋kלכל  ∋ ]( )-approx 0,1 0λ ϕ ∩ =.  

]קנטלי במרחב ההסתברות שהוא הקטע )נפעיל את הלמה של בורל   .ע� מידת לבג 0,1[

-approxθ ϕ∈ ⇔ ( )p
q

q
θ ϕ− p,עבור אינסו.  > q ⇔  .יש אינסו,p q כ, ש (

( ) ( ),
p p

q q
q q

θ ϕ ϕ
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p,אינסו.  q כ, ש (( )0,1
p

q
))ו ∋ ) ( ),

p p
q q

q q
θ ϕ ϕ

 
∈ − + 
 

.  

]: קנטלי) בסימוני� של בורל, לכ� ]-approx 0,1 Aϕ ∞∩ כאשר  ,=
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  מקרה ההתבדרות
  .קנטלי)נזדקק למקרה ההתבדרות בלמה של בורל', להוכחת חלק ב
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  :י�'יח את מקרה ההתבדרות במשפט חינצנית� להוכ Paley-Zigmundבעזרת משפט 

)א� : הטענה שיש להוכיח )qψ מונוטונית יורדת ו (( )
1q

qψ
∞

=

= )אז  ∑∞ )\ -approx 0λ ϕ =�. 

  
  ).).).).''''חלק בחלק בחלק בחלק ב, , , , צי�צי�צי�צי�''''משפט חינמשפט חינמשפט חינמשפט חינ((((הוכחה הוכחה הוכחה הוכחה 
  :מספר רדוקציות, ראשית
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cλ ϕ∩ =. 
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2
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qψ )י� אז ) qלאינסו.  < ) 1

2
qψ ≥ 

)) לכ� נותר המקרה ש .מקורב) ϕהוא  θ כל, וממשפט דיריכלה, מונוטונית ψכי  qלכל  ) 1

2
qψ ≤ 

1) ל ψי לקיחת מינימו� בי� "ע" qלכל ")ונשפר זאת ל, qכמעט לכל 
2

מכיוו� שג� ככה כמעט לכל ( 

q  �)מתקיי ) 1
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qψ  ).מקורבי�) ϕ) זה לא משנה את קבוצת ה, ≥

  
  :שלבי� 2) ההוכחה מורכבת מ

]) ש Paley-Zigmundמשפט נוכיח באמצעות : ראשו� שלב • ]( )0,1 -approx 0λ ϕ∩ >. 

))שבאמצעות טענת ארגודיות נוכיח : )בשיעור הבא( שנישלב  • )( )-approx 0
cλ ϕ =. 

]-הוכחה ש –שלב ראשון  ]( )0,1 -approx 0λ ϕ∩ >  

): סימו� )qφ  פונקציית אוילר)Euler totient function( , כלומר סדר החבורה הכפלית מודולוq.  
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)י� את התנאי 'מחליפי� במשפט חינצ )qψ = בתנאי  ∑∞
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את כמות נקודות השריג 
  .הקרובות לישר הזה 	2
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ע� (מתקיימי�  Paley-Zigmundנוכיח שתנאי משפט 
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Q q Q d Q d Q d d

d d d
O

d Q d d

φ µ µ µ

µ µ µ

= +  

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
<

∞
→∞

= = =

 = = = =  

 
= + → 

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

  



 �לכ� קיי
( )

1

1
lim
Q

q Q

q

Q q

φ
→∞

≤ ≤
∑ , �ולכ� קיי

1 0C , Qכ, שלכל  <
( )

1

1 q Q

q
C Q

q

φ

≤ ≤

≥∑.  
  

): נכתוב ) ( )
1

1

Q

q

q
Q C Q

q

φ
χ

=

=   ,מונוטונית יורדת ψבהינת� , כעת. ∑≤

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

Abel transformation

1 1

1

1

Abel transformation

1 1

1

1 1

1

1

1

1

2

Q Q

q q

Q

q

q Q

q Q

q
q q q q

q

q q q Q Q

C q q q C Q Q

C C q

φ
ψ ψ χ χ

χ ψ ψ χ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ

= =

−

=

≤ <

< ≤

= − − =

 
= − + + ≥ 
 

 
≥ − + + = 
 

= +

∑ ∑

∑

∑

∑

   

  ).עבור הערכי� הראשוני� Cעד כדי בחירה נכונה של (כנדרש בטענת העזר 
  .ל"מש
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  ....י�י�י�י�''''משפט חינצמשפט חינצמשפט חינצמשפט חינצ    ––––תזכורת מהשיעור שעבר תזכורת מהשיעור שעבר תזכורת מהשיעור שעבר תזכורת מהשיעור שעבר 

ϕ:תהי  :הגדרה +→
 )ונסמ�  � ) ( )q q qψ ϕ= . אזθ∈�  הואϕ ( יש אינסו. פתרונות �מקורב א

p,)שוני� ב q∈ ∈	 
)השוויו� ) לאי  )p
q

q
θ ϕ− < ⇔ ( ),

p
B q

q
θ ϕ

 
∈  

 
 ⇔ ( )q p qθ ψ− <.  

  .�) את מידת לבג ב λ) נסמ� ב
  

  :י�'חינצמשפט 

)א�   .א )
1q

qψ
∞

=

< )אז  ∑∞ )-approx 0λ ϕ =. 

)א�   .ב )
1q

qψ
∞

=

= ∞∑  �)פונקציה יורדת אז  ψוג )( )-approx 0
Cλ ϕ =. 

  
  :השלבי� בהוכחה. י�'בשיעור שעבר התחלנו וכמעט סיימנו להוכיח את משפט חינצ

)המאורע  ⇔מקורב ) ϕהוא  θ) משתמשי� בכ, ש, )מקרה ההתכנסות( 'לסעי. א ),
p

B q
q

θ ϕ
 

∈  
 

 

� .Borel-Cantelliובמשתמשי� בלמה של , מתרחש אינסו. פעמי
המשתמשת בגרסה כלשהי של  Borel-Cantelliדרות של בגרסת התביש להשתמש , )מקרה ההתבדרות(' לסעי. ב

  .Paley-Zigmundמשפט ) כמו בהוכחה שראינו(או  Rényiמשפט למשל , תלות)אי
�  :ראינו שמתקיי

( ) ( ) ( ) ( )
Assuming  is decreasing

1 0 1 1

,
q

q p q q

qp
q q q

q q

ψφ
λ ϕ ψ ψ

∞ ∞ ∞

= = = =

 
 
 

∑∑ ∑ ∑� �  

): הוכחנו, בשלב הראשו� של ההוכחה )-approx 0λ φ ): נותר להוכיח. < )( )-approx 0
Cλ ϕ =.  



)- הוכחה ש –שלב שני  )( )-approx 0
Cλ ϕ >  

  
  :נזדקק לטענה הבאה, לצור, השלב הזה בהוכחה

        

  ).).).).�על על על על     �הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת ((((טענה טענה טענה טענה 

Aתהי  ⊂ ), מדידה � ) 0Aλ A) ונניח ש, < A= )אזי . �+ ) 0CAλ =.  

  
  .י�'כעת נסיי� את הוכחת משפט חינצ. נוכיח את הטענה בהמש,

))ידוע כבר מהשלב הראשו� ש )-approx 0λ ϕ אינווריאנטית  approxϕ-ולכ� א� נוכיח שהקבוצה , <

�)) ש �על  �נקבל מהארגודיות של פעולת , להזזות ברציונליי )( )-approx 0
Cλ ϕ   .כנדרש =

  

0בהינת� 

0

p

q
0לבי�  θנבדוק מה הקשר בי� , �∋

0

p

q
θ   :approxϕ-)ביחס ל +

-approxθ ϕ∈ ⇔  

)השוויו� )לאי ⇔ )p
q

q
θ ϕ− p,) יש אינסו. פתרונות ב > q∈ ∈	 
 ⇔  

) השוויו�)לאי ⇔ )0 0

0 0

p pp
q

q q q
θ ϕ
   

+ − + <   
   

p,) יש אינסו. פתרונות ב  q∈ ∈	 
.  

  

0מקרבי� את , השוויו� האחרו�)אבל באי

0

p

q
θ כלומר . qולא , 0qqי מספר רציונלי שהמכנה שלו הוא "ע +

)צרי, אינסו. פתרונות להערכה  )0qqϕ< , ולא להערכה( )qϕ<.  
  :ניעזר בתרגיל הבא

  
        ....תרגילתרגילתרגילתרגיל

)תהי  )qψ כ, ש (( )
1q

qψ
∞

=

= )ונסמ� , יורדת ψ)ו ∑∞ ) ( )q
q

q

ψ
ϕ =.  

)אזי קיימת  )0 qψ כ, ש(  

)  .א )0

1q

qψ
∞

=

= ∞∑. 

  .ב
0ψ יורדת. 

)א� נסמ�   .ג ) ( )0

0

q
q

q

ψ
ϕ אז לכל , =

0q , �)החל ממקו� מסויי� מתקיי ) ( )0 0q qqϕ ϕ<. 

  .)בד. התרגילי� ולמעשה שקול לו 10התרגיל הזה נובע מיידית מתרגיל  ::::הערההערההערההערה(

0א� , בהינת� התרגיל -approxθ ϕ∈  0אז לכל

0

p

q
 ,0

0

-approx
p

q
θ ϕ+ לפי החלק הראשו� של ההוכחה . ∋

) �ע
0ϕ  �), )ϕבמקו )0-approx 0λ ϕ נסמ� . <

0 -approx -approxA ϕ ϕ= + ⊂�.  

)) ו �אינווריאנטית להזזות  Aאז בבירור  ) 0Aλ )ולכ� , < )( ) ( )-approx 0
C C

Aλ ϕ λ≤ = .  



  ....לללל""""משמשמשמש
  

  �על  �הארגודיות של פעולת 

  
  :כעת נוכיח את טענת הארגודיות שהשתמשנו בה במהל, השלב האחרו� של ההוכחה

  

  ).).).).�על על על על     �הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת הארגודיות של פעולת ((((טענה טענה טענה טענה 

Aתהי  ⊂ ), מדידה � ) 0Aλ A) ונניח ש, < A= )אזי  .�+ ) 0CAλ =.  

  
  :בעזרת המשפט הבא –ההוכחה הראשונה  .נית� שתי הוכחות לטענה

  

)א�  .משפט הצפיפות של לבג ) 0Aλ אז יש  <
0x A∈  0כ, שלכלε יש  <

0r  כ, שלכל קטע פתוחI 

המכיל את 
0x  ואורכו לכל היותר

0r  �מתקיי
( )
( )

1
I A

I

λ
ε

λ
∩

≥ −.  

  

0xנקודה  .הערה A∈  של  צפיפותנקודת המקיימת את האמור נקראתA .כמעט , למעשה �המשפט מתקיי

0x) בכל מקו� ביחס ל A∈.  

  
  ....לטענת הארגודיותלטענת הארגודיותלטענת הארגודיותלטענת הארגודיות    1111הוכחה הוכחה הוכחה הוכחה 

תהי 
0x  נקודת צפיפות שלA .נניח בשלילה ש (( ) 0CAλ ותהי , <

1x  נקודת צפיפות של
C

A . ניקח

1

2
ε וניקח , >

0r עבור , כמו במשפט הצפיפות של לבג
0x A∈ ו(

1

Cx A∈.  

t) כ, ש �∋t) ו, 0r) ע� אור, קט� מ 0xפתוח סביב  Iנבחר קטע  I+  1קטע סביבx .נקבל:  

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

 is translation invariant1

2

A A tA t I t A I tA I

I I t I t

λ λ λλ
λ λ λ

= ++ ∩ + ∩ +∩
< = =

+ +
  

 �אבל ג
( )( )

( )
1

2

CA I t

I t

λ

λ

∩ +
>

+
  .סתירה. 

        ....לללל""""משמשמשמש
        

  :Rieszמשפט ההצגה של  בעזרת –ההוכחה השנייה 
  

  :כלומר, Radonמידת /והיא מידה רגולרית, X)מידת בורל ב µ, מקומית) מרחב האוסדור. קומפקטי Xיהי 

Kא�   .א X⊂  קומפקטית אז( )Kµ < ∞. 

), מדידה Aלכל   .ב ) ( ){ }inf :  openA U A Uµ µ= ⊂. 

), פתוחה Uלכל   .ג ) ( ){ }sup :  compactU K U Kµ µ= ⊃ 

  

Xא�  .הערה =   .)נובעות מזה' וג' כלומר ב. (מתקיימת' א� ורק א� דרישה א Radonאז כל מידת בורל היא  �
  

  .סימו�

• ( )C
C X פונקציות רציפות בעלות תומ, קומפקטי ב (X. 

  .)מתאפסתלא הסגור של הקבוצה בה הפונקציה  –תומ, , כא�(



)פונקציונל לינארי  • ):
C

C XΛ 0ϕא� לכל  חיובינקרא  �→ ≥ ,( ) 0ϕΛ ≥.  

  
  ).Katkutani-Markov-Rieszלפעמי� ( Rieszמשפט ההצגה של 

)ההעתקה  )
X

dµµ ϕ ϕ µΛ = לבי�  Xעל  Radonבורל שה� מידות ע ועל בי� מידות "היא התאמה חח �∫

)פונקציונלי� לינאריי� חיוביי� על  )C
C X.  

  

1א�  .מסקנה 2,µ µ מידות בורל ו(Radon 1) כ, ש 2

X X

d dϕ µ ϕ µ=∫ )לכל  ∫ )CC Xϕ∈  1אזי 2µ µ=.  

  ).ע"חח( Rieszנובע מיידית ממשפט  .הסבר
  

  :של המידה המייצבאת  �µ) נסמ� ב. �על  Radon)מידת בורל ו µתהי  .מסקנה

( ) ( ) ( ){ }: Borelx A x A Aµ µ µ= ∈ + = ∀ ∈� � �  

  .סגורהחבורה  �µאז 

 
  .מקומית) זה נכו� ג� לכל פעולה של חבורה טופולוגית על מרחב האוסדור. קומפקטי .הערה

  
  .הוכחת המסקנה השנייה

1נניח  2, ,x x xל "צ; ∞xהמתכנסת לגבול  �µ) סדרה ב … µ∞ ∈�.  

Aצרי, להוכיח שלכל קבוצת בורל , כלומר ⊂ � ,( ) ( )A x Aµ µ∞+ =.  

)די להוכיח שלכל , Rieszלפי משפט  )CCϕ∈ � ,( ) ( ) ( ) ( )t x d t t d tϕ µ ϕ µ∞+ =∫ ∫
� �

.  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 is continuous DCT

lim lim

lim lim
n

n n
n n

x

n
n n

t x d t t x d t t x d t

t x d t t d t t d t
µ

ϕ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

ϕ µ ϕ µ ϕ µ

∞ →∞ →∞

∈

→∞ →∞

+ = + = + =

= + = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

� � �

�

� � �

   

לכ� , רציפה ובעלת תומ, קומפקטי ϕמשתמשי� בכ, שהפונקציה , בשימוש במשפט ההתכנסות הנשלטת לעיל

)כמעט כל ההזזות  )n
t xϕ כי ( ϕי תומ, משות. שהוא הזזה בקצת של התומ, של "נתמכות ע +

nx  סדרת

מחו3  0)בתומ, ו supϕ)ואפשר לקחת בתור פונקציה שולטת אינטגרבילית את הפונקציה השווה ל, )קושי

  .לתומ,
  .ל"מש
  

  ....לטענת הארגודיותלטענת הארגודיותלטענת הארגודיותלטענת הארגודיות    2222הוכחה הוכחה הוכחה הוכחה 

): נגדיר מידת בורל ) ( )B A Bµ λ=   .Bלכל קבוצת בורל  ∩

), Bלכל  ) ( )B Aµ λ≤  ולכ�µ ולכ� מידת , ובפרט סופית על קבוצות קומפקטיות, מידה סופיתRadon.  

  ,�∋tלכל 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
Lebesgue measure is translation-invariant

A t A

B t A B t A t B t

A B t A B B

µ λ λ

λ λ µ

+ =

+ = ∩ + = + ∩ + =

= ∩ + = ∩ =
  

µ, סגורה �µ)ומאחר ש. �מכילה את  �µלכ�  =� �.  

), כלומר ) ( )B x Bµ µ+   .בורל B)ו �∋xלכל  =



  .והיא מידת לבג) עד כדי כפל בסקלר( �) ראדו� אחת שאינווריאנטית להזזות באבל יש רק מידת 

): לכ� ) ( )B c Bµ λ=  לכלB בורל.  

Bנציב  A=  ונקבל( ) ( ) ( ) ( )A A A A c Aλ λ µ λ= ∩ = )) ומכיוו� ש = ) 0Aλ 1cנקבל  < =.  

µ, כלומר λ= .מכא�:  

( ) ( ) ( ) ( ) 0C C CA A A Aλ µ λ λ= = ∩ = ∅ =  

  ....לללל""""משמשמשמש
  

. ומתבונני� בטרנספור� פורייה שלה Aלוקחי� את פונקציית האינדיקטור של  .כיוו� להוכחה שלישית

Aמשתמשי� בכ, שזה ג� טרנספור� פורייה של האינדיקטור של  t+  לכלt∈�.  

  ין'מימדית של משפט חינצ-הרבהגרסה  –גרושב -ין'משפט חינצ
  

)תהי . . . . הבעיההבעיההבעיההבעיה ) ( ),ij m nX x M= ∈ עבור . �
mq∈	  כ, ש( כוקטור שורהשכתוב (qX נסמ�, )הגיוני:  

( )dist , nqX qX= 	  

מקורב א� יש אינסו. פתרונות ) ψהוא  X)נאמר ש
mq∈	 השוויו� )לאי( )qX qψ<.  

  
        ....הערותהערותהערותהערות

qאנו נשתמש בנורמה  • q
∞

)ג� המרחק  .= )dist , nqX 	 � .הוא ביחס לנורמת המקסימו

) במקרה החד. מימדי)אותו הניסוח כמו במקרה החד שאינו, "מקורב) ψ"להיזהר לא להתבלבל בניסוח  •

)) ו" (מקורב)ϕ"מימדי דיברנו על  ) ( )q q qψ ϕ=.( 

)כלומר , וקטור פרימיטיבי q)ש, לפעמי� דורשי� תנאי נוס. • )1 2gcd , , , 1
m

q q q יותר נוח לנו . …=

 .תנאי זהלהגדיר ללא 

וקטור עמודה ונכתוב  q) לעיתי� נניח ש •
trqX .בכל מקרה צרי, להתייחס ל (q  כוקטור שורה או

 ...הגיונית qXעמודה כ, שהמכפלה 
  

את מידת לבג על  mλ) נסמ� ב
m� ,ו (,m nλ  על( ),m n

M �.  

  
  ).).).).Khinchine-Groshev, , , , גרושבגרושבגרושבגרושב) ) ) ) י�י�י�י�''''חינצחינצחינצחינצ((((משפט משפט משפט משפט 

m,בהינת�  n ,X ו(ψ לעיל � ,כמו בסימוני

)א�   .א )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

< )אז  ∑∞ ), -approx 0m nλ ψ =. 

)א�   .ב )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

= )) ו ∑∞ )1 nmr rψ− סדרה יורדת ב (r  אז( )( ), -approx 0
C

m n
λ ψ =. 

  
  ....הערותהערותהערותהערות

1mהוכחנו את המקרה  • n=  ).מימדי) י� החד'משפט חינצ( =

1mי� הוכיח את המקרה 'חינצ • = ,n ונדלג עליה, ההוכחה לכ, כמעט זהה למה שנתנו. כללי. 

2mגרושב הוכיח את המקרה  • 2mנראה שכאשר . נוכיח מקרה זה. ≤  .ההוכחה יותר קלה ≤
  



  הוכחת מקרה ההתכנסות

)כ ש"אפשר להניח בה
( )

( )
,

,

m nm n m n
m n

m n

M
X

M

⋅⋅
⋅∈ = ≅

��
		

T.  

 �)זאת מפני שא ),m nA M∈ 1X) ו 	 X A=   אז +

( ) ( ) ( )1 1dist , dist , dist ,n n nqX qX qX qA qX= = + =	 	 	  

  

m,לכ� נצמצ� את מידת לבג  nλ  לטורוס
m n⋅
T )ונמשי, לסמ� אותה כ(,m nλ.(  

), כעת ), 1m n

m nλ ⋅ =T ,ונית� להשתמש בלמה של , כלומר זו מידת הסתברותBorel-Cantelli.  

�approx-: מתקיי Aψ 1כאשר  ,=∞ 2, ,A A  :הוא סידור של הקבוצות …

( ){ }:m n

qW X qX qψ⋅= ∈ <T.  

  

) .טענת עזר ) ( ), 2
nn

m n qW qλ ψ=.  

  

)נסכו� את : בעזרת טענת העזר נוכיח את מקרה ההתכנסות של המשפט ),m n q

q

Wλ∑  לפי סדר עולה של

q .�q, נשי� לב שמכיוו� שאנו משתמשי� בנורמת סופרמו ∈
0qכאשר   ≠.  

( ) { } ( ) � ( )1

,

1 1Constant depending on ,

# : 2
n nm n m

m n q

q r rm n

W q q r r C r rλ ψ ψ
∞ ∞

−

= =

= ∈ = ≤ ⋅ < ∞∑ ∑ ∑	   

}: הערה } 1# :m mq q r Cr −∈ = ≤	,  �כי א
mq∈	 ,q r= , 01אז יש i m≤ 0q) כ, ש ≥ r= ± ,

0jועבור  i≠ ,[ ],jq r r∈ )הוא  0iכלומר מספר הוקטורי� בה� הנורמה מתקבלת ברכיב , − ) 1
2 2 1

m
r

−
+ ;

}לכ�  } ( ) 1
# : 2 2 1

mm
q q r m r

−
∈ = ≤ +	.  

)) מכא� נובע ש ),m n q

q

Wλ <   .של המשפט' נובע סעי. א Borel-Cantelli)ומ, ∑∞

  
  :נותר רק להוכיח את טענת העזר

  

:נסתכל על ההעתקה  ).טענת העזר(הוכחה  m n n

q
T

⋅ →T T י "המוגדרת ע( ) mod n

q
T X qX= 	.  

  :יש דיאגרמה קומוטטיבית

( ),

mod modm n n

q

X qX pm n n

m n

Tm n n

M
⋅

−⋅

⋅

= →

↓ ↓

→

�

	 	

� � �

T T

   

�  :מתקיי

( )qX qψ< ⇔  

⇔  �קיי
np∈	 כ, ש(( )qX p qψ

∞
− < ⇔   

תחת  Xתמונת  ⇔
q

T היא בהיטל ל(
n
T  של הקוביה( )( )0,n

B qψ∞ )כדור ב(( ),n

∞
�.(  

  



די להוכיח שלכל קבוצה , לכ�
n

B ⊂ T , �)מתקיי )( ) ( )1

,m n q nT B Bλ λ− = ( )∗.  

)נוכיח את  )∗ �1qנניח , תחילה: בשלבי e= )הוקטור הראשו� של הבסיס הסטנדרטי ב (
m�.(  

)אז  )q
T X  זו השורה הראשונה שלX ) נסמנה

1X )ולכ� , )∗ ) { } ( )1 ,1

1:  
m n

qT B X X B B
−−

∗= ∈ ≅ ×T.  

 �)ומכא� מתקיי )∗.  

  

1qא� : שלב שני re= ,r∈
)אז ,  ) { }1

1:qT B x rX B
−

∗= ∈.  

})נשי� לב ש }:nY rY B∈ ∈T  הוא איחוד שלr קבוצות זרות שכל אחת מה� מתקבלת מ (B י כיוו3 "ע

ביחס של 
1

r
:  

  

  

mod1xהגר. של  rx�  על
[ ]1 0,1

0 ~ 1
≅T , 4כאשרr =  

  

,א� : תלות) טענת אי ונוכיח ג�, בשבוע הבא נשלי� את הוכחת הטענה mq q′∈	 לינארית אז �  בלתי תלויי

( ) ( ) ( ), , ,nm n q q m n q m qW W W Wλ λ λ′ ′∩ =  

  

)הטענה הראשונה מוכיחה שהתכנסות הטור  )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=
)שקולה להתכנסות הטור  ∑ )i

Aλ∑ ,

{ } { }i q q
A W= . את האי) התלות)טענת אי(מהטענה השנייה �תלות שנית� באמצעותה להשתמש )מקבלי

1Cע� , Rényiבמשפט  ), ומכ, נית� להסיק את מקרה ההתבדרות, = )( )-approx 0
Cλ ψ =.  

  
2013(04(24  

 הוכחת מקרה ההתבדרות
  

�  :תזכורת מהשיעור הקוד
  ....גרושבגרושבגרושבגרושב) ) ) ) י�י�י�י�''''משפט חינצמשפט חינצמשפט חינצמשפט חינצ

1nנקבע  2m)ו ≤ ≥.  



ψ:בהינת�  +→
 � ,( ),m n
X M∈ מקורב א� יש אינסו. פתרונות ) ψנקרא  �

mq∈	 השוויו� ) לאי

( ) ( )trdist , nqX qψ∞ ∞
  .)וקטור שורה qא�  qXאו . (	≥

)) את מידת לבג ב λ) נסמ� ב ),

mn

m nM ≅� �.  

•  �)א )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

< )אז  ∑∞ )-approx 0λ ψ =. 

•  �)א )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

= ∞∑  �)וג )1 nmr rψ− סדרה יורדת ב (r , אז( )( )-approx 0
cλ ψ =. 

  
        רעיו� ההוכחהרעיו� ההוכחהרעיו� ההוכחהרעיו� ההוכחה

  

לכל 
mq∈	 ,הגדרנו:  

( ) ( ) ( )( ){ }: ,
n

mn

q q
W X T X q qπ ψ ψ = ∈ ∈ − T  

:כאשר  n nπ →� T  ו, )בכל קואורדינטה 1מודולו (היא ההטלה הסטנדרטית (( ) ( )tr

qT X qXπ=.  

  

): נובע מיידית מההגדרות )-approx
mnπ ψ ⊂ T  היאA∞ ) כלומרlimsup n

n

A
→∞

היא מנייה של  nAכאשר  )

q
W :{ } { }1 2, ,

mq q
A A W

∈
=

	
….  

)א� : נראה, של המשפט' כדי להוכיח את סעי. א )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

< )אז  ∑∞ ),
m

m n q

q

Wλ
∈

< ∞∑
	

ואז נקבל . 

)ננמק מיד מדוע מתקיי�  .Borel-Cantelli)את הנדרש מ ) ( ), 2
nn

m n qW qλ ψ= הדרוש ומכ, נובע.  

  

iא� לכל : Rényiנשתמש במשפט , של המשפט' כדי להוכיח את סעי. ב j≠  �מתקיי

( ) ( ) ( )i j i jA A C A Aµ µ µ∩ )אז  ≥ ) 1
A

C
µ ∞ ≥ . �1Cנשתמש ע =.  

  

): ננמק מיד מדוע ) ( ) ( )
1 2 1 2mn q q q qW W W Wλ λ λ∩ 1כאשר  = 2,q q לינארית �  .בלתי תלויי

  

}כאשר  Rényi)נשתמש ב } { }1 2, , :  is a  vectorm

qA A W q primitive= ∈… 	.  

וקטור 

1

m

m

q

q

q

 
 = ∈ 
 
 

� )א�  פרימיטיבינקרא  	 )1gcd , , 1mq q qא� , או באופ� שקול, …= cq′=  כאשר

mq′∈	  1אזc = ) הוקטורי� הפרימיטיביי� ה� הנקודות ב: באופ� אינטואיטיבי. ±
m	  שנית� לראות אות�

 �י נקודות "ה� לא מוסתרות ע, כלומר(א� מסתכלי� מראשית הצירי
m	 אחרות.(  

  

נבדלות בקבוצה בעלת מידה אפס  approxψ-. זה והקבוצה המתקבלת מאוס ∞Aצרי, לבדוק שהקבוצה 

  ).בד. התרגילי�, נשאר כתרגיל(
  



 �)צרי, להוכיח ג� שא )1

1

nm

r

r rψ
∞

−

=

= ∞∑  �)אז ג )
1

,

 primitive
1

m

m n q

q
q

Wλ
∈

≥

= ∞∑
	

.  

1התנאי  .הערה 1q ≥  �) נית� לראות ש. מנוגדי�בס, הכל מונע לספור זוגות וקטורי

( ) ( ), ,m n q m n qW Wλ λ תלות בי� )לא נקבל אי, מצד שני. ולכ� התנאי הזה לא משפיע על ההתבדרות =−
q

W 

ל את כ, שנוכל להפעי, ולכ� התנאי הזה מבטיח שאנו סוכמי� רק על וקטורי� בלתי תלויי� לינארית −qWלבי� 

  .Rényiמשפט 
  

בהינת�  ....הגדרההגדרההגדרההגדרה
m

A⊂   היא Aשל  הצפיפות, 	

( ) [ ]
[ ]

# ,
fr : lim

# ,

m

mmN

A N N
A

N N→∞

∩ −
=

∩ −	
  

�  .בתנאי שהגבול קיי
  

2mא�  ....טענהטענהטענהטענה ≥  �)קבוצת הוקטורי� הפרימיטיביי� ב Aוא
m	 אזי  

( )
( )
1

fr A
mζ

=  

)כאשר  )
1

1
s

n

s
n

ζ
∞

=

  .פונקציית זטא של רימ� ∑=

  

1mלמעשה זה נכו� ג� עבור . . . . הערההערההערההערה )כי , = )1ζ = ובאופ� , )1±( 	)ויש רק שני וקטורי� פרימיטיביי� ב ∞

}טריוויאלי  }( )fr 1 0± =.  

  
, זו טענה קלאסית בתורת המספרי� וההוכחה בספרות ומשתמשת בהכלה והפרדה. לא נוכיח את הטענה הזו

  .'פונקציית מביוס וכו
  

))נניח ש: חלקי לטענהנית� הסבר  )frp A= ,כלומר שהגב�  .)ואת זה לא נוכיח( ול קיי


∋rלכל  ,rA  �הוא אוס. הוקטורי
mq∈	  �)עבור )1gcd , ,

m
q q r=… .כלומר:  

{ }
1

\ 0m

r

rA
≥

=	 ∪  

  .וזהו איחוד זר

}בבירור  }( )fr \ 0 1m ))נית� לראות מההגדרה ש, בעלת צפיפות Aולכל קבוצה , 	= ) ( )fr fr
m

rA r A
−=.  

A,א� , כ�)כמו B  מההגדרהזרות ובעלות צפיפות אז ,( ) ( ) ( )fr fr frA B A B∪ = בהכרח נראה שזה לא ( +

  :לכ�. )בהוכחה שנדלג עליואבל ג� זה פרט , מניה) נכו� לאיחוד ב�

( ) ( ) ( )
1

1 fr frm

r

A r A mζ
∞

−

=

= =∑  

)ומכא�  )
( )
1

fr A
mζ

=.  

  
�  :נותר להוכיח שתי טענות על נפחי

  
        ....טענהטענהטענהטענה

kאת העתקת המנה  πנסמ� בתור  k→� T ) של �  ).תלוי בהקשר, kעבור ערכי� שוני



עבור 
mq∈	  נגדיר: mn n

qT →T T י "ע( )( ) ( )tr

qT X qXπ π= )בדקנו שמוגדר היטב.(  

)נגדיר  ) ( )( )1 ,
n

q qW T q qπ ψ ψ−  = −  .אזי:  

1. ( ) ( ), 2
nn

m n qW qλ ψ= .אותו הנפח כמו , כלומר( ) ( ),
n

q qψ ψ − . 

2.  �1א 2,q q  לינארית אז �)בלתי תלויי ) ( ) ( )
1 2 1 2, , ,m n q q m n q m n qW W W Wλ λ λ∩ =. 

  
        ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

1n)נניח בלי הגבלת הכלליות ש :שלב ראשו� 1nכי א� , אפשר להניח זאת. = >:  

[ ]( )1
,

n

q
X T s s

−∈ − ⇔  

,1לכל  ⇔ ,k n= … ,( )( )trdist ,
k

qX r≤	 ⇔  

,1לכל  ⇔ ,k n= … ,( ) [ ]tr
,

k
q X r r∈ )כאשר  − )

k
X העמודה ה (k  שלX.  

[ ]( ) [ ]{ }( )1 tr
, : ,

n
m

qT s s v qv s s
− − = ∈ ∈ −�  

]) לכ� די להראות ש ]{ }tr: ,mv qv s s∈ ∈ 1nכלומר הצטמצמנו למקרה , 2sממידה  �− =.  

  

1q) נוכיח את הטענה הראשונה תחת ההנחה ש :שלב שני re= ,r∈
 ,1e  הוקטור הראשו� בבסיס

  .)עשינו בשיעור שעבר. (הסטנדרטי

) בטענה השניה מוכיחי� קוד� תחת ההנחה ש
1 2,q q  מהצורה �וקטורי

1 2

0

,0 0

0 0

q q

∗ ∗   
   ∗   
   = =
   
   
   
   

� �

כלומר , 

1 1q re= ו({ } { }1 2 1 2
Span , Span ,q q e e=�   ).נעשה משהו דומה אחר כ,(הוכחה זו נשארת כתרגיל . �

  

לכל  :עובדה
mq∈	  יש( )SL

m
A∈ )כ, ש 	

tr

1qA re= , כאשר( )1
gcd , ,

m
r q q= ….  

)ה� מסלול אחד של החבורה  gcdוקטורי� השלמי� ע� אותו כל ה, במילי� אחרות )SLm 	.  

  .)זה תרגיל פשוט באלגברה לינארית(

)) נזכיר ש )SLmA∈   .הפיכה מעל השלמי�מטריצה  	

  

�: מתקיי
tr tr 1

1 1qA re q re A−= ⇔ )א� נסמ� , ולכ�, = )s qψ=:  

( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

1

tr 1

1

1

: , : ,

: ,

A X Y X AY

q
W X qX s s X re A X s s

A Y re Y s s

π π

π

− = ⇔ =
−= ∈ − = ∈ − =

= ∈ −
  

פועלת על הטורוס  Aלכ� 
m
T י "ע( ) ( )A X AXπ π=.  

detלא משנה מידות של קבוצות כי  Aפעולת . מקדמי� שלמי� A) זו פעולה מוגדרת היטב כי ל 1A ולכ� ( =

)ולכ� ...) לפי נוסחת היעקוביא� ) ( ) [ ]{ }( )1: ,qW Y re Y s sλ λ π= ∈ −.  

  



לכל  :עובדה נוספת
1 2, mq q )יש  	∋ )SL

m
A∈ )כ, ש 	

tr tr

1 2

0
,

0 0
q A q A

∗ ∗   
   ∗   = =
   
   
   � �

.  

  .הטענה השנייהלכ� נית� לקבל מסקנה דומה לגבי 

  Borel-Cantelliעוד שימושים של 
  

  ).).).).מימדימימדימימדימימדי) ) ) ) חדחדחדחד((((הומוגני הומוגני הומוגני הומוגני ) ) ) ) קירוב דיופנטי לאקירוב דיופנטי לאקירוב דיופנטי לאקירוב דיופנטי לא

)בהינת�  ),θ δ  ובהנת� פונקציה:ψ +→	 )לאי 	∋qא� יש אינסו. פתרונות , )	)הפע� מוגדרת ב( �

)השוויו�  )q qθ δ ψ− )) אז אומרי� ש, > ),θ δ  הואψ( מקורב)לא הומוגנית( , �ונרשו

( ), -inh.-approxθ δ ψ∈ .לב ש �)נשי
2-inh.-approxψ ∈�.  

  

) ורוצי� למדוד את כמות הפעמי� שהסיבוב קרוב ל, Tעל המעגל  θמסובבי� את , מבחינה גיאומטרית

δ ∈T  עד כדי( )qψ.  
  

  ).).).).י�י�י�י�''''האנלוג המתאי� של משפט חינצהאנלוג המתאי� של משפט חינצהאנלוג המתאי� של משפט חינצהאנלוג המתאי� של משפט חינצ((((משפט משפט משפט משפט 

)) נניח ש ) 1
0

2
qψ≤ ) את מידת לבג ב λ) נסמ� ב. qלכל  >

  :אזי. �2

•  �)א )
q

qψ
∈

< ∞∑
	

)אזי   )-inh.-approx 0λ ψ =. 

•  �)א )
q

qψ
∈

= ∞∑
	

)אזי   )( )-inh.-approx 0
cλ ψ =. 

,): ע� אותה ההוכחה(מימדית ) יש הכללה רב. . . . הערההערההערההערה nθ δ ∈� ,q∈	 , בטור �)ומשתמשי )n

q

qψ
∈
∑
	

.  

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

)נגדיר  ) ( ){ }, :qA q qπ θ δ θ δ ψ= − < )2 2:π →� T פונקציית המנה.(  

�  :נראה שמתקיי

• ( ) ( )2qA qλ ψ=. 

•  �א
1 2q q≠  אז( ) ( ) ( )

1 2 1 2q q q qA A A Aλ λ λ∩ =. 

  
        ....)Rényiההתבדרות לפי , Borel-Cantelliההתכנסות לפי (מכא� המשפט נובע , כמו בהוכחות הקודמות

        

באיור הראשו� נית� לראות את השטח של  :איורי� הבאי�שני הנתבונ� ב, לש� המחשה
0A ; הציר האופקי

)כי  δ) כא� אי� תלות ב. δוהאנכי הוא  θהוא  ) ( ){ }0 , : 0A π θ δ δ ψ= <.  



  

4הקו הירוק הוא הקו . 4Aבאיור השני נית� לראות את השטח של  0θ δ− והשטח הצהוב הוא הקבוצה , =

( ) ( ){ }4 , : 4 4A θ δ θ δ ψ= − < ,�  .δוהאנכי הוא  θהציר האופקי הוא , כאשר כמו קוד

  
  

  :שהטענות מתקיימותמהאיורי� נית� לראות 

)השטח של המלב� התחתו� הוא , 0A)ב )0ψ  השטח של המלב� העליו� הוא �)וג )0ψ כ "ובסה( )2 0ψ.  

)ב
qA , כל אחד מ" מעל"השטח(q  הוא �הקטעי

( )q

q

ψ
), כ"בסה. וג� מתחת  )2 qψ.  

בחיתו, של 
0 q

A A∩ �  .נית� לראות מהאיור שהשטח המשות. הוא מכפלת השטחי

בחיתו, של 
1 2q qA A∩  1נית� לכתוב 2q q s= + ) �1ואז ) 	∋sע 2q q sθ θ θ= + . �בעזרת החלפת משתני

  .נית� לראות שהשטח לא משתנה ולמעשה עושי� רדוקציה לחיתו, מהצורה הקודמת
  

שמאוד קרוב  θסיבוב של  כבר היהאז , שמאוד קרובי� זה לזה θנשי� לב שא� יש שני סיבובי� של  ....הערההערההערההערה

))זאת מפני ש. לאפס ) ( )( )dist , dist ,0i j i jθ θ θ=   .הומוגנית) לכ� הבעיה ההומוגנית טמונה בבעיה הלא. −

  



qיש  Qממשפט דיריכלה נובע שלכל  Q< כ, ש (
1

q
Q

θ <.  

qיש  Qלכל : "הומוגני)משפט דיריכלה לא לא יכול להיות Q< כ, ש(( )q f Qθ δ− < ,f כלשהי ".

 �, רציונלי) אי θא� . יכול להיות עליה� qθ)אז יש רק מספר סופי של נקודות במעגל ש, רציונלי θלדוגמה א

בעל קירוב טוב  מספר θלמשל א� (מתרכז במספר סופי של אזורי� במעגל  qθ) אז עדיי� יכול להיות ש

  ).?מאוד

  קירובים טובים מאוד
        

0εא� קיי� ) VWA, very well approximated( בעל קירובי� טובי� מאודנקרא  θ ....הגדרההגדרההגדרההגדרה וקיימי� אינסו.  <

p,פתרונות  q השוויו� ) לאי
2

1p

q q εθ
+

− <.  

, במילי� אחרות
2

0

1
VWA -approx

q ε
ε

+
>

 
=  

 
∪.  

  

), י�'לפי משפט חינצ )VWA 0λ =.  

  

]תהי  ]0,1⊂C  הספרות  –קבוצת קנטור �,0המספרי� שניתני� להצגה ע   .3בלבד בפיתוח לפי בסיס  2

,0את מידת ההסתברות בה מגרילי� את הספרות  µ) נסמ� ב בהסתברות  2
1 1

,
2 2

ולכל סדרה אינסופית , 

suppµאזי . 3שמקבלי� מתאימי� מספר לפי פיתוח בבסיס  = C.  

µ נקראת לפעמי �  .לבג)מידת קנטור

  
מידה על אלגברה ניתנת ( Carathéodoryבאמצעות משפט  µאפשר לקבל את : µתיאור אלמנטרי של 

  :נבנה את קבוצת קנטור). אלגברה)σלהרחבה יחידה למידה על 

[ ]0

1

0,1

1 2
0, ,1

3 3

K

K

=

   = ∪      
�

   

nK  2הוא איחוד שלn
3קטעי� סגורי� זרי� באור,   n−, וכל קטע ב(

nK בקצוות שלו �, מתפצל לשני קטעי

1nK)שה� ב ) ו; +
1

n

n

K
∞

=

=∩C.  

נכתוב 
( )

2

1

n

n

n j

j

K I
=

ונגדיר  ∪=
( )( ) 2
n n

jIµ j,לכל  =− n . מכא� נית� להגדיר באופ� יחיד אתµ  על האלגברה

של האיחודי� והחיתוכי� הסופיי� של הקבוצות 
( )n

jI . ממשפטCarathéodory יש הרחבה יחידה ל(σ ( אלגברה

  .Cולכ� זו מידת בורל על , C)של בורל ב
  

)) נראה ש )VWA 0µ =.  

  
  ).).).).שתי תכונות של מידותשתי תכונות של מידותשתי תכונות של מידותשתי תכונות של מידות((((הגדרה הגדרה הגדרה הגדרה 



א� יש קבועי�  αע� חזקה  חוק חזקהמקיימת  µ)נאמר ש •
1 2,C C  כ, שלכלsuppx µ∈  ולכל

0 1r< < , �)מתקיי )( )1 2
,C r B x r C r

α αµ≤ ≤. 

1rולכל  xכ, שלכל  Cא� יש , αע� חזקה  תנאי דעיכהמקיימת  µ)נאמר ש • < ,0ε > ,

 �)מתקיי )( ) ( )( ), ,B x r C B x r
αµ ε ε µ≤. 

  
  .αמקיימת תנאי דעיכה ע� חזקה  µאז  αמקיימת חוק חזקה ע� חזקה  µא�  ....טענהטענהטענהטענה

  .)הכיוו� ההפו, לא נכו�(
  

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

 �)א ),B x rε  �  ).צד שמאל מתאפס(אז אי� מה להוכיח  suppµלא נחת, ע

)א� , אחרת )1 , suppx B x rε µ∈   :אז, ∩

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )

Power rule, upper bound Power rule, lower bound

1 2 1

1

, , 2 2
2

, ,
2

r
B x r B x r C r C C

r
C B x C B x r

α
α α

α α

µ ε µ ε ε ε

ε µ ε µ

 ≤ ≤ = ⋅ ≤ 
 

  ≤ ≤  
  
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לבג מקיימת את תנאי החזקה ע� חזקה ) מידת קנטור ....טענהטענהטענהטענה
log 2

log 3
α   .)נשאיר כתרגיל. (=

  

ψ:וא� , αמקיימת תנאי דעיכה ע� חזקה  µא�  ....משפטמשפטמשפטמשפט →
 )) כ, ש � )1

1q

q q
αα ψ

∞
−

=

< ∞∑  � ψוא

)אז , יורדת )-approx 0µ ϕ )כאשר  = ) ( )q
q

q

ψ
ϕ =.  

  

1αבהכרח  ....הערההערההערההערה dimכי אחרת  ≥ supp 1µ suppאבל , )מימד האוסדור.( < µ ⊂   .)לא נפרט על כ,. (�

        
  ?עד כמה אפשר להחליש אותו? יורדת באמת נחוψ 3) הא� התנאי ש. . . . שאלהשאלהשאלהשאלה

  

)לבג אז ) מידת קנטור µא�  ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה )VWA 0µ =.  

)נפעיל את המשפט ע�  ....הוכחת המסקנההוכחת המסקנההוכחת המסקנההוכחת המסקנה )
1

1
q

q εψ
+

= .�  :נראה שהתנאי על הטור מתקיי

1

1 1
1 1

1 1

q q

q
q q

α

α
ε αε

∞ ∞
−

+ +
= =

 
= < ∞ 

 
∑ ∑  

ולכ� 
2

1
-approx 0

q εµ
+

 
= 

 
של  מנייה) ב�כאיחוד  VWAמכיוו� שנית� לכתוב את . 

2

1
-approx

q ε+ , �ג

( )VWA 0µ =.  
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  ....המשפטהמשפטהמשפטהמשפטהוכחת הוכחת הוכחת הוכחת 



1α) מונוטונית יורדת ו ψ: נשתמש במבח� העיבוי ולכ�  ≥
( )
1

q

q

α

α

ψ
התכנסות , לפי משפט העיבוי. ג� יורדת −

)הטור  )1

1q

q q
αα ψ

∞
−

=
)שקולה להתכנסות הטור  ∑ ) ( ) ( )1

1 1

2 2 2 2 2Q Q Q Q Q

Q Q

α α α αψ ψ
∞ ∞−

= =

=∑ ∑.  

), בפרט )2 2 0qQ Q
α αψ →∞→  ולכ�( )2 2 0Q Qψ )ולכ� , → ) 22 2 0Q Qϕ →.  

): נרצה, קנטלי)בשביל בורל )
1

0

,
q

p q

p
B q

q
µ ϕ

∞

=
≤ ≤

  
< ∞  

  
  .q כלקבל את זה בסכימה על נאבל לא . ∑

נקב3 לקבוצות שבה� 
12 2Q Qq +≤ מדובר בבער, . ≥

22 Q
 �  .רציונליי� וה� מפוזרי� במרחקי� בער, אחידי

)לבסו. מכיוו� ש
( )

2

2
0

2

Q

Q

ϕ
−   .נוכל לקבל את התכנסות הטור, →

  

� יש סדרה עבור ,מקורבי�) ϕשה�  θכ אפשר להניח שמתענייני� במספרי� "בהn

n

p

q
θ→ כ, ש (

( )n
n

n

p
q

q
θ ϕ− ))ו > )gcd , 1n np q =.  

  

)די להראות , Borel-Cantelliלפי מקרה ההתכנסות של  )

( )
0

gcd , 1

,
q

p q
p q

p
B q

q
µ ϕ

∈
≤ ≤

=

  
< ∞  

  
∑



.  

,לכל  , ,q q p p′ )כ, ש 	∋′
12 , 2Q Qq q +′≤ < ,0 1

p p

q q

′
≤ ≠ ≤

′
  :נראה, 

( ) ( )2 2 2 2
, 2 , 2

Q Qp p
B B

q q

− + − +′   
∩ =∅   ′   

  

א� , אכ�
( ) ( )2 2 2 2

, 2 , 2
Q Qp p

s B B
q q

− + − +′   
∈ ∩   ′   

  :אז 

( ) ( )2 1 2 21
2 2 2

Q Qpq p q p p

qq qq q q

− + − +′ ′− ′
≤ ≤ = − < ⋅

′ ′ ′
  

  .סתירה
  

  :לכ�

( )

( )

( )

1

2 2 2 2

 is a probability measure
2 2

0
gcd , 1

, 2 ,2 1
Q Q

Q Q

q
p q
p q

p p
B B

q q µ
µ µ

+

− + − +

≤ ≤
≤ ≤

=

      
= ≤      

      
∑

�
∪  

  :ומכא�
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q

α

α
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ψ
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ψ
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µ

+

+

∞

∈ = ≤ <
≤ ≤ ≤ ≤

= =

∞
− +

− +
= ≤ <

≤ ≤
=

− +

− +

     
= ≤             

    
≤ ≤    

    

  
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  .]ספריית הקורס ע� תיקוני� והשלמות לשיעור של היו�/באתר pdfיש קוב3 : הערה[
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  BAמשחקי שמידט ותכונות הקבוצה 
  .)60) מבוסס על מאמר של שמידט משנות ה(

] ::::תזכורתתזכורתתזכורתתזכורת ]{ }1 22
BA : 0 , , , : sup

i

p c
c p q a a a

q q
θ θ θ
 

= ∈ ∃ > ∀ ∈ − ≥ = = < ∞ 
 

� 	 ….  

  

), י�'ממשפט חינצ )BA 0λ מניה ) היא איחוד ב�(קבוצה מקטגוריה ראשונה  BA, מתרגיל בשיעורי הבית. =

  ).של קבוצות סגורות דלילות
  

0Xהא� יש  .חידה ⊂ � ,( )0 0Xλ 1כ, שלכל , = 2, ,c c …  �)מתקיי )0

1

i

i

X c
∞

=

+ ≠ ∅∩?  
  :למשל, כל קבוצה מקטגוריה שניה בעלת מידה אפס תעבוד .תשובה

2

1
VWA : 0, :n n

n n n

p p
n

q q q εθ ε θ
+

  
= ∃ > − < ∀ 
  

  

במקו� הזזות יכולנו לבחור כל . כי חיתו, ב� מניה של קבוצות מקטגוריה שניה היא קבוצה מקטגוריה שניה

:if →�   .ע� התנאי שה� שומרות קבוצות ממידה אפס �

  

הא� יש  .חידת המש,
0X ⊂ � ,( )0 0Xλ כ, שלכל , מקטגוריה ראשונה, =

1 2, ,c c … ,

( )0

1

i

i

X c
∞

=

+ ≠ ∅∩?  
  

  .היא קבוצה כזו BA) נראה בהמש, ש. כ� :תשובה
  

  ).).).).Wolfgang Schmidt game, , , , משחק שמידטמשחק שמידטמשחק שמידטמשחק שמידט((((הגדרה הגדרה הגדרה הגדרה 



�): נתוני ),X d �S; מרחב מטרי של X⊂ קבוצת המטרה ; �0פרמטרי 1α< 0)ו > 1β< שני ; >

�  .אורנה ובועז, שחקני
  :חוקי המשחק

0xבועז בוחר  .1 X∈ 0) ו 0r )נסמ� . < )0 0 0,B B x r= כדור סגור.  

1אורנה בוחרת  .2 0y B∈ כ, ש (( )1 1 0 0
,A B y r Bα= ⊂. 

בועז בוחר  .3
1 1x A∈ כ, ש(( )1 1 0 1

,B B x r Aαβ= ⊂. 

4. �0: קיבלנו אוס. יורד. נמשי, כ, אינסו. צעדי 1 1 2B A B A⊃ ⊃ ⊃ ⊃… . �מכיוו� שהכדורי� סגורי

�}: בחיתו, שלה� יש נקודה יחידה, והמרחב המטרי של }
1 1

i i

i i

z A B
∞ ∞

∞
= =

= =∩ ∩.  

5.  �zא S∞ zא� ; אז אורנה ניצחה ∋ S∞  .אז בועז ניצח ∌

  

0nלאחד השחקני� היא פונקציה שלכל  אסטרטגיה , nבהינת� השתלשלות חוקית של המשחק עד צעד , ≤
אסטרטגיה לאורנה מתאימה לכל סדרת כדורי� , כלומר. מתאימה בחירה של צעד חוקי במשחק

0 1 1 nB A B B⊃ ⊃ ⊃ ⊃… �nכדור , שעשויי� להיבחר בצעדי� חוקיי nA B⊃ שאפשר לבחור בצעד ה (n.  

  
        ).).).).קבוצה מנצחתקבוצה מנצחתקבוצה מנצחתקבוצה מנצחת((((הגדרה הגדרה הגדרה הגדרה 

Sקבוצה  • X⊂  קבוצה קבוצה קבוצה קבוצה נקראת( ),α β ( ( ( (יש לאורנה אסטרטגיה כ, ש מנצחתמנצחתמנצחתמנצחת �z)א S∞ לכל  ∋

  .סדרת צעדי� חוקיי� של בועז

• S  קבוצה קבוצה קבוצה קבוצה נקראתα ( ( ( (היא  מנצחתמנצחתמנצחתמנצחת �)א ),α β( 0מנצחת לכלβ >.  

• S  היא  קבוצה מנצחתקבוצה מנצחתקבוצה מנצחתקבוצה מנצחתנקראת � .αמנצחת לאיזשהו )αא

  תכונות של קבוצות מנצחות
  

)היא  Sא� . . . . ''''טענה אטענה אטענה אטענה א ),α β ( �α,מנצחת לאיזשה β  אזS צפופה ב (X. 

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

 �0Bבועז יכול לבחור , פתוחה X⊂Uא ⊂ U .0ולכ� , לאורנה יש אסטרטגיה מנצחתz B S∞ ∈ ובפרט , ∩

0S B∩  .נחתכת ע� כל קבוצה פתוחה Sכלומר , ∅≠

בסתירה לכ, , S)בועז יכול לבחור בצעד הראשו� כדור זר ל, לא צפופה Sאילו : דר, אחרת לנסח זאת
  .שלאורנה יש אסטרטגיה מנצחת

        ....לללל""""משמשמשמש
        

Xא� . . . . ''''טענה בטענה בטענה בטענה ב = )היא  S) ו � ),α β ( �מנצחת ע
1

2
β  .מניה) לא בת Sאז  >

        
        ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

α,בהינת�  β  כאשר
1

2
β } ע"חחנגדיר העתקה , ובהינת� אסטרטגיה מנצחת עבור אורנה > }0,1 S→



 ,

 .מניה) לא בת S) ונסיק ש

}לכל סדרה אינסופית  } { }1 2, , 0,1a a a= ∈



בחירה (נבחר באופ� שרירותי  0B: נגדיר אסטרטגיה לבועז …

0א� נבחרו : הצעדי� הבאי�). a) שאינה תלויה ב 1 1 1n nB A B B A−⊃ ⊃ ⊃ ⊃ א� . הוא קטע nAאז , …⊂



0na 1naלחילופי� ( = אז ) =
nB של ) לחילופי� הימני ביותר(הקטע השמאלי ביותר ) יהיה תת

nA . �הקטעי

כי  זרי�האלה 
1

2
β <.  

zמקבלי� נקודה  aולכ� לכל , האסטרטגיה של אורנה נקבעה; זוהי אסטרטגיה לבועז S∞ כי האסטרטגיה ( ∋

}לכ� קיבלנו העתקה ). של אורנה מנצחת }: 0,1
N

z S∞  ∞zאת נקודת הגבול  aהמתאימה לכל סדרה  →

  .המתקבלת מהמשחק
  :ע"נראה שההעתקה הזו היא חח

a) נניח ש b≠ ויהי , שתי סדרות שונותk �k: המקו� הראשו� בו ה� לא מסכימי ka b≠.  

 �אז הכדורי
0 1 kB A A⊃ ⊃ הוא , k) בשלב ה. bאו לפי  aה� אות� כדורי� א� בועז ישחק לפי  …⊂

 �)ישחק לפי אסטרטגיות שונות ולכ� הכדורי )kB a ,( )kB b �כי ( זרי
1

2
β )אבל ). > ) ( )kz a B a∞ )ו ∋

( ) ( )kz b B b∞ )ולכ�  ∋ ) ( )z a z b∞ ∞≠.  

        ....לללל""""משמשמשמש
        

. אפשר לתת הוכחה דומה למרחב מטרי אוקלידי). שמאלי/קטע ימני) תת( �השתמשנו כא� במבנה של  ....הערההערההערההערה
  :א, אפשר במקו� זה להוכיח טענה יותר חזקה; בהמש, נראה שהטענה אינה בהכרח נכונה במרחב מטרי כללי

 �dא
S ⊂ dimאז , מנצחת � S d= ).מימד האוסדור.(  

  
 .מנצחת) αמנצחות היא )αמניה של קבוצות ) חיתו, ב�. . . . ''''טענה גטענה גטענה גטענה ג

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

  .במקביל ומנצחי� בכול�משחקי� בכול� , שוזרי� את כל המשחקי� ביחד". שח סימלוטני: "האינטואיציה

1יהיו  2, ,S S מניה של סדרות חשבוניות זרות ) לאיחוד ב� 
נחלק את  .מנצחות)αקבוצות  …

( ){ }: mod
k k k

P n n a d=   :כ,, ≡

{ }
{ }
{ }

1

2

3

1,3,5,7,9,

2,6,10,14,18,

4,12, 20, 28,

P

P

P

=

=

=

…

…

…

   

כלומר 
12k

ka 2k)ו =−

kd =.  

להגדיר אסטרטגיה מנצחת לאורנה על : המטרה
1

k

k

S
∞

=
α,עבור  ∩ β �בהינת� אסטרטגיות מנצחות של , נתוני

,עבור  kSאורנה על  kα β  כאשר אתkβ אפשר לבחור כתלות ב (k . נגדיר
1k kd d

kβ α β−=.  

אורנה משתמשת באסטרטגיה , 0Bאחרי שבועז בחר , בצעד הראשו�: נתאר את האסטרטגיה של אורנה

1nBא� בועז בחר . 1Aלבחור את  כדי 1Sהנתונה עבור  kn)ו, − P∈  1אז אורנה בוחרתn nA B לפי  ⊃−

)האסטרטגיה למשחק  ),
k

α β  על
kS.  

, kP) מאז הפע� האחרונה שנבחר אינדקס ב, י בועז"ידה ע)הצעדי� שנעשו עלאורנה מתייחסת לכל , כלומר

)כצעד אחד אפשרי של בועז במשחק  ), kα β  עלkS . הבחירה שלkβ לכ� , מבטיחה שזהו צעד חוקי

kzלכ� . נה קובעת את הצעד הבאהאסטרטגיה של אור S∞   .כנדרש kלכל  ∋

        ....לללל""""משמשמשמש
  



X,יהיו . . . . ''''טענה דטענה דטענה דטענה ד Y �f:תהי , שלמי� מרחבי� מטריי X Y→  העתקהC(כלומר לכל (ליפשי3 )יב

1 2,x x X∈ זה מזה �, שוני
( ) ( )( )
( )

1 2

1 2

,1

,

Y

X

d f x f x
C

C d x x
≤ Sותהי ) ≥ X⊂  קבוצהα (מנצחת.  

)אזי  )f S Y⊂  היא
0α (כאשר  מנצחת

0 2
C

α
α =.  

  
  .זוהי דחיפה קדימה של אסטרטגיה מנצחת. נית� לנסח את הטענה ע� המושג של דחיפה קדימה ....הערההערההערההערה

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

)עלינו להגדיר אסטרטגיה במשחק  0βבהינת�  )0 0
,α β  עלY  קבוצת מטרה �)ע )f S . נגדיר

2

0Cβ β= .

1β) נניח ש 1βכ במקרה "נטפל אח( > ≥.(  

0, לפי בחירתנו 0α β αβ= .על , עלינו לקבוע אסטרטגיה לאורנה( )f S Y⊂  למשחק( )0 0
,α β , בהינת�

Sה לאורנה על אסטרטגי X⊂  למשחק( ),α β.  

0Bא� בועז בוחר  Y⊂  0מרדיוסr, ליפשי3 של ) אז מתנאי ביf ,( )1

0f B X
− מכילה כדור ברדיוס  ⊃

0
0

r
r

C
= 
) נסמ� את הכדור הזה כ. 

0B
אורנה מפעילה את האסטרטגיה שלה כאילו . 
0B
היה הצעד הראשו� של  

)בועז במשחק  ),α β  עלX . לכ� יש בחירה של
1 0

A B⊂
 
0rברדיוס , 

C
α .נתבונ� ב(( )1f A
שוב מתנאי . 

), ליפשי3) בי )1f A
0מכילה כדור ברדיוס  
0 0

1 r
r

C C
α α  = 

 
.  

�)נניח שנבחרו . עתה ממשיכי )( )0 1 0
,

n

n n
B A B B x rαβ⊃ ⊃ ⊃ )אז . …= )1

n
f B
−

מכיל כדור  
nB
 

מרדיוס 
( ) ( )0 0

0 0

n

nr r

C C

αβ
α β= . כלומרnB
)צעד חוקי עבור בועז במשחק   ),α β  על המרחבX . יש

1n n
A B+ ⊂
 
)כדור ברדיוס ) Xלפי האסטרטגיה של אורנה על (  ) 0

n
rα αβ 
 .( )1nf A +


מכילה כדור ברדיוס  

( ) ( ) 01

0 0 0 0 0 02

n

nn n
r

r r
C C

α αβα
α β α β+ = =



)ואורנה תבחר אותו במשחק ,  )0 0,α β  עלY . בגלל

zהחיתו, , חירות שהתקבלוהב Y∞ של החיתו,  fהוא התמונה תחת  ∋
1

n

n

B
∞

=


)ולכ� , ∩ )z f S∞ ∈.  

  ....לללל""""משמשמשמש
  

0Xא�  ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה ⊂ 1אז לכל , מנצחת � 2, ,c c … ,( )0

1

i

i

X c
∞

=

  .מניה) לא בת ∩+

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

ixמאחר שההעתקה , לפי טענה ד x c+� היא בי ( �1Cליפשי3 ע 0כל הקבוצות , = iX c+  ה�α (

)ג�  לכ�. αמנצחות ע� אותו  )0

1

i

i

X c
∞

=

היא מעוצמת , בפרט מטענה ב. מנצחת לפי טענה ג)αהיא  ∩+

  .הרצ.
        ....לללל""""משמשמשמש
        



), יתר על כ� ....הערההערההערההערה )0

1

i

i

X c
∞

=

  .1היא ממימד האוסדור.  ∩+

  
  ).לא נכונה עבור מרחב מטרי כללי' שמראה שטענה ב( דוגמהדוגמהדוגמהדוגמה

}נבחר  }0,1,2Y =



}) ו  }1 0,1X Y= ⊂



)) ו,  ){ }1 1 2 1
, , : 2 2

n n
X X a a a Y a a +⊂ = = ∈ = ⇒ =….  

  :כלומר

( ) { }{ }1 0 1 2

Countable

Sequences of the form , , , , 2,2, 2, : 0,1iX X a a a a= ∪ ∈… …
�������������������������

  

2נסמ�  1\X X X= , ושונות מ 2כלומר כל הסדרות שה� קבועות �  .לפני המקו� הזה 2)החל ממקו� מסויי

  

  :שהופכת אותה למרחב מטרי של� Yמטריקה על 

( ) ( ) ( ) { },

0
,

2 , inf :
k a b

j j

a b
d a b

k a b j a b
−

 =
= 

= ≠
  

  

  .ע� אותה המטריקה מרחב מטרי של� Xובפרט , ורה בוקבוצה סג)תת X)מרחב מטרי של� ו Y ....תרגילתרגילתרגילתרגיל
  

א�  ....טענהטענהטענהטענה
1

2
α   .מנצחת) αהיא קבוצה  2Xאז  >

  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

0בהינת�  0,B r מחכה"אורנה , בחירות של בועז ")�))עד ש) מבצעת צעדי� שרירותיי ) 0 1
n

nr rαβ= <.  

( ),n nB B a r= . �) כ, ש kקיי
( )1

2 2
k k

n
r

− + −<   ,לפי הגדרת המטריקה. ≥

{ }1 1 2 2
: , , ,

n k k
B c c a c a c a= = = =…  

)מכיל נקודה כלשהי  nBבפרט  )1 2, , , ,2,2,ka a aω = … ….  

) מכיוו� ש
1

2
α < ,

( )1
2

k

n
rα − +≤.  

)אורנה תבחר את  ) { } { }1 1 1 1 1 1
, : , , 2

n n k k
A B r c c a cω α ω ω ω+ + += ⊂ = = = = =….  

}, מרגע זה ואיל, }1 1n nB A ω+ += = 2zלכ� . …= Xω∞ = ∈.  

        ....לללל""""משמשמשמש
  

1αא�  ....תרגילתרגילתרגילתרגיל )ולאורנה אסטרטגיה  > ),α β ( מנצחת לכל
0β ε<  אז לאורנה יש אסטרטגיה מנצחת לכל

1β   .)בד. התרגילי� 13זה תרגיל  ::::הערההערההערההערה(.) צעדי סרק: רמז. (>

  

ולכל , 0αלעיל הראינו שלאורנה אסטרטגיה מנצחת ע� ' בטענה ד
0 2

1

C
β לאורנה , לפי התרגיל. >

 �אסטרטגיה מנצחת ע
0α , לכלβ.  

BA היא קבוצה מנצחת  
  

מנצחת ע� כל )αהיא  BA ....משפטמשפטמשפטמשפט
1

2
α Xלמשחק שמידט על  > = �.  

  



נסמ�  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה
( )

2
BA : ,

c p p c

q q q
θ θ
 

= ∈ ∀ ∈ − ≥ 
 

� )ואז . � )

0

BA BA
c

c>

  ).מניה) וג� איחוד ב�( ∪=

בהינת� 
1

2
α < ,0 1β< < ,0r  0רדיוס של הכדור ההתחלתי של הבחירה הראשונהB נגדיר , של בועז

0c ונגדיר אסטרטגיה לאורנה כ, שנקבל  <
( )

BA
c

z∞ ∈.  

נסמ� 
1

R
αβ

= ,
1 2

1

4
c

R
<.  

)) ק עד שבהתחלה אורנה תבצע צעדי סר ) 0

0 0 2

1

4

n

nr r
R

αβ= נמספר מחדש את הצעדי� כדי להניח . >

0 0 2

1

4
nr r

R
= )ונגדיר  > ){ }1 0

min , 1 2c c rα=  ∞zעלינו להציג אסטרטגיה שבאמצעותה הנקודה . −

)) תהיה ב )
BA

c
.  

נאמר שרציונלי 
p

q
nBθא� יש  n) מסוכ� בשלב ה  1) כ, ש ∋

2

cp

q q
θ − <.  

  

ומקיי�  nיש לכל היותר רציונלי אחד שהוא מסוכ� בשלב  nלכל  .טענת עזר
1n nR q R +≤ <.  

1, נניח בשלילה שיש שניי� כאלה .הוכחת טענת העזר 2

1 2

p p

q q
השוויו� ) המקיימי� את אי, ≠

1n n

i
R q R

+≤ < .  

)אז  )
1 2

2 1

1 2 1 2

1 1
n

p p

q q q q R
+

− ≥ 1) שוויו� המשולש ומכ, ש)מאי, מצד שני. < 2

1 2

,
p p

q q
� בשלב השניה� מסוכני  (

n , 1יש 2, nBθ θ   :כ, ש ∋

( )

( )
( )

diam

1 2 1 2 1 1
1 2 1 2 02 2

1 2 1 2 1 2

1 001

2 2 2 2 2 2 1

2

222 4 1

4

nB

n

n n n n n

p p p p c c
r

q q q q q q

c rrc

R R R R R

θ θ θ θ αβ

+ +

− ≤ − + − + − ≤ + + ≤

+
≤ + = < =

�����

  

  ).טענת העזר(ל "מש. סתירה
  

  .עתה נמשי, ע� הוכחת המשפט

אי� רציונליי� מסוכני�  nB) א� ב, n) בשלב ה
p

q
  �ע

1n nR q R +≤ 1nאורנה תבחר , > nA B+ באופ�  ⊃

הוא משמאל למרכז א�  .אז לפי טענת העזר יש רק אחד, כזהא� יש רציונלי מסוכ� . שרירותי
nB , אורנה

תבחר את 
1nA הקטע הימני של )בתור תת +

nB ,,ולהיפ.  

  

, כעת
n

n

z B∞ ) צרי, להוכיח ש. ∩∋
( )

BA
c

z∞ אז יש , א� לא. ∋
p

q
1) כ, ש �∋

2 2

cp c
z

q q q
∞ − < ולכ�  ≥

p

q
עבורו  nנבחר את . nלכל  n)מסוכ� בשלב ה 

1n nR q R +≤ אז . >
1nz A∞   ) ו ∋+



( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2 2

center of edge of  closer to the center

1 2
1 2 1 2

n n

n

n n

p
z B A

q

c
r

R q

α
α α αβ

∞ +− ≥ − =

−
= − = − = ≥

  

  ....לללל""""משמשמשמש. סתירה
  

  )Cassels, Davenport: (לפני שמידט

עבור�  xקיימי� מספרי�  Nלכל 
2, , , BANx x x ∈….  

) כ, ש) 1מימד האוסדור. מכעוצמת הרצ. ואפילו ( xקיי� : שימוש במשחק שמידט
2 3, , , BAx x x ∈….  

  נסמ�: מימדית)הכללה רב

( )1 1/
BA : 0 , ,d d

d d

p c
x c p q x

q q
+

∞

  
= ∈ ∃ > ∀ ∈ ∈ − ≥ 
  
� 	 
  

BAd: לפני שמידט ≠   .)בקושי( ∅

,1א� : בעזרת התוצאות של שמידט , d

ny y ∈… )אז  � )
1

BA
n

d i

i

y
=

+ ≠ ∅∩.  

)קבוצה מנצחת ב BAd: שמידט הוכיח
d� .מסקנה : �1א 2, , : d dΛ Λ →… � העתקות אפיניות הפיכות  �

)אז  )
1

BAi d

i

∞

=

Λ∩  .ובעלת מימד האוסדור. (מעוצמת הרצd.(  

  

1dנעיר שכאשר   ∋1BAx, מאיד,. (BAdאי� פיתוח לשברי� משולבי� ולכ� קשה להבי� את הקבוצה  <

  .)כשבר משולב הוא בעל סדרת מקדמי� חסומה xהפיתוח של  ⇔
  

היא קבוצה  BA∩Cאז ). דוגמה אחת מני רבות(קבוצת קנטור הסטנדרטית  Cתהי  ).).).).2008200820082008, , , , פישמ�פישמ�פישמ�פישמ�((((משפט משפט משפט משפט 

  .Cמנצחת למשחק שמידט על 
  

c,1א�  ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה ∈… )אז  � ) log 2
dim BA dim

log 3
i

i

c
 

∩ + = = 
 
∩C C.  
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  ]ושל יות� סמילנסקי ברק רו� של הסיכומי� י"עפ השלמה ה� למטה הסיכומי�, בשיעור הייתי לא[

  לחלוטיןמידות ידידותיות 
        

מידת בורל סופית על  µתהי  ....הגדרההגדרההגדרההגדרה
d�.  

suppxכ, שלכל  Dא� קיי�  ))))Federer condition((((מקיימת תנאי פדרר מקיימת תנאי פדרר מקיימת תנאי פדרר מקיימת תנאי פדרר  µ)נאמר ש • µ∈ , ולכל

0 1r< < ,� :מתקיי

( )( )5
, ,
6

B x r D B x rµ µ
   ≥ ⋅  

  
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  טענות עזר על פולינומים
  

  :סימוני� והגדרות, ראשית .משתני� m) נדו� בפולינומי� במקדמי� שלמי� ב
        

) ::::אינדקסאינדקסאינדקסאינדקס) ) ) ) סימו� מולטיסימו� מולטיסימו� מולטיסימו� מולטי )1
, , J

m J

J

P X X C=∑… X , כאשר( )1, , mJ j j= 1) ו …

1
mjjJ

mX X= �X.  

J JCלכל  0JC)ו, 	∋   .י�) Jפרט למספר סופי של  =

  

�: ::::גובה של פולינו�גובה של פולינו�גובה של פולינו�גובה של פולינו max J
J

P C=  .  

  

)א� : : : : אופרטור גזירהאופרטור גזירהאופרטור גזירהאופרטור גזירה )1, , mI i i= נגדיר , …
1

1

1 1

1

! i !

m

m

i i

I ii

m m

P P
i X X

+ +∂
=

∂ ∂

…

� �
.  

  

  .מקדמי� שלמי� IP)ג� ל ....למהלמהלמהלמה

12אז , jXבמשתנה  jrדרגה לכל היותר  P) א� ל, כ�)כמו mr r

IP P
+ +≤      
…

.  

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

0)נסכי� ש
m

n

 
= 

 
nכאשר   m> .אז נכתוב במפורש את הגזירה:  

( )

( )

1

1

1

1

1 1

1

1

0 0

1

1

0 0 1

, ,

, ,

m

m

m

m

m m

m

rr
jj

m J

j j

rr
m j ij i

I m J

j j m

P X X C X X

jj
P X X C X X

ii

= =

−−

= =

=

  
=   

   

∑ ∑

∑ ∑

… � �

… � � �

   

�  :כעת נחסו� את המקדמי�. זה מוכיח שהמקדמי� שלמי

111

1

2 2 2m mm j r rj

J J

m

jj
C C P

ii

+ +  
≤ ≤      

   

…� �   



maxי לקיחת "ע
J

12על אג. שמאל נקבל   mr r

IP P
+ +≤      
…

.  

        ....לללל""""משמשמשמש
        

  ).).).).Siegel((((הלמה של זיגל הלמה של זיגל הלמה של זיגל הלמה של זיגל 

Nיהיו  M> �,1ולכל , טבעיי ,j M=   :לינאריפונקציונל  jLיהי , …

( )1

1

, ,
N

j N jk k

k

L z z a z
=

=∑…  

 �jkaע j,לכל  	∋ k) . כלומר נתונותM  על �  .)משתני� Nתבניות לינאריות במקדמי� שלמי

  


∋A) נניח ש  �מקיי
jka A≤  לכל,j k . אז יש( )1, , N

Nz z z= ∈… : המאפס את כל התבניות 	

( ) ( )1 0mL z L z= = ): י"והרכיבי� שלו חסומי� ע, …= )0
M

N Mz NA −
∞

 < ≤   
.  

  
  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה

�): נסמ�. ההוכחה היא לפי עקרו� שוב, היוני )
M

N MT NA −
 =   

  אזי. 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1 1

1 1

M

N M

N M

M

N

M

M N

T NA

NA T

NAT NA T T

NAT T

−

−

+ >

⇒ < +

⇒ + ≤ + < +

⇒ + < +

  

  
  .השוויו� האחרו� נשתמש בהפעלת עקרו� שוב, היוני�)באי

)לכל  )1, , Nz z z= 0)כ, ש … iz T≤   מתקיי�, iלכל  ≥

( )j j jB T L z C T− ≤ ≤  

j,כאשר  jB C−  בהתאמה של �  .jLסכומי המקדמי� החיוביי� והשליליי

) מכיוו� ש
jka A≤ , �מתקיי

j jB C NA+ ≤ ) �  ).הערכי� המוחלטי� באותה השורה Nחס� על סכו

 �)לכ� כל המספרי )jL z , עבור הצבות שונות שלz , בקטע �)כלומר כל , NATשאורכו ) �) ב(ה )jL z 

1NATמקבל לכל היותר  + �)יה )M) ה, מכא�. ערכי ) ( )( )1 , , ML z L z…  מקבלת לכל היותר

( )1
M

NAT )י� בגודל ) zערכי� על קבוצת  + )1
N

T )) אבל ראינו ש. + ) ( )1 1
M N

NAT T+ < ולכ� , +

1מעקרו� שוב, היוני� יש  2z z≠ כ, ש (( ) ( )1 2j jL z L z=  1לכל, ,j m= 1וההפרש , … 2z z−  את �יקיי

  .הנדרש
        ....לללל""""משמשמשמש
        

  .1מקד� מוביל ) במקדמי� שלמי�(א� לפולינו� המינימלי שלו  של� אלגברינקרא  αמספר אלגברי . . . . הגדרההגדרההגדרההגדרה

  .1ע� מקד� מוביל  ע� מקדמי� שלמי� αשקיי� פולינו� המאפס את לכ, , לפי הלמה של גאוס, זה שקול
  

0: אלגברי כלשהו αא� . . . . הערההערההערההערה 1 0d

da a aα α+ + 0עבור , …= , , da a ∈… daβאז המספר , 	 α=  הוא

  :של� אלגברי



( ) ( )
( )

1 2 1

1 2 0

1 1

1 0

1 1

1 0 0

d d d d

d d d d

d d d

d d d d

d d d

d d d

a a a a a

a a a a a

a a a a

β β β

α α

α α

− − −
− −

− −
−

− −
−

+ + + + =

= + + + =

= + + + =

…

…

…

   

  

מקיי� את מסקנת משפט  βזאת מפני שא� . רק לשלמי� אלגבריי� Rothמספיק להוכיח את משפט  ....מסקנהמסקנהמסקנהמסקנה

Roth ,כלומר יש מספר סופי של פתרונות ל (
2

1p

q q δβ
+

− < , �)לכל פתרו� לאי: מקיי� זאת αנראה שג

השוויו� 
2

1p

q q δα
+

− < , �מתקיי
2

dd
aa p

q q δβ
+

− ויש רק מספר סופי של פתרונות כאלה בהנחת , >

�  .נכונות המשפט לשלמי� אלגבריי
  

2013(05(29  
  

  .רק לשלמי� אלגברי� והמקרה הכללי נובע מכ, Rothהראינו בשיעור הקוד� שמספיק להוכיח את משפט 

)ע� פולינו� מינימלי , של� אלגברי αנניח  ) 1

0 1 1

d d

dQ x a a x a x x−
−= + + + +….  

יש שלמי� , �≤0לכל של� . . . . טענהטענהטענהטענה
( ) ( )
1 , , da a
� )כ, ש …�

( ) ( ) ( )1

2 1

d

da a aα α α−= + + +� � �� ….  

α, כלומר צירו. לינארי של  �
11, , , dα α −… �ומתקיי� , ע� מקדמי� שלמי

( ) ( )1ia Q≤ +  
��

כאשר , 

: max iQ a=  .  

  

≥1dא� . �באינדוקציה על  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה ≥1dעל סמ, נכונות עבור  �=dנוכיח . זה ברור �− −�:  
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1

1

1 1 11

1 1

1 1 11 1

0 1 1 1

d

d

d d

d d

d d

d d d

a a

a a a

a a a a a a

α α α α α

α α α

α α α α

− −− −

− − −−
−

− − −− −
−

= ⋅ = + + =

= + + + =

= − − − − + + +

� �� �

� � �

� � �

…

…

… …

   

αכלומר הבענו את  על ידי צירו. לינארי של  �
11, , , dα α −… ,�  :ע� המקדמי

( ) ( ) ( )1 1

1 1i i d ia a a a
− −

− −= −� � �
  

  :ואכ�

( ) ( ) ( ) ( )
induction hypothesis

1 1

1 1 1ia Q Q Q Q
− −

≤ + + + = +              
� � ��

   

        
  ....לללל""""משמשמשמש

  אינדקס של פולינום
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  )Generalized Wronskian(הורונסקיאן המוכלל 

  

), פונקציה וקטורית fא�  ....תזכורתתזכורתתזכורתתזכורת )1, , : k

kf ϕ ϕ= →… � הוא  f הורונסקיא� של, �
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1 1 1
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  .זהו אופרטור דיפרנציאלי לינארי. tפונקציה של , 

  

,1 ....הכללההכללההכללההכללה , kϕ ϕ… פונקציות רציונליות ב (m �)לכל . משתני )1, , mI i i= נסמ� , …
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∂ ∂

…
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זהו אופרטור דיפרנציאלי לינארי מסדר . 

1 mi i+ +….  

)הוא ביטוי מהצורה  ורונסקיא� מוכלל )
1 ,

det i j i j m
ϕ

≤ ≤
  .i)מממש קט� אופרטור גזירה מסדר  ∆iכאשר , ∆



1mהורונסקיא� הרגיל הוא הורונסקיא� המוכלל היחיד הלא טריוויאלי כאשר  =.  
  

,1) א� ל ....למהלמהלמהלמה , kϕ ϕ… �  אז יש לפחות ורונסקיא� מוכלל אחד של , �ל מעל "בתוה� , מקדמי� ממשיי

1, , kϕ ϕ… שאינו זהותית אפס.  

  
  .הכיוו� ההפו, קל ....הערההערההערההערה

  

1kא� . kבאינדוקציה על  ....הוכחההוכחההוכחההוכחה   .מיידי, אז הורונסקיא� המוכלל היחיד הוא פשוט הפונקציה עצמה =

2kנניח  0Ω, משתני� m)פונקציה רציונלית כלשהי ב Ω)נסמ� ב. ≤ ) נסמ� ב. ≡
i i

ϕ ϕ∗ = Ω⋅.  

i iϕ ϕ∗� אפשר לכפול ב(היא הפיכה . טרנספורמציה לינארית של מרחב הפונקציות הרציונליות (
1−Ω ( ולכ�

 �1ג , , kϕ ϕ∗   .ל"בת …∗

כל ורונסקיא� מוכלל של 
1 , , kϕ ϕ∗ הוא צירו. לינארי של ורונסקיאני� מוכללי� של  …∗

1, , kϕ ϕ… ) לפי כלל

לכ� די להוכיח שאחד הורונסקיאני� המוכללי� של ). המכפלה בגזירה
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∂
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j m mx xψ 1mkולקבל פירוק שבו  = r≤ הוא  mrכי ( +

) הדרגה של הפולינו� ביחס ל
mx .(כמו(�  .	)ה� ב כ� בפירוק הזה המקדמי
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