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1 ÷øô

àåáî

äéöáéèåîå ò÷ø 1.1

èøáìéä ìù úéøéùòä äéòáä 1.1.1

äàååùîì íàä òéøëîù éììë íúéøåâìà íéé÷ íàä èøáìéä ìàåù úéøéùòä åúéòáá
Matijasevich äàøä 1972 úðùá .íéîìùá ïåøúô ùé íéîìù íéîã÷î íò úéøáâìà
úåãåáò ìò äññáúä åúãåáò .äéòáä ìò äìéìùá äðò êëáå äæë íúéøåâìà ïéàù

.J. Robinson å Putnam ,Davis ìù 30 ä úåðùî ìçä úåîãå÷
èøáìéä ìù úéøéùòä äéòáä íàä äìàù ïåñðéáåø ,åìà úåéåçúôúä úåá÷òá
íúéøåâìà àöî Rumely 1987 úðùá ïëàå .Z̃ íéøáâìàä íéîìùä âåç øåáò äðåëð
éäé .àáä éìáåìâ-éîå÷îä ïåø÷òä úøæòá Z̃ ìòî úåéìàéîåðéìåô úåàååùî ïåøúôì
øîåìë ,äîìù äãå÷ð ùé Q̃ ìòî V äòéøéì éæà .íéøáâìàä íéøôñîä äãù Q̃

.Q̃ ìù äîìùä ìëá äîìù äãå÷ð ùé V ì íà ÷øå íà ,V (Z̃) 6= ∅
íéøáâìà íéâåç ìù òôùì éìîåø ìù éìáåìâ-éîå÷îä ïåø÷òä åìéìëä ïåæøå ïãøé
ùåãéçä .åìà íéâåçì èøáìéä ìù úéøéùòä äéòáä ìò áåéçá åðò êëáå [18 ,17]

:[16] úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù äøãâää åðéä íúãåáòá éæëøîä

ïéòî äáçøä åðéä M/K ù øîàð .äöåá÷ úú K éäúå äãù M éäé 1.1.1 äøãâä
íåðéìåô ìëì íà (K ìòî úéøáâìà øåâñ ïéòî M ïéôåìéçì åà) úéøáâìà äøåâñ
(a, b) ∈ K ×M óåñðéà íéîéé÷ X á ãéøôå f(T,X) ∈ M [T, X] ïéèåìçì ÷éøô éà

.f(a, b) = 0 íøåáò

úåãù ìù úéñàì÷ä äøãâää úà åæ äøãâä äìéìëî M = K íéç÷åì øùàë
äîë) úåãùä ú÷éèîúéøà íåçúá éæëøî àùåð íéååäîä úéøáâìà íéøåâñ ïéòî

.([34 ,21 ,8] íä àùåðá íéøôñ
e ≥ 1 éäéå äãù K éäé .ïåæø-ïãøé ìù äàöåúä úà èåøôá øúåé øàúì äöøð
σ = (σ1, . . . , σe) ∈ Gal(K)e äàåìâ éîæéôøåîåèåà ìù äéà-e øåáò .íìù øôñî
Ks ãéøô øåâñá σ ìù úáùä äãù úà Ks(σ) = {x ∈ Ks | σi(x) = x, ∀ i} á ïîñð
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Gal(K) úèìçåîä äàåìâ úøåáç ìù äøåâñä äøåáçä úú úà 〈σ〉 á ïîñðå K ìù
.σ1, . . . , σe éãé ìò úøöåðä K ìù

.íìù e ≥ 1 éäéå R ìù úåðîä äãù K ,äéðî ïá éèøáìéä íåçú R éäé 'à èôùî
øåáò e äâøãî úéùôåç àéä 〈σ〉 äøåáçäå úéøáâìà øåâñ ïéòî àåä Ks(σ)/R éæà

.(Gal(K)e ìò øàä úãéîì ñçéá) σ ∈ Gal(K)e ìë èòîë

f ∈ K(X)[Y ] ìëì .äàáä äðåëúä íò úåîìù íåçú àåä éèøáìéä íåçú ïàë
âåç ,àîâåãì .÷éøô éà øàùð f(a, Y ) åøåáò a ∈ R íéé÷ Y á ãéøôå ÷éøô éà àåäù

.éèøáìéä íåçú àåä K éìáåìâ äãù ìù íéîìùä
àåä Ks(σ) ù úðúåð [18.6.1 å 18.5.6 íéèôùî ,8] ïãøé ìù úéñàì÷ äàöåú
øîåìë ,èôùîä øàù .e äâøãî úéùôåç àéä 〈σ〉 ùå úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù

.[16] øîàîá úéæëøîä äàöåúä àåä ,Ks(σ)/R ìù úéøáâìàä úåøéâñä ïéòî
.éìîåø ìù éìáåìâ-éîå÷îä ïåø÷òä úáçøä úâöä úàø÷ì ïëåî ìëä äúò

ùé M = Ks(σ) äãùì σ ∈ Gal(K) ìëì èòîë éæà .éìáåìâ äãù K éäé 'á èôùî
ùé íà ÷øå íà M á äîìù äãå÷ð ùé M ìòî úøãâåîä V äòéøéì .äàáä äðåëúä
.(íéîìùä âåç ìù íééðåùàø íéìàãéàì ñçéá) äîìùä ìëá äîìù äãå÷ð äòéøéì

.[2.5 èôùî ,18] ìù éèøô äø÷î àåä äæ èôùî

íéøçà íéîåçú íò íéøù÷ 1.1.2

úåøåâñ ïéòî úåáçøä úøãâäì ïåæø-ïãøé ìù éøå÷îä òéðîä úà åðøàú äúò ãò
íéøîàî úøãñá 'á èôùî úà (øôùì íéëéùîîå) åøôéù ïåæøå ïãøéù ïééöð .úéøáâìà
íéôñåð íéîåùéé íìåà .([18] á äòéôåî åìà úåøåù úáéúëì ïåëð äðåøçàä äñøâä)
èøáìéä ìù úéøéùòä äéòáì íéøåù÷ íðéà øùà úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøäì

.òéôåäì åìçä éìîåø ìù éìáåìâ-éîå÷îä ïåø÷òìå

íééèøáìéä úåãù òôù

{ord(σ) | σ ∈ Gal(N/K)} íéøãñä úöåá÷ íà äîåñç úàø÷ð N/K äàåìâ úáçøä
à"ñîä úåáçøää éåáéø øîåìë ,'à èôùîá ùîúùî ïåæø [25] øîàîá .äîåñç àéä

:úåéèøáìéä úåáçøä ìù òôù àåöîì éãë ,éèøáìéä äãù ìù

.äîåñç äðéàù úéìáà äáçøä N/K å äéðî ïá éèøáìéä äãù K éäé 'â èôùî
.úéèøáìä àéä Ks(σ)N/N ìù M äáçøä úú ìë σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë éæà

àì" úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä íò K äãùìù úåàøî úåàáä úåàöåúä éúù
úåàöåú éúù éøåçàî ãîåòä éæëøîä ïåéòøä .úåãîçð úåðåëú äîë ùé "úðååðî
éôë ,èøáìéä ìù úå÷éøôä éà èôùî ìù äùìç äñøâ íéé÷î äæë äãùù àåä åìà

.åììä úåàöåúä úà øåöé÷á øàúð .äîã÷ää êùîäá øàåúîù
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íéîåðéìåô éâåçì äìëéøéã èôùî

ïúåð úåéðåáùç úåøãñá íééðåùàø ìò äìëéøéã èôùîì Artin-Kornblum ìù âåìðàä
.F éôåñ äãù øåáò äàáä äàöåúä úà

êë c ∈ F[X] íéé÷ n ìåãâ ÷éôñî íìù ìëìå íéøæ a, b ∈ F[X] ìëì 'ã èôùî
.n äìòîî ÷éøô éà àåä a + bc íåðéìåôäù

.éôåñðéà äãù ìòî íéîåðéìåô âåç øåáò ó÷ú äìëéøéã èôùî íàä ìåàùì éòáè
ïééãò ìáà) äðéãò øúåé äðçáä .R åà C øåáò íéé÷úî åðéà äæ èôùîù ïáåîë
äãåáòá .(7 ÷øô äàø) K éèøáìéä äãù øåáò ó÷ú äìëéøéã èôùîù àéä (äì÷
ïéòî äáçøä K ì ùéù éàðúá K äãù øåáò ïåëð äìëéøéã èôùîù íéçéëåî åðà åæ

.äîéàúî úéøáâìà äøåâñ

úåîéé÷ù çéðð .ìåãâ ÷éôñî íìù n å íéøæ a, b ∈ K[X] ,äãù K éäé I èôùî
íéîéé÷ éæà .n äìòîî N/M äãéøô äáçøäå M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä

.n äìòîî ÷éøô éà àåä a + bc ù êë c ∈ K[X] óåñðéà

.[1] á äòéôåä åæ äàöåú

úåìì÷åùî äá÷ò úåéðáú

úéðáúä äðéäù äá÷ò úéðáúá úãéåöî L éæà .n äìòîî äãéøô äáçøä L/K éäú
äá÷òä úéðáú .x ∈ L ìëì x 7→ TrL/K(x2) éãé ìò úøãâåîä úðååðî àìä úéòåáéøä
úìì÷åùîä äá÷òä úéðáú éæà .λ ∈ L× òá÷ð .äàáä äììëää äðéä úìì÷åùîä

éãé ìò úøãâåîä úðååðî àìä úéòåáéøä úéðáúä àéä (λ á)

, x 7→ Tr
L/K

(λx2)

.x ∈ L ìëì
éèøáìéä äãù ìòîù (éåìú éúìá ïôåàá) åçéëåä [35] Waterhouse å [30] Scharlau

øîì÷ [3] á .úìì÷åùî äá÷ò úéðáúì úéôøåîåæéà úðååðî àì úéòåáéø úéðáú ìë K

ïéòî úåáçøä íäì ùéù úåãùì åàìøù-ñåàäøèåå ìù äãåáòä úà íéáéçøî áúåëäå
.úéøáâìà úåøåâñ

äáçøäå M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úåîéé÷ù çéðð .äãù K éäé 'ä èôùî
K ìòî n ãîéîî úðååðî àì úéòåáéø úéðáú ìë éæà .n äìòîî N/M äãéøô

.úìì÷åùî äá÷ò úéðáúì úéôøåîåæéà

äáçøä åì ùéù K äãù ìù äðåëúä íéðåøçàä íéèôùîä éðù úåá÷òá 1.1.2 äøòä
.ïééðò úìá÷î n äìòîî N/M äãéøô äáçøä íò M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî
àîâåãì .íé-n äáøä øåáò åæ äðåëú úåìòá úåãù ìù úåçôùî äîë øàúð êùîäá

.Q ìù úåøéúô-åøô úåáçøä
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úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù äàåìâ äðáî 1.2

åðà ìùîì .úåãù ìù úåáçøä úøé÷çì íéøèðîìà íéìë íéçúôî åðà åæ äãåáòá
úøé÷çì íéîùééî åðà åììä íéìëä úà .úåãù ìù úåáçøäì ïåëéù úåéòá íéìéìëî
úåáçøä ìù úéæëøî äðåëú íéìá÷î åðà èøôá .úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä
úåàöåúä úà øàúð äáä .(3.4.6 äðòè) äîøää úðåëú – úéøáâìà úåøåâñ ïéòî

.åæ äøåúî úåòáåðä

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìò úåìáâä 1.2.1

ïåæøå ïãøé åàöî äðåùàøì úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä åòéôåä åáù [16] øîàîá
åðéà M ìáà ,äãùë úéøáâìà øåâñ ïéòî M ù êë Q ìù M äàåìâ úåáçøä äîë
åùîúùä íä úàæ çéëåäì éãë .íéøôñî äãù óà ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä
åà íéø÷î óåøö äæ íàä åìàù íä åæ äàöåú úåá÷òá .Faltings ìù ãáëä èôùîá

.úéììë äòôåú
äáçøääù äàøî àåäù êë éãé ìò úàæ äìàù ìò äðåò ïãøé [15] øîàîá
àéä úéøáâìà äøåâñ ïéòî íâå äàåìâ íâ àéäù éúåøéøù íéøôñî äãù ìù äãéçéä
àìà ,ñâðéèìô èôùîá ùîúùî åðéà ïãøé úàæ çéëåäì éãë .Q̃ éøáâìàä øåâñä
ìù Neukirch ìù ïåéôéàá ,ñåéðáåøô ìù úåôéôöä èôùîá åðééäã .úåøçà úåàöåúá
ìù úãçåéîä äðåëúáå Q ìù úåéøáâìàä úåáçøää ìë ïéá úéãà-p íéøåâñ úåãù
úåãùì úìáâåî ïãøé ìù äàöåúä åæ äáéñî .(!) íéúåàð úåãù úú åì ïéàù Q

.íéøôñî
éôåñðéàå úéôåñ øöåð äãùì ïãøé ìù äàöåúä úà ìéìëäì àéä äàáä úåîã÷úää
ñâðéèìô èôùîá ùåîéù øîåìë ,ïåæø-ïãøé úèéù ìåìëéù éãé ìò ïëàå .åäùìë K

ìù äàöåúä úà åìéìëä [2] øáçîäå ïãøé (éáåéç ïåéôéàá Grauert-Manin èôùîáå)
.K øåáò ïãøé

íâ àéäù K ìù äãéçéä äáçøää .éôåñðéàå úéôåñ øöåð äãù K éäé 'å èôùî
.K ìù Ks ãéøôä øåâñä äðéä úéøáâìà äøåâñ ïéòî íâå äàåìâ

åðçðà ,úåéôåñ úåøåáç ìù øæ úåìôëîå ìéòì úøëæåîä äîøää úðåëú úøæòá
äçëåää ,ïë ìò øúé .ì"ðä èôùîä úà äèåùôå úéøèðîìà äøåöá ùãçî íéçéëåî
äãùì ïåëð èôùîä ïëì ,úéôåñ íéøöåð úåãù ìù äðåëú íåùá úùîúùî äðéà åðìù

.K éúåøéøù

øåâñä éæà .úéøáâìà äøåâñ ïéòîå äúåàð ,äãéøô äáçøä M/K éäú II èôùî
.K ìù Ks ãéøôä øåâñä àåä M/K ìù äàåìâ

.M = Ks åà M = K æà ,úéøáâìà äøåâñ ïéòî äàåìâ úáçøä M/K íà èøôá
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.úåôñåð úåìáâä ùé M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä ìù äàåìâ äðáîì
:úåéôåñä úéøáâìà úåøåâñ ïéòîä úåáçøää ìë úà úðééôàî äàáä äàöåúä

éà M/K ù åà æà .úéôåñ úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K éäú III èôùî
øåâñä M å úéùîî øåâñ K ù åà úéøáâìà øåâñ ïéòî K å äøäåèá äãéøô

.K ìù éøáâìàä

úåãéøô éà ïäù úåéôåñ úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä íéîéé÷ù áì åîéù)
(.4.2.4 äð÷ñî éðôì òéôåîä ïåéã åàø íéôñåð íéèøôì ,äøäåèá

18.7.8 äéòá ìò áåéçá úåðòì ïúéð åúøæòá :òéúôî ùåîéù ùé ïåøçàä èôùîì
úìàåù äéòáä ,K éèøáìéä äãù øåáò :úéôåñ íéøöåð úåãù ìù äø÷îá [8] ìù
äãùì σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë .K øåáò íéé÷úî àáä "úéúçúä èôùî" íàä

.1 < [M : L] < ∞ ù êë L úåãù úú ïéà M = Ks(σ)

äçðää úçú åðééäã ,úéúçúä èôùî ìù úîãå÷ äñøâ çéëåî ïøä [10] øîàîá
äáçøä ìëì [M : Mp] = p æà ,K = Fp(x) ,ìùîì ,íàù ïééöì ùé .K ⊆ L ù úôñåðä
àì úéúçúä èôùî ïëì .(íéôñåð íéèøôì 8.2.2 èôùî éðôì ïåéã äàø) M/K äãéøô
M/L ù äùéøãä úà óéñåð åæ äìùëîî øèôäì éãë .úéìàéååéøè äáéñî íéé÷úî

.ãéøô
áéëøîä ,ïéåöù éôëå ,éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù øåáò ïåëð úéúçúä èôùî äúò

.III èôùî àåä äçëåäá éæëøîä

.éôåñðéà úéôåñ øöåð äãùì ó÷ú úéúçúä èôùî IV èôùî

äàåìâ úåøåáç úãøåä 1.2.2

äáçøä ìëù ,M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä øåáò ,äàøî ïåæø [26] øîàîá
.K ìù äãéøô äáçøäî äòéâî íöòá N/M äãéøô

éæà .äãéøô äáçøä N/M éäúå úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K éäú 'æ èôùî
.N = ML ù êë K ìòî M î úéøàðéì úãøôåîä L/K äãéøô äáçøä úîéé÷

:øúåé ä÷æç äãéøé úàöåú íéàéáîå ,ïåæø ìù äàöåúä úà íéìéìëî åðà

äàåìâ úáçøä N/M å úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K äðééäú V èôùî
éæà .K ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéð H øùàá ,Gal(N/M) ≤ H ù çéðð .úéôåñ

.N = LM å Gal(L/K) ≤ H ù êë L/K äàåìâ úáçøä úîéé÷

äàø) 'æ èôùî úà çéëåî H = Sn äéøèîéñä úøåáç íò V èôùî ùåîéù ïëàå
äîåã 'æ èôùî ìù ïåæø ìù úéøå÷îä äçëåääù ïééöì ïééðòî .(4.1.4 äð÷ñî úçëåä
ìù éøìåâøä ùåîéîì ÷ø íéñçééúî :úéôéöôñ ãåàî ÷ø ïàë íéàéáî åðàù äçëåäì

.f(T1, . . . , Tn, X) = Xn + T1X
n−1 + · · ·+ Tn éììëä íåðéìåôä éãé ìò H = Sn
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ùåîéîì úðúéð G åá äø÷îäî äàá äãéøé úàöåú V èôùîì åðàø÷ù äáéñä
H = G ç÷ð ,K ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéð àéä G = Gal(N/M) íà :K ìòî éøìåâø
G = Gal(L/K) ù ïååéë) K ìòî äàåìâ úøåáçë ùåîéîì úðúéð G ù ìá÷ðå èôùîá

.K ì M î úãøåé G ïëì .(äæ äø÷îá
úà äð÷ñîë ìá÷ð äãù ìë ìòî éøìåâø ùåîéîì úåðúéð úåéìáà úåøåáçù ïååéëî

ïåéåùä
.Mab = MKab

íéáéè÷éåøô úåâåæ 1.3

úåéáéè÷éåøô úåéôåñåøô úåøåáç ïéáì úéøáâìà íéøåâñ ïéòî úåãù ïéá ÷åîò øù÷ ùé
.íéâãî àáä èôùîäù éôë

,úéáéè÷éåøô àéä úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úèìçåîä äàåìâä úøåáç 'ç èôùî
äãù ìù úèìçåîä äàåìâä úøåáçë ùåîéîì úðúéð úéáéè÷éåøô äøåáç ìë ,êôäìå

.úéøáâìà øåâñ ïéòî

(v.d.Dries) ñéøã øã ïåå é÷öáåìå [11.6.2 èôùî ,8] ïåùàøä ÷ìçä úà çéëåä Ax

.[23.1.2 äð÷ñî ,8] éðùä ÷ìçä úà åçéëåä
íéøåâñ ïéòî úåãù ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ïéá íéé÷úî äîåã øù÷
úéôåñåøô äøåáçî áëøåî (Γ, Λ) éáéè÷éåøô âåæ .íéáéè÷éåøô úåâåæ ïéáì úéøáâìà
äàø) äùìåçá äøéúô úéôåñå äìåôë ïåëéù úéòá ìë íøåáò Γ äøåâñ äøåáç úúå Λ

.(5.1.1 äøãâä

úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M éäú (à) VI èôùî
.éáéè÷éåøô âåæ (Gal(M), Gal(K)) éæà .K

ïéòî M/K éæà .K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéøáâìà äáçøä M éäú (á)
.éáéè÷éåøô (Gal(M), Gal(K)) íà ÷øå íà úéøáâìà øåâñ

ìù M úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úîéé÷ éæà .éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé (â)
.Λ ∼= Gal(K) ,Γ ∼= Gal(M) ù êë K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù

ìò äàöåúì íåâøúì úðúéð íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù äðåëú ìëù òáåð äæ èôùîî
äååäî äæ øù÷ .úéøáâìà íéøåâñ ïéòî úåãù ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä

.íéáéè÷éåøôä úåâåæä ø÷çì òéðî
ïúéð àì ,úéøáâìà øåâñ ïéòî åðéàù äãù K øùàëù úåøîìù ïééöì ïééðòî
úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøäì øéùé ïôåàá íéáéè÷éåøô úåâåæ ìò úåàöåú øéáòäì
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åâöåäù úåéøèðîìàä úåèéùä ïëàå .íéìëäå úåðåéòøä úà íùééì ïúéð ïééãò .K ìù
.åæë äøåöá úåòéâî 1.2 óéòñá

úà íéññáî åðà úéùàø .íéðååéë éðùì ìöôúî íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù ø÷çîä
èôùîä ìùîì .úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåàöåúì úåìéá÷î úåàöåú
íä (Γ / Λ øîåìë) íéìîøåðä íéáéè÷éåøôä úåâåæäù øîåà II èôùîì íéàúîä
,ìùîì ,øúåé íé÷æç íééúøåáç úøåúä íéâåìàðàä íéîòôì .Γ = Λ åà Γ = 1

:àåä V èôùî ìù âåìàðàä

.N / Λ åäùæéà øåáò ,Λ = N o Γ éæà .éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé VII èôùî

úåáçøä ìù úåéáéèéæðøèäî .íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù úåçôùî íéàöåî åðà ,úéðù
ïéòî úåáçøä ìù úåùãç úåàîâåã íéìá÷î åðà (3.4.8 äðòè) úéøáâìà úåøåâñ ïéòî

ìùîì .úéøáâìà úåøåâñ

úèìçåîä äàåìâ úøåáçë ùåîéîì úðúéð P úéáéè÷éåøô äøåáç ìë VIII èôùî
íà ,ïë ìò øúé .K éèøáìéä äãù åäùæéà ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä ìù

.K = Qab úç÷ì ïúéð ,äéðî úá øúåéä ìëì P ìù äâøãä

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä àåöîì éãë åìà úåèéù íùééì åðçìöä àì ,åðøòöì
.Q ìù úåùãç

äùìçä äñøâä – èøáìéä ìù úå÷éøôä éà èôùî 1.4

úåãå÷ðå íéîåðéìåôá úå÷éøô éà úåáöä ,ïåëéù úåéòá ïéá ÷åîòå ïééðòî øù÷ åðùé
.äæä øù÷ì úðéåöî äéàø äååäî àáä èôùîä .úåòéøé ìò úåéìðåéöø

K íà ÷øå íà éèøáìéä àåä K éæà .úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù K éäé 'è èôùî
.ω-éùôåç àåä

,úåéìðåéöø úåãå÷ð ùé äòéøé ìëìù úøîåà úéøáâìàä úåøéâñä ïéòî éë øëæð)
úðåëúå íé÷éøô éà íéãåçéé ùé ÷éøô éà íåðéìåô ìëìù úøøåâ úåéèøáìéää úðåëú
ñåéðáåøô úåãù ìò íúãåáòá (.äøéúô úéôåñ ïåëéù úéòá ìëù úøîåà ω-úåéùôåçä

.ì"ðä øù÷ä úà íéðãòî ãéøôå ïãøé ,ïøä ,[7]
íéâùåîä úùåìù úà øù÷îù ÷éåãîä éàðúä úà äæä èôùîäî íéããåáî åðà
åì ùéù K äãùì åðìáé÷ù éììëä éàðúä úà íéîùééî åðà äæ éøçà .(6.1.2 äîì)
ìù úå÷éøôä éà èôùî ìù äùìç äñøâ íéìá÷îå úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä
éà éëä" àåä íåðéìåôäù äø÷îá àåä ãîçð éèøô äø÷î .(6.2.1 äðòè) èøáìéä

."÷éøô

7



n äìòîîå ãéøô ,÷éøô éà íåðéìåô f(T,X) ∈ K[T, X] å äãù K åéäé IX èôùî
(.K ìù éøáâìà øåâñ àåä K̃) .Sn àéä K̃(T ) ìòî åìù äàåìâä úøåáçù X á
äìòîî N/M äãéøô äáçøäå M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úåîéé÷ù çéðð

.K ìòî ÷éøô éà àåä f(a, X) íøåáò a ∈ K óåñðéà íéîéé÷ éæà .n

.'ä å I íéèôùîä úçëåäá éæëøî ÷ìç äååäî åæ äàöåú

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä íò úåãù 1.5

åì ùéù àéä K äãù øåáò úéúåòîùî äðåëú ,åéùëò ãò åøàåúù úåàöåúä øåàì
".úåéìàéååéøè àì" úåéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä

úéùàø .úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä úàéöî ìù íéðô éðùá íéã÷îúî åðà
áì åîéù) .éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù K ù äø÷îá 'à èôùî úà íéìéìëî åðà

(.éèøáìéä ãéîú àåä äæë äãùù

ìëì èòîë éæà .íìù e ≥ 1 éäéå éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù K éäé X èôùî
äáçøää éôåñ äãù ìòî éøáâìà åðéàù F ⊆ Ks(σ) äãù ìëìå σ ∈ Gal(K)e

.úéøáâìà äøåâñ ïéòî àéä Ks(σ)/F

éèøáìéä äãù àåä K åáù éììë øúåéä äø÷îá äðåëð äðòèä íàä íéòãåé åððéà
øåáò úéúçúä èôùî úà øåøâú úéáåéç äáåùú .K = Qab ìùîì ,éúåøéøù äéðî ïá

.äéðî ïá éèøáìéä äãù ìë
úåøåâñ ïéòî úåáçøä àåöîì àéä äøèîäå F òåá÷ äãùá ïã éðùä ïååëä

.äàáä äìàùá íéðééðòúî åðà äùòîì .F ìù úéøáâìà

úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úåîéé÷ n íééòáè íéøôñî åìéà øåáò 1.5.1 äìàù
?n äìòîî N/M äãéøô äáçøäå M/F

íéðúåð åðà äéðî éðá íééèøáìéä úåãù ìù úåáçøä ìù úåçôùî äîë øåáò
.äìàùì ú÷ôñî äáåùú

.äãéøôå úéøáâìà äáçøä F/K éäúå äéðî ïá éèøáìéä äãù K éäé XI èôùî
n äìòîî N/M äãéøô äáçøäå M/F úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úåîéé÷ éæà

.íéàáä íéø÷îá

.n ≥ 5 å äøéúô-åøô àéä F/K (à)

øåâñä àåä F̂ øùàá ,(ìò-éøôñîë) p - [F̂ : K] ù êë p éðåùàø øôñî íéé÷ (á)
.F/K ìù äàåìâ

.äàáä äàöåúì 'ä èôùî úà íéáéçøî ìùîì ,úåð÷ñî äîë ùé äæ èôùîì
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äøéúô-åøô äáçøä F/K éäúå (úéúåøéøù äîöåòî) éèøáìéä K éäé 'é èôùî
(n ≥ 1 äîàúäá) n ≥ 5 ìëì éæà .(p ì øæ äìù äàåìâä øåâñù äáçøä äîàúäá)

.úììëåùî äá÷ò úéðáúì úéôøåîåæéà F ìòî n ãîéîî úéòåáéø úéðáú ìë

.[3] á äòéôåä åæ äàöåú
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2 ÷øô

äàåìâ úøåúá úåîã÷ä

íéùåøãä úåéôåñä úåøåáçä úøåúáå äàåìâ úøåúá úåãåñéä íéçðåî äæ ÷øôá
åðúåà åùîùé øùà úåéñéñá úåðåëú íéðúåðå íéðåîéñä úà íéòáå÷ åðà .åæ äãåáòá
.äæ ÷øôá íéàöîð íéàáä íé÷øôä ìù íééðëèä íéèøôäî ÷ìç óñåðá .êùîäá

.ùøãé øùàë åéìà øåæçìå äæ ÷øô ìò âìãì ìåëé äçîåîä àøå÷ä

äàåìâ úøåáç ìù úåìåòô 2.1

äîë íò úãéåöî äàá G = Gal(F/K) äàåìâä úøåáç .äàåìâ úáçøä F/K éäú
.ïìäì úåìåòôäî íééúù øàúð .úåøåáç éúúîå íéîåðéìåôî úåàáä ,úåéòáè úåìåòô
f éæà .F ìòî ìöôúîù (ï÷åúîå) ãéøô íåðéìåô f(X) ∈ K[X] éäé úéùàø
íäå αi ∈ F ìë øùàá ,f(X) =

∏n
i=1(X − αi) ,íéøàðéì íéîøåâ úìôëîì ÷øôúî

ìù úåðåëú .åéùøåù úà øéîúî àåä ,f éîã÷î úà úéáùî G ù ïååéëî .íéðåù
äîìä .(åîöò äàåìâá åøå÷î äæ ïåéòø äùòîìå) åæä äìåòôá úåããå÷î f íåðéìåôä

.äæä øù÷ä úà äùéçîî äàáä

.f éùøåù ìë úöåá÷ R éäú 2.1.1 äîì

.R ìò äðîàð úìòåô G íà ÷øå íà K ìòî F úà úøöåé R (à)

íé÷éøô éà íéîøåâì f ìù f(X) =
∏m

i=1 fi(X) ÷åøôä ïéá äîàúä äðùé (á)
éãé ìò úðúð äîàúää .G-éìåìñîì R ìù R =

⋃· m
i=1 Ri ÷åøôä ïéáì K ìòî

.(fi íéîøåâä ìù ùãçî øåãéñ úçú) fi(X) =
∏

α∈Ri
(X − α)

.úéáéèéæðøè (G,R) íà ÷øå íà ÷éøô éà f (â)

÷øå íà E = F äàåìâ úîàúä éôì .R éãé ìò øöåðä äãùä E ⊆ F éäé .äçëåä
.(à) òáåð êëî .E úà úéáùî àì 1 6= σ ∈ G óà íà

,G éãé ìò íéúáùåî fi(X) =
∏

α∈Ri
(X−α) éîã÷î éë ïéçáð (á) úà çéëåäì éãë

äöåá÷ úú äúéä ,äàåìâ úîàúä éôì æà ,÷éøô äéä fi íà óñåðá .fi ∈ K[X] ïëìå
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(â) óåñáì .ìåìñî Ri ù êëì äøéúñá ,G-úøåîù äúéäù Ri ìù ä÷éø àìå äúåàð
.(á) ìù éèøô äø÷î àåä

G éæà .äøåáç úú H ≤ G éäú .úåøåáç éúúî äàá G ìù äéðùä äìåòôä
1úéôøåîåæéà åæ äìåòô .ìàîùî ìôë éãé ìò G á H ìù G/H íéèñå÷ä ìò úìòåô

.úîãå÷ä äìåòôì (éòáè àì ïôåàá)
úøöåé äöåá÷ α1, . . . , αn ∈ E åéäéå F á H ìù úáùä äãù E = FH éäé ,ïëà
éìîéðéîä íåðéìåôä f(X) ∈ K[X] éäé .E = K(α1, . . . , αn) øîåìë ,K ìòî E ìù
òáåð äàåìâ úîàúäîå f(X) éùøåù úà øéîúî G éæà .åéùøåù íä α1, . . . , αn ìëù

.H àåä α1, . . . , αn ìù áöééîä ïëì .Gal(F/E) = H éë

ïåëéù úåéòá 2.2

äøåáçë ìå÷ù ïôåàá åà úåéôåñ úåøåáç ìù êåôä ìåáâë úøãâåî úéôåñåøô äøåáç
øåàúäî .[1.1.7 äîì ,8] ïéèåìçì äøéù÷-éà óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ úéâåìåôåè
íéîöò éãé ìò ïåéôàì úðúð äéäú Γ úéôåñåøô äøåáçù øéáñ äàøð äæ ïåùàøä
éãë ãò) úòá÷ð àéä æà ,(úéâåìåôåè äøåáçë) úéôåñ úøöåð Γ íà ïëàå .íééôåñ

äöåá÷ä éãé ìò (íæéôøåîåæéà

{Γ/N | Γ á úéìîøåðå äçåúô N}/ ∼

.[16.10.7 äðòè ,8] (íæéôøåîåæéà éãë ãò) úåéôåñä úåðîä ìë ìù
ìù Γ1 =

∏
G G äøùéä äìôëîì íâ ,àîâåãì .áöîä àì äæ éììë ïôåàá íìåà

ìù äéðî ïá øôñî ìò úéùôåçä úéôåñåøôä äøåáçì íâå G úåéôåñä úåøåáçä ìë
Γ1 6∼= Γ2 ìáà .íäìù äðî àéä úéôåñ äøåáç ìëù äðåëúä úà ùé Γ2 = F̂ω íéøöåé
úåéòá – ïéãò øúåé éôåñ è÷éáåà êéøö åæ äáéñî .(ìåúéô úøñç Γ2 ,ìùîì ,éë)

.úåéôåñ ïåëéù
.éðëè øúåéä ÷ìçì ñðëðù éðôì úåéñàì÷ úåàöåú éúù âéöð

úéôåñ ïåëéù úéòá ìë íà ÷øå íà úéáéè÷éåøô àéä Γ úéôåñåøô äøåáç •
.[7.6.1 äîì ,27] äùìåçá äøéúô

ìëì íà ÷øå íà úéùôåç Γ éæà .κ úéôåñðéà äâøãî úéôåñåøô äøåáç Γ éäú •
.[25.1.7 èôùî ,8] úåðåøúô κ ùé úéìàéååéøè àì úéôåñ ïåëéù úéòá

.äçåúô H ù ùåøãð ,úéôåñðéà G íà1
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úåéôåñåøô úåøåáç øåáò ïåëéù úåéòá 2.2.1

íéùøú àéä Γ øåáò ïåëéù úéòá .úéôåñåøô äøåáç Γ éäú

Γ

µ

²²

∃θ?
ÄÄ

G
α // A

øö÷ì äöøðùë .(íéôéöø) íéîæéôøåîéôà α å µ å úåéôåñåøô úåøåáç A å G øùàá
.(µ, α) âåæë ïåëéùä úéòá úà íåùøð

íà .αθ = µ ù êë θ : Γ → G íæéôøåîéôà àåä (µ, α) ïåëéù úéòá ìù ïåøúô
äøåáç èøôá .ùìç ïåøúô θ ù øîàð ìò çøëäá àì àåä ìáà αθ = µ íéé÷î θ

.äøéúô (Γ → 1, G → 1) ïåëéùä úéòá íà ÷øå íà Γ ìù äðî àéä G úéôåñåøô
,äîàúäá) úéôåñ àéä ïåëéùä úéòáù øîàð (ìöôúî α ,äîàúäá) úéôåñ G íà

.(úìöôúî
úåàø÷ð (ν : Γ → B, β : H → B) å (µ : Γ → A, α : G → A) ïåëéù úåéòá éúù
àáä íéùøúä íøåáò j : A → B å i : G → H íéîéæéôøåîåæéà íéîéé÷ íà úåìå÷ù

.éôåìéç
G

α //

i
²²

A

j

²²

Γ
µoo

H
β // B Γ

νoo

.êôäìå (ν, β) ìù (ùìç) ïåøúôì íéàúî (µ, α) ìù (ùìç) ïåøúô ìëù øåøá äæ
,ïåøúô äéäé ùìç ïåøúôù êëì ,éùåîéù ìáà ,èåùô ïåéøèø÷ úðúåð äàáä äîìä

.ìò øîåìë

ìò àåä (µ : Γ → A,α : G → A) ïåëéù úéòá ìù θ : Γ → G ùìç ïåøúô 2.2.1 äîì
.ker(α) ≤ θ(Γ) íà ÷øå íà

éæà .f ∈ µ−1(a) éäéå ,a = α(g) ïîñð ,g ∈ G éäé .ker(α) ≤ θ(Γ) ù çéðð .äçëåä
.g ∈ θ(Γ) ïëìå ,θ(f)−1g ∈ ker(α) ≤ θ(Γ)

.éãééî êåôää ïååëä

úåãù øåáò ïåëéù úåéòá 2.2.2

úèìçåîä äàåìâä úøåáç .åìù ãéøôä øåâñä úà Ks á ïîñðå äãù K éäé
úéòá íöòá àéä K øåáò ïåëéù úéòá ïëì .úéôåñåøô àéä Gal(K) = Gal(Ks/K)

.Gal(K) øåáò ïåëéù
(µ : Gal(K) → A,α : G → A) âåæ àéä K øåáò ïåëéù úéòá ,ùøåôî ïôåàá
,µ = µ̄µ0 æà ,ker(µ) ìù úáùä äãù úà L á ïîñð íà .íéîæéôøåîéôà ìù
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àåä µ̄ : Gal(L/K) → A å ïåëéùä ú÷úòä àéä µ0 : Gal(K) → Gal(L/K) øùàá
.úåìå÷ù (µ0, µ̄

−1α) å (µ, α) ïåëéùä úåéòá éë ìá÷ð .íæéôøåîåæéà
ú÷úòä àéä µ ùå A = Gal(L/K) ù (êøèöðùë) çéðð åðçðà êìéàå äúòî

.íåöîöä
(2.1) Gal(K)

µ

²²

∃θ?

zz
G

α // Gal(L/K)

.ïåøúôä äãù àø÷ð ker(θ) ìù F úáùä äãù θ : Gal(K) → G ùìç ïåøúô ïúðäá
ïåøúôä äãù êåúá L ìù K-ïåëéùì íéàúî ïåëéù úéòá ìù ïåøúô ,úåãù éçðåîá
ìá÷ð èøôá .α íò úãëìúî Gal(F/K) → Gal(L/K) íåöîöä ú÷úòäù êë F

.úåìå÷ù (µ, α) å (µ, res : Gal(F/K) → Gal(L/K)) ïåëéùä úåéòáù

úåéìðåéöøå úåéøèîåàâ ïåëéù úåéòá 2.2.3

.íéøèîåàâ íéè÷éáåàî úåàáä K äãù øåáò ïåëéù úåéòá äúò øéãâð

äàåìâ úáçøä F/E éäú ,K ìù úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä E éäú 2.2.2 äøãâä
ïååéë ,ìò àéä α : Gal(F/E) → Gal(L/K) íåöîöä ú÷úòä éæà .L = F ∩Ks éäéå

ïåëéùä úéòáì àø÷ð .E ∩ L = K ù

(2.2) Gal(K)

µ

²²
Gal(F/E) α // Gal(L/K)

.úéøèîåàâ ïåëéù úéòá
ïåëéùä úéòá éæà ,úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä E = K(t1, . . . , te) = K(t) íà

äøåöä úà úìá÷îù (2.2)

(2.3) Gal(K)

µ

²²
Gal(F/K(t)) α // Gal(L/K)

.úéìðåéöø úàø÷ð

2.4.5 äîìá íìåà .e ≥ 1 á äéåìú ïåëéùä úéòá ìù úåéìðåéöøä ,ìåëéáëù ,áì íéùð
.e = 1 øåáò íâ íéé÷úî àåä æà ,e åäùæéà øåáò íéé÷úî éàðúä íàù çëåî

.úéøèîåàâ ïåëéù úéòáì äìå÷ù úéôåñ ïåëéù úéòá ìë 2.2.3 äðòè
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ìëåð êìéàå äúòî ïëì .[11.6.1 äîì ,8] á àåöîì ïúéð åæ äðòè ìù äçëåä
.úåéøèîåàâ ïåëéù úåéòáá ïåéãì íöîèöäì

úéìðåéöø ïåëéù úéòá úîéé÷ íà ,éøìåâø ùåîéîì úðúéð G úéôåñ äøåáçù øîàð
äîë úðúåð äàáä úéñàì÷ä äàöåúä .L = K å Gal(F/K(t)) ∼= G ù êë (2.3)

.äãù ìë ìòî éøìåâø ùåîéîì úåðúéðä úåøåáç ìù úåçôùî

ïéôåìéçä úåøåáç ìëå äéøèîéñä úåøåáç ìë ,úåéìáàä úåøåáçä ìë 2.2.4 èôùî
.äãù ìë ìòî éøìåâø ùåîéîì úåðúéð

áöî úà ïôåà íåùá úâöééî äððéà åæ äàöåú .[8] á ,ìùîì ,äòéôåî äçëåä
.éøìåâø ùåîéîì úåðúéðä úåøåáçì òâåðá éðëãòä íéðéðéòä

áéñ úåìôëî 2.3

éæà .(úåéôåñåøô) úåøåáç ìù íéîæéôøåîéôà α2 : G2 → A å α1 : G1 → A åéäé
éãé ìò úøãâåî áéñä úìôëî

.G1 ×A G2 = {(g1, g2) ∈ G1 ×G2 | α1(g1) = α2(g2)} ≤ G1 ×G2

éãé ìò úåøãâåîä πi : G1 ×A G2 → Gi úåéòáè úåìèä éúùá úãééåöî åæ äøåáç
.i = 1, 2 ,πi(g1, g2) = gi

øåáòì éãë ø÷éòá ïäá ùîúùð åðçðà ."òáè"á äáøä úåòéôåî áéñ úåìôëî
.äçåð øúåéå äìåãâ øúåé ïåëéù úéòáì äðåúð ïåëéù úéòáî

Γ úéôåñåøô äøåáç øåáò (µ′ : Γ → A′, α′ : G′ → A′) ïåëéù úéòá 2.3.1 äøãâä
(µ′, α′) ìù θ′ (ùìç) ïåøúô ìë íà (µ : Γ → A,α : G → A) ïåëéù úéòá ìò úùìåç

.ì"ðë éôåìéç íéùøú úøæòá (µ, α) ìù θ (ùìç) ïåøúô äøùî

(2.4) Γ

µ′
²²

µ

®®

θ′

~~
G′

π

²²

α′ // A′

ν

²²
G

α // A

.ìò àåä π : G′ → G ïàë

.áéñ úìôëî úøæòá úùìåç ïåëéù úéòá úðúåð äàáä äîìä

éäé .Γ úéôåñåøô äøåáç øåáò ïåëéù úéòá (µ : Γ → A,α : G → A) éäú 2.3.2 äîì
α′ : G′ → A′ éäéå G′ = G×AA′ éäé .ker(µ′) ≤ ker(µ) ù êë íæéôøåîéôà µ′ : Γ → A′

ïë ìò øúé .(µ, α) ìò úùìåç (µ′, α′) ïåëéùä úéòá éæà .äîéàúîä äìèää
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.úìöôúî (µ′, α′) éæà .ker(µ′) ≤ ker(θ) ùå ùìç ïåøúô àåä θ : Γ → G éë çéðð (à)
(.(µ′, α′) íâ æà ,úìöôúî (µ, α) íà èøôá)

éãé ìò øãâåîä (µ′, α′) ìù θ′ ùìç ïåøúô äøùî (µ, α) ìù θ ùìç ïåøúô (á)
.θ′(x) = (θ(x), µ′(x))

ν å áéñä úìôëî ìù äìèää àéä π øùàá ,(2.4) éôåìéçä íéùøúä .äçëåä
.ùåøãë ,(µ, α) ìò úùìåç (µ′, α′) ù øøåâ µ å µ′ î äøùåî

.éãééî àåä (á)
âåæì x ∈ Γ úà úçìåù θ × µ′ : Γ → G′ ä÷úòää .(à) úà çéëåð óåñáì
ìò ïëìå ,K = ker(θ) ∩ ker(µ′) ù øåøá .K = ker(θ × µ′) éäé .(θ(x), µ′(x))

éæà .β′ : A′ → G′ ä÷úòä äøùî θ × µ′ éë ÷éñð .K = ker(µ′) äçðää éô
.α′β′ = id êëîå ,α′β′µ′ = α′(θ × µ′) = µ′

.äàåìâ úåáçøä éúù ìù óåøö ìù äàåìâä úøåáç úà úåøàúî íâ áéñ úåìôëî
.áéñä úìôëî ìù úåìèäë úåùîîúî íåöîöä úå÷úòää äæ äø÷îá

.L = M1 ∩ M2 éäéå K äãù ìù äàåìâ úåáçøä M2 å M1 äðééäú 2.3.3 äîì

.Gal(M1/K)×Gal(L/K)Gal(M2/K) ì úéðåðà÷ äøåöá éôøåîåæéà Gal(M1M2/K) éæà
.úåìèäë úåùîîúî íåöîöä úå÷úòää äæä íæéôøåîåæéàä úçú

éòáèä íæéôøåîåæéàä .äçëåä

Gal(M1M2/K) → Gal(M1/K)×Gal(L/K) Gal(M2/K)

.([1.14 èôùî 1§ IV ,20] äàø) .σ 7→ (σ|M1 , σ|M2) éãé ìò ïúéð
úöåá÷ ïúðäá .ïåëéù úåéòá ìù íéåìú éúìá úåðåøúôå áéñ úåìôëî ïéá øù÷ ùé
äøåáç øåáò (µ : Γ → A,α : G → A) úéôåñ ïåëéù úéòá ìù {θi | i ∈ I} úåðåøúô
éúìá àéä {ker(θi) | i ∈ I} äöåá÷ä íà íéåìú éúìá íäù øîàð Γ úéôåñåøô
íà íéåìú éúìá íä úåðåøúôä ùøåôî ïôåàá .ker(µ) ìù øàä úãéîì ñçéá äéåìú

íà ÷øå
(ker(µ) :

⋂
i∈I0

ker(θi)) =
∏
i∈I0

(ker(µ) : ker(θi))

.I0 ⊆ I úéôåñ äöåá÷ úú ìëì
á ïîñð

GI
A = {(gi) ∈ GI | α(gi) = α(gj), ∀i, j ∈ I}

äðîä ú÷úòä πi : GI
A → G éäú i ∈ I ìëì .G ìù íé÷úåò I ìù áéñä úìôëî úà

.i ∈ I åäùæéà øåáò ,αI = απi éãé ìò αI : GI
A → A úøãâåî óñåðá .é-i ä áéëøä ìò

.i á äéåìú äðéàù ïáåîë åæ äøãâä
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úåðåøúô íä {θi = πiθ | i ∈ I} æà ,(µ, αI) ìù ïåøúô θ : Γ → GI
A íà 2.3.4 äîì

.(µ, α) ìù íééåìú éúìá

.θI0 = πI0θ ïîñðå πI0 : GI
A → GI0

A äìèää úà íéàúð úéôåñ I0 ⊆ I ìëì .äçëåä

Γ

µ

²²

θ

~~}}
}}

}}
}}

θI0

££

GI
A

αI //

πI0

²²

A

GI0
A

αI0 // A

.i ∈ I ,ïåøúô θi éë òáåð I0 = {i} íò ìéòì íéùøúäî
ù ïååéë

1 = θI0(x) = πI0(θ(x)) ⇐⇒ ∀i ∈ I0, 1 = πi(θ(x)) = θi(x)

ïëì .
⋂

i∈I0
ker(θi) = ker(θI0) éë ìá÷ð

(ker(µ) :
⋂
i∈I0

ker(θi)) = (ker(µ) : ker(θI0)) =
|GI0

A |
|A| =

( |G|
|A|

)|I0|

=
∏
i∈I0

(ker(µ) : ker(θi))

.ùåøãë íéåìú éúìá úåðåøúôäù çéëåî äæ

íéøúà 2.4

íéèøôå úåáçøäì ,íéøúà ìù úåéñéñáä úåðåëúäå úåøãâää úà øéëæð äæ óéòñá
.[8] äàø íéôñåð

äãù àåä M ù êë ϕ : F → M ∪ {∞} ä÷úòää äæ F äãù ìù ϕ øúà
.úåàáä úåðåëúä úåîéé÷úîå

.∀x ∈ M ,x +∞ = ∞+ x = ∞ (à)

.∀x ∈ M×(:= M r {0}) ,x · ∞ = ∞ · x = ∞ (á)

.(øãâåî ïéîé óâàù éúî) ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) (â)

.(øãâåî ïéîé óâàù éúî) ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) (ã)

.ϕ(y) 6= 0,∞ å ϕ(x) = ∞ ù êë ∃x, y ∈ F (ä)
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àåä ϕ ù øîàð ,x ∈ K ìëì ϕ(x) = x å ,K óúåùî äãù íéìéëî M å F íà
.K-øúà

ìàãéàäù Oϕ = {x ∈ F | ϕ(x) 6= ∞} éîå÷î âåç íò àá F äãù ìù ϕ øúà
äøåöá éôøåîåæéà Oϕ/mϕ äðîä äãù .mϕ = {x ∈ Oϕ | ϕ(x) = 0} àåä éìîéñ÷îä
íà K-éìðåéöø àø÷ð ϕ øúà .F̄ = {ϕ(x) | x ∈ Oϕ} úåéøàùä äãùì úéðåðà÷
âåç åúåà íäì ùé íà íéìå÷ù íä íéøúà .F̄ = K øîåìë ,K àåä úåéøàùä äãù

.úéðåðà÷ íéôøåîåæéà úåéøàù úåãù ùé íéìå÷ù íéøúàì èøôá .éîå÷î
K-øúà ϕ ù çéðð .úéôåñ äàåìâ úáçøä F/E éäúå úéøìåâø äáçøä E/K éäú
,Φ: F → M ∪ {∞} øúàì ϕ úà áéçøäì ïúéð ,Chevalley úîì éôì ,éæà .E ìù
ãéîú êìéàå äúòî .[2.3.1 äðòè ,8] Ē ìù éøáâìàä øåâñä úà ïééöî M øùàá
Gal(F̄ /Ē) äøåáçì àø÷ð .äàåìâ F̄ /Ē éë òáåð åæ äçðäî .ãéøô F̄ /Ē éë çéðð

.úåéøàùä úøåáç
øåâñ OΦ å K ìòî íìù L ,K ⊆ OΦ å ìéàåä ,ïëà) .L ⊆ F̄ æà ,L = F ∩Ks éäé
,F̄ /Ē ìù äàåìâ íæéôøåîåèåà íò Φ úà áéëøð íà (.L ⊆ OΦ éë òáåð ,úåîìùá

äøåáçä úúì .L-øúà àåä Φ ù çéðäì ìëåð

DΦ/ϕ = {σ ∈ Gal(F/E) | σOΦ = OΦ} = {σ ∈ Gal(F/E) | σmΦ = mΦ}

á ÷åøôä úøåáç ìù úáùä äãù .Φ/ϕ ìù ÷åøôä úøåáç íéàøå÷ Gal(F/E) ìù
àåäù äðåëúä éãé ìò ïééôåàî ÷åøôä äãù .Φ/ϕ ìù ÷åøôä äãù (éåôöë) àø÷ð F

.E ìù åîë úåéøàù äãù åúåà íò F/E ìù úéáøîä äáçøää úú
σ ∈ éãé ìò ïúéðä úéøàùä úøåáçì ÷åøôä úøåáçî éòáè íæéôøåîéôà ùé
ìù ïéòøâä .σ̄(x + mΦ) = σx + mΦ éãé ìò øãâåî σ̄ øùàá ,DΦ/ϕ 7→ σ̄ ∈ Gal(F̄ /Ē)

ïëì .IΦ/ϕ éãé ìò ïîåñîå ,äãîúää úøåáç àø÷ð äæä íæéôøåîéôàä

.IΦ/ϕ = {σ ∈ Gal(F/E) | x− σ(x) ∈ mΦ,∀x ∈ OΦ}

ìòî óòåñî àì àåä Φ øúàäù íéøîåà úéìàéååéøè àéä äãîúää úøåáç øùàë
÷øå íà ϕ ìòî óòåñî àì Φ , úåøçà íéìéîá .(F á óòåñî àì ϕ ïéôåìéçì åà) ϕ

.÷åøôä úøåáçì úéôøåîåæéà úåéøàùä úøåáç íà
ïä E å F ù çéðð øîåìë .úåéö÷ðåô úåãù íä E å F ù çéðð êìéàå äúòî
å íéðúùî ìù äéà-e àéä t = (t1, . . . , te) øùàá ,K(t) ìù úåéôåñ úåãéøô úåáçøä

.íìù e > 0

êë ñôàî äðåù g(t) ∈ K(t) íéé÷ éæà .F = E(x) ù êë x ∈ F éäé 2.4.1 äîì
x̄ = ϕ(x) íéé÷úî g(a) 6= 0 íâå éôåñ a = ϕ(t) íéé÷îä F ìù ϕ K-øúà ìëìù

.F̄ = Ē(x̄) å E ìòî óòåñî àì ϕ ,éôåñ

éäú .K(t) ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä f(t, X) ∈ K[t, X] éäé .äçëåä
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.åìù äèððéîéø÷ñéãäå (X á íåðéìåôë) f ìù ïåéìòä íã÷îä úìôëî g(t) ∈ K[t]

.g 6= 0 ,ãéøô f ù ïååéë
éæà .äîàúäá ,E ,F á R ìù íéîìùä íéøåâñä U ,S åéäéå R = K[t, g−1] éäé
,íéâåç ìù éåñéë àåä S/U éë ÷éñð .S = U [x] èøôáå ,([6.1.3 äøãâä ,8]) S = R[x]

.[6.1.3 äîì ,8] î úòáåð äðòèä ïëìå
äîìäî g(t) ∈ K[t] éäúå F = E(x) øîåìë ,F/E ìù éáéèéîéøô øáéà x ∈ F éäé
.E ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäé .g(a) 6= 0 ùå éôåñ a = ϕ(t) ù çéðð .ìéòì
ìòçç ä÷úòä äøùî Φ ïëì .(E ìòî óòåñî àì Φ ù ïååéë) ãéøô f̄ = ϕ(f) éæà
úà ρ : SX → SX̄ á ïîñð .f̄ éùøåù ìë úöåá÷ ,X̄ ïéáì ,f éùøåù ìë úöåá÷ ,X ïéá

.úåøåîúä úåøåáç ìù íéàúîä íæéôøåîåæéàä
åðçðàå .SX̄ ïëåùî Gal(F̄ /Ē) å (ïëåùî Gal(F/E) éë) SX á ïëåùî DΦ/ϕ äúò

.äàáä äàöåúä úà íéìá÷î

ä÷úòää íò ãëìúî DΦ/ϕ ÷åøôä úøåáçì ρ : SX → SX̄ ìù íåöîöä 2.4.2 äîì
.DΦ/ϕ → Gal(F̄ /Ē) úéòáèä

àì Φ/ϕ øúà .àáä ïôåàá ïåëéù úåéòáì úøáçúî ì"ðä úéòáèä ä÷úòää
Φ∗ : Gal(K) → Gal(F/E) éòáè íæéôøåîåîåä äøùî Ē = K íéé÷îä óòåñî
.÷åøôä úøåáç àéä Φ∗(Gal(K)) = DΦ/ϕ åúðåîúå úåéøàùä úøåáç êøã ÷øôúîù

íéé÷úî
Φ(Φ∗(σ)x) = σΦ(x)

.resF,L ◦ Φ∗ = resKs,L éë ìá÷ð L-øúà Φ íà ,ïëì .x ∈ OΦ ìëìå σ ∈ Gal(K) ìëì
ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô àåä Φ∗ øîåìë

.(res : Gal(K) → Gal(L/K), res : Gal(F/E) → Gal(L/K))

.êùîäá äáçøäá åðåãéå íéøèîåàâ íéàø÷ð åìàë úåðåøúô
íæéôøåîåèåà åäùæéà øåáò Φ = Ψσ éæà .ϕ ìòî àöîðä F ìù óñåð L-øúà Ψ éäé
úåðåøúôäå (σ éãé ìò) úåãåîö ïä úåîéàúîä ÷åøôä úåøåáç ,σ ∈ Gal(F/E) äàåìâ
äðëñ ïéà øùàëå ,íéðåîéñ èùôì éãë ,ïëì .åæ äãîöä éãé ìò íéìãáð Φ∗ å Ψ∗

éäùåæéà øåáò DΦ/ϕ úà ìîñî Dϕ ìùîì .ïåîéñäî Φ úà íéèéîùî åðà ,ìåáìáì
íà F á óòåñî àì ϕ ù øîàð ;Φ∗ úà âöééî íöòá ϕ∗ å ϕ ìù Φ äòåá÷ äáçøä

.åëå ,óòåñî àì Φ/ϕ

a1, . . . , ae ∈ Ks íéøáéà .K ìòî íéðúùî ìù äéà-e t = (t1, . . . , te) éäú
êåúì K(t) ìù K-øúàì äæ ãåçéé áéçøäì ïúéð .K[t] → K[a] ãåçéé íéøéãâî
,a = a1 ∈ Ks éãé ìò úåãéçéá òá÷ð ϕ øúàä ,e = 1 íà .ϕ åðîñð ,Ks ∪ {∞}

.K(a) àåä úåéøàùä äãù èøôáå

18



.K(a) î äðåù úåéäì ìåëé úåéøàùä äãùå ãéçé àì ϕ øúàä e > 1 øùàë íìåà
ìù øáéà ìë åà ∞ úåéäì ìåëé ,i 6= j ,ϕ( ti−ai

tj−aj
) äøåöäî øáéàù àéä êëì äáéñä)

K(t) ìù ϕ K-øúàì t → a ãåçééä úà áéçøäì ïúéð ,ìéòì øåîàää úåøîì (.Ks

úåéøàùä äãù L/K úéôåñ äáçøä ìëìå K(a) äéäé úåéøàùä äãùù äæë ïôåàá
.[2.2.7 äîì ,8] (L(t) ìù L-øúàì ϕ ìù äáçøä úçú) L(a) äéäé L(t) ìù

íéøúàå úåòéøé ìò úåãå÷ð 2.4.1

ìòî úå÷éøô éà ïä úåòéøé åæ äãåáòá .K ìòî úøãâåîä úéøáâìà äòéøé V éäú
U = SpecR éäúå a ∈ V (K) éäé .V ìù úåéö÷ðåôä äãù E éäé .éøáâìàä øåâñä

.sa : R → K K-íæéôøåîåîåä øéãâî a éæà .a ìù úéðéôà äáéáñ
íéãåçéé úáçøä ìù äø÷îá åîë .E ìù K-øúàì äáçøäì ïúéð sa íæéôøåîåää
äîå÷ò åðéà V øùàë E ì sa úà áéçøäì ïúéð íäá íéëøã äîë ùé ,íéøúàì

.K(a) äéäé úåéøàùä äãùù êë K-øúàì áéçøäì ïúéðå
äîéàúîä úåãùä úáçøä éæà .K ìòî ãéøôå éôåñ íæéôøåî ν : V → Adim(V ) éäé
b ∈ ν−1(a) ⊆ éäéå a ∈ K

dim(V )
s (= Adim(V )(Ks)) éäé .äãéøôå úéôåñ àéä E/K(t)

ïúéð æà ,g(a) 6= 0 íàù êë ,ñôàî äðåù g ∈ K[t] ùé 2.4.1 äîì éôì .V (Ks)

.Ē = K(b) å K(t) = K(a) ù êë E ìù K-øúàì t 7→ a ãåçééä úà áéçøäì

ïåëéù úåéòáì íéøèîåàâ úåðåøúô 2.4.2

úéøèîåàâ ïåëéù úéòá íò ìéçúð

(µ : Gal(K) → Gal(L/K), α : Gal(F/E) → Gal(L/K))

äãù íòå F á óòåñî åðéàù E ìù ϕ øúà íãå÷ åðéàøù éôë .K äãù øåáò
.÷åøôä úøåáç åúðåîúù ϕ∗ ùìç ïåøúô äøùî Ē = K úåéøàù

(µ, α) úéøèîåàâ ïåëéù úéòá ìù θ : Gal(K) → Gal(F/E) ùìç ïåøúô 2.4.3 äøãâä
.θ = ϕ∗ ù êë F á óòåñî åðéàù ϕ K-øúà íéé÷ íà éøèîåàâ àø÷ð

.íéøì÷ñ úáçøä úçú áèéä íéâäðúî íéøèîåàâ úåðåøúô

L ⊆ íò äàåìâ úáçøä M/K éäú .úéøèîåàâ ïåëéù úéòá (µ, α) éäú 2.4.4 äîì
úéøèîåàâä ïåëéùä úéòá éæà .M

, (µ′ : Gal(K) → Gal(M/K), α′ : Gal(FM/E) → Gal(M/K))

(µ, α) ïåëéùä úéòá ìò úùìåç úåîéàúîä íåöîöä úå÷úòää ïä µ′ å α′ øùàá
ìù (ùìç) éøèîåàâ ïåøúô àåä ψ∗ íà ,ïë ìò øúé .íåöîöä úå÷úòäì ñçéá

.(µ, α) ìù (ùìç) éøèîåàâ ïåøúô àåä (ψ|F )∗ æà ,(µ′, α′)
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íéé÷úî 2.3.3 äîì éôì ïëìå ,úéøìåâø äðéä E/K äáçøää .äçëåä

, Gal(FM/E) = Gal(F/E)×Gal(LE/E)Gal(ME/E) ∼= Gal(F/E)×Gal(L/K)Gal(M/K)

(µ′, α′) ù çéëåî äæ .úåîéàúîä íåöîöä úå÷úòää íò úåãëìúî úåìèää øùàá
.2.3.2 äîì éôì (µ, α) ìò úùìåç

óòåñî àì ϕ éæà .ϕ = ψ|F ïîñð .(µ′, α′) ìù (ùìç) éøèîåàâ ïåøúô ψ∗ éäé äúò
.resFM,F ◦ ψ∗ = ϕ∗ å F á

úà íöîöì øùôàî Bertini-Noether úîìå Matsusaka-Zariski èôùîá ùåîéù
.ãçà äðúùîì (2.3) á íéðúùîä øôñî

ìù äéà-e+1 (u, t) å úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K ,éôåñðéà äãù K åéäé 2.4.5 äîì
äéòáì ïåøúô ùé (2.3) úéìðåéöø ïåëéù úéòá ïúðäá .íéðúùî

(µu : Gal(K(u)) → Gal(L/K), α : Gal(F/K(t)) → Gal(L/K))

.L ìòî éøìåâø ïåøúôä äãùù êë

f(T , X) ∈ L[T , X] éäé .F = K(t, x) ù êë L[t] ìòî íìù x ∈ F éäé .äçëåä
.f(t, x) = 0 åøåáò X á ï÷åúîäå ãéøôä ÷éøô éàä íåðéìåôä

éäé .L(U, V ) ìù éøáâìàä øåâñä úà E á ïîñðå U, V íéðúùî éðù ç÷ð

0 6= h(T1, . . . , Tr) ∈ K[T ]

äðòè ,8] é÷öéøæ-ä÷ñåöî èôùîî .x å F/K(t) øåáò 2.4.1 äîìá ïúéðä íåðéìåôä
.E[T1, . . . , Te−1, X] âåçá ÷éøô éà f(T1, . . . , Te−1, U+V T1, X) ù íéìá÷î åðà [10.5.4

ñôàî äðåù c(U, V ) ∈ L[U, V ] íéé÷ [10.4.2 äðòè ,8] øúð-éðéèøá úîìî äúò
øåáò L ìòî ïéèåìçì ÷éøô éà øàùð f(T1, . . . , Te−1, αe + βeT1, X) íåðéìåôäù êë
,αe, βe ∈ K íéîéé÷ éôåñðéà K å úåéä .c(αe, βe) 6= 0 íéîéé÷îä αe, βe ∈ L ìë
ìá÷ð e ìò äéö÷åãðéàá .h(T1, . . . , Tr−1, αe +βeT1) 6= 0 å c(αe, βe) 6= 0 ù êë βe 6= 0

éà g(T, X) = f(T, α2 + β2T, . . . , αe + βeT, X) ù êë i = 2, . . . , e ,βi 6= 0 ,αi, βi ∈ K

.h(T, α2 + β2T, . . . , αe + βeT ) 6= 0 å K ìòî ïéèåìçì ÷éøô
ïîñðå F ìù ϕ L-øúàì t 7→ (u, α2 + β2u, . . . , αe + βeu) ãåçééä úà áéçøð
2.4.1 äîì éôì .F/K(t) ì äîéàúîä úåéøàùä úåãù úáçøä úà F0/K(u) á
éøìåâø F0 èøôá .g(u,X) ùøåù àåä x0 = ϕ(x) øùàá ,F0 = L(u, x0) íéé÷úî
ìù ϕ∗ : Gal(K(u)) → Gal(F/K(t)) ùìç éøèîåàâ ïåøúô äøùî ϕ øúàä .L ìòî

ìáà .F0 úåéøàù äãù íò (µu, α)

[F0 : K(u)] = [F0 : L(u)][L : K] = degX g(u,X)[L : K] = degX f(t, X)[L : K]

= [F : L(t)][L : K] = [F : K(t)]

.ìò ϕ∗ ïëìå
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øæ úåìôëî 2.5

øæä úåìôëî úà éììë øúåé ïôåàáå ,øæä úåìôëî úà âéöäì íéãîåò åðà äæ ÷øôá
.úåøåæùä

äøãâä 2.5.1

éäé .(ïéîéî) A ìò úìòåô G0 ù çéðð .úåéôåñ úåøåáç G0 ≤ G ,A åéäé

.IndG
G0

(A) = {f : G → A | f(στ) = f(σ)τ , ∀σ ∈ G, τ ∈ G0} ∼= A(G:G0)

øîåìë ,IndG
G0

(A) ìò äææä éãé ìò úìòåô G éæà .íéáéëø éôì øãâåî ìôëä ïàë
äøùé éöçä äìôëîä àéä äøåæùä øæä úìôëî .fσ(τ) = f(στ)

, A wrG0 G = IndG
G0

(A)oG

f ∈ øùàá ,fσ äìôëîë ãéçé ïôåàá A wrG0 G ìù øáéà âéöäì ïúéð ,øîåìë
.(fσ)(gτ) = fgσ−1

στ éãé ìò ,åæ äâöä úçú ,ïúéð ìôëä .σ ∈ G å IndG
G0

(A)

éãé ìò úøãâåîä α : A wrG0 G → G äðîä ú÷úòääá úãéåöî äøåæùä øæä úìôëî
.α(fσ) = σ

ïåîéñä úà øö÷ð .øæ úìôëî úàø÷ð äøåæùä øæä úìôëî ,G0 = 1 øùàë
.A wr G íåùøðå A wr1 G

.A wrG0 G á AoG0 úà ïëùì ïúéð

éãé ìò fa ∈ IndG
G0

(A) øéãâð a ∈ A ìëì 2.5.1 äîì

fa(σ) =





aσ σ ∈ G0

1 úøçà

.íæéôøåîåðåî àåä ρ(aσ) = faσ éãé ìò øãâåîä ρ : AoG0 → A wrG0 G éæà

ρ ù ìá÷ð τ ∈ G0 å a ∈ A ìëì (fa)
τ = faτ ù ïååéëîå ò"çç ρ ù øåøá .äçëåä

.íæéôøåîåîåä íâ

ïåëéù úåéòáå úåøåæù øæ úåìôëî 2.5.2

øæ úåìôëî íò ïåëéù úåéòá ìù äø÷îá 2.2.1 äîì úà ú÷æçî äàáä äàöåúä
.úåøåæù

äøåáç øåáò úéôåñ ïåëéù úéòá (ϕ : Γ → G, α : A wrG0 G → G) éäú 2.5.2 äîì
.A = {fa | a ∈ A} ≤ θ(Γ) ù çéðð .ùìç ïåøúô θ : Γ → A wrG0 G éäéå Γ úéôåñåøô

.ïåøúô θ æà

21



éë ÷éñð .σ ∈ G ìëì Aσ ≤ θ(Γ) ïëìå G-úøåîù àéä θ ìù äðåîúä .äçëåä

.IndG
G0

(A) =
∏
σ∈G

Aσ ≤ θ(Γ)

.ïåøúô θ ù òáåð 2.2.1 äîìî ïëì ;IndG
G0

(A) = ker(α) ìáà
äæ øù÷î úåàöåúä úçà .úåøåæù øæ úåìôëîì ïåëéù úåéòá ïéá ÷åîò øù÷ ùé
,äæä øù÷ä çåøá äèåùô äàöåú àéáð åðçðà .[11] ïøä ìù íåìäéä èôùî àéä

.äðëä úéùàø êà
àéä π(fσ) = f(1)σ éãé ìò úøãâåîä π : IndG

G0
(A) o G0 → A o G0 ä÷úòää

íéé÷úî σ ∈ G0 å f ∈ IndG
G0

(A) ìëì äúò .ìò π ù øåøá äæ ,ïëà .íæéôøåîéôà

, π(fσ) = f(σ) = f(1)σ = π(f)σ

ä÷úòääù áì íéùð .åøéôù ú÷úòä π ä÷úòääì àø÷ð .íæéôøåîåîåä àåä π ïëìå
.AoG0 ìò úåäæä ú÷úòä àéä πρ øîåìë ,π ìù êúç àéä 2.5.1 äîìá äøãâåäù ρ

äøåáç ìò íæéôøåîéôà ν : Λ → G éäé .úåéôåñåøô úåøåáç Γ ≤ Λ åéäé 2.5.3 äîì
θ éäéå A úéôåñ äøåáç ìò ìòåô G0 éë çéðð .µ = ν|Γ òá÷ðå G0 = ν(Γ) éäé ,úéôåñ
äååäîå áèéä øãâåî η = πθ|Γ éæà .(ν : Λ → G,α : A wrG0 G → G) ìù ùìç ïåøúô

.(µ : Γ → G0, β : AoG0 → G0) ìù ùìç ïåøúô

ïëì .θ(Γ) ≤ IndG
G0

(A)oG0 íéé÷úî αθ(Γ) = ν(Γ) = G0 ù ïååéë ,úéùàø .äçëåä
.(µ, β) ìù ùìç ïåøúô η ù äúò øåøá .áèéä øãâåî η = πθ|Γ

.äàáä úéðëèä äðòèä úà êøèöð

åøéôù ú÷úòä úà .úåéôåñ úåøåáç ìù äøåæù øæ úìôëî A wrG0 G éäú 2.5.4 äîì
åäùìë êúç i : G0 → AoG0 éäé .π : IndG

G0
(A)oG0 → AoG0 á ïîñð äîéàúîä

ú÷úòä ìù j : G → A wrG0 G êúç íéé÷ éæà .α0 : AoG0 → G0 äðîä ú÷úòä ìù
ìëì π(j(σ)) = i(σ) íâå j(σ) ∈ IndG

G0
(A) o G0 ù êë α : A wrG0 G → G äðîä

.σ ∈ G0

i ù ïååéë .i(σ) = aσσ øîåìë ,aσ = i(σ)σ−1 øéãâð σ ∈ G0 ìëì .äçëåä
íéé÷úî σ, τ ∈ G0 ìë øåáò ,íæéôøåîåîåä

.aστ = aσa
σ−1

τ (2.5)

ìù R íéâöééî úöåá÷ øçáð (.a1 = 1 íéìá÷î σ = τ = 1 íéáéöîùëù áì íéùð)
ë ãéçé ïôåàá äáéúëì ïúéð σ ∈ G ìë øîåìë ,G á G0 ìù úåéìàîùä úå÷ìçîä

.aσ = aσ′ øéãâð äúò .1 ∈ R ù íâ çéðð .ρ ∈ R å σ′ ∈ G0 ,σ = σ′ρ
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,ïëà .τ ∈ G å σ ∈ G0 ìëì äøãâää úáçøä úçú íéé÷úäì êéùîî (2.5) ïåéååùä
íò (2.5) ïåéåùî .aστ = aστ ′ å aτ = aτ ′ éæà .ρ ∈ R å τ ′ ∈ G0 ,τ = τ ′ρ ù çéðð

éë ìá÷ð σ, τ ′ ∈ G0

, aστ = aστ ′ = aσa
σ−1

τ ′ = aσa
σ−1

τ

ù êë σ ∈ G ìëì fσ ∈ IndG
G0

(A) úåðáì äúò ÷éôñî j úà øéãâäì éãë .ùåøãë

fσ(1) = aσ, (2.6)
fστ (ρ) = fσ(ρ)fτ (σ

−1ρ) (2.7)

íéé÷úî äéäå j(σ) = fσσ íéøéãâî åðééä æà ,úàæ åðéùò íà ,ïëà .σ, τ ∈ G ìëì
øøåâ (2.6) ïåéåùäå íæéôøåîåîåä àåä j ù øøåâ (2.7) ïåéåùä .j(σ) ∈ IndG

G0
(A) o G0

úðúåð (2.7) á τ = ρ = 1 äáöääù áì íéùð) .σ ∈ G0 ìëì π(j(σ)) = i(σ) ù
(.f1 = 1 øîåìë ,f1(σ

−1) = fσ(1)−1fσ(1) = 1

,øåøáá ,éæà .((2.6) å ρ = 1 íò (2.7) î äàá åæ äøãâä) fτ (σ) = a−1
σ−1aσ−1τ øéãâð

íéé÷úî σ, τ, ρ ∈ G øåáò .íéé÷úî (2.6)

, fσ(ρ)fτ (σ
−1ρ) = a−1

ρ−1aρ−1σa
−1
ρ−1σaρ−1στ = a−1

ρ−1aρ−1στ = fστ (ρ)

ù ìá÷ð ,(2.5) éôì .ρ ∈ G0 å σ, τ ∈ G éäé .íéé÷úî (2.7) ïëìå

, fσ(τρ) = a−1
ρ−1τ−1aρ−1τ−1σ = (aρ−1aρ

τ−1)
−1aρ−1aρ

τ−1σ = (a−1
τ−1aτ−1σ)ρ = (fσ(τ))ρ

.ùåøãë ,fσ ∈ IndG
G0

(A) ,ïëì

éäúå H ìù úåøåáç úú H0, G äðééäú ,úåéôåñ úåøåáç H å A äðééäú 2.5.5 äðòè
êúç íéé÷ùå A ìò úìòåô ,G0 íâ ïëìå ,H0 ù çéðð .G0 = G ∩H0

i : G0 → AoG0 ≤ AoH0

íéùøúäù êë j : G → A wrH0 H ïåëéù íéé÷ éæà .AoG0 → G0 äðîä ú÷úòä ìù

G0

j|G0
²²

i

''OOOOOOOOOOOOOO

IndH
H0

(A)oH0
π // AoH0

(.åøéôù ú÷úòä àéä π ïàë) .éôåìéç

éãé ìò H/H0 á éòáè ïôåàá ïëåùî G/G0 ù áì íéùð .f ∈ IndG
G0

(A) éäé .äçëåä
f̃ : H → A ì f úà áéçøð .(G ·H0)/H0 àéä ïåëéùä úðåîú σH0 ì σG0 ú÷úòää

.σ ∈ H r (G ·H0) íà f(σ) = 1 å h ∈ H0 ,σ ∈ G íà f̃(σh) = f(σ)h éãé ìò
ìò úøãâåîä ϕ : A wrG0 G → A wrH0 H ä÷úòää ,ïë ìò øúé .f̃ ∈ IndH

H0
(A) éæà

.ïåëéù àéä σ ∈ G ,f ∈ IndG
G0

(A) ,ϕ(fσ) = f̃σ éãé
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G
j′

//

j
--

A wrG0 G ϕ
// A wrH0 H

G0

OO

j′
// IndG

G0
(A)oG0

//

OO

π0

²²

IndH
H0

(A)oH0

OO

π

²²
G0

i // AoG0
// AoH0

êë j′ : G → A wrG0 G íéé÷ i : G0 → A o G0 øåáò ,úîãå÷ä äîìä éô ìò ,úòë
(.A wrG0 G ì äîéàúîä åøéôù ú÷úòä åæ π0 ïàë) .σ ∈ G0 ìëì π0(j

′(σ)) = i(σ) ù
.σ ∈ G0 ìëì π(j(σ)) = i(σ) éë çéëåð .j = ϕj′ éäé

ïëì .j(σ) = ϕ(fσ) = f̃σ æàå f ∈ IndG
G0

(A) ,j′(σ) = fσ ïîñð .σ ∈ G0 éäé ,ïëà

, π(j(σ)) = f̃(1)σ = f(1)σ = π0(fσ) = π0(j
′(σ)) = i(σ)

.ùåøãë

úåãùá úåøåæù øæ úåìôëî 2.5.3

øåöé÷á ïîñð .A wrG0 G äàåìâ úøåáç íò äàåìâ úáçøä F̂ /K éäú 2.5.6 äøãâä
úåøåáç úúä úøùøùì .I = IndG

G0
(A)

1 ≤ {f ∈ I | f(1) = 1} ≤ I ≤ I oG0 ≤ A wrG0 G

(êåôää øãñá) úåãùä ìãâî íéàúî

(2.8) .K ⊆ L0 ⊆ L ⊆ F ⊆ F̂

(2.8) ìãâîäù øîàð åðà ,äæë äø÷îá .G = Gal(L/K) å G0 = Gal(L/L0) èøôá
.A wrG0 G úà ùîîî

øùàá ,(µ : Gal(K) → G,α : A wrG0 G → G) ïåëéùä úééòáá ìëúñð 2.5.7 äøòä
úà ùîîî (2.8) ìãâîä íà éæà .íåöîöä ú÷úòä àéä µ å G = Gal(L/K)

.äéòáä ìù ïåøúô àéä θ : Gal(K) → Gal(F̂ /K) íåöîöä ú÷úòää æà ,A wrG0 G

úåìôëî úøæòá úåìöôúî ïåëéù úåéòá ãéøåäì úðúåð ,[12] ïøä ìù ,äàáä äîìä
.úåøåæù øæ

ù êë äàåìâ úåáçøä F/M(t) å N/M å äãù M åéäé .úåãáåò äîë úéùàø êà
íåöîöä ú÷úòäù çéðð .äðúùî t å éøìåâø F/N ,N ⊆ F

β : Gal(F/M(t)) → Gal(N/M)
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Gal(N/M) ìù äðåîúä ìù F á úáùä äãù àåä E øùàá ,F = EN æà .úìöôúî
.M(t) ⊆ E å éøìåâø E/M óñåðá .β ìù êúç úçú

f(t,X) = irr(x,M(t)) ∈ M [t,X] éäéå E = M(t, x) åøåáò øáéà x ∈ E éäé
(éøìåâø E/M ù ïååéë) ïéèåìçì ÷éøô éà f éæà .x ìù ï÷åúîä ÷éøô éàä íåðéìåôä

.(F = EN = N(t, x) ù ïååéë) N(t) ìòî äàåìâ f å

úéòáá ïðåáúðå äðúùî u éäé ,äãéøô úéøáâìà äáçøä M/K éäú 2.5.8 äîì
äàáä úéôåñä úéìðåéöøä ïåëéùä

.(µ : Gal(M) → Gal(N1/M), β : Gal(F/M(u)) → Gal(N1/M))

,ïéèåìçì ÷éøô éà f øîåìë ,ì"ðë f(u,X) ∈ M [u,X] éäé .éøìåâø F/N1 ,èøôá
äàåìâ úáçøä úîéé÷ù çéðð .F/N1(u) úà øöåé f ìù ùøåùå N1(u) ìòî äàåìâ

íéé÷úî äøåáò L/K úéôåñ

,L0 = L ∩M øùàá ,f(u,X) ∈ L0(u,X) (à)

å L(u) ìòî äàåìâ f(u,X) (á)

.N = ML øùàá ,N1 ⊆ N (â)

ϕ : Gal(K) → G éäú ,G0 = Gal(L/L0) ∼= Gal(N/M) ,G = Gal(L/K) ïîñð
éæà .A = ker(β) = Gal(F/N1(u)) ∼= Gal(FL/N(u)) éäéå íåöîöä ú÷úòä

(2.9) (ϕ : Gal(K) → G,α : A wrG0 G → G)

êøã A ìò úìòåô G0 å β ìù êúçä êøã A ìò úìòåô Gal(N1/M) ïàë) .úéìðåéöø
(.G0 → Gal(N1/M) äðîä ú÷úòää

F

M(t)
G0

N(t)

A

M N1 N

K
G

L0
G0

L

.íéðúùî ìù äé-n t = (t1, . . . , tn) éäéå L0/K ìù ñéñá c1, . . . , cn øçáð .äçëåä
ù êë F0, F̂0 úåãù íéîéé÷ ,[3.1 äîì ,12] éôì
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,A wrG0 G úà ùîîî K(t) ⊆ L0(t) ⊆ L(t) ⊆ F0 ⊆ F̂0 (à)

å éøìåâø F̂0/L (á)

.irr(z, L(t)) = f(
∑n

1 citi, Z) ∈ L0[t, X] øùàá ,F0 = L(t)(z) (â)

ìòî éøìåâø úåéøàù äãù íò (2.9) ìù ïåøúô θ : Gal(K(t)) → Gal(F̂0/K(t)) ,èøôá
.úéìðåéöø àéä ïåëéùä úéòá ïëì .L

.äàøî äîìäù äîî ÷åîò øúåé ìéòì ïåëéùä úåéòá éúù ïéá øù÷ä 2.5.9 äøòä
íåìäéä èôùî úà çéëåî åúøæòáå äæä øù÷ä úà ññáî ïøä [12] øîàîá
ìù äãéøô äáçøäù êëì éììë ÷éôñî éàðú ìéëî èôùîä .íééèøáìéä úåãùì

.úéèøáìéä äééäú éèøáìéä äãù

L/K ù êë úåãéøô úåéøáâìà úåáçøä ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé 2.5.10 äð÷ñî
úéôåñ äøåáç A éäúå G = Gal(L/K) äàåìâ úøåáç íò úéôåñ äàåìâ úáçøä

ïåëéùä úéòá éæà .K ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéðä

(res : Gal(K) → G,α : A wr G → G)

.úéìðåéöø àéä

å K ìòî éøìåâø F0 íéé÷ K ìòî éøìåâø ùåîéîì ïúéð A ù äçðää éôì .äçëåä
.A = Gal(F0/K(t)) äàåìâ úøåáç íò úéôåñ äàåìâ úáçøä F0/K(t) ù êë t ∈ F0

2.5.8 äîìá ùîúùð .f(t,X) = irr(x,K(t)) å éáéèéîéøô øáéà x ∈ F0 éäé
.äð÷ñîä úà ìá÷ì éãë L å N1 = M ,F1 = F0M øùàë

úåøåîúë øæ úåìôëî 2.5.4

úà âéöð ïìäì .úåøåîú ìù úåøåáçë òáèá úåòéôåî øæ úåìôëî úåáåø÷ íéúéòì
.éììëä äø÷îä ìéáùá [22] ìùîì äàø ,úéáøîä úåéììëá àìå êøèöðù éôë àùåðä
úìòåô A wr G éæà .X äöåá÷ ìò úìòåô A ù çéððå .úåéôåñ úåøåáç A,G åéäé

.àáä ììëä éôì X ×G ìò

.(fσ)(x, τ) = (f(στ)x, στ), ∀fσ ∈ A wr G, x ∈ X, τ ∈ G

éë áèéä úøãâåî ïëà åæ äìåòô

fσf ′σ′(x, τ) = fσ(f ′(σ′τ)x, σ′τ) = (f(σσ′τ)(f ′(σ′τ)x), σσ′τ)

= (ff ′σ
−1

(σσ′τ)x, σσ′τ) = ff ′σ
−1

σσ′(x, τ)

íâ àéä êë æà ,(úéáéèéæðøè ,äîàúäá) äðîàð X ìò A úìåòô íà 2.5.11 äðòè
.X ×G ìò A wr G úìåòô
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.øåøá .äçëåä
.íéøáà n úìòá X äöåá÷ ìò úåðîàðá úìòåô A íà ,n äìòîî àéä A äøåáç
úðúéð n äìòîî äøåáç ìëù äðåëúì ñçéá úéáøî àéä Sn äéøèîéñä úøåáç
úåøåîúä úøåáç àéä Sn wr G ù äàøð äúò .úåøåîú úøåáçë Sn á ïåëéùì
åðéòøâù G ìò íæéôøåîéôà íò úåøåîú úåøåáç ìò íéìëúñî øùàë "úéìîéñ÷î"ä

.n äìòîî
äöåá÷ X éäú .úåéôåñ úåøåáç ìù íæéôøåîéôà α : H → G éäé ,÷åéã øúéá
,X × G ìò úìòåô H íà X × G ìò áèéä úìòåô H ù øîàð .íéøáà n úìòá
ìò X × {τ} úà ìòçç ïôåàá ÷éúòî h ∈ H ìëå äðîàð ,úéáéèéæðøè äìåòôä
ìò hτ ∈ SX äøåîú íéøéãâî τ ∈ G å h ∈ H ìë ,èøôá .τ ∈ G ìëì X × {α(h)τ}

àçñåðä éô
.h(x, τ) = (hτ (x), α(h)τ)

íéé÷úî ,(x, τ) ∈ X ×G å g1 = α(h1), g2 = α(h2) ∈ G ,h1, h2 ∈ H øåáò

((h1h2)τ (x), g1g2τ) = (h1h2)(x, τ) = h1((h2)τ (x), g2τ)

= ((h1)g2τ (h2)τ (x), g1g2τ)

ïëìå
(2.10) .(h1h2)τ = (h1)g2τ (h2)τ

ìò áèéä úìòåô A wr G øæä úìôëî éæà .n äìòîî úéáéèéæðøè äøåáç A éäú
úåøåáçì ñçéá úéáøî àéä Sn wr G øæä úìôëîù äàøî äàáä äàöåúä .X ×G

.áèéä úåìòåôù

β : H → éäéå äðîä ú÷úòä α : Sn wr G → G éäú ,X = {1, . . . , n} éäú 2.5.12 äîì
íéé÷ éæà .X ×G ìò áèéä úìòåô H ù çéðð .úåéôåñ úåøåáç ìù íæéôøåîéôà G

.αν = β ù êë X ×G ìò úåìåòôä úà ãáëîä ν : H → Sn wr G ïåëéù

øéãâð .äçëåä
, ν : H → Sn wr G, ν(h) = fhg

ïë ìò øúé .αν = β ù øåøá .x ∈ X ìëì ,fh(σ)(x) = hg−1σ(x) å g = β(h) øùàá
,ïëà .X ×G ìò úåìåòôä úà ãáëî ν

ν(h)(x, τ) = (fh(β(h)τ)x, β(h)τ) = (hτ (x), β(h)τ) = h(x, τ).

ù úåàøäì øúåð .ò"çç ν éë òáåð ,úåðîàð ïä Sn wr G ìùå H ìù úåìåòôäù ïååéë
.íæéôøåîåîåä ν
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fh1h2 = ù àãååì ÷éôñî ,ν(h1)ν(h2) = fh1f
g−1
1

h2
g1g2 å ν(h1h2) = fh1h2g1g2 ù ïååéë

(2.10) éôì ,ïëàå .fh1f
g−1
1

h2

fh1h2(σ)(x) = (h1h2)g−1
2 g−1

1 σ(x) = (h1)g−1
1 σ(h2)g−1

2 g−1
1 σ(x) =

= fh1(σ)fh2(g
−1
1 σ)(x) = (fh1f

g−1

h2
)(σ)(x)

.ùåøãë

ïåëéùä èôùî 2.5.5

øæä úìôëîá úåðëåùî G å A ìù úåáçøää ìëù úðééðòîä äðåëúä øæä úìôëîì
.åæ äàöåúá ùîúùð àì åðà .A wr G

éäú 2.5.13 èôùî
1 //A //H

π //G //1

ù êë i : H → A wr G ïåëéù íéé÷ éæà .úåéôåñ úåøåáç ìù äøö÷ ú÷éåãî äøãñ
.äìèää ú÷úòä àéä α : A wr G → G øùàá ,αi = π

.[2.10 äð÷ñî ,22] á äçëåä àåöîì ïúéð
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3 ÷øô

ïéòî úåáçøäå úåìåôë ïåëéù úåéòá
úéøáâìà úåøåâñ

äãù ìù äàåìâ úøåú ø÷ç .ø÷çîä úãåáò ìù äøãùä ãåîò úà äååäî äæ ÷øô
âùåî ìù äììëä äæ ÷øôá íéâéöî åðà .úåéôåñ ïåëéù úåéòá úøæòá òöáúî K

.K/K0 úåãù úáçøä øåáò úåìåôë ïåëéù úåéòá – úåãù ìù úåáçøäì ïåëéù úåéòá
äééðùäå K øåáò úçà – úåîàåú ïåëéù úåéòá éúùî úáëøåî äìåôë ïåëéù úéòá

.K0 øåáò
ïåëéù úéòáì ïåøúô ìëù àéä (äðåù çåðéîá úçñåðîù úåøîì) äòåãé äàöåú
.(úåøãâäì 2.4.2 óéòñ äàø) éøèîåàâ àåä úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù øåáò úéøèîåàâ
úøæòá äáçøä ìù úéøáâìà úåøéâñ ïéòîä úðåëú úà íéðééôàî åðà ìéá÷î ïôåàá

.úåîéåñî úåìåôë ïåëéù úåéòá ìù íééøèîåàâ úåðåøúô ìù íåé÷
íåé÷î øúåé ä÷æç äðåëú úåîéé÷î úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä òéúôî ïôåàá
úåéøìåâø úçðä úçú) K øåáò ïåëéù úéòá ìù ùìç ïåøúô ìë – éøèîåàâ ïåøúô
úéæëøî äðåëú .äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù éøèîåàâ ïåøúôì äîøäì ïúéð (úîéåñî
íéàøî åðà óñåðá .÷øôä ìù úéæëøîä äàöåúä àéäå äîøää úðåëú úàø÷ð åæ
øúåé àéäù úåøîì ,øúåé ãåò ä÷æç äîøä úðåëú ùé úéôåñ øöåð äãù K0 øùàëù

.úéðëè
øå÷çì éãë äá ùîúùð íéàáä íé÷øôá .ãåàî äìéòé åæä éúøåáç úøåúä äùéâä

.íéôñåð íéùåîéùìå úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù äàåìâ äðáî úà

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåéñéñá úåðåëú 3.1

.úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù úøãâäá ìéçúð

ïéèåìçì ä÷éøô éà äòéøé ìëì íà úéøáâìà øåâñ ïéòî àåä K äãù 3.1.1 äøãâä
.K-úéìðåéöø äãå÷ð ùé K ìòî úøãâåîä

.äöåá÷ úúå äãù øåáò äøãâää úà åìéìëä ïåæøå ïãøé [16] øîàîá
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íà K0 äöåá÷ úú ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä àø÷ð K äãù 3.1.2 äøãâä
ä÷úòää ìëìå K ìòî úøãâåîä e ≥ 1 ãîéîî ïéèåìçì ä÷éøô éà äòéøé ìëì

.a = ν(b) ∈ Ke
0 ù êë b ∈ V (K) íéé÷ ν : V → Ae úèìåùå úéìðåéöø äãéøô

çåðéîá íéùîúùî åðà ïëìå äãù úú K0 åá äø÷îá ã÷îúð åæ äãåáòá 3.1.3 äøòä
.äáçøä

íà ,ïëà .éôåñðéà úåéäì áééç K0 æà ,úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 íà 3.1.4 äøòä
Ṽ = V r ν−1(Ke

0) ìù íéìá÷î åðééä ïëì .éôåñ äéä ν−1(Ke
0) íâ æà ,éôåñ äéä K0

.ν(a) ∈ Ke
0 äøåáò b ∈ Ṽ (K) äãå÷ð óà ïéà

K äãùäù øåøá æà ,úéøáâìà äøåâñ ïéòî àéä K/K0 äáçøä íà 3.1.5 äøòä
äáçøää íà ÷øå íà úéøáâìà øåâñ ïéòî àåä K ,èøôá .úéøáâìà øåâñ ïéòî àåä

.úéøáâìà äøåâñ ïéòî K/K

øåâñ ïéòî àåä K éæà ,Fp éðåùàø éôåñ äãù ìù Zl úáçøä àåä K íà ìùîì
äøåâñ ïéòî äáçøä åðéà K ïëìå ,éôåñ àåä K ìù úåàð äãù úú ìë .úéøáâìà

.úåàð äãù úú óà ìù úéøáâìà
äøåâñ ïéòî äáçøä åðéàù K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ùé 0 ïåéôéàá íâ

.(4.2.2 äð÷ñî) úåàð äãù úú óà ìù úéøáâìà

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåìå÷ù úåøãâä äàéáî äàáä äðòèä
äçëåää .úåéøåùéî úåîå÷òì äéö÷åãø úììåëå ,íéøúàå íéîåðéìåô ìù íéçðåîá

.úéìîøåô äçëåä ïàë àéáð ,úåîìùä ïòîì .[16] á äáåøá äòéôåî äðòèä ìù

.K/K0 úåãù úáçøä øåáò íéìå÷ù íéàáä íéàðúä 3.1.6 äðòè

.úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 (à3.1.6)

X á ãéøôå ïéèåìçì ÷éøô éà f(T , X) ∈ K[T1, . . . , Te, X] íåðéìåô ìë øåáò (á3.1.6)
.f(a, b) = 0 å r(a) 6= 0 åøåáò (a, b) ∈ Ke

0×K íéé÷ ñôàî äðåù r(T ) ∈ K[T ] ìëå

ìëå X á ãéøôå ïéèåìçì ÷éøô éà f(T, X) ∈ K[T,X] íåðéìåô ìë øåáò (â3.1.6)
.f(a, b) = 0 å r(a) 6= 0 åøåáò (a, b) ∈ K0 ×K íéé÷ ñôàî äðåù r(T ) ∈ K[T ]

t = ãéøôî úåìòð ñéñá íò E/K úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä ìë øåáò (ã3.1.6)
óòåñî åðéàù E ìù ϕ K-øúà íéé÷ ,ñôàî äðåù r(t) ∈ K(t) ìëå (t1, . . . , te)

.r(a) 6= 0,∞ å éôåñ a = ϕ(t) ,K0(t) = K0 ,Ē = K ù êë K(t) ìòî

ñéñá íò 1 úåìòð úìòîî E/K úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä ìë øåáò (ä3.1.6)
óòåñî åðéàù E ìù ϕ K-øúà íéé÷ ñôàî äðåù r(t) ∈ K[t] ìëå t ãéøôî úåìòð

.r(a) 6= 0,∞ å a = ϕ(t) 6= ∞ ,K0(t) = K0 ,Ē = K ù êë K(t) ìòî
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øåøá .(â3.1.6) å (á3.1.6) ,(à3.1.6) ïéá úåéåìé÷ùä íéçëåî [1.3 äîì ,16] á .äçëåä
(ä3.1.6) ùå (ã3.1.6) úà øøåâ (á3.1.6) ù úåàøäì ÷éôñî ïëì .(ä3.1.6) òáåð (ã3.1.6) îù

.(â3.1.6) úà øøåâ
éäé .E = K(t, x) ù êë K[t] ìòî íìù x ∈ E/K(t) éäé :(ã3.1.6) ⇐ (á3.1.6)
íéé÷îä X á ï÷åúîå ãéøô àåäù ïéèåìçì ÷éøô éàä íåðéìåôä f(T , X) ∈ K[T , X]

E/K(t) øåáò 2.4.1 äîìá ïúéðä ñôàî äðåùä íåðéìåôä g(t) ∈ K[t] éäé .f(t, x) = 0

.g(a)r(a) 6= 0,∞ å f(a, b) = 0 ù êë (a, b) ∈ Ke
0 × K íéé÷ äçðää éô ìò .x å

íééñðå úåàáä úåðåëúä úà íéé÷îä E ìù ϕ K-øúàì t 7→ a ãåçééä úà áéçøð
(2) ;(K[t] ìòî íìù x ù ïååéë íéé÷úî äæ) ϕ(x) = b 6= ∞ (1) :äçëåää úà
.(2.4.1 äîì) K(t) ìòî óòåñî àì ϕ (3) ;(2.4.1 äîì) Ē = K(b) = K å K0(t) = K0

éäé .(â3.1.6) á åîë r(T ) å f(T, X) =
∑n

k=0 ak(T )Xk åéäé :(â3.1.6) ⇐ (ä3.1.6)
.E = K(t, x) ïîñð .f(t, x) = 0 ù êë x ∈ K̃(t) å äðúùî t åéäé .r′(T ) = r(T )an(T )

øúà ïúåð r′(t) å E øåáò (ä3.1.6) éàðúä .K(t) ìòî ãéøôå K ìòî éøìåâø E éæà
b = ϕ(x) ù øøåâù äî a = ϕ(t) ∈ K0 (1) .úåàáä úåðåëúä úà íéé÷îä E ìù ϕ

äî Ē = K (2) ;(ñôàî äðåù ìéáåî íã÷î f(a,X) ìå ϕ(f(t, x)) = 0 ù ïååéë) éôåñ
.b ∈ Ē = K ù ïååéë äçëåää úà íééñîù

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøäå íééøèîåàâ úåðåøúô 3.2

úøæòá éøèîåàâ àåä ïåëéù úéòáì ùìç ïåøúô éúî úðééôàî äàáä äàöåúä
ìù úåîãå÷ úåãåáò úøôùî äàöåúä .úîéåñî úéøìåâø äáçøä ìù éìðåéöø øúà
ìùå [27.3.3 äð÷ñî ,8] úéøáâìà íéøåâñ ïéòî íééèøáìéä úåãù ìò Roquette

.[24.1.4 äðòè ,8] ñåéðáåøô úåãù ìò ãéøô-ïãøé-ïøä

éäúå äãù K éäé 3.2.1 äðòè

(µ : Gal(K) → Gal(L/K), α : Gal(F/E) → Gal(L/K))

éäé .L = F ∩ Ks å éøìåâø E/K øîåìë ,(2.2) á åîë K øåáò ïåëéù úéòá
Ê/E úéôåñ äãéøô äáçøä úîéé÷ éæà .ùìç ïåøúô θ : Gal(K) → Gal(F/E)

F á óòåñî åðéàù E/K ìù ϕ K-éìðåéöø øúà ìëìå K ìòî éøìåâø Ê ù êë

.Ê ìù K-éìðåéöø øúàì äáçøäì ïúéð ϕ íà ÷øå íà ϕ∗ = θ

ïåëéùä úéòáì éæà .Gal(F/E) ∼= Gal(L/K) øùàë ,èåùôä äø÷îá ìéçúð .äçëåä
áééç ,ùìç ïåøúô àåä ϕ∗ ù ïååéëî ,êëéôì .(α−1µ àåäå) ãéçé ïåøúô ùé (2.2)

.Ê = E øùàë úçëåî äðòèäå ,ϕ∗ = θ ù íéé÷úäì
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íéé÷úîù êë úéôåñ äàåìâ úáçøä M/K éäú .éììëä äø÷îì äúò øåáòð
.F̂ = FM éäéå (L ⊆ M èøôáå) Gal(M) = ker(θ)

F F̂

E
Ê

EL EM

K L M

úéøàðéì íéãøôåî EM å F úåãùä ,L ìòî úéøàðéì íéãøôåî M å F ù ïååéëî
íéé÷úî 2.3.3 äîì éôì .EL ìòî

.Gal(F̂ /E) = Gal(F/E)×Gal(L/K) Gal(M/K)

ìù úáùä äãù Ê éäé .θ̂(σ) = (θ(σ), σ|M) éãé ìò θ̂ : Gal(K) → Gal(F̂ /E) øéãâð
:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .F̂ á θ̂(Gal(K))

Gal(K)

µ

²²

θ̂

wwooooooooooo

θ
ÄÄ

Gal(F̂ /Ê)
α̂ //

²²

Gal(M/K)

²²
Gal(F/E) α // Gal(L/K)

óñåðá .éøìåâø Ê/K èøôá .íåöîöä ú÷úòä àéä α̂ ïàë

, ker(θ̂) = ker(θ) ∩Gal(M) = Gal(M)

.Gal(F̂ /Ê) ∼= Gal(M/K) øîåà äååä
.ϕ̂∗ = θ̂ èåùôä ÷ìçä éôì æà ,Ê ìù ϕ̂ K-éìðåéöø øúàì äáçøäì ïúéð ϕ íà

.ϕ∗ = θ éë òáåð 2.4.4 äîìî äúò
resF̂ ,F ϕ̂∗ = ϕ∗ î éæà .F̂ ìù ϕ̂ M-øúàì ϕ úà áéçøð .ϕ∗ = θ ù çéðð ,éðù ãöî

íéé÷úîù òáåð resF̂ ,M ϕ̂∗ = resKs,M å

, ϕ̂∗(σ) = (ϕ∗(σ), σ|M) = θ̂(σ)

éæà ,x ∈ Ê øåáò x̄ = ϕ(x) íà ïëà) .K àåä ϕ̂ úçú Ê ìù úåéøàùä äãù ïëìå
(.x̄ ∈ K ïëìå ,σ ∈ Gal(K) ìëì ,σ(x̄) = ϕ(ϕ∗(σ)x) = ϕ(x) = x̄

äãù àåä M øùàá ,Ê ⊆ FM íéé÷úîù åðéàø äçëåää êìäîá 3.2.2 äøòä
.θ ìù ïåøúôä
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ïëì .íæéôøåîåæéà àåä α̂ øîåìë ,ker θ̂ = Gal(M) éë åðéàøä äçëåäá 3.2.3 äøòä
.úåãù ìåëéù ìù éúøåáç úøåú çåñéð íöòá àéä äçëåää ïëì .ÊM = F̂ íéé÷úî

ìù ùãçî çåñéð äùòîì àéäù äàáä äàöåúä ìùîì .ãåàî úéùåîéù 3.2.1 äðòè
ìù äøéùé äð÷ñî àéä (p-íéåìú éúìá íéøáéà ìù ÷ìçä àìì) [24.1.1 äîì ,8]

.äðòèä

øåâñ ïéòî äãù øåáò (2.2) úéôåñ ïåëéù úéòá ìù ùìç ïåøúô ìë 3.2.4 äð÷ñî
.éøèîåàâ àåä K úéøáâìà

Ê úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä úîéé÷ ùìç ïåøúô ìëì 3.2.1 äðòè éôì .äçëåä
íìåà .Ê ìù K éìðåéöø øúà ùé íà ÷øå íà éøèîåàâ àåä ïåøúôäù êë K ìù

.äæë øúà ùé ãéîú ,úéøáâìà øåâñ ïéòî K ù ïååéë
,úéøáâìà øåâñ ïéòî K åéäé .3.2.1 äðòèî ãéøô-ïãøé ìù 24.1.1 äîì úçëåä
úåãù úáçøä F/E å K ìòî íéâåç ìù úéôåñ øöåðå éøìåâø äàåìâ éåñéë S/R

ìù äáçøä úú E ′ éäé .F á K ìù éøáâìàä øåâñä úà L á ïîñð .úåðîä
íæéôøåîéôà ùéå çéðð .ìò α′ : Gal(F/E ′) → Gal(L/K) íåöîöä ú÷úòäù êë F/E

àéä ν : Gal(K) → Gal(L/K) øùàá ,αγ = ν ù êë γ : Gal(K) → Gal(F/E ′)

.Ks á ker γ ìù úáùä äãù M éäé .íåöîöä ú÷úòä
.Dϕ = Gal(F/E ′) å ϕ(R) = K ù êë ϕ : S → M íæéôøåîéôà ùéù çéëåäì êéøö
øùàá ,γ = ϕ∗ úîãå÷ä äð÷ñîä éôì .(ν, α′) ìù ïåøúô àåä γ ,åðìù íéðåîéñá

ïëì .Ē = K úåéøàùä äãùù êëå F á óòåñî åðéàù E ìù øúà ϕ

.Dϕ = ϕ∗(Gal(K)) = γ(Gal(K)) = Dϕ

äãùù àéä äãéçéä äùéøãäù ïååéë ,S ⊆ Oϕ ù êë ϕ úà øåçáì ïúéð äùòîì
.ϕ(R) = Ē = K å ϕ(S) = F̄ = M æàå .K àåä Ê ìù úåéøàùä

úåìåôë ïåëéù úåéòá 3.3

àøå÷ì õìîåî .úåãù ìù úåáçøäì ïåëéù úåéòá ìù äììëää äòéôåî äæ óéòñá
àåä íà ,úåîã÷äää ÷øôá ,íéòéôåîä ïåëéù úåéòá ìù íéðåîéñáå úåøãâäá øëæäì

.êøåö ùéâøî

úåìåôë ïåëéù úåéòá úøãâä 3.3.1

úåéòá éúùî úáëøåî K/K0 øåáò äìåôë ïåëéù úéòá .úåãù úáçøä K/K0 éäú
äééðùäå K øåáò (µ : Gal(K) → G,α : H → G) úçà ,ïåëéù

(µ0 : Gal(K0) → G0, α : H0 → G0)
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i : H → H0 íåùøð íàå G ≤ G0 ,H ≤ H0 :àáä ïáåîá úåîàåú ïäù ,K0 øåáò
ú÷úòää øåáò r : Gal(K) → Gal(K0) å ïåëéùä úå÷úòää øåáò j : G → G0 å

.éôåìéç àåä ïìäìù íéùøúä æà ,íåöîöä

(3.1) Gal(K0)
µ0

$$HHHHHHHHH
∃θ0?

zz
H0

α0 // G0

Gal(K)

r

OO

µ

$$III
III

III
I

∃θ?

zz
H
?Â

i

OO

α // G
?Â

j

OO

äîéàúîä ïåëéùä úéòáì íéàøå÷ åðà ,K/K0 øåáò äìåôë ïåëéù úéòá ïúðäá
ïåëéù úéòá .(äðåéìòä äîàúäá) äðåúçúä ïåëéùä úéòá (K0 äîàúäá) K øåáò
íéàøå÷ åðà .(äðåúçúä íâ ïëìå) úéôåñ äðåéìòä äéòáä íà úéôåñ úàø÷ð äìåôë

.(äðåúçúä à÷åã åàì ìáà) úìöôúî äðåéìòä ïåëéùä úéòá íà úìöôúî äì
äðåéìòä äéòáä ìù θ0 ùìç ïåøúô àåä (3.1) äìåôë ïåëéù úéòá ìù ùìç ïåøúô
äø÷îá .(r íåöîöä ú÷úòä êøã) äðåúçúä äéòáä ìù θ ùìç ïåøúôì íöîèöîù
ú÷úòä íöòá àéä íåöîöä ú÷úòää æà ,äãéøôå úéøáâìà K/K0 úåãùä úáçøäù
ë"ãá ,θ íåé÷ úà ùéâãäì éãë .θ0(Gal(K)) ≤ H ù àåä θ0 ìò éàðúä ïëìå ïåëéùä
ìù íåöîöä àåä θ øùàá) (θ, θ0) âåæë äìåôë ïåëéù úéòá ìù ùìç ïåøúôì ñçééúð

.(Gal(K) ì θ0

úåéìðåéöø úåìåôë ïåëéù úåéòá 3.3.2

ìù úáùä úåãù úà L å L0 á ïîñðå K/K0 øåáò äìåôë ïåëéù úéòá (3.1) éäú
µ̄0 : Gal(L0/K0) → G0 íéîæéôøåîåæéà íéîéé÷ éæà .äîàúäá ,ker(µ) ìùå ker(µ0)

G å G0 úôìçäù (ïåëéù úåéòá ìù äø÷îá åîë) ìá÷ð .µ̄ : Gal(L/K) → G å
ïåëéù úéòá ïúåð (úåîéàúîä úå÷úòää ìë úôìçäå) Gal(L/K) å Gal(L0/K0) íò

.L = L0K éàðúä éãé ìò úùîîúî ïåëéùä úéòá ìù úåîéàúä .äìå÷ù äìåôë

úéòáì äìå÷ù úéìðåéöø äðåéìòä äéòáä äáù äìåôë ïåëéù úéòá ìë 3.3.1 äîì

34



.äàáä äøåöäî äìåôë ïåëéù

(3.2) Gal(K0)
µ0

((PPPPPPPP

Gal(F0/K(t))
α0 // Gal(L0/K0)

Gal(K)

r

OO

µ

((PPPPPPPP

Gal(F/E)
?Â

i

OO

α // Gal(L/K)
?Â

j

OO

.ãéçé äðúùî t = t íéç÷åì øùàë åìéôà äðåëð úøàùð äàöåúä ,ïë ìò øúé

K(t) L(t) F

K

mmmmmmmmmm
L

wwwww

(L0 ∩K)(t) L0(t) F0

K0 L0 ∩K

mmmmmmm
L0

xxxxx

ïåëéùä úéòá äøãâää éôì .úéøìåâø äøéúô äìåôë ïåëéù úéòá (3.1) éäú .äçëåä
(3.1) ìù äðåéìòä ïåëéùä úéòá úà óéìçäì ïúéð ïëìå ,úéøìåâø äøéúô äðåéìòä

.t = t úç÷ì ïúéðù òáåð 2.4.5 äîìî ,óñåðá .(3.2) á åîë äìå÷ù ïåëéù úéòáá
êåúì ïåëéùì úðúéð H ù ïúåð úåîéàúä éàðú .L = L0K å F = F0K éäé
.Gal(F0/(L0 ∩ K)(t)) ∼= Gal(F/K(t)) ìù äøåáç úúë (i úøæòá) Gal(F0/K0(t))

ä÷úòää åìà íééåäéæ úçú .H = Gal(F/E) øîåìë ,H ìù úáùä äãù E ⊆ F éäé
α(H) = Gal(L/K) î ïëì .íåöîöä ú÷úòä àéä α : Gal(F/K(t)) → Gal(L/K)

.K ìòî éøìåâø E ïëìå ,E ∩ L = K ù òáåð

.úéìðåéöø úéàø÷ð ìéòì äîìá åîë (3.2) äìåôë ïåëéù úéòá 3.3.2 äøãâä

äáçøä íéðåúðù çéðð øîåìë .ó÷ú íâ ì"ðä äîìä ìù êåôää ïååëä 3.3.3 äøòä
úéôåñ äàåìâ úáçøäå E/K ìù t ãéøôî úåìòð ñéñá ,E/K úéôåñ úøöåð úéøìåâø
ïä (3.2) á íåöîöä úå÷úòää ìë æà .F = F0K øùàá ,E ⊆ F ù êë F0/K0(t)

.K/K0 øåáò úéìðåéöø äìåôë ïåëéù úéòá øéãâî (3.2) ïë ìòå ,ìò

úåìåôë ïåëéù úåéòá ìù íééøèîåàâ úåðåøúô 3.3.3

ïåëéù úéòá ìù θ ùìç ïåøúôù øëæð úéùàø

(µ : Gal(K) → Gal(L/K), α : Gal(F/E) → Gal(L/K))
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óòåñî åðéàù E ìù ϕ K-éìðåéöø øúà åäùæéà øåáò ,θ = ϕ∗ íà éøèîåàâ àåä
íà éøèîåàâ (3.2) äìåôë ïåëéù úéòá ìù (θ, θ0) ùìç ïåøúôì àø÷ð äúò .F á
å äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù ùìç éøèîåàâ ïåøúô ϕ∗ øùàá ,(θ, θ0) = (ϕ∗, ϕ∗0)

.ϕ0 = ϕ|K0

úåéøàùä äãù ,äðåéìòä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô àåä ϕ∗0 ù ïååéëîù áì íéùð
-øúà øåáòù ïéçáð óñåðá .ϕ(t) ∈ Ke

0 æà ,éôåñ ϕ(t) íà ,èøôá .K0 àåä K0(t) ìù
ïëà àåä (ϕ∗, ϕ∗0) âåæä ,K0(t) = K0 å Ē = K íéé÷îä F á óòåñî åðéàù E ìù K

.ϕ∗0 = resKs,K0sϕ
∗ ù ïååéë ,(3.2) ìù ùìç ïåøúô

äîøää úðåëú 3.4

úåáçøäì ïåéãä úà íöîöð äìéçú .äîøää úðåëú úà çéëåðå çñðð äæ óéòñá
íéé÷úî æà ,úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 íàù äàøðù êë éãé ìò úåéøáâìàå úåãéøô
.íåöîöä ú÷úòä úçú Gal(K) ∼= Gal(K ∩K0s) å úéøáâìà øåâñ ïéòî K ∩K0s/K0

éçðåîá úåéøáâìàå úåãéøô ïäù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ïééôàð ïëî øçàì
óåñáì .äîøää úðåëú òáðú äæ ïåéôéàî .úåìåôë ïåëéù úåéòáì íééøèîåàâ úåðåøúô
úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä íéîéé÷îù (úëáåñî ìáà) ä÷æç äîøä úðåëú çéëåð

.úéôåñ íéøöåð úåãù ìù

úåãéøô úåéøáâìà ïðéàù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä 3.4.1

.äàáä äàöåúä úà íéçéëåî ïåæøå ïãøé ,[1.5 äð÷ñî ,16] á

ïéòî K ∩ K0s/K0 íâ æà ,úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 íà (ïåæø-ïãøé) 3.4.1 äîì
.úéøáâìà øåâñ

:íéé÷úî ,ïë ìò øúé

úéøáâìà øåâñ ïéòî K ∩K0s/K0 éæà .úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 éäé 3.4.2 èôùî
.íæéôøåîåæéà àéä res : Gal(K) → Gal(K ∩K0s) íåöîöä ú÷úòää íâå

íò úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú .Ks = K0sK ù úåàøäì ÷éôñî .äçëåä
F0/K0(t) éäé .Sn äéøèîéñä úøåáç êåúá G úà ïëùð .n øãñî G äàåìâ úøåáç
.K0 ìòî K á úéøáâìà éåìú éúìá F0 ù çéððå (2.2.4 èôùî) Sn ìù éøìåâø ùåîéî

íéé÷úî .Gal(F/K(t)) ∼= Sn å K ìòî éøìåâø F = F0K éæà

Gal(FL/K(t)) = Gal(FL/L(t))×Gal(FL/F )

∼= Gal(F/K(t))×Gal(L/K) ∼= Sn ×G
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íéé÷úî ïëì .FL á ∆ = {(g, g) | g ∈ G} äøåáçä úú ìù úáùä äãù E éäé
å E ∩ L = K ù øøåâ Sn∆ = Sn × G ,äàåìâ úîàúä éôì .Gal(FL/E) ∼= ∆

.éøìåâø E/K ,èøôá .FL = EL = FE ù øøåâ 1 = ∆ ∩ Sn = G ∩∆

F FL

K(t)

Ewww

wwww

L(t)

K L

.äîàúäá ,FL/K(t) å E/K(t) ,F/K(t) ìù íéáéèéîéøô íéøáéà xF , xE, xFL åéäé
.2.4.1 äîìá íéðúéðä íéîéàúîä íéîåðìåôä úìôëî h(t) ∈ K[t] éäú

,Ē = K ù êë E ìù ϕ K-øúà íéé÷ ,úéøáâìà øåâñ ïéòî àåä K/K0 ù ïååéë
.FL ìù Φ L-øúàì ϕ úà áéçøð .h(a) 6= 0 å éôåñ a = ϕ(t) ,K0(t) = K0

,F = F0K ù ïååéë íìåà .FL = EL = L(Φ(xE)) = L ù øøåâ FL = EL ,éæà
,L = FL = FE = K(Φ(xE), Φ(xF )) = F̄ = F̄0K ⊆ K0sK ïëì ,F̄ = F̄0K ù ìá÷ð

.ùøãðë

.[26] ìù úéæëøîä äàöåúäî íâ òáåð èôùîä 3.4.3 äøòä

ïååéëî ïëì .äôé úâäðúî úéøáâìà íéøåâñ ïéòî úåãù ìù úéøèðîìàä äøåúä
K ∩ K0s å K úéøáâìà íéøåâñ ïéòîä úåãùä ìù úåèìçåîä äàåìâä úåøåáçù

:íéàáä íéøéáñä íéàðúä úçú úéøèðîìà íéìå÷ù úåãùä ,úåéôøåîåæéà

.úéøáâìà äøåâñ ïéòî (úéøáâìà à÷åã åàì) äãéøô äáçøä K/K0 éäú 3.4.4 äð÷ñî
ìù úéøèðîìà äáçøä àåä K éæà .1ìåìëù-éà úâøã äúåà K ∩K0s å K ìù çéðð

.K ∩K0s

.3.4.2 èôùîîå [20.3.4 äð÷ñî ,8] î úòáåð äàöåúä .äçëåä

úåéøáâìàå úåãéøô úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ïåéôà 3.4.2

:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä éæà .úéøáâìàå äãéøô äáçøä K/K0 éäú 3.4.5 äðòè

.úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 (à3.4.5)

äéö÷ðåô ìëìå K/K0 øåáò (3.2) úéìðåéöøå úéôåñ äìåôë ïåëéù úéòá ìëì (á3.4.5)
ù êë (ϕ∗, ϕ∗0) ùìç éøèîåàâ ïåøúô íéé÷ ,r(t) ∈ K(t) ñôàî äðåù úéìðåéöø

.r(a) 6= 0,∞ å éôåñ a = ϕ(t)

imperfect degree1
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äðúùî t = t íò K/K0 øåáò (3.2) úéìðåéöøå úéôåñ äìåôë ïåëéù úéòá ìëì (â3.4.5)
.íéùìç íéøèîåàâ úåðåøúô óåñðéà íéîéé÷

ïåøúô úøãâäå (ã3.1.6 ÷ìç) 3.1.6 äðòèî úòáåð (á3.4.5)⇐(à3.4.5) äøéøâä .äçëåä
.ùìç éøèîåàâ

.úéãééî àéä (â3.4.5)⇐(á3.4.5) äøéøâä
E/K éäú .íéé÷úî (ä3.1.6) ù äàøðå 3.1.6 äðòèá ùîúùð :(à3.4.5)⇐(â3.4.5)
øçáð .ñôàî äðåù r(t) ∈ K[t] éäéå t ãéøôî úåìòð ñéñá íò úéøìåâø äáçøä
K/K0 ù êëî òáåð F0 íåé÷) E ⊆ F0K ù êë K0(t) ìù F0 úéôåñ äàåìâ úáçøä
íéîéé÷ äçðää éôì .L0 = F0∩K0s å L = F ∩Ks ,F = F0K åéäéå (úéøáâìàå äãéøô

äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù (ϕ∗, ϕ∗0) íéùìç íéøèîåàâ úåðåøúô óåñðéà

Gal(K0)

''OOOOOOOOOOO
ϕ∗0

ww
Gal(F0/K0(t)) // Gal(L0/K0)

Gal(K)

OO

''OOOOOOOOOOO
ϕ∗

ww
.Gal(F/E)

OO

// Gal(L/K)

OO

úåðåøúô ìù éôåñ øôñî øåáò ÷øù ïååéë .íåöîöä úå÷úòää ïä úå÷úòää ìë ïàë
.r(ϕ(t)) 6= 0,∞ å ϕ(t) 6= ∞ íéé÷îä ïåøúô íéé÷ ,r(ϕ(t)) = 0,∞ åà éôåñðéà ϕ(t)

.(ä3.1.6) á ùåøãë ,K0(t) = K0 å Ē = K ,èøôá
úéìðåéöø äìåôë ïåëéù úéòáá ïðåáúðå úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú
ìë íéøäì úøùôàî – äîøää úðåëú – äàáä úéæëøîä äðåëúä .K/K0 øåáò
ïåëéùä úéòá ìù ùìç éøèîåàâ ïåøúôì äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô

.äìåôëä

(3.2) éäú ,úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú (äîøää úðåëú) 3.4.6 äðòè
θ : Gal(K) → Gal(F/E) éäéå K/K0 øåáò úéìðåéöøå úéôåñ äìåôë ïåëéù úéòá
ùìç éøèîåàâ ïåøúô íéé÷ éæà .(3.2) ìù äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô

.θ = ϕ∗ ù êë (3.2) ìù (ϕ∗, ϕ∗0)

a = ϕ(t) ∈ Ke
0 ù êë ϕ úà øåçáì ïúéð ,ñôàî äðåù r(t) ∈ K(t) íà ,ïë ìò øúé

.r(a) 6= 0,∞ å

ìòî úéøìåâø àéäù Ê/E úéøáâìàå äãéøô äáçøä úîéé÷ 3.2.1 äðòè éôì .äçëåä
á óòåñî àì ϕ = Φ|E íàå Ê ìù K-éìðåéöø øúà Φ íà .äàáä äðåëúä úìòá K

.ϕ∗ = θ æà ,F
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-éìðåéöø øúà íéé÷ù òáåð úéøáâìà äøåâñ ïéòî K/K0 äáçøääù ïååéëî äúò
,K0 àåä K0(t) ìù úåéøàùä äãù ,F á óòåñî àì ϕ = Φ|E ù êë Ê ìù Φ K

éøèîåàâ ïåøúô àåä (ϕ∗, ϕ∗0) éæà .ϕ0 = ϕ|K0(t) ïîñð .r(a) 6= 0,∞ å éôåñ a = Φ(t)

.ϕ∗ = θ å ùìç
ïéòî úåáçøä ìù úåéáéèéæðøèä àéä äîøää úðåëúî äðåùàø äèåùô äð÷ñî

.åæ äðåëú çéëåäì úøçà êøã úåøôñá ïéà åðúòéãé áèéîì .úéøáâìà úåøåâñ

K2/K1 ù çéðð .úåãéøô úåéøáâìà úåáçøä ìù ìãâî K0 ⊆ K1 ⊆ K2 éäé 3.4.7 äîì
.úéøáâìà øåâñ ïéòî K2/K0 éæà .úéøáâìà íéøåâñ ïéòî ïä K1/K0 å

éäú .äçëåä

((µ0 : Gal(K0) → Gal(L0/K0), α0 : Gal(F0/K0(t)) → Gal(L0/K0),

(µ2 : Gal(K2) → Gal(L2/K2), α2 : Gal(F2/E) → Gal(L2/K2))

.(äèîì òéôåîä íéùøú äàø) K2/K0 øåáò úéìðåéöøå úéôåñ ,äìåôë ïåëéù úéòá
,F1 = F0K1 åéäé .åæ äéòáì ùìç éøèîåàâ ïåøúô àåöîì ÷éôñî 3.4.5 äîì éôì
(ϕ∗2, ϕ

∗
1) ùìç éøèîåàâ íéé÷ úéøáâìà øåâñ ïéòî K2/K1 ù ïååéë .L1 = L0K1

.äàáä äîøâàéãä ìù ïåúçúä ÷ìçä éãé ìò úøãâåîä äìåôëä ïåëéùä úéòáì

(3.3) Gal(K0)
µ0

''OOOOOOOOOOO
ϕ∗0

ww
Gal(F0/K0(t))

α0 // Gal(L0/K0)

Gal(K1)

OO

µ1

''OOOOOOOOOOO
ϕ∗1

ww
Gal(F1/K1(t))

OO

α1 // Gal(L1/K1)

OO

Gal(K2)

OO

µ2

''OOOOOOOOOOO
ϕ∗2

ww
.Gal(F2/E)

OO

α2 // Gal(L2/K2)

OO

÷ìçäî úøãâåîä äéòáä ìù (ϕ∗1, ϕ
∗
0) ùìç éøèîåàâ ïåøúôì ϕ∗1 úà íéøð äúò

äøåâñ ïéòîä äáçøäì ñçéá äîøää úðåëú éôì éøùôà äæ .íéùøúä ìù ïåéìòä
ïåøúô (ϕ∗2, ϕ

∗
0) ù ìá÷ð ϕ∗0|Gal(K2) = ϕ∗1|Gal(K2) = ϕ∗2 ù ïååéë .K1/K0 úéøáâìà

.úéøå÷îä äéòáä ìù ùìç éøèîåàâ
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éäéå øãåñ κ éäé 3.4.8 äðòè

K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Kκ

ìëì úéøáâìà øåâñ ïéòî Kα+1/Kα éë çéðð .úåéøáâìà úåãéøô úåáçøä ìù ìãâî
.úéøáâìà øåâñ ïéòî Kκ/K0 éæà .α ≤ κ éìåáâ øãåñ ìëì Kα =

⋃
β<α Kβ íâå α < κ

ãòöä úà .α ≤ κ éäé .úéèéðéôñðøè äéö÷åãðéàá äðòèä úà çéëåð .äçëåä
.úîãå÷ä äîìá åðçëåä á÷åòä

éäú .éìåáâ øãåñ α äé

(3.4) Gal(K0)

''OOOOOOOOOOO

Gal(F0/K0(t)) // Gal(L0/K0)

Gal(Kα)

''OOOOOOOOOOO

OO

Gal(Fα/Eα) //

OO

Gal(Lα/Kα)

OO

.Lα = L0Kα å Fα = F0Kα ïàë .Kα/K0 øåáò úéìðåéöøå äìåôë ïåëéù úéòá
íé÷úî åøåáò β < α íéé÷ ,úåéôåñ F0/K0(t) å L0/K0 úåáçøääù ïååéëî äúò
íåöîöä ú÷úòä úçú) Gal(Lα/Kα) ∼= Gal(Lβ/Kβ) å Gal(Fα/Kα) ∼= Gal(Fβ/Kβ)

.Lβ = L0Kβ å Fβ = F0Kβ øùàá ,(äîéàúîä
(3.4) äìåôëä ïåëéùä úéòáì ùìç éøèîåàâ ïåøúô úðúåð äéö÷åãðéàä úçðä
úçú (3.4) ìù ùìç éøèîåàâ ïåøúô äøùî äæ ùìç ïåøúô .α íå÷îá β íò

.ìéòì íéîæéôøåîåæéàä

ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä øåáò ä÷æçä äîøää úðåëú 3.5
úéôåñ íéøöåð úåãù

úðåëú çéëåð .(åìù éðåùàøä äãùä ìòî) úéôåñ øöåð äãù ïîñî K0 äæ óéòñá
ùåøãä óñåðä áéëøä .K0 ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä øåáò ä÷æç äîøä
Grauert-Manin éãé ìòå 0 ïåéôàá ñâðéèìô éãé ìò äçëåäù) ìãøåî úøòùä àåä

:ìãøåî úøòùä ìò úññåáî äàáä äîìä .(éáåéç ïåéôàá

f ∈ K0[T, X] ,éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù K0 åéäé ([5.4 äðòè ,16]) 3.5.1 äîì
,X ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô g ∈ K0[T, X] ,X á ãéøôå ïéèåìçì ÷éøô éà íåðéìåô
äéö÷ðåô ,K0 ìù K ′

0 äøäèá äãéøô éà äáçøä íéîéé÷ éæà .0 6= r ∈ K0[T ] å
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éà f(q(T ), X) ù êë K ′
0 ìù B úéôåñ äöåá÷ úúå q ∈ K ′

0(T ) äòåá÷ àì úéìðåéöø
.r(q(a)) 6= 0 å K ′

0[X] á ÷éøô éà g(q(a), X) a ∈ K ′
0 rB ìëìå ïéèåìçì ÷éøô

íò) K/K0 øåáò úéìðåéöø äìåôë ïåëéù úéòá (3.2) éäú úåãù úáçøä K/K0 éäú
úéìðåéöø äìåôë ïåëéù úéòá äîéàúî K/K0 ìù K1 äáçøä úú ìë øåáò .(t = t

àéäå
(3.5) Gal(K1)

µ1

''OOOOOOOOOOO

Gal(F1/K1(t))
α1 // Gal(L1/K1)

Gal(K)
µ

''OOOOOOOOOOO

OO

, Gal(F/E) α //

OO

Gal(L/K)

OO

.íåöîöä úå÷úòä ïä α1 å µ1 å L1 = L0K1 ,F1 = F0K1 øùàá
(3.5) äìåôëä ïåëéùä úéòá éæà .äøäèá äãéøô éà äáçøä K ′

1/K1 éë çéðð
.K ′

1 íò íäìù óåøöá íéòéôåîä úåãùä ìë úà óéìçð íò úøîùð

äãù ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K éäú (ä÷æçä äîøää úðåëú) 3.5.2 äðòè
éäú .K0 úéôåñ øöåð

E(K) = (µ : Gal(K) → Gal(L/K), α : Gal(F/E) → Gal(L/K))

ìù ùìç ïåøúô θ : Gal(K) → Gal(F/E) éäéå 2(2.2) á åîë K øåáò ïåëéù úéòá
äãéøô éà úéôåñ äáçøäå K/K0 ìù K1/K0 úéôåñ äáçøä úú úåîéé÷ éæà .E(K)

.úåàáä úåðåëúä íò K ′
1/K1 äøäèá

àéä äðåúçúä ïåëéùä úéòá äáù) (3.2) úéìðåéöø äìåôë ïåëéù úéòá ìëì (à)
(3.5) äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù (θ, θ1) ùìç ïåøúôì θ úà íéøäì ïúéð ,(E(K)

.ìò θ1 ù êë

î íéìá÷îù äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù éøèîåàâ ïåøúô àåä (θ, θ1) ïåøúôä (á)
.K ′

1 íò íäìù óåøöá úåãùä ìë úôìçä éãé ìò (3.5)

êë K ìòî úéøìåâø àéäù Ê/E äãéøô äáçøä úîéé÷ 3.2.1 äðòèî .äçëåä
äáçøäì ïúéð ϕ íà ÷øå íà ϕ∗ = θ íéé÷î F á óòåñî åðéàù E ìù ϕ K-øúàù
x åùøåùù ïéèåìçì ÷éøô éà íåðéìåô f(t, X) ∈ K[t,X] éäé .Ê ìù K-éìðåéöø øúàì
ãéøôä øåâñá ker(θ) ìù úáùä äãù M éäé .Ê = K(t, x) øîåìë ,Ê/K(t) úà øöåé
.íåöîöä úå÷úòä ïä úå÷úòää ìëå L = F ∩Ks ,äàåìâå úéôåñ F/E ,K ìòî (1 àéä úåìòðä úìòîå) éøìåâø E øîåìë2
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åùøåùù äàåìâ íåðéìåô h(X) ∈ K[X] éäé .úéôåñ äàåìâ úáçøä M/K éæà .Ks

.M/K úà øöåé
h ù êëå h å f éîã÷î úà äìéëîä K/K0 ìù K1 úéôåñ äáçøä úú øçáð
ìù úåãùä F1 ,L1 åéäéå K1 ìòî h ìù ìåöéôä äãù M1 éäé .K1 ìòî äàåìâ
íâ êëéôìå ,Gal(M/K) ∼= Gal(M1/K1) éæà .(3.5) äîéàúîä äìåôëä ïåëéùä úéòá

.Gal(L/K) ∼= Gal(L1/K1)

F

E EL

ooooooo
EM

K(t) L(t) M(t)

F1

K0(t) K1(t) L1(t)

qqqqqq
M1(t)

øçáð .F1/K1(t) úà øöåé åùøåùù ÷éøô éà íåðéìåô g(t,X) ∈ K1[T, X] éäé
íéîã÷îäùå F1 á óòåñî àì (t− a) éðåùàøäù øøåâ r(a) 6= 0 ù êë r(t) ∈ K1(t)

éàä äáçøää K ′
1/K1 åéäé .a á íéñôàúî àì g(t, X) å f(t,X) ìù íéìéáåîä

äéö÷ðåôä q ∈ K ′
1(T ) å K ′

1 ìù úéôåñä äöåá÷ä úú B ⊆ K ′
1 ,äøäèá äãéøô

.K ′ = KK ′
1 éäé .r å ,f ,g ,K1 øåáò 3.5.1 äîìî íéìá÷úîä äòåá÷ äðéàù úéìðåéöøä

a ∈ K ′
1rB íéîéé÷ ,([2.5 äð÷ñî ,16]) úéøáâìà äøåâñ ïéòî àéä K ′/K ′

1 ù ïååéë
øúàì t 7→ q(a) ãåçééä úà áéçøð .(3.1.6 äðòè) f(q(a), b) = 0 íøåáò b ∈ K ′ å
.(r(q(a)) 6= 0 ù ïååéë) FK ′

1 á óòåñî àì ϕ = Φ|EK′
1
éæà .ÊK ′

1 ìù Φ K-éìðåéöø
((µ, α), (µ1, α1)) äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù ùìç éøèîåàâ ïåøúô (ϕ∗, ϕ∗1) éë ÷éñð

.K ′
1 íò íôåøöá úåãùä ìë úôìçä éãé ìò (3.5) î íéìá÷îù

éà g(q(a), X)å g(t,X) ìù ùøåù éãé ìò øöåð F1K
′
1/K

′
1(t) ù ïååéë ,ïë ìò øúé

óéòñî úéãééî òáåð (à) óéòñ .(á) úà çéëåäì åðîééñå .ìò àåä ϕ∗1 ïåøúôä ,÷éøô
.((µ, α), (µ1, α1)) ìù (éøèîåàâ à÷åã åàì) ïåøúô àåä (ϕ∗, ϕ∗1) ù ïååéë (á)
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4 ÷øô

ïéòî úåáçøä ìù äàåìâ äðáî ìò
úéøáâìà úåøåâñ

úåáçøä äîëù çéëåäì éãë ñâðéèìô èôùîá ïåæøå ïãøé íéùîúùî [16] øîàîá
äãù óà ìòî úéøáâìà úåøåâñ ïéòî ïðéà Q íéìðåéöøä íéøôñîä ìù äàåìâ

.úéììë äòôåú åà íéø÷î óåøö äæ íàä íéìàåù íä æà .íéøôñî
ïéòîä äáçøääù çéëåî àåäù êë éãé ìò äìàùä úà ïãøé áùééî [15] øîàîá
åæ äàöåú .åìù éøáâìàä øåâñä àéä íéøôñî äãù ìù äãéçéä úéøáâìà äøåâñ
íéøåâñ úåãù ìù Neukirch ìù ïåéôéàä ,ñåéðáåøô ìù úåôéôöä èôùî ìò úññáúî
ïéàù Q ìù úãçåéîä äðåëúä ìòå Q ìù úåéøáâìàä úåáçøää ìë ïéáî úéãà-p

.(!)íéúåàð úåãù éúú åì
ïåæøå ïãøé ìù äèéùä úà íéììëùî åðà ,[2] ïãøé íò óúåùî øîàîá ,êùîäá
úéôåñ íéøöåð úåãù ìù äìåãâ øúåéä äçôùîì ïãøé ìù äáåùúä úà íéáéçøîå
Grauert- éãé ìòå 0 ïåéôéàá ñâðéèìô éãé ìò äçëåä øåëæëù) ìãøåî úøòùä úøæòá

.(éáåéç ïåéôéàá Manin

äøåöá ì"ðä úåàöåúä ìë úà ùãçî çéëåäì ïúéð ,äîøää úðåëú úøæòá ,äúò
úéôåñ íéøöåð úåãù ìù äðåëú íåùá úùîúùî äðéà äùãçä äçëåää .úéøèðîìà
ïåâë) úåøçàå åæ äàöåú .(4.2.3 èôùî) K éúåøéøù äãùì äô÷ú íöòá àéä ïëìå
"äðåëð"ä êøãäù úåçéëåî äæ ÷øôá úåòéôåîä (äàåìâ úåøåáç ìù äãéøé úåàöåú

.úåìåôë ïåëéù úåéòá êøã úøáåò úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä úðáäì

äàåìâ úåøåáç úãéøé 4.1

.úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøäá äàåìâ úåøåáç ãéøåäì úøùôàî äàáä äàöåúä

ϕ : Gal(K) → Gal(K0) éäú ,úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú 4.1.1 èôùî
çéðð .G úéôåñ äøåáç ìò íæéôøåîéôà θ : Gal(K) → G éäéå íåöîöä ú÷úòää
éøìåâø ùåîéîì úðúéðä G0 úéôåñ äøåáç êåúì G ìù i : G ↪→ G0 ïåëéù íéé÷ù
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:θ0ϕ = iθ ù êë θ0 : Gal(K0) → G0 íæéôøåîåîåä íéé÷ éæà .K0 ìòî

Gal(K)
ϕ //

θ

²²

Gal(K0)

θ0

²²
.G

i
//

'&%$Ã!"#c
G0

úéòá ìù äðåúçúä ïåëéùä úéòáì ïåøúô àéä θ : Gal(K) → G ä÷úòää .äçëåä
äìåôëä ïåëéùä

(4.1) Gal(K0)

##GG
GG

GG
GG

GG
θ0

zz
G0

// 1

Gal(K)

##GG
GG

GG
GG

GG
θ

zzuuuuuuuuu

OO

.G //

OO

1

OO

.úéìðåéöø àéä (4.1) äéòáä K ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéð G0 ù ïååéë
(θ, θ0) ùìç (éøèîåàâ) ïåøúôì θ úà íéøäì ïúéð ,(3.4.6 äðòè) äîøää úðåëúî

.(4.1) ìù
:ãéî òáåð 4.1.1 èôùîî ,G = G0 åá äø÷îá

äàåìâ äøåáç G éäú .úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú 4.1.2 äð÷ñî
.K0 ìòî äàåìâ úøåáç íâ G éæà .K0 ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéðä K ìòî úéôåñ

:íéìá÷î åðà (2.2.4 èôùî) éøìåâø ùåîéîì úðúéð úéìáà äøåáç ìëù ïååéë

.Kab = Kab
0 K éæà .úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú 4.1.3 äð÷ñî

4.1.1 èôùî úøæòá [5 èôùî ,26] úà ùãçî çéëåäì äæ äùòðù àáä øáãä
äùãçä äçëåää .äãù ìë ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéð äéøèîéñä úøåáçù äãáåòäå

.ïåæø ìù úéðëèäå úéøå÷îä äçëåäì äðáåú úðúåð

äáçøä L/K éäúå úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäú (ïåæø) 4.1.4 äð÷ñî
úéøàðéì úãøôåîä L0/K0 äãéøô úéøáâìà äáçøä úîéé÷ éæà .úéøáâìàå äãéøô

.L = L0K ù êë K0 ìòî K î

øùàë äðòèä úà çéëåäì ÷éôñîù úåàøäì ïúéð ïøåö ìù äîìä úøæòá .äçëåä
(.[26] á äáåè äøåöá äùòð äæ éë äô úàæ äùòð àì) .[L : K] < ∞

44



,G = Gal(M/K) ,L/K ìù äàåìâä øåâñ M åéäé .[L : K] < ∞ ù ïë íà çéðð
úöåá÷ ìò G ìù äìåòôä .íåöîöä ú÷úòä θ : Gal(K) → G å G′ = Gal(M/L)

.i : G → SΣ ïåëéù äøùî Σ = G/G′ úåéðîéä úå÷ìçîä
íéé÷ù 4.1.1 èôùîî òáåð ,(2.2.4 èôùî) éøìåâø ùåîéîì úðúéð SΣ ù ïååéë
θ0 ìù H äðåîúä ,èøôá θ0|Gal(K) = iθ ù êë θ0 : Gal(K0) → SΣ íæéôøåîåîåä
àåä H ′ øùàá ,(H : H ′) = |Σ| = [L : K] éæà .úéáéèéæðøè H ïëìå ,i(G) úà äìéëî
àéä G′ ≤ G äøåáç úúä ,óñåðá .G′ ∈ Σ úéðîéä ä÷ìçîä ìù H êåúá áöééîä
ïëì .H ′ ∩ i(G) = i(G′) éë ìá÷ð ïëì .G′ ∈ Σ úéðîéä ä÷ìçîä ìù G á áöééîä

.i−1(H) = G′

äãùä L0 ⊆ M0 å (Gal(M0) = ker(θ0) øîåìë) ker(θ0) ìù úáùä äãù M0 åéäé
ìá÷ð θ0|Gal(K) = iθ å ò"çç i ù ïååéë .(Gal(L0) = θ−1

0 (H ′) øîåìë) H ′ ì íéàúîä

.Gal(L) = θ−1(G′) = θ−1i−1(H ′) = ϕ−1θ−1
0 (H ′) = ϕ−1(Gal(L0)) = Gal(L0K)

.L = L0K ïëì
.[L0 : K0] = (H : H ′) = [L : K] ù ïååéë K î úéøàðéì ãøôåî L0 ,íåéñì

.Sn ìù äøåáç úúá äãå÷ð ìù áöééîä äéä H ′ äðåøçàä äçëåäá 4.1.5 äøòä
L0/K0 ïëì .äàåìâ L/K íà íâ ,úéìîøåð äøåáç úú åðéà äæ áöééî éììë ïôåàá

.äàåìâ L/K íà íâ ,äàåìâ çøëäá äððéà

øåâñ ïéòî K/K1 ù êë K0 ⊆ K1 ⊆ K úåãù ìù ìãâî äðáð åæ àîâåãá .àîâåã
.úéôåñ äáçøä K1/K0 å ,úéøáâìà øåâñ ïéòî àì K/K0 ,úéøáâìà

úåáçøä ïéà K0 ì .Q ìù úéáøéîä äøéúô-åøôä äáçøää K0 = Qsol éäú
àì K/K0 æà ,L/K øîàð ,2 äìòîî äáçøä ùé K0 ìù K äáçøäì íà .2 äìòîî
,úéøáâìà øåâñ ïéòî äéä K/K0 åìéà 4.1.4 äð÷ñî éôì ,ïëà .úéøáâìà øåâñ ïéòî

.äøéúñ ,2 = [L : K] = [L0 : K0] ù êë L0/K0 íéé÷ äéä æà
[13.9.1 èôùî ,8] Weissauer èôùî éôì .e ≥ 1 å äúåàðå úéôåñ äáçøä K1/K0 éäú
äøåâñ ïéòî àéä K/K1 äáçøää σ ∈ Gal(K1)

e ìë èòîëì ïëì .éèøáìéä K1

ùé K ì èøôá .K = Q̃(σ) øùàá ,íéøöåé e ìò úéùôåç àéä Gal(K) å úéøáâìà
.úîãå÷ä ä÷ñôä éôì K0 ìòî úéøáâìà øåâñ ïéòî åðéà K ïëìå 2 äìòîî äáçøä

úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä ìù äàåìâ äðáî ìò úåìáâä 4.2

.úåìáâääî äîë óùåç äæ óéòñ .úéøáâìà äøåâñ ïéòî úåéäì äìåëé äáçøä ìë àì
úåðåëúáå úåøãâäá øëæäì àøå÷ì õìîåî ïë ìòå øæ úåìôëîá ùîúùð äæ ÷øôá

.2.5 óéòñá úåòéôåîä ïäìù úåéñéñáä
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øåâñ K éæà .úéøáâìà äøåâñ ïéòî äúåàð äàåìâ úáçøä K/K0 éäú 4.2.1 äîì
.úåãéøôá

íæéôøåîéôàä θ : Gal(K) → A éäéå K ìòî äàåìâ úøåáç A éäú .äçëåä
ϕ : Gal(K0) → G éäúå Gal(K/K0) ìù úéìàéååéøè àì úéôåñ äðî G éäú .íéàúîä
ïåëéù øéãâð .n ìåãâ éòáè åäùæéà øåáò A ≤ Sn ù çéðäì ïúéð .íåöîöä ú÷úòää
σ ∈ G ìëì fa(σ) = 1 å fa(1) = a øùàá ,i(a) = (fa, 1) éãé ìò i : A → Sn wr G

ïåëéùä úéòá ,äãù ìë ìòî éøìåâø ùåîéîì úðúéð Sn ù ïååéë .éìàéååéøè àì
.(2.5.10 äð÷ñî) K0 ìòî úéìðåéöø àéä (ϕ, Sn wr G → G)

ïåøúôì äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù θ ïåøúôä úà íéøäì ïúéð äîøää úðåëúî
äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù (θ, θ0) ùìç

Gal(K0)

##GGGGGGGGG
θ0

xxrrrrrrrrrr

Sn wr G // G

Gal(K)

$$HH
HH

HH
HH

HH
θ

xxqqqqqqqqqqq

OO

.A //

OO

1

OO

úìåòôù ïååéë .Gal(K0) úðåîú úçú éèðéøååðéà i(A) ïëì ,Gal(K) / Gal(K0) äúò
.G úìåòô úçú éèðéøååðéà i(A) éë òáåð A wr G á äãîöää úìåòô íò ääãæî G

1 6= σ ∈ G ìëìå 1 6= a ∈ A ìëì ,ïëà) .A = 1 ïë íà àìà , ïëúé àì øåøáá äæ
(.fσ

a 6∈ A íéé÷úî
.äîééúñð äçëåääå úåãéøôá øåâñ K ïëì

êë .úåãùë úéøáâìà úåøåâñ ïéòî ïäù Q ìù äàåìâ úåáçøäì úåàîâåã äîë ùé
úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä íðéàù úéøáâìà íéøåâñ ïéòî úåãùì úåàîâåã ìá÷ð

.úåàð äãù úú óà ìù

ïéòî äáçøä äðéà K éæà .Q̃ î äðåù Q ìù äàåìâ úáçøä K éäú 4.2.2 äð÷ñî
øåâñ ïéòî K íà íâ äô÷ú åæ äð÷ñî .úåàð äãù úú óà ìù úéøáâìà äøåâñ

.íéàáä íéø÷îá äô÷ú àéä èøôá .úéøáâìà

ìëì èòîë ,Q̃(σ) á úìëåîä Q ìù úéìîéñ÷îä äàåìâ úáçøä àéäù Q̃[σ] (à)
.[18.10.2 èôùî ,8] σ ∈ Gal(Q)e

å Q ìù úéìîéñ÷îä úéùîîä äàåìâä úáçøä àéä Qtot,R øùàá ,Qtot,R(i) (á)
.[24] i2 = −1
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,8] úéøèîéñ äàåìâ úøåáç íò Q ìù äàåìâä úåáçøä ìë ìù Qsym óåøöä (â)
.[18.10.3 èôùî

úòáåð äðòèä ïëì .äãù úú ìë ìòî äàåìâ K/K0 æà ,äàåìâ K/Q íà .äçëåä
.4.2.1 äîìî

.äàáä àéä ä÷æç øúåé úö÷ äàöåú

àåä úéøáâìà äøåâñ ïéòî äúåàð äãéøô äáçøä ìù äàåìâ øåâñ 4.2.3 èôùî
.ãéøôä øåâñä

.äàåìâä øåâñ N éäéå äúåàð úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäé .äçëåä
ìòî K î úéøàðéì úãøôåîä N0/K0 äãéøô äáçøä úîéé÷ù òáåð 4.1.4 äð÷ñîî
úéøáâìà äøåâñ ïéòî äàåìâ úáçøä àéä N/N0 èøôá .N = N0K ù êë K0

.ùåøãë ,úåãéøôá øåâñ N ù òáåð 4.2.1 äîìî .äúåàð
íàù äçéëåäù 1986 î Chatzidakis ìù äàöåú ìù äììëä àéä ìéòì äàöåúä
åðéà Ks(σ) äãùä σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë æà ,e ≥ 1 å äéðî ïá éèøáìéä K

äáçøää σ ìëì èòîë ,øåëæë) .K ⊆ K ′ ( Ks(σ) ìëì ,K ′ ìù äàåìâ úáçøä
(.úéøáâìà äøåâñ ïéòî àéä Ks(σ)/K

øåâñ ïéòî äãù ìëù øåøá .úåéôåñ úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøäì äúò øåáòð
úôñåð úéìàéååéøè àîâåã .åîöò ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä åðéä úéøáâìà
äø÷îá .R úéùîî øåâñ äãù ìù éøáâìàä øåâñä àåä C øùàá ,C/R äáçøä àéä

.[9.3 äð÷ñî VI §9 ,20] [C : R] = 2 äæ
äáçøä K éäú :äøäèá úåãéøô éà úåáçøäî äàá úåàîâåã ìù úôñåð äçôùî
úéøáâìà øåâñ ïéòî K/K0 éæà .K0 úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù äøäèá äãéøô éà
ãåò åðìáé÷ ,úéôåñ äøäèá äãéøô éà äáçøä K/K0 íà ïëì .[2.3 äð÷ñî ,16]

.úéôåñ úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøäì àîâåã
úéøáâìà úåøåâñ ïéòîä úåáçøää ìë äùòîì äìàù äàøî äàáä äàöåúä

.ùéù úåéôåñä

÷øå íà úéøáâìà äøåâñ ïéòî K/K0 æà .úéôåñ äáçøä K/K0 éäú 4.2.4 äð÷ñî
íà

åà ,K0 ìù éøáâìàä øåâñä K å úéùîî øåâñ K0 (à)

.äøäèá ãéøô éà K/K0 å úéøáâìà øåâñ ïéòî K0 (á)

K/K1 éæà .K á úìëåîä K0 ìù úéìîéñ÷îä äãéøôä äáçøää K1 éäú .äçëåä
øåâñ ïéòî K1/K0 [2.3 äð÷ñî ,16] éôì .[6.6 äðòè V §6 ,20] äøäèá ãéøô éà

.åðîééñ K1 = K0 íà .úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù àåä K1 èøôáå ,úéøáâìà
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øåâñä àåä K1/K0 ìù N äàåìâä øåâñ éë òáåð 4.2.3 èôùîî .K1 6= K0 éë çéðð
àåäå N = K1 ù òáåð [9.3 äð÷ñî VI §9 ,20] Artin-Schreier èôùîî ,ïëì .ãéøôä

.K1 = K ïëìå 0 àåä K ìù ïåéôéàä èøôá .úéùîî øåâñ K0 ùå úéøáâìà øåâñ
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5 ÷øô

íéáéè÷éåøô úåâåæ

úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úéúøåáç úøåúä äìéá÷îä úà íéøéãâî åðà äæ ÷øôá
.åìà úåâåæ øå÷çì åðúåà òéðî äæä øù÷ä .íéáéè÷éåøôä úåâåæä àéäå úéøáâìà

,ïåùàøä .íéðôåà éðùá úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä úðáä ìò òéôùî äæ ø÷çî
úéøáâìà íéøåâñ ïéòî úåãù ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù ïåéôéà åðì ùé

.íéáéè÷éåøô úåâåæ úøæòá

úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M éäú (à) 5.0.5 äðòè
.éáéè÷éåøô âåæ àåä (Gal(M), Gal(K)) éæà .K

ïéòî M/K éæà .K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéøáâìà äáçøä M éäú (á)
.éáéè÷éåøô âåæ (Gal(M), Gal(K)) íà ÷øå íà úéøáâìà äøåâñ

ìù M úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úîéé÷ éæà .éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé (â)
.Λ ∼= Gal(K) ,Γ ∼= Gal(M) ù êë K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù

(.÷øôä óåâá íéòéôåî äðòèä úçëåäå éáéè÷éåøô âåæ ìù äøãâää)
ïéòî úåáçøäì íéáéè÷éåøô úåâåæ ìò úåàöåúá ùîúùäì íéìåëé åððéàù úåøîì
íéìåëé ïë åðçðà ,øéùé ïôåàá úéøáâìà íéøåâñ ïéòî àì úåãù ìù úéøáâìà úåøåâñ
úøåú úåèéù ìù äðùðå øæåçä ùåîéùä úà øéáñî äæ .úåèéùáå úåðåéòøá ùîúùäì
àá ,äîøää úðåëú ,éæëøîä éìëä èøôá .íéîãå÷ä íé÷øôá òéôåäù úåéúøåáç

.íééúøåáç úøåú íéìå÷éùî
úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìò úåàöåú øéáòäì íéìåëé åðà 5.0.5 äðòè úøæòá
äèéù êøã àìå úåøéùé úåçëåä ïúéð äæ ÷øôá .íéáéè÷éåøô úåâåæ ìò úåàöåúì
øúåé úåèåùô úåéúøåáç úøåúä úåçëåää ììë êøãá ,úéùàø .úåáéñ éúùî åæ
úéììë äéøåâè÷á íéãáåò åðçðàù àéä äéðùä äáéñä .úåãùä úøåú ìù úåçëåääî
úåøåáç ìù áå÷éðìî úøåöú äðéä C øùàë ,C-åøô úåøåáç åðééäã ,úåøåáç ìù øúåé

.(êùîäá äàø) úåéôåñ
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íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù úåéñéñáä úåðåëúä 5.1

úåøãâä 5.1.1

äæ .úåéôåñ úåøåáç ìù áå÷éðìî úøåöú úåéäì C úà òá÷ð äæä ÷øôä ìë êøåàì
ú÷éåãî äøö÷ äøãñ ïúðäáå áéñ úåìôëî úçú äøåâñ C ù øîåà

1 //A //B //C //1

.úåøùé úåìôëî úçú äøåâñ C èøôá .B ∈ C íà ÷øå íà A,C ∈ C íéé÷úî
ú÷éåãîä äøãñäî

1 //A(G:G0) //A wrG0 G //G //1

.A wrG0 G ∈ C íà ÷øå íà A,G ∈ C ù òáåð
;úåéôåñä úåøåáçä ìë úçôùî .áå÷éðìî úåøåöú ïä úåàáä úåçôùîä úùåìù

.úåøéúôä úåøåáçä ìë úçôùî ;p éðåùàø øåáò ,p-úåøåáç ìë úçôùî
íéùøú àéä (Γ, Λ) âåæä øåáò äìåôë C-ïåëéù úéòá .C-åøô úåøåáç Γ ≤ Λ åéäé

éôåìéç

Λ
ν

$$IIIIIIIIII
θ

zz
H

β // B

Γ
µ

$$HH
HH

HH
HH

HH
H

ϕ

OO

η

zzuuuuuuuuuu

, G α //

j

OO

A

i

OO

(5.1)

úå÷úòä ìëå ïåëéùä úå÷úòä ïä i, j, ϕ ,G ≤ H ,A ≤ B ,G,H,A, B ∈ C øùàá
C-ïåëéù úåéòá éúù úáëøåî äìåôë C-ïåëéù úéòá ïëì .ìò ïä α, µ, β, ν úåéëðàä

.Λ øåáò äðåéìòäå Γ øåáò äðåúçúä ïåëéùä úéòá :úåîàåú
(5.1) ù øîàðå C ä ïåîéñ úà èéîùð ,úåéôåñä úåøåáçä úçôùî àéä C øùàë
øöå÷î áéúëá (5.1) úà íåùøð íéúéòì .((3.1) á åîë) úéôåñ äìåôë ïåëéù úéòá àéä

.((µ, α), (ν, β)) –

øîåìë ,úìöôúî äðåéìòä ïåëéùä úéòá íà úìöôúî àéä äìåôë C-ïåëéù úéòá
äðåúçúä ïåëéùä úéòá íâ óñåðá íà .ββ′ = idB ù êë β′ : B → H íéé÷ (5.1) øåáò

.ùîî úìöôúî äìåôëä C-ïåëéùä úéòáù øîàð úìöôúî
C-åøô-ïåëéù úéòá àéä (5.1) éæà ,C-åøô úåéäì G,H,A, B úåøåáçì äùøð íà

.äìåôë
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θ : Λ → H ùìç ïåøúôå äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù η : Γ → G ùìç ïåøúô ïúðäá
θ å η íà (5.1) ìù ùìç ïåøúô àåä (η, θ) ù øîàð ,äðåéìòä ïåëéùä úéòá ìù

.jη = θϕ øîåìë ,úåîàåú
ïåøúô äøùî θ ,ïëà .θ éãé ìò ïéèåìçì òá÷ð (5.1) ìù η ùìç ïåøúôù áì íéùð

.η = θ|Γ æàå ,θ(Γ) ≤ G íà ÷øå íà äìåôëä C-ïåëéùä úéòáì

C-ïåëéù úéòá ìë íà C-éáéè÷éåøô àø÷ð C-åøô úåøåáç ìù (Γ, Λ) âåæ 5.1.1 äøãâä
.äùìåçá äøéúô àéä äìåôë

.úéìàéååéøè àéä äðåùàøä .íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù úåéñéñá úåðåëú äîëá ìéçúð

.Λ C-åøô äøåáç øåáò íéìå÷ù íéàáä íéàðúä 5.1.2 äðòè

.C-úéáéè÷éåøô àéä Λ (à)

.C-éáéè÷éåøô àåä (1, Λ) âåæä (á)

.C-éáéè÷éåøô àåä (Λ, Λ) âåæä (â)

çéðð .C-åøô úåøåáç ìù (Γ, Λ) âåæä øåáò äìåôë C-ïåëéù úéòá (5.1) éäú 5.1.3 äîì
C-ïåëéù úéòá úîéé÷ éæà .äùìåçá úåøéúô äðåéìòäå äðåúçúä ïåëéùä úåéòáù

.(5.1) ìò úùìåçä ùîî úìöôúî äìåôë

η : Γ → G å äðåéìòä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô θ : Λ → H éäé .äçëåä
å N ≤ ker(θ) ù êë Λ ìù N äçåúô úéìîøåð äøåáç úú øçáð .äðåúçúä ìù

.Γ ∩N ≤ ker(η)

íéùøúä éæà .Ĝ = G ×A Â ,Ĥ = H ×B B̂ åéäéå Â = Γ/Γ ∩ N ,B̂ = Λ/N åéäé
.(5.1) ìò úùìåçä äìåôë C-ïåëéù úéòá øéãâî àáä éôåìéçä

Γ

²²

Ĝ //

²²

Â

²²
G

α // A

Λ

²²

Ĥ //

²²

B̂

²²
H

β // B

úìöôúî åæ äéòáù òáåð 2.3.2 äîìî äúò (.úéðåðà÷ úåøãâåî úå÷úòää ìë ïàë)
.ùîî

éæà .C-úéáéè÷éåøô àéä Λ ù çéððå C-åøô úåøåáç ìù âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.4 äð÷ñî
.äùìåçá äøéúô ùîî úìöôúî C-ïåëéù úéòá ìë íà ÷øå íà C-éáéè÷éåøô (Γ, Λ)
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.[22.4.7 äðòè ,8] C-úéáéè÷éåøô íâ àéä Γ íâ ,C-úéáéè÷éåøô Λ ù ïååéë .äçëåä
ìëìù òáåð 5.1.3 äîìî .ùìç äøéúô (Γ äîàúäá) Λ øåáò C-ïåëéù úéòá ìë ïëì
úùìåçä ùîî úìöôúî C-ïåëéù úéòá úîéé÷ (Γ, Λ) øåáò äìåôë C-ïåëéù úéòá

.äéìò
.éãééî éðùä ïååëä

(Γ, Λ) øåáò C-åøô-ïåëéù úéòá ìë éæà .C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.5 äðòè
.äùìåçá äøéúô

øåúôì éãë úéùàø .[22.3.2 äîì ,8] úçëåäì ìéá÷îá úëìåä äçëåää .äçëåä
ïäá ,øúåé úåéììë C-åøô-ïåëéù úåéòá øåúôì êøèöð (Γ, Λ) øåáò C-åøô-ïåëéù úåéòá

.ìò çøëäá àì äðåéìòä ïåëéùä úéòáá úå÷úòää
çéðð :ïúåà øåúôì íéìåëé ïëà åðà ,äìàë úåìåôë C-ïåëéù úåéòáá øáåãî øùàë
.áå÷éðìî úøåöú C ù ïååéë ker(α), ker(β) ∈ C úéùàø .ìò àì íä ν, µ (5.1) áù
áåù ,α−1(ν(Γ)), β−1(µ(Λ)) ∈ C óåñáì .ν(Γ), µ(Λ) ∈ C éë òáåð C-åøô Γ, Λ ù ïååéë

.áå÷éðìî úøåöú C ù ïååéë

1 // ker(α) // α−1(ν(Γ))
α // ν(Γ) // 1

1 // ker(β) // β−1(µ(Λ))
β // µ(Λ) // 1

-ïåëéùä úéòáá æà .α−1(ν(Γ)), β−1(µ(Λ)) íò G,H úàå ν(Γ), µ(Λ) íò A,B óéìçð
.ùìç äøéúô àéä äçðää éô ìòå ìò ïä úå÷úòää ìë äùãçä C

äìåôë C-åøô-ïåëéù úéòá (5.1) éäú .úåìåôë C-åøô-ïåëéù úåéòáì äúò øåáòð
.íéãòö éðùá äðòèä úà çéëåð .K = ker(β) íåùøðå

øçáð .(KG : G) ≤ |K| éë KG á äçåúô G éæà .éôåñ K ïéòøâä øùàë ,à ãòö
K ù åøëéæ) K ∩ U = 1 å U ∩KG ≤ G ù êë U ≤ H úéìîøåð äçåúô äøåáç úú
äøåáçá éðùä íææéôøåîåæéàä èôùîî .U∩KG = U∩G éæà .(óøåãñåàä H å úéôåñ
,(KG ∩UG : G) = (U ∩ (KG ∩ UG) : U ∩G) = (U ∩KG : U ∩G) = 1 ù òáåð UG

øîåìë
(5.2) .(KG) ∩ (UG) = G

,B̄ = B/β(U) ,Ḡ = π(G) ,äðîä ú÷úòää π : H → H̄ åéäéå ,H̄ = H/U ïîñð
î äîàúäá íéøùåîä íéîæéôøåîéôàä ᾱ : Ḡ → Ā ,β̄ : H̄ → B̄ å Ā = A/A ∩ β(U)

.α ,β
(η̄ = θ̄|Γ éäé) θ̄(Γ) ≤ Ḡ ù êë θ̄ : Λ → H̄ íæéôøåîåîåä íéé÷ ,H̄ ∈ C ù ïååéë
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åøåáò
Γ

ν

²²

η̄

¨¨

G
α //

²²

A

²²
Ḡ

ᾱ // Ā

Λ

µ

²²

θ̄
¨¨

1 // K // H
β //

π
²²

B

²²

// 1

1 // K // H̄
β̄ // B̄ // 1

ù ïååéë éæèø÷ àåä úéðîéä ïåëéùä úéòáá éðîéä òåáéøä .íééôåìéç íéîéùøú íä
ù êë θ : Λ → H ì θ̄ úà íéøäì ïúéð ïëì .([22.2.7(c) àîâåã ,8]) K ∩ U = 1

,ïëà .θ(Γ) ≤ G éë ïòèð .([22.2.1 äîì ,8] äàø) βθ = µ

,A ≥ µ(Γ) = β(θ(Γ))

,óñåðá .θ(Γ) ≤ Kβ−1(A) = Kα−1(A) = KG ïëìå

Ḡ ≥ θ̄(Γ) = π(θ(Γ)),

.ùåøãë ,θ(Γ) ≤ (KG) ∩ (UG) = G íéé÷úîù (5.2) î äúò ÷éñð .θ(Γ) ≤ UG ïëìå

,(L, θ) úåâåæä úçôùîá ìëúñð .ïøåö ìù äîìá ùîúùð .éììëä äø÷îä ,á ãòö
.θ(Γ) ⊆ GL/L å äàáä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô θ ,H á éìîøåð L ⊆ K øùàá

Λ

²²

θ

}}
.1 // K/L // H/L

β̄ // B // 1

íéùøúäå L ⊆ L′ íà (L, θ) ≤ (L′, θ′) øéãâð

Λ

²²

θ

||

θ′

§§

H/L //

²²

B

H/L′ // B

å L =
⋂

i Li øùàá ,(L, θ) àåä ïåúçúä íñçä {(Li, θi)} úøùøù øåáò .éôåìéç
øáéà (L, θ) éäé .([1.2.2(b) äîì ,8] éôì θ(Γ) ⊆ GL/L éë áì íéùð) θ = lim

←
θi

.äçôùîá éìîéðéî
ù êë H ìù U äçåúô úéìîøåð äøåáç úú úîéé÷ ,úøçà .L = 1 éë ïòèð
úéòá ìù θ′ ùìç ïåøúô íéé÷ù ïåùàøä ãòöäî òáåð éôåñ L/U ∩L ù ïååéë .L 6≤ U
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.θ′(Γ) ⊆ G(U ∩ L)/(U ∩ L) íéé÷îä äàáä ïåëéùä

Λ

θ
²²

θ′

yy
.1 // L/U ∩ L // H/U ∩ L // H/L

.L = 1 ïëìå (L, θ) ìù úåéìîéðéîì äøéúñ åæ
ú÷éåãî äøö÷ äøãñ ìëù äðåëúä éãé ìò úðééôåàî Λ C-úéáéè÷éåøô äøåáç

C-åøô úåøåáç ìù
1 // K // ∆ // Λ // 1

.C-íéáéè÷éåøô úåâåæ øåáò íâ ïåëð äîåã ïåéôà .úìöôúî

÷øå íà C-éáéè÷éåøô (Γ, Λ) éæà .C-åøô úåøåáç ìù âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.6 äð÷ñî
C-åøô úåøåáç ìù éôåìéç íéùøú ìë ìù úåøåùä íà

∆
β // Λ //

β′
oo 1

E
α //

OO

Γ //

OO

α′
oo 1

1

OO

1

OO

êë (ββ′ = id øîåìë) β ìù β′ : Λ → ∆ ìåöéô íéé÷ øîåìë .íàåú ïôåàá úåìöôúî
.α ìù ìåöéô àåä α′ = β′|Γ å β′(Γ) ≤ E ù

ìòçç ïôåàá íéîéàúî γ : M → N íéîæéôøåîéôà ìù íéìåöéôå øçàî .äçëåä
úéãééî úòáåð äàöåúä ,(id : N → N, γ : M → N) ïåëéùä úéòá ìù úåðåøúôì

.5.1.5 äðòèî

íéðåéôéàå úåéñéñá úåðåëú 5.1.2

-åøô-ïåëéù úéòáá ìëúñðå C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé (äîøää úðåëú) 5.1.7 äðòè
äîøäì ïúéð äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù η ùìç ïåøúô ìë éæà .(Γ, Λ) øåáò C

.äìåôëä ïåëéùä úéòá ìù (η, θ) ùìç ïåøúôì

ïåøúô η : Γ → G éäéå (Γ, Λ) øåáò äìåôë C-åøô-ïåëéù úéòá (5.1) éäú .äçëåä
éäúå Ĥ = H ×B Λ øéãâð .äðåúçúä ïåëéùä úéòá ìù ùìç

.Ĝ = {(η(γ), γ) | γ ∈ Γ} ≤ G×A Γ
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á äðåúçúä ïåëéùä úéòáì ãéçé ïåøúô íéé÷ ,Ĝ ∼= Γ ù ïååéë

Λ
id

$$III
III

II
θ̂

zz
Ĥ

β̂ // Λ

Γ
id

$$IIIIIIII
η̂

zz

OO

.Ĝ
α̂ //

OO

Γ

OO

íéé÷úî èøôá .äìåôëä äéòáä ìù (η̂, θ̂) ùìç ïåøúô úðúåð 5.1.5 äðòè äúò
θ = πθ̂ øùàá ,(5.1) ìù ùìç ïåøúô (η, θ) ù òáåð äæî .η̂(γ) = α̂−1(γ) = (η(γ), γ)

.äðîä ú÷úòää π : Ĥ → H å
éãë íéùîúùîù ïåòéè åúåà úøæòá äîøää úðåëúî úòáåð äàáä äàöåúä

.5.1.5 äðòèî 5.1.6 äð÷ñî úà çéëåäì

éæà .5.1.6 äð÷ñîá åîë íéùøúá ïðåáúðå C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.8 äð÷ñî
.β ìù β′ ìåöéôì äîøäì ïúéð α ìù α′ ìåöéô ìë

éæà .C-åøô úåøåáç Λ3 ≤ Λ2 ≤ Λ1 åéäé (úåéáéèéæðøè) 5.1.9 äðòè

.C-éáéè÷éåøô (Λ3, Λ2) íâ æà ,C-éáéè÷éåøô (Λ3, Λ1) íà (à)

.C-éáéè÷éåøô (Λ3, Λ1) íâ æà ,C-íéáéè÷éåøô íä (Λ3, Λ2) å (Λ2, Λ1) íà (á)

ùîî úìöôúî C-ïåëéù úéòá øåúôì ÷éôñî (à) úà úåàøäì éãë .äçëåä

(5.3) Λ3

ϕ3

²²
G3

α3 // A3

Λ2

ϕ2

²²
1 // K2

// G2
α2 // A2

// 1

éë çéðäì ïúéð .K2 o A2 íò G2 úà úåäæì éãë α2 ìù ìåöéô òá÷ð .(Λ3, Λ2) øåáò
ïúéð ,úøçà) .Λ1 ìù úéìîøåðå äçåúô äøåáç úú àéä L øùàá ,ker(ϕ2) = Λ2 ∩ L

úà óéìçäìå ker(ϕ2) ≥ Λ2 ∩ L ù êë Λ1 ìù L äçåúô úéìîøåð äøåáç úú øåçáì
(.i = 2, 3 ,äîéàúîä áéñä úìôëî íò Gi úàå Λi/(Λi ∩ L) íò Ai

K2 wrA2 A1 á G3 úà ïëùð .äðîä ú÷úòä ϕ1 : Λ1 → A1 éäúå A1 = Λ1/L éäú
åøéôù ú÷úòä úçú èøôá .2.5.5 äðòè ìù úåðåëúä éôì

π : IndA1
A2

(K2)o A2 → K2 o A2

äìåôëä C-ïåëéùä úéòáì .π(G3) = G3 íéé÷úî

Λ3

ϕ3

²²
G3

α3 // A3

Λ1

ϕ1

²²
K2 wrA2 A1

α2 // A1
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øåáò ,ηi = πη′1|Λi
ïîñð .éáéè÷éåøô (Λ3, Λ1) âåæäù ïååéë (η′3, η

′
1) ùìç ïåøúô ùé

.η3(Λ3) ≤ G3 ìéòì ïéåöù éôëå η2(Λ2) ≤ K2 o A2 éæà .i = 2, 3

.(à) úçëåä úà íééñî äæå (5.3) ìù ùìç ïåøúô àåä (η3, η2) ïëì
êéøö èåùô úàæ úåàøì éãë .3.4.7 äîì ìù äçëåäì úéâåìàðà (á) úçëåä

.äçëåäá òéôåî àåäù íå÷î ìëá "éøèîåàâ" çðåîäî íìòúäì
äøãñá ïðåáúð .úå÷éåãî úåøãñ ìò úëîúñîä äçëåä ïúéð úåîìùä ïòîì

.ò"çç äéúåãåîòù äàáä ú÷éåãîä

∆1
α1 // Λ1

// 1

∆2
α2 //

OO

Λ2
//

OO

1

∆3
α3 //

OO

Λ3
//

OO

1

ïôåàá úåìöôúî äðåúçúäå äðåéìòä äøåùäù úåàøäì ÷éôñî 5.1.6 äð÷ñî éôì
,íàåú ïôåàá úåìöôúî úåðåúçúä úåøåùä éúù ,éáéè÷éåøô (Λ3, Λ2) ù ïååéë .íàåú
α′1 êúçì α′2 úà íéøäì ïúéð 5.1.8 äð÷ñî éôì .íéîéàúîä íéëúçä α′3, α

′
2 åéäé

.íéîàåú íéëúç íä α′3, α
′
1 ïëì .α1 ìù

(Λ2, Λ1) ìáà C-éáéè÷éåøô àåä (Λ3, Λ1) ù úåø÷ì ìåëé ìéòì äðòèá 5.1.10 äøòä
éæà .Λ3 = 1 å 1 6= Λ2 / Λ1 ,C úéáéè÷éåøô äøåáç Λ1 åéäé ,àîâåãì .àì àåä
àåä (Λ2, Λ1) âåæä æà ,Λ2 6= Λ1 íàù ãåòá (5.1.2 äðòè) C-éáéè÷éåøô àåä (1, Λ1)

.(5.3.2 äðòè) àì

.úåøåáç úú úçé÷ì úçú áèéä íéâäðúî íéáéè÷éåøô úåâåæ

íåùøðå Λ ìù äøåáç úú Λ0 ≤ Λ éäú ,C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.11 äðòè
.C-éáéè÷éåøô àåä (Γ0, Λ0) éæà .Γ0 = Γ ∩ Λ0

øåáò ùîî úìöôúî C-ïåëéù úéòá ìëù úåàøäì ÷éôñî 5.1.3 äîì éôì .äçëåä
éäú .äùìåçá äøéúô (Γ0, Λ0)

((µ1 : Γ0 → A1, α1 : G1 → A1), (ν1 : Λ0 → B1, β1 : H1 → B1))

.(Γ0, Λ0) øåáò ùîî úìöôúî C-ïåëéù úéòá

ù êë Λ ìù äçåúôå úéìîøåð äøåáç úú N éäú .Λ á äçåúô Λ0 åá äø÷îä
åéäé .äðîä ú÷úòää ν : Λ → B = Λ/N éäú .N ∩ Γ0 ≤ ker(µ1) éæà .N ≤ ker ν1

íéîåöîöä µ0 å µ ,ν0 åéäéå (äîàúäá) ν úçú Γ0 å Γ ,Λ0 ìù úåðåîúä A0 å A ,B0

åéäéå H0 = H1 ×B1 B0 ,G0 = G1 ×A1 A0 åéäé .úåîéàúîä úåøåáçä úúì ν ìù
ùîî úìöôúîä äìåôëä C-ïåëéùä úéòá .úåìèää β0 : H0 → B0 å α0 : G0 → A0
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øåúôì ÷éôñî ïëì .(2.3.2 äîì) ((µ1, α1), (ν1, β1)) ìò úùìåç ((µ0, α0), (ν0, β0))

.((µ0, α0), (ν0, β0)) úà ùìç ïôåàá
,x = yn øùàá ,x̄ = ν(x) éæà .x̄ ∈ B0 ∩ A éäé ,êôäì .A0 ≤ B0 ∩ A ù ïáåîë
.y ∈ Γ0 ïëìå ,y = xn−1 ∈ Λ0 éë ìá÷ð ,N ≤ Λ0 ù ïååéë .n ∈ N å y ∈ Γ ,x ∈ Λ0

.A0 = B0 ∩ A íåëéñì .ν(Γ0) ≥ ν(Λ0) ∩ ν(Γ) íéé÷úî ,ν(y) = ν(x) = x̄ ù ïååéë
êë (η0, θ0) ùìç ïåøúô àåöîì ÷éôñî éæà ,α0 ìù ìåöéô àåä α′0 : A0 → G0 íà
.G0

∼= A0 ù çéðäì éãë α′0(A0) á G0 úà óéìçäì ïúéð éë ÷éñð .η0(Γ0) = α′0(A0) ù
øùàá ,β′0 úøæòá K o B0 íò H0 úà ääæð .β0 ìù ìåöéô β′0 : B0 → H0 éäé

.β0i = α0 íéé÷îä i : A0 → K0 oB0 ïåëéù äøùî äæ éåäéæ .K = ker(β0)

K0 oB0
β0 // // B0

Â Ä // B

A0
α0 //

?Â
i

OO

A0
Â Ä //

?Â

OO

A
?Â

OO

π : IndB
B0

(K) o B0 → K o B0 éäúå äðîä ú÷úòää β : K wrB0 B → B éäú
ù êë j : A → K wrB0 B ïåëéù ìá÷ð 2.5.5 äðòèî .äîéàúîä åøéôù ú÷úòä

.α = β|j(A) : j(A) → A éäé .a ∈ A ìëì βj(a) = a èøôáå πj|A0 = i

Λ
θ

xxpppppppppppp
ν

&&NNNNNNNNNNNNNN

K wrB0 B
β // B

Γ

OO

η

xxppppppppppppp
µ

&&NNNNNNNNNNNNNN

j(A) α //

OO

A

OO

.((µ, α), (ν, β)) ìù (η, θ) ùìç ïåøúô íéé÷ ,C-éáéè÷éåøô àåä (Γ, Λ) âåæäù ïååéë
.((µ0, α0), (ν0, β0)) ìù ùìç ïåøúô àåä (η0, θ0) éæà .θ0 = πθ|Λ0 å η0 = πη|Γ0 øéãâð

Γ0

η0

¡¡

η

||yyyyyyyy
µ0

²²
j(A0)

α //

π

²²

A0

A0
α0 // A0

Λ0

θ0

zz

θ

xxqqqqqqqqqqq

ν0

²²
IndB

B0
(K)oB0

β //

π

²²

B0

K oB0
β0 // B0
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.N ∩Λ0 ≤ ker ν1 ù êë Λ ìù N úéìîøåðå äçåúô äøåáç úú òá÷ð .éììëä äø÷îä
ν1(λn) = ν1(λ) éãé ìò Λ0N äøåáçì ν1 úà áéçøäì ïúéð .N ∩ Γ0 ≤ ker(µ1) éæà
µ1 å Γ ìù äçåúô äøåáç úú àéä Γ0(N ∩ Γ) ,äîåã ïôåàá .n ∈ N å λ ∈ Λ0 ìëì

.µ1 ì äååù Γ0(N ∩ Γ) ì ν1 ìù íåöîöäù áì íéùð .åæ äøåáçì äáçøäì ïúéð
Λ0N úà äìéëîä Λ ìù Λ′ äçåúô äøåáç úú úîéé÷ [1.2.2(b) äîì ,8] éôì
äìåôëä C-ïåëéùä úéòá úøãâåî éæà .Γ′ = Λ′ ∩ Γ éäú .Λ′ ∩ Γ ≤ Γ0(N ∩ Γ) ù êëå

((µ1 : Γ′ → A1, α1 : G1 → A1), (ν1 : Λ′ → B1, β1 : H1 → B1))

.(Γ′, Λ′) øåáò
(η, θ) ùìç ïåøúô íéé÷ ïëìå ,C-éáéè÷éåøô âåæ àåä (Γ′, Λ′) ïåùàøä ÷ìçä éôì
(η0, θ0) ùìçä ïåøúôä úà ìá÷ð ,θ0 = θ|Λ0 å η0 = η|Γ0 øéãâð íà ,úòë .åæ äéòá ìù

.úéøå÷îä ïåëéùä úéòá ìù

M/K íà – úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä øåáò äìéá÷îä äàöåúä 5.1.12 äøòä
çëåî – úéøáâìà äøåâñ ïéòî ML/L æà ,úéøáâìà L/K å úéøáâìà äøåâñ ïéòî
äæ .(íéøì÷ñä íåöîö íâ àø÷ðä) [2.1 äîì ,16] ìééå ìù äãéøéä ïåø÷ò úåòöîàá

.éúøåáç úøåúä äø÷îá øæ úåìôëîá ùîúùäì êéøöù åðì æîø

íéé÷ éæà .äøåáç úú N ≤ Γ éäúå C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé 5.1.13 äð÷ñî
.M / Λ æà ,N / Γ íà ,ïë ìò øúé .Γ ·M = Λ å N = Γ ∩M ù êë M ≤ Λ

ïåøúôì η úà íéøð .äðîä ú÷úòä η : Γ → Γ/N̂ éäúå N̂ =
⋂

σ Nσ éäé .äçëåä
C-åøô-ïåëéùä úéòá ìù (η, θ)

.((Γ → 1, Γ/N̂ → 1), (Λ → 1, Γ/N̂ → 1))

(η = θ|Γ ù ïååéë) éæà .M = θ−1(N/N̂) å M̂ = ker(θ) ïîñð

.N = η−1(N/N̂) = Γ ∩ θ−1(N/N̂) = Γ ∩M

.Γ ·M = Λ èøôáå ,ΓM̂ = Λ ù òáåð θ(Γ) = Γ/N̂ ù êëî
øîåìë .M = M̂ ïëìå ,N = N̂ ù øøåâ N /Γ ù áì íéùð ,äçëåää úà íééñì éãë

.ùåøãë ,M / Λ

.äàáä äð÷ñîä úà ìá÷ð ìéòì äàöåúá N = 1 ù éèøôä äø÷îá

.M / Λ åäùæéà øåáò Λ = M o Γ æà ,C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) íà 5.1.14 äð÷ñî

íéáéè÷éåøô úåâåæ ìù úåçôùî 5.2

úåøåáçä ìë úçôùî úåéäì C úà ç÷ð (íéðåîéñä úåèùô êøåöì) äæ óéòñá
.úåéôåñä
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úåéùôåç úåìôëî 5.2.1

Γ = Γ1 ∗ Γ2 úéùôåçä (úéôåñåøôä) äìôëîä .úåéôåñåøô úåøåáç Γ1, Γ2 åéäé
(µ : Γ → A,α : H → A) éäú .äàáä úéìñøáéðåàä äðåëúä éô ìò úøãâåî
H1 = α−1(A1) ,A2 = µ(Γ2) ,A1 = µ(Γ1) åéäé .Λ øåáò (úéúåøéøù) ïåëéù úéòá
α1, α2 å Γ1, Γ2 ì µ ìù íéîéàúîä íéîåöîöä µ1, µ2 åéäé óñåðá .H2 = α−1(A2) å
ìù θ1, θ2 íéùìç úåðåøúô éðù ìë éæà .H1, H2 ì α ìù íéîéàúîä íéîåöîöä

.(µ, α) ìù θ ùìç ïåøúôì äãéçé äîøäì íéðúéð (µ2, α2) ìùå (µ1, α1)

.éáéè÷éåøô (Γ, Λ) éæà .Λ úéáéè÷éåøô äøåáç ìù éùôåç íøåâ Γ éäé 5.2.1 äðòè

úøåáç éúúë úåéáéè÷éåøô ïä N ,Γ úåøåáçä éúú .Λ = Γ∗N äçðää éôì .äçëåä
å A1 = ν(N) åéäé .(5.1) äìåôëä ïåëéùä úéòáá ïðåáúð .úéáéè÷éåøô äøåáç ìù
å µ1 = ν|N øùàá ,(µ, α) å (µ1, α1) ìù íéùìç úåðåøúô η1, η åéäé .G1 = β−1(A1)

.α1 = β|G1

.(ν, β) ìù θ ùìç ïåøúôì η1, η úà íéøäì ïúéð úéùôåçä äìôëîä úøãâä éôì
.(5.1) ìù ùìç ïåøúô àåä (η, θ) ïëì
.[14] á äòéôåî äàáä äàöåúä

éæà .κ ≥ äâøãî úéáéè÷éåøô äøåáç P éäúå äðåî κ éäé (é÷öåáåì-ïøä) 5.2.2 äîì
.F̂κ

∼= P ∗ F̂κ

.éáéè÷éåøô âåæë úéùôåç äøåáçá úðëåùî úéáéè÷éåøô äøåáç ìëù ìá÷ð äð÷ñîë

äøåáç ìëì éæà .κ úéôåñðéà äâøãî úéùôåç úéôåñåøô äøåáç Λ éäú 5.2.3 äð÷ñî
.éáéè÷éåøô (Γ, Λ) ù êë ïåëéù íéé÷ κ ≥ äâøãî Γ úéáéè÷éåøô

úåéàø÷à úåøåáç éúú 5.2.2

,úåùâãåî úåéúåà úøæòá äéà-e áåúëð .êùîäá åðéìò åì÷éù íéðåîéñ äîëá ìéçúð
íà β(h) = b íåùøð ,β : H → B íæéôøåîåîåä øåáò .b = (b1, . . . , be) ìùîì
.N ≤ ker(β) øùàá ,He á N e ìù ä÷ìçî C éäú .i = 1, . . . , e ìëì β(hi) = bi

ìëì β(c) = b íéé÷úî åøåáò b ∈ Be ãéçéä øáéàä øåáò β(C) ïåîéñá ùîúùð
.c ∈ C

àåä (〈σ〉 , Λ) âåæä ,σ ∈ Λe ìëì èòîë éæà .e ≥ 1 å Λ = F̂ω åéäé 5.2.4 äðòè
.éáéè÷éåøô

éäú .m øàä úãéîá Λ úãéåöî ,úéôåñåøô äøåáçë .äçëåä

Λ

µ

²²
H

β // B

(5.4)
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úøöåðä B ìù äøåáç úúä A = 〈b〉 éäú ,b ∈ Be éäé ,Λ øåáò úéôåñ ïåëéù úééòá
úåéäì Σ = Σ(b, h, µ, β) ⊆ Λe øéãâð .β(h) = b ù êë h ∈ He éäéå b éáéëø éãé ìò

.äàáä äöåá÷ä

, Σ = {σ ∈ Λe | (µ(σ) = b) ⇒ [∃θ : Λ → H, (θ(σ) = h) ∧ (βθ = µ)]}

íéé÷îä (5.4) ìù θ ùìç ïåøúô íéé÷ù êë σ ∈ Λe úåé-e ä ìë úöåá÷ øîåìë
øùàá ,Σ = (Σ ∩ C) ∪ (Λe r C) ù áì íéùð .µ(σ) = b ù éàðúá äæ ìëå θ(σ) = h

.µ(C) = b úîéé÷îä Λe á ker(µ)e ìù ä÷ìçî àéä C

éë äàøðå áùçð íéðåùàøä íéáìùä éðùá .íé÷ìç äùåìùì äçëåää úà ÷øôð
.m(Σ) = 1 ïëìå ,m(Σ ∩ C) = m(C)

éäú .úåðåøúô úééðá ,à ÷ìç

.∆ = {(bi) ∈ HN | β(bi) = β(bj) ∀i, j ∈ N}

éãé ìò β̂ : ∆ → B òá÷ð .é-i ä áéëøä ìò πi : ∆ → H äìèää úøãâåî i ∈ N ìëì
.íæéôøåîéôà àåä β̂ å i á äéåìú äðéà åæ äøãâä .x ∈ ∆ ,β̂(x) = βπi(x)

ìëì éæà .([3.5.9 èôùî ,27]) (µ : Λ → B, β̂ : ∆ → B) ìù ïåøúô θ : Λ → ∆ éäé
äöåá÷ä 2.3.4 äîì éôì ,ïë ìò øúé .(5.4) ìù ïåøúô àéä θi = πiθ ä÷úòää i ∈ N

.ker(µ) ìù úåøåáç úú ìù äéåìú éúìá äöåá÷ àéä {ker(θi)}

ker(θi)
e ìù Xi ä÷ìçîä úà ç÷ð i ∈ N ìë øåáò .m(Σ) úà íéáùçî åá ,á ÷ìç

ù ïååéë éæà .θi(Xi) = h íéé÷úî äøåáò

, µ(Xi) = βθi(Xi) = β(h) = b

ìù äéåìú éúìá äöåá÷ {Xi | i ∈ N} ù ìá÷ð ïåùàøä ÷ìçäî .Xi ⊆ C éë ìá÷ð
.C

ù øøåâ
∑

i mC(Xi) =
∑

i
|B|e
|H|e = ∞ ù òáåð [18.3.5 äîì ,8] éìèð÷-ìøåá úîìî

éãë .X = ∩∞j=1 ∪∞i=j Xi å C ìò úìîøåðîä øàä úãéî àéä mC øùàá ,mC(X) = 1

.X ⊆ Σ ù úåàøäì ÷éôñî áåùéçä úà íééñì
å (5.4) ìù ïåøúô θi øîåìë .i åäùæéà øåáò σ ∈ Xi éæà .σ ∈ X éäé ,ïëàå

.ùåøãë ,X ⊆ Σ å σ ∈ Σ ïëì .θi(σ) = h

m(Υ) = 1 .Σ(b, h, µ, β) ìë ìù êåúéçä Υ éäé .äçëåää úîééúñî åá ,â ÷ìç
.Γ = 〈σ〉 éäéå σ ∈ Υ éäé .1 äãéîî úåöåá÷ ìù äéðî ïá êåúéç åäæù ïååéë

.(5.1) ïåëéù úéòáá ìëúñð êë êøåöì .éáéè÷éåøô (Γ, Λ) âåæäù úåàøäì åðéìò
ïåøúô íéé÷ ,σ ∈ Σ(µ(σ),h, µ, β) ù ïååéë .β(h) = µ(σ) ù êë h ∈ G øçáð

.θ(Γ) = 〈θ(σ)〉 = 〈h〉 ≤ G ù êë θ : Λ → H

60



íéé÷îù ä÷æç øúåé èòî äàöåú åðçëåä äðòèä ìù äçëåää éãë êåú 5.2.5 äøòä
h ∈ Ge ìëìå (5.1) äìåôë ïåëéù úéòá ìëì :σ ∈ Λe ìëì èòîë 〈σ〉 ≤ Λ âåæä

.θ(σ) = h íéé÷îä θ : Λ → B ùìç ïåøúô íéé÷ α(h) = µ(σ) íéé÷îä

íéáéè÷éåøô úåâåæ ìò úåìáâä 5.3

ìò úåàöåúì úåìéá÷îä C-íéáéè÷éåøô úåâåæ ìò úåàöåú çéëåäì êéùîð äæ óéòñá
.úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä

.Γ = Λ åà Γ = 1 éæà .C-éáéè÷éåøô âåæ Γ / Λ éäé 5.3.1 äîì

äøåáç úú D / Λ éäúå Γ ìù äçåúôå úéìîøåð äøåáç úú N / Γ éäú .äçëåä
,η : Γ → A äðééäúå G = Λ/D ,A = Γ/N åéäé .Γ ≤ D ù êë Λ ìù äçåúôå úéìîøåð
{fa | a ∈ A} äøåáçä úú íò A úà ääæð .úåîéàúîä äðîä úå÷úòä µ : Λ → G

(.σ 6= 1 ìëì fa(σ) = 1 å fa(1) = a ïàë) .A wr G ìù
ìù θ ùìç ïåøúôì η úà íéøð

Γ

²²

η

~~~~
~~

~~
~~

.A // 1

Λ

µ

²²

θ

{{vvvvvvvvv

A wr G
π // G

A = 1 ù øøåâ äæ .A = /A wr G ìá÷ð Γ / Λ ù êëî éæà .ìò θ ù úøøåâ 2.5.2 äîì
.úòáåð äàöåúäå ,G = 1 åà

.
⋂

x∈Λ Γx = 1 éæà .C-éáéè÷éåøô âåæ Γ � Λ éäé 5.3.2 äðòè

Γ0 = Λ0 ∩ Γ ù êë Λ0 íéìá÷î åðà 5.1.13 äð÷ñîî .Γ0 =
⋂

x∈Λ Γx éäú .äçëåä
àåä (Γ0, Λ0) ù íéìá÷î åðà 5.1.11 äðòèî ,ïë ìò øúé .Γ0 6= Λ0 èøôá .ΓΛ0 = Λ å

.(5.3.1 äîì) Γ0 = 1 ïëìå Γ0 6= Λ0 å Γ0 / Λ0 ìáà .C-éáéè÷éåøô âåæ

.Γ = Λ éæà .Λ á äçåúô Γ ù çéðð .C-éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé 5.3.3 äð÷ñî

éôì .äçåúô
⋂

x∈Λ Γx íâ äçåúô Γ ù ïååéë .(Λ 6= 1 èøôáå) Γ 6= Λ ù çéðð .äçëåä
,úéìàéååéøè àìå úéôåñ Λ/

⋂
x∈Λ Γx = Λ éë ÷éñð .

⋂
x∈Λ Γx = 1 éë ìá÷ð 5.3.2 äðòè

.C-úéáéè÷éåøô Λ ù êëì äøéúñá

äðî ùé Λ ìù çéðð .p-áåìéñ úøåáç úú Γ å C-åøô äøåáç Λ éäú 5.3.4 äðòè
.C-úéáéè÷éåøô äðéà (Γ, Λ) éæà .p á ÷ìçúî äøãñù úéìáà àì äèåùô

úðúåð 5.1.14 äð÷ñî éæà .C-éáéè÷éåøô (Γ, Λ) ù åðééäã ,êôää úà çéðð .äçëåä
.p-áåìéñ Γ ù ïååéë p - (Λ : Γ) = |M | ù áì íéùð .Λ = M o Γ ù
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.p á ÷ìçúî äøãñù úéìáà àì äèåùô äøåáç ìò íæéôøåîéôà ψ : Λ → S éäé
.ψ(M) 6= S éæà

.S ìù äúåàð äøåáç úú ψ(Γ) ,êãéàî .ψ(M) / S ù ïååéë ,ψ(M) = 1 ,ãçî
äøéúñäî úòáåð äúò äàöåúä (.p-úøåáç äúéä S úøçà)

.S = ψ(Λ) = ψ(M)ψ(Γ) = ψ(Γ) < S

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøäì íéùåîéù 5.4

5.0.5 äðòè úçëåä 5.4.1

ù ïååéë .K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M éäú
çéðäì ïúéð ,(3.4.2 èôùî) Gal(M) ∼= Gal(M ∩Ks) å úéøáâìà øåâñ ïéòî M ∩Ks/K

.Λ = Gal(K) å Γ = Gal(M) åéäé .úéøáâìàå äãéøô àéä M/K ù
5.1.4 äð÷ñî éôì .[11.6.2 èôùî ,8] úéáéè÷éåøô Λ ïëìå úéøáâìà øåâñ ïéòî K

äìåôë úéôåñ ïåëéù úéòá ìëù úåàøäì ÷éôñî úéáéè÷éåøô (Γ, Λ) ù çéëåäì éãë
úéòá ìë K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìòî .äùìåçá äøéúô (5.1) ùîî úìöôúî
ïåøúô íéé÷ ïëì .úéìðåéöø (5.1) ïëìå [13 ,24] úéìðåéöø àéä úìöôúî úéôåñ ïåëéù

.3.4.5 äðòè éôì ùìç
K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù äãéøô úéøáâìà äáçøä àéä M ù çéðð äúò
úéøáâìà øåâñ ïéòî M/K ù úåàøäì éãë 3.4.5 äðòèî .úéáéè÷éåøô (Γ, Λ) ùå
,äúò .úéìðåéöøå äìåôë úéôåñ ïåëéù úéòá ìë ùìç ïôåàáå úéøèîåàâ øåúôì êéøö
åäæ úéøáâìà øåâñ ïéòî K ù ïååéëîå ,ùìç ïåøúô ùé éáéè÷éåøô (Γ, Λ) ù ïååéë

.(3.2.4 äð÷ñî) éøèîåàâ ïåøúô
äøåâñ ïéòî äáçøä àåöîì íéëéøö åðà .éáéè÷éåøô âåæ (Γ, Λ) éäé óåñáì

.Λ = Gal(K) ,Γ = Gal(M) ù êë M/K úéøáâìà
.Gal(K) ∼= Λ ù êë K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù íéé÷ ,[23.1.2 äð÷ñî ,8] éôì
ä÷ñôä éôì ,éáéè÷éåøô (Γ, Λ) ù ïååéë .Gal(M) ∼= Γ ïëìå ,Γ ìù úáùä äãù M éäé

.úéøáâìà øåâñ ïéòî M/K ,úéùéìùä

úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåùãç úåàîâåã 5.4.2

éë çéðð .úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä K/K0 éäúå äãù K0 éäé 5.4.1 äðòè
úîéé÷ κ ≥ äâøãî P úéáéè÷éåøô äøåáç ìëì éæà .κ äâøãî úéùôåç Gal(K)

.P ∼= Gal(M) ù êë M/K0 úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä

,úòë .úéøáâìàå äãéøô äáçøä K/K0 éë çéðäì ïúéð 3.4.2 èôùî éôì .äçëåä
íéé÷úîù êë M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä íéðúåð 5.0.5 äðòèå 5.2.3 äð÷ñî
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äøåâñ ïéòî M/K0 ù òáåð (3.4.8 äðòè) úåéáéèéæðøèä úðåëúî äúò .Gal(M) ∼= P

.úéøáâìà
{ord(σ) | σ ∈ Gal(N/K)} äöåá÷ä íà äîåñç àì úàø÷ð N/K äàåìâ úáçøä

.äîåñç àì

äãù E ,äéðî úá øúåéä ìëì äâøãî úéáéè÷éåøô äøåáç P åéäé 5.4.2 äð÷ñî
ïéòî äáçøä ùé K0 ì éæà .äîåñç àì úéìáà äáçøä K0/E å äéðî ïá éèøáìéä

.Gal(M) ∼= P ù êë M úéøáâìà äøåâñ

úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úîéé÷ù íéàøî [3.8 äðòè ,25] úçëåäá .äçëåä
.äçëåää úà úîééñî úîãå÷ä äðòèä ïëì .Gal(K) ∼= F̂ω ù êë K/K0

äáçøäå K éèøáìéä äãù íéé÷ éæà .úéáéè÷éåøô äøåáç P éäú 5.4.3 äð÷ñî
.Gal(M) ∼= P ù êë M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî
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6 ÷øô

– èøáìéä ìù úå÷éøôä éà èôùî
äùìçä äñøâä

.àáä éàðúä úà íéé÷îä äãù àåä K éèøáìéä äãùù øëæð

T 7→ a ∈ K ãåçéé íéé÷ X á ãéøôå ÷éøô éà f(T, X) ∈ K[T, X] íåðéìåô ìëì N
.÷éøô éà øàùð f(a, X) åéúçú

,úåãâåðî úåðåëú úåàøð úéøáâìà úåøéâñ ïéòîå úåéèøáìéä ïåùàø èáîáù úåøîì
.ïäðéá òéúôî øù÷ ùé

.ω-éùôåç àåä íà ÷øå íà éèøáìéä àåä K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù 6.0.4 èôùî

íà ω-éùôåç àåä K äãù ïàë

.äøéúô àéä K øåáò úéôåñ ïåëéù úéòá ìë M

[9] Fried-Völklein .([27.3.3 äð÷ñî ,8] äàø) ⇒ äøéøâä úà çéëåä Roquette

ìò [24] éììëä äø÷îä ìù äçëåä íò íééñ Pop å 0 ïåéôàá äðòèä úà åçéëåä
úøæòá åæ äàöåú åçéëåä ïãøéå ïøäù ïééöì éåàø ïàë .äçéù÷ ä÷áãä çåúô éãé

.[13] úéøáâìà ä÷áãä
èôùî" – úéúåîë äñøâ úøéöé éãé ìò 6.0.4 èôùî úà íéøôùî åðà äæ ÷øôá
äîå÷ò ìëìù çéðî 6.0.4 èôùî éë áì åîéù ."èøáìéä ìù ùìçä úå÷éøôä éà
úà íéøù÷î åæ äçðä úçúå ,(úéøáâìà øåâñ ïéòî K øîåìë) úéìðåéöø äãå÷ð ùé
íéîåðéìåôä ìë ìù N äðåëúä íò K øåáò úåéôåñä ïåëéùä úåéòá ìë ìù M äðåëúä
ìò øîåù ãåçééù úåàøäì éãë ,äæ èôùî ìù úåìáå÷îä úåçëåäá .íé÷éøô éàä

.íåðéìåôä ìù äàåìâä úøåáç àåäå øîùð øúåé ÷æç è÷ééáåà ,÷éøô éà íåðéìåô
.(éúåøéøù) ãçà ÷éøô éà íåðéìåô íéòáå÷ åðà ,éðù ãöî ,åðìù úéúåîëä äñøâá
ãåçéé ïúåð éáéèéæðøè ïåøúôù äðåëúä íò úîéåñî ïåëéù úééòá íéàöåî åðà åøåáò
òéôåî éæëøîä ïåòéèä .úéìðåéöø äãå÷ð ùé úîéåñî äîå÷òìù éàðúá ÷éøô éà

.3.2.1 äðòèá
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àåä ,éáéèéæøè ïåøúô íåé÷ øîåìë ,äæä éàðúä ,úéøáâìà øåâñ ïéòî K øùàë
úåéäì ìåëé ì"ðì ãåâéðáù òéúôî éìåà äæ .÷éøô éà ãåçéé íåé÷ì éçøëäå ÷éôñî
úøåáçë ùåîéîì úðúéð äðéà åìù äàåìâ úøåáç íà åìéôà ÷éøô éà ãåçéé íåðéìåôì

.(äøåáçä úà øîåùä ãåçéé ïéà èøôá æàå) K ìòî äàåìâ
äãù ìò åúåà íéîùééî åðà ,èøáìéä ìù ùìçä úå÷éøôä éà èôùî ñåñéá éøçà
ãåçéé íåé÷ì ÷éôñî éàðú ïúåð äæ íåùéé .úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä åì ùéù K

íé÷øôá åòéôåéù íéùåîéùì úðééðòî åæ äàöåú .úåìåôë ïåëéù úåéòá éçðåîá ÷éøô éà
.ãéúòáå íéàáä

íéîåðéìåôå ïåëéù úåéòá 6.1

ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô øåáò .K äãù ìù úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä E éäú
úìòåô Gal(F/E) øåëæë .L = F ∩ Ks å ìåöéôä äãù F/E åéäé ,f(X) ∈ E[X]

G0 ≤ G éäé .G = Gal(F/E) å A = Gal(L/K) íåùøð .f(X) éùøåù ìò äðîàð
.f ìù x ∈ F (òåá÷) ùøåù ìù áöééîä
àéä f î úéøùåîä ïåëéùä úéòá

(6.1) Ef = (ν : Gal(K) → A,α : G → A)

.íåöîöä úå÷úòä ïä α å ν ïàë .G0 úðéåöîä äøåáçä úú íò
á åúðåîú úà ïîñðå úéøùåîä ïåëéùä úéòá ìù ùìç ïåøúô θ : Gal(K) → G éäé
.éáéèéæðøè àåä θ ù øîàð ,f éùøåù ìò úéáéèéæðøè ìòåô D íà .D = θ(Gal(K))

D íà ÷øå íà f éùøåù ìò úéáéèéæøè ìòåô D ,äìåòôä ìù áöééîä àåä G0 ù ïååéë
úåéáéèéæðøè ïëì .(G : G0) = (D : D∩G0) íà ÷øå íà G/G0 ìò úéáéèéæðøè ìòåô

.äàáä äàöåúä úà ìá÷ð èøôá .úðéåöîä äøåáçä úú éãé ìò úòá÷ð ïåøúôä

.úéáéèéæðøè θ æà ,(ìò øîåìë) ïåøúô θ íà 6.1.1 äîì

ìù øúà úçú ÷éøô éà øàùð f(X) ∈ E[X] íåðéìåô éúî úðééôàî äàáä äîìä
.E

çéðð .E/K ìù K-éìðåéöø øúà ϕ éäéå ìéòì øàåúù åîë f å F ,E åéäé 6.1.2 äîì
K ìòî ÷éøô éà ϕ(f) éæà .f ìù åîë äìòî äúåàîå ãéøô ,áèéä øãâåî ϕ(f) éë

.éáéèéæðøè àåä úéøùåîä ïåëéùä úéòá ìù ϕ∗ éøèîåàâä ïåøúôä íà ÷øå íà

äîéàúîä íéùøåùä úöåá÷ X̄ ⊆ Ks éäúå f éùøåù ìë úöåá÷ X ⊆ F éäé .äçëåä
ϕ ïëìå ,|X̄| = degX f = degX ϕ(f) = X̄ úåçðää éôì .ϕ(X ) = X̄ éæà .ϕ(f) ìù

.ìòçç ïôåàá X úà ä÷éúòî
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éë øëæð .X̄ ìò úéáéèéæðøè úìòåô Gal(K) íà ÷øå íà ÷éøô éà ϕ(f) ,úòë
x1, x2 ∈ X åéäé .(2.4.2 äîì äàø) x ∈ X å σ ∈ Gal(K) ìëì ϕ(ϕ∗(σ)(x)) = σ(ϕ(x))

éæà .ϕ(x1), ϕ(x2) ∈ X̄ å

∃σ ∈ Gal(K), σ(ϕ(x1)) = ϕ(x2) ⇐⇒ ∃σ ∈ Gal(K), ϕ(ϕ∗(σ)(x1)) = ϕ(x2)

⇐⇒ ∃σ ∈ Gal(K), ϕ∗(σ)(x1) = x2

úéáéèéæðøè úìòåô ϕ∗ úðåîú íà ÷øå íà X̄ ìò úéáéèéæðøè úìòåô Gal(K) ïëì
.éáéèéæðøè ϕ∗ øîåìë ,X ìò

åéúçú øúà äéäé íåðéìåôìù êëì éçøëä éàðúù èøôá úðòåè ì"ðä äàöåúä
äæ éàðú .éáéèéæðøè ïåøúô ùé úéøùåîä ïåëéùä úéòáìù àåä ÷éøô éà øàùð àåä

:K-éìðåéöø øúà ùé K ìù úîéåñî úéøìåâø äáçøäìù éàðúá ,÷éôñî íâ àåä

éà íåðéìåô f ∈ E[X] éäé .úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä E/K éäú 6.1.3 äîì
úîéé÷ éæà .éáéèéæðøè ïåøúô ùé úéøùåîä ïåëéùä úéòáìù çéðð .ãéøôå ÷éøô
.íéé÷úî àáä éàðúäù êë K ìòî úéøìåâø äðéäù Ê/E úéôåñ äãéøô äáçøä
,áèéä øãâåî ϕ(f) ù éàðúá ,÷éøô éà àåä ϕ(f) ,Ê ìù ϕ K-éìðåéöø øúà ìëì

.f ìù äìòî äúåàîå ãéøô

äáçøää Ê éäé .úéøùåîä ïåëéùä úéòá ìù éáéèéæðøèä ïåøúôä θ éäé .äçëåä
.ϕ∗ = θ ù ìá÷ð K àåä Ê ìù úåéøàùä äãù íà éæà .3.2.1 äðòèî úìá÷úîä

.÷éøô éà ϕ(f) éë òáåð 6.1.2 äîìî ïëì
ùé K úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù ìù úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä ìëìù ïååéë

.äàáä äðòèä úà ìá÷ð K-íéìðåéöø íéøúà óåñðéà

úéôåñ úøöåð úéøìåâø äáçøä E/K ,úéøáâìà øåâñ ïéòî äãù K åéäé 6.1.4 äðòè
øãâåî ϕ(f) ù êë E ìù ϕ øúà íéé÷ éæà .ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f(X) ∈ E[X] å
äøéúô úéøùåîä ïåëéùä úéòá íà ÷øå íà f åîë äìòî äúåàîå ÷éøô éà ,áèéä

.úéáéèéæðøè

ìù ÷éøô éà ãåçéé àåöîì éãë,àùåðá úåîãå÷ úåãåáòá ,éúòéãé áèéîì 6.1.5 äøòä
.íåðéìåôä ìù äàåìâä úøåáç úà íéøîùî íåðéìåô

f ù éãë äàåìâä úøåáç ìò íéøîåù åððéàù àåä äæ óéòñá éø÷éòä ùåãéçä
éà ãåçéé ùåøã 7 ÷øôá ìùîì .íéîåùééì ãåàî úéùåîéù åæ äùéâ .÷éøô éà øàùé
úåô÷ú åìà íé÷øô ìù úåàöåúä .Sn àéä åìù äàåìâ úøåáçù íåðéìåô ìù ÷éøô
ïååéë äáåùç ïëà ì"ðä äðçáää .Q ìù K úåøéúô-åøô úåáçøä øåáò íâ ìùîì

.ùåîéîì úðúéð äðéà Sn ù úåø÷ì ìåëé äæë äãù ìòîù
æà ,n ≥ 2 íà íìåà .åéìòî ùåîéîì úðúéð Sn ù çéððå K = Qsol éë çéðð ,ïëà
ìá÷ð åæ äøéúñî .Qsol ìòî ùåîéîì úðúéð Z/2Z íâ ïëìå ,Sn ìù äðî äðéä Z/2Z

.n = 1 éë
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-øåâñ ïéòî úåáçøä øåáò èøáìéä ìù ùìçä úå÷éøôä éà èôùî 6.2
úéøáâìà úå

úéôåñ úøöåð éøìåâø äáçøä íå÷îá .éñàì÷ øúåé äø÷îì ñçééúð äæ óéòñá
äéà-e àåä t øùàá ,úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù E = K(t) ç÷ð ,E/K úéúåøéøù
àåäù K ìòî øãâåîä f(T , X) íåðéìåôá ïðåáúð åðà ,úåøçà íéìéîá .íéðúùî ìù
éà f úà øéàùîù ãåçéé íéé÷ íàä ìàùðå X á ãéøôå 1K[T , X] âåçá ÷éøô éà
ù êë T 7→ a ∈ Ke ä÷úòää úîéé÷ íàä ,úùøåôî øúåé äøåöá .ãéøôå ÷éøô

.deg(f(a, X)) = degX(f(T , X)) å ãéøô ,÷éøô éà f(a, X) ∈ K[X]

å L = F ∩Ks ,E = K(t) ìòî f(t, X) ìù ìåöéôä äãù F åéäé

(6.1) Ef = (µ : Gal(K) → A, α : G → A)

.A = Gal(L/K) å G = Gal(F/K(t)) ïàë .úéøùåîä ïåëéùä úéòá
úéòá úà øéãâð K(t) î úéøáâìà úãøôåî àéäù M/K úåãù úáçøä ïúðäá

äîéàúîä ïåëéùä

(6.2) .Ef (M) = (µ : Gal(M) → B, β : H → B)

H = Gal(F̂ /M(t)) ∼= å B = Gal(N/M) ∼= Gal(L/M ∩L) ,F̂ = FM ,N = LM ïàë
.β = α|H ïëìå ,H ≤ G å B ≤ A éæà .Gal(F/M ∩ L(t))

F̂

F

tttttt

M(t) N(t)

K(t) (M ∩ L)(t)

nnnnnn
L(t)

vvvv

M N

K M ∩ L

lllllll
L

ssssss

.M/K øåáò äìåôë ïåëéù úéòá äååäî (Ef (M), Ef ) âåæä éë áì íéùð

éäúå X á ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[T , X] ,äãù K åéäé 6.2.1 äðòè

Ef = (µ : Gal(K) → A, α : G → A)

ïéòî äáçøä úîéé÷ù çéðð .G0 úðéåöî äøåáç úú íò úéøùåîä ïåëéùä úéòá
ïåëéùä úéòá Ef (M) éäéå (K(t) î úéøáâìà úãøôåîä) M/K úéøáâìà äøåâñ

.(6.2) äîéàúîä
ù çéðð ,éðù ãöî .(ñåàâ ìù äîìä éôì) K(t) ìòî ÷éøô éà f(t, X) æà ,K[T , X] âåçá ÷éøô éà f(T , X) íà1

àåä íâå f∗(T , X) = c(T )f(T , X) ∈ K[T , X] ù êë c(t) ∈ K(t) íéé÷ éæà .K(t) ìòî ÷éøô éà f(t, X) ∈ K(t)[X]
.K[T , X] âåçá ÷éøô éà f∗ ïëì .éáéèéîéøô íåðéìåô
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.f øåáò T 7→ a ∈ Ke ÷éøô éà ãåçéé íåé÷ì ÷éôñî íéàáä íéàðúäî ãçà ìë

.äøéúô Ef (M) (à)

ñçéá úéáéèéæðøè äøéúô Ef (M) å H0 = H ∩G0 øùàá ,(G : G0) = (H : H0) (á)
.H0 úðéåöîä äøåáçä úúì

íéé÷å çéðð .f ìù äèððéîéø÷ñéãäå ìéáåîä íã÷îä ìù äìôëîä r(t) éäé .äçëåä
.Ef (M) ìù η : Gal(M) → H ùìç ïåøúô

ϕ∗ ùìç éøèîåàâ ïåøúôì η úà íéøäì ïúéð (3.4.6 äðòè) äîøää úðåëú úøæòá
á óòåñî àì ϕ ,èøôá .r(a) 6= 0 å (Ke ì êééù ïëìå) éôåñ a = ϕ(t) ù êë Ef ìù

.F
ïëìå ,ker(β) = ker(α) ìáà .ker(β) ≤ η(Gal(M)) éæà .ìò η ïåúð (à) óéòñá
äàöåúäå ,(2.2.1 äîì) ìò àåä ϕ∗ ù òáåð ïàëî .ker(α) ≤ η(Gal(M)) ≤ ϕ∗(Gal(K))

.6.1.2 äîìî úòáåð
úðåîú úà ïîñð .(G : G0) = (H : H0) íéé÷úîå éáéèéæðøè η ïåúð (á) óéòñá
(C : C ∩ H0) = (H : H0) íéé÷úî éáéèéæðøè η ù ïååéë .C = η(Gal(M)) á η

éæà .D = ϕ∗(Gal(K)) éäé .(éáéèéæðøè ïåøúô úøãâä øçàì òéôåîä ïåéã äàø)
íéé÷úî .C ∩H0 = C ∩H ∩G0 = C ∩G0 ïëì ,C ≤ H ∩D

.(G : G0) ≥ (D : D ∩G0) ≥ (C : C ∩H0) = (H : H0) = (G : G0)

úòáåð äàöåúä äúò .úéáéèéæðøè ϕ∗ øîåìë ,(G : G0) = (D : D ∩ G0) éë ÷éñð
.6.1.2 äîìî

.M ìòî ÷éøô éà àåä f(a, X) ù åðçëåä íöòá äçëåäá 6.2.2 äøòä

àåä G0 å øçàî .úîãå÷ä äðòèä éðåîéñá ùîúùð ((á) éàðú ìò) 6.2.3 äøòä
éäé äúò .(G : G0) = degX(f) íéé÷úî f(t, X) ìù x ∈ F ùøåù ìù áöééîä
M(t)[X] âåçá f úà ÷ìçî g éæà .M(t) ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä g(t, X)

ìòî ÷éøô éà f íà ÷øå íà (H : H0) = (G : G0) éë ÷éñð .(H : H0) = degX g å
.M(t)

.íéé÷úî ãéîú (G : G0) = (H : H0) éàðúä ,ïéèåìçì ÷éøô éà f íà ,èøôá
ker(α) ∼= ker(β) ù ïååéë ,ïëà .A ∼= B øùàë àéä íéé÷úî éàðúä äá àîâåã ãåò

éë ìá÷ð
|G| = |A|| ker(α)| = |B|| ker(β)| = |H|,

.(G : G0) = (H : H0) èøôáå ,G ∼= H ïëì

.íéåñî ïáåîá "íé÷éøô éà éëä" íäù íéîåðéìåô ìò 6.2.1 äðòèá ùîúùð êùîäá
.úéðåöé÷ úå÷éøô éà ìá÷ì úéñçé ì÷ úåìòð úåéðááù ïååéë ,íéáåùç åìà íéø÷î
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íà áéöé éøèîéñ íåðéìåô àø÷ð X á n äìòîî f(T , X) ∈ K[T , X] íåðéìåô
ñçééúäì øéáñ .Sn úéøèîéñä äøåáçä àéä K̃(t) ìòî f(t, X) ìù äàåìâä úøåáç
éøèîéñ íåðéìåôù øåøá .n äìòîî ÷éøô éà éëä íåðéìåôë áéöé éøèîéñ íåðéìåôì
éøìåâø àåä K(t) ìòî F åìù ìåöéôä äãùå X á ãéøô ,ïéèåìçì ÷éøô éà àåä áéöé

:äàáä ùåîéîä úéòá íöòá àéä äøùåîä ïåëéùä úéòá ïëì .K ìòî

.Ef = (Gal(K) → 1, Sn → 1)

.Sn−1 àéä úðéåöîä äøåáçä úú ïàë

úåìòð ñéñá íéé÷ íàä ìåàùì ïúéð .úéôåñ úøöåð úéøìåâø E/K éäé 6.2.4 äøòä
E/K(t) úà øöåé åùøåùù f(t, X) ∈ K(t)[X] íåðéìåôù êë E/K øåáò t ãéøôî

.n äìòîî áéöé éøèîéñ àåä
ùé íøåáò íé-n óåñðéà íéîéé÷ ïëàù ïòåè ([18.9.3 èôùî ,8]) úåáéöéä èôùî

.ãéøôî úåìòð ñéñá äæë

.÷éøô éà ãåçéé íåé÷ì ãîçð ÷éôñî éàðú ùé áéöé éøèîéñ íåðéìåôì

íåðéìåô f(T , X) ∈ K[T , X] å òåá÷ àì r(T ) ∈ K[T ] ,äãù K åéäé 6.2.5 äð÷ñî
M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä úåîéé÷ù çéðð .n äìòîî áéöé éøèîéñ
f(a, X) å r(a) 6= 0 ù êë a ∈ Ke íéé÷ éæà .n äìòîî N/M äãéøô äáçøäå

.n äìòîî ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô

íéé÷úî ,K ìòî éøìåâø (K(t) ìòî f(t, X) ìù ìåöéôä äãù) F ù ïååéë .äçëåä
ïëì .Gal(FM/M(t)) ∼= Gal(F/K(t))

Ef (M) = (Gal(M) → 1, Sn → 1)

.äîéàúîä ïåëéùä úéòá àéä
.íåöîöä ú÷úòä η : Gal(M) → Gal(N̂/M) éäúå N/M ìù äàåìâ øåâñ N̂ éäé
Gal(N̂/M) → ïåëéù äøùî Gal(N̂/N) ìù úåéðîéä úå÷ìçîä ìò Gal(N̂/M) úìåòô
6.2.1 äðòè äúò .Ef (M) ìù éáéèéæðøè ïåøúô η ïëì .úéáéèéæðøè äðåîú íò Sn

.äçëåää úà úîééñî

úåð÷ñî äîë 6.3

äøåâñ ïéòî äáçøä ùé äéðî ïá éèøáìéä äãù ìëìù ïééöî àåáîäî 'à èôùî
éòáè øôñî e ≥ 1 øùàá ,e äâøãî úéùôåç úèìçåî äàåìâ úøåáç íò úéøáâìà

.êåôää ïååéëä úà äàéáî äàáä äàöåúä .éúåøéøù
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úîéé÷ ,e > 1 íééòáè íéøôñî óåñðéà øåáòù çéðð .äãù K éäé 6.3.1 äð÷ñî
úéùôåç Gal(M) úèìçåîä äàåìâ úøåáçù êë M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä

.éèøáìéä K éæà .e äâøãî

ïåëéùä úéòá Ef éäúå X á ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[T , X] éäé .äçëåä
äàåìâ úøåáç íò M/K úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä ç÷ð .(6.1) á åîë äøùåîä

.|G| úåçôì äâøãî Gal(M) úéùôåç úèìçåî
íéé÷úî .(6.2) á åîë M ì äîéàúîä ïåëéùä úéòá Ef (M) éäú

.rankGal(M) ≥ |G| ≥ |H| ≥ rankH

.(6.2.1 äðòè) ÷éøô éà ãåçéé ùé f ìå ,[17.7.3 äðòè ,8]) äøéúô Ef (M) ïëì
.[2.2 äîì ,25] ïåæø ìù äàáä äàöåúì äùãç äçëåä ïúéð

.ω-úéùôåç úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K å äãù K éäé (ïåæø) 6.3.2 äð÷ñî
.éèøáìéä K ,èøôá .K ìòî éèøáìéä M éæà

ìë M ìòîù ïååéë .X á ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f(T , X) ∈ K[T , X] éäé .äçëåä
.f ì T 7→ a ∈ Ke ÷éøô éà ãåçéé ùé 6.2.1 äðòè éôì ,äøéúô úéôåñ ïåëéù úéòá

.(6.2.2 äøòä) M ìòî ÷éøô éà øàùð f(a, X) ,ïë ìò øúé
.éòáè ïôåàá úåìåòä úåìàù çñðð äæ áìùá

äøåâñ ïéòî äáçøä úîéé÷ íàä .úéôåñ øöåð éôåñðéà äãù K éäé 6.3.3 äìàù
?ω-úéùôåç àéäù M/K úéøáâìà

åððéà äùòîì .K = Q øùàë äìàùì äáåùúä úà åìéôà íéòãåé åððéà åðøòöì
.äèåùô øúåé äáøä àéäù äàáä äìàùì äáåùúä úà åìéôà íéòãåé

.úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K éäúå úéôåñ øöåð äãù K éäé 6.3.4 äìàù
?úéôåñ úøöåð Gal(M) íàä
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7 ÷øô

íéîåðéìåô éâåçì äìëéøéã èôùî

úéæëøîä äàöåúäå àåáî 7.1

íéîìù a, b íàù ïòåè úåéðåáùç úåøãñá íééðåùàø ìò éñàì÷ä äìëéøéã èôùî
ìù âåìàðà çéëåä [19] Kornblum .éðåùàø a + bc ù êë c ∈ N óåñðéà ùé æà ,íéøæ
äàöåúä úà ïãéò ïéèøà .F éôåñ äãù ìòî F [X] íéîåðéìåôä âåçì äìëéøéã èôùî
íìù ìëì æà ,íéøæ íéîåðéìåô íä a(X), b(X) ∈ F [X] íàù çéëåäå íåìáðøå÷ ìù
ìòî n äìòîî ÷éøô éà a(X)+ b(X)c(X) ù êë c(X) ∈ F [X] íéé÷ n ìåãâ ÷éôñî

.[4.8 èôùî ,28] F

äöåá÷å F [X] íéîåðéìåô âåç øåáò ó÷ú äìëéøéã èôùîù øîàð ,úåøæç òåðîì éãë
c ∈ F [X] óåñðéà íéîéé÷ a, b ∈ F [X] íéøæ íéîåðéìåô éðù ìëì íà ,N íééòáè ìù

.ìåãâ ÷éôñî n ∈ N ù éàðúá n äìòîî ÷éøô éà a + bc ù êë
úåãùì äììëäì úðúéð íåìáðøå÷-ïéèøà úàöåú íàä äìàùä úà äìòä ïãøé
àìà) ÷éøô ãéîú a(X) + b(X)c(X) éæà ,úéøáâìà øåâñ F íàù ïáåîë .íéøçà
ïôåàá ó÷ú äìëéøéã èôùî æà ,éèøáìéä F íà ,éðù ãöî .(1 åúìòî ïë íà
êë c ∈ F óåñðéà ùé ïëìå ,÷éøô éà íåðéìåô àåä a(X) + b(X)Y ,ïëà .éìàéååéøè
äìåãâ äìòîî íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìá÷ì éãë .F [X] á ÷éøô éà a(X) + b(X)c ù
ìò øåæçì æàå ,äìåãâ äìòîîå a(X) ì øæù c0(X) ∈ F [X] øåçáì êéøö ÷ø øúåé

.a(X) + b(X)c0(X)Y øåáò ìéòì ïåòéèä
äáçøäì ïúéð ìéòì èåùôä ïåòéèä ,èøáìéä ìù ùìçä úå÷éøôä éà èôùî úøæòá
:ïåîéñá ìéçúð .ïìäì øáñåîë úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä íäì ùéù úåãùì
íéîéé÷ù êë n íééòáèä íéøôñîä ìë úöåá÷ úà N (F ) á ïîñð F äãù øåáò
.n = [N : M ] äìòîî N/M äãéøô äáçøäå M/F úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä

.N å F øåáò ó÷ú äìëéøéã èôùî éæà .N = N (F ) å äãù F éäé 7.1.1 èôùî

÷éôñîù òáåð 6.2.5 äð÷ñîîå ìéòì øáñåäù ïåòéèäî .÷éôñî ìåãâ n ∈ N éäé
úøåáçå n äìòîî f(Y, X) = a(X) + b(X)c(X)Y ù êë n äìòîî c ∈ F [X] àåöîì
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úîöîèöî 7.1.1 èôùî úçëåä ïëì .Sn àéä F̃ (Y ) ìòî f(Y,X) ìù äàåìâä
.äàáä äðòèä úçëåäì

íéîåðéìåô a, b ∈ F [X] åéäéå F̃ éøáâìà øåâñ íò éôåñðéà äãù F éäé 7.1.2 äðòè
c(X) ∈ F [X] íéé÷ n ≥ 2 max(deg a, deg b) + log n(1 + o(1)) ìëì éæà .íéøæ
å X á n äìòîî F (Y ) ìòî ÷éøô éà f(X,Y ) = a(X) + b(X)c(X)Y ù êë

.Gal(f(X, Y ), F̃ (Y )) ∼= Sn

äøåâñ ïéòî àéä éôåñ äãù ìù F úéôåñðéà úéøáâìà äáçøäù áì íéùð
íò äìëéøéã èôùî úà íéé÷î F [X] ,7.1.1 èôùî éôì .[11.2.4 äð÷ñî ,8] úéøáâìà
èôùî ìù úéúåîë äñøéâî úòáåð øáë åæ äàöåú .N = {n | ∃N/M, n = [N : M ]}
ïúåäîá ïä úåéðáäù ïåøúéä úà ùé åðìù äçëåäì ,ïë éô ìò óà .íåìáðøå÷-ïéèøà
7.1.2 äðòèî c(X) íåðéìåôì äååù 7.1.1 èôùîá òéôåîù c(X) íåðéìåôä :úåùøåôî
7.1.2 äðòèá äéðáä .úéøáâìà úåøéâñ ïéòîä úðåëúî òéâîä ,α øîàð ,íøåâ ìåôë

.ñãéì÷åà ìù íúéøåâìàì èøô íåìëá úùîúùî äðéàù ïååéë ïéèåìçì úùøåôî

íééôåñðéà úåãù ìòî íéîåðéìåô 7.2

íéîåðéìåô íò íéáåùéç 7.2.1

.ñåàâ ìù äîìä ìù éèøô äø÷î àéä äðåùàøä äàöåúä

íà ÷øå íà ÷éøô éà àåä f(X, Y ) = a(X) + b(X)Y ∈ F [X, Y ] íåðéìåô 7.2.1 äîì
.íéøæ b(X) å a(X)

äöåá÷ úú úîéé÷ éæà .c 6= 0 å gcd(a, b) = 1 ù êë a, b, c ∈ F [X] åéäé 7.2.2 äîì
,ïë ìò øúé .íéøæ íä c å a + αb íéîåðéìåôä α ∈ F r S ìëìù êë S ⊆ F úéôåñ

.ãéøô a + αb ù êë S úà øåçáì ïúéð ,b′ 6= 0 íà

ïéà a + αb ì éæà .S = {−a(γ)
b(γ)

| b(γ) 6= 0 å c(γ) = 0, γ ∈ F̃} ∩ F éäé .äçëåä
.íéøæ íä ïëìå ,α 6∈ S ìëì c íò F̃ á íéôúåùî íéùøåù

b′(X) 6= 0 éæà ,F (Y ) ìòî a(X) + Y b(X) ìù äèððéîéø÷ñéãä d(Y ) ∈ F [Y ] éäé
éùøåù ìë úà óéñåð ,äæä äø÷îá .d(Y ) 6= 0 ïëìå , ∂

∂X
(a(X) + Y b(X)) 6= 0 ù øøåâ

.S ì d(Y )

íéøáà α1, α2 ∈ F åéäéå úåâåæá íéøæ íéîåðéìåô a, b, p1, p2 ∈ F [X] åéäé 7.2.3 äîì
n äìòîî c ∈ F [X] íéé÷ n > deg p1 + deg p2 ìëì éæà .ñôàî íéðåùä íéðåù
ìëì gcd(hi, api) = 1 å a = pihi + bcαi ù êë h1, h2 ∈ F [X] íéãéøô íéîåðéìåôå

.i = 1, 2
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,c2 ,c1 íéîéé÷ i = 1, 2 øåáò gcd(bip3−i, pi) = 1 ù ïååéë .bi = bαi íåùøð .äçëåä
ù êë F [X] á h2,0 ,h1,0

(7.1) , a = pihi,0 + bicip3−i i = 1, 2

ù ìá÷ð ,hi,1 = hi,0 − c3−ibi å c̄ = c1p2 + c2p1 øåáò .deg ci < deg pi íò

(7.2) .a = pihi,1 + bic̄ i = 1, 2

äàååùîîå i = 2 íò (7.1) äàååùîî .bi ì íéøæ pi å a ù ïååéë ,bi ì øæ hi,1 ïàë
ïåéååùä úà ìá÷ð i = 1 íò (7.2)

.p1h1,1 ≡ a− b1c̄ ≡ a− b1c2p1 ≡ b2c2p1 − b1c2p1 ≡ p1bc2(α2 − α1) (mod p2)

ïôåàá .(i = 2 íò (7.1) äàååùîî òáåð) p2 ì øæ bc2p1 ù ïååéë ,p2 ì øæ h1,1 ïëì
.p1 ì øæ h2,1 ,äîåã

ìá÷ð ,hi = hi,1 − bip3−is øåáò éæà .s ∈ F [X] åäùæéà øåáò c = c̄ + p1p2s ïîñð

.a = pihi + bic i = 1, 2

å deg c = n ,íéãéøô h2 å h1 ù êë s ∈ F [X] àåöîì ÷éôñî äçëåää úà íééñì éãë
(bpis)

′ 6= 0 ,deg s = n−(deg p1+deg p2) ≥ 1 ù êë s ∈ F [X] øçáð .gcd(hi, api) = 1

β, γ ∈ F øùàá ,s(X) = (X − β)k−1(X − γ) ìùîì) i = 1, 2 øåáò gcd(s, hi,1) = 1 å
(.h1,1h2,1bp1p2 ìù íéùøåù àì íä

S ⊆ F úéôåñ äöåá÷ úú ìá÷ð (i = 1, 2 øåáò) api ,bp3−is ,hi,1 íò 7.2.2 äîìî
íò s úà óéìçð .api ì øæå ãéøô àåä hi,1− αbp3−is íåðéìåôä α ∈ F r S ìëìù êë
.α1, α2 ∈ F r S ù çéðäì éãë ,αiα ∈ F r S íéé÷úéù êë íéåñî α 6= 0 øåáò ,αs

.úåéåöøä úåðåëúä úà ùé äæä s íåðéìåôì

úåôñåð úåîì 7.2.2

åìéôàå úéáéèéîéøô úåéäì úéáéèéæðøè äøåáç ìò ÷éôñî éàðú úðúåð äàáä äîìä
.([4.4.3 äîì ,33] íò äååùä) Sn úåéäì

n
2

< òè÷á éòáè øôñî e éäéå úéáéèéæðøè äøåáç úú A ≤ Sn éäú 7.2.4 äîì
ìò øúé .úéáèéîéøô A æà ,e-÷åùéç äìéëî A íà ,éæà .gcd(e, n) = 1 ù êë e < n

.A = Sn æà ,óåìéç óñåðá äìéëî A íà ,ïë

÷ìçî |∆| ù ïååéë ,|∆| ≤ n
2
íéé÷úî .A øåáò ÷åìá ∆ 6= {1, . . . , n} éäé .äçëåä

ù ïååéëîå ,|∆| = 1 ù úåàøäì ÷éôñî ,äðåùàøä äðòèä úà çéëåäì ìéáùá .n úà
.|∆| | e ù úåàøäì åìéôà ÷éôñî ,gcd(e, n) = 1
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,{1, . . . , e} 6⊆ ∆ éæà .1 ∈ ∆ ùå σ = (1 2 · · · e) ∈ A ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá
.∆ ∩ σ∆ = ∅ ù øøåâù äî ∆ 6= σ∆ ïëì .e > n

2
≥ |∆| ù ïååéë

àåä ∆ éë ÷éñð .∆ ⊆ {1, . . . , e} ù ìá÷ð ,n ≥ x > e ìëì σ(x) = x ù ïååéë äúò
.ùåøãë ,|∆| | e ïëì ,〈σ〉 ìù ÷åìá

,5] Sn àéä óåìéç äìéëîä úéáéèéîéøô äøåáçù ïååéë úòáåð äéðùä äðòèä
.[3.3A èôùî

.êùîäá äáåùç äéäú äàáä úéøôñî-úøåúä äàöåúä

n ≥ 2m+log n(1+ íéîéé÷îä p éðåùàøå n,m íééòáè íéøôñî éðù ìëì 7.2.5 äîì
.gcd(e, np) = 1 ù êë n−m > e > n/2 òè÷á e íìù íéé÷ ,o(1))

e éäé .äçëåä
,4 á ÷ìçúî àì ìáà éâåæ n íà , n

2
+ 2

åà ,4 á ÷ìçúî n íà , n
2

+ 1

.éâåæ éà n íà , n+1
2

êéøö ÷øå) åðîééñ ,p - e íà .gcd(e, n) = 1 åøåáò n
2
î ìåãâä ïåùàøä íìùä e éæà

.(n > 2m + 4

æà ,4 á ÷ìçúî àì ìáà éâåæ n íà ,úéùàø .(p - n ïëìå) p | e éë äúò çéðð
úà ÷ìçî p úøçà) .p - e′ å gcd(e′, n) = 1 ù ïååéë ,ãáåò e′ = e + 2 àáä ãîòåîä

(.äøéúñ ,éâåæ e ïëì ,e′ − e = 2

e′ = àåä e î ìåãâù n ì øæù ïåùàøä øôñîä æà ,4 á ÷ìçúî n íà äúò
ù íéìá÷î åðééä ,p | e′ åìéà .n ÷ìçî åðéàù ïè÷ éëä éðåùàøä q øùàá ,n

2
+ q

.äøéúñ ,q ìù úåéìîéðéîî p | n ïëìå ,p < q ,èøôá .p | (e′ − e) = q − 1

àåä q úòë øùàá ,np ì øæ e′ = n+q
2

ù äàøé äîåã ïåòéè éâåæ éà n íà ,óåñáì
.n úà ÷ìçî åðéàù éìîéðéîä éâåæ éàä éðåùàøä

ω(n) éäé :úéèéìðàä íéøôñîä úøåúá éèøãðèñ ìéâøú – q úà êéøòäì øàùð
.n ìù íéðåùä íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñî

k log k(1+ ì äååù k ä éðåùàøäù ïååéë .ω(n)+2 á éðåùàøì äååù åà ïè÷ q éæà
å o(1))

ω(n) ≤ log n

log log n
(1 + o(1))

ìá÷ð ,[2.10 èôùî ,23]

.q ≤ ω(n) log(ω(n))(1 + o(1)) = log n(1 + o(1))

íééâåæ éàä íééðåùàøä úìôëî ìåôë 4 øîåìë) n = 4
∏

2<l<q l øåáòù áì íéùð
n > 2m + log(n)(1 + o(1)) äëøòää ïëì .ïåéåù íöòá àåä ïåéåùä éà (q î íéðè÷ä

.ú÷éåãî àéä
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úåîìùì ïëì ,íéàúî íå÷î äàøî åðàöî àì íìåà ,áèéä äòåãé äàáä äàöåúä
.äçëåä ïàë àéáð äãåáòä

äãéøô äáçøä E/K éäú .l ≥ 0 ïåéôéàî úéøáâìà øåâñ äãù F éäé 7.2.6 äðòè
÷ìçî éë çéðð .F ìòî ãçà äðúùîî úåéøáâìà úåéö÷ðåô úåãù ìù n äìòîî

äìôëîì ÷øôúî K ìù p éðåùàø

p = Pe1
1 · · ·Per

r

éë çéðð .E á

åà ,l = 0 (à)

åà ,i = 1, . . . , r øåáò gcd(ei, n) = 1 å l > 0 (á)

.íééâåæ éà e1, . . . , er−1 å l = er = 2 (â)

øáéà äìéëî (Sn ìù äøåáç úúë) E/K ìù äàåìâä øåâñ ìù äàåìâ úøåáç éæà
.(e1, . . . , er) éì÷éö ñåôéèî

II§4 ,31] F ìòî íéìîøåô èðøåì éøåè äãù àéä p á K ìù K̂ äîìùää .äçëåä
p á íìù àåäù E/K ìù éáéèéîéøô øáéà x éäé .K̂ = F ((Y )) øîàð ,[2 èôùî

.K ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäéå
íéîåðéìåô úìôëîì K̂ ìòî f ìù ÷åøôä f = f1 · · · fr éäé .E = K[X]/(f) éæà
Pi á E ìù äîìùää [1 èôùî II§3 ,31] éôì éæà .íéð÷åúîå íé÷éøô éà ,íéãéøô

.i = 1, . . . , r øåáò ,deg(fi) = ei ïëìå K̂[X]/(fi) àéä
äìòîî äãéçé äáçøä ùé F ((Y )) ì æà ,gcd(ei, l) = 1 å l > 0 åà ,l = 0 íà
ìù ìåöéôä äãùù çéðäì ïúéð ïëì .úéìâòî àéäå ,[6§III ,4] F ((Y 1/ei)) øîåìë ,ei

.l = er = 2 ïë íà àìà e = lcm(e1, . . . , er) øùàá ,F ((Y 1/e)) àåä F ((Y )) ìòî f

úéòåáéø úáçøä íò F ((Y 1/e′)) ìù óåøöä àåä f ìù ìåöéôä äãù äæë äø÷îá
ìù äàåìâ úøåáç íéø÷îä éðùá .éâåæ éà àåä e′ = lcm(e1, . . . , er−1) øùàá ,äãéøô
éùøåù ìò éì÷éö ïôåàá ìòåô σ äìù øöåéä .e øãñî úéì÷éö àéä F ((Y )) ìòî f

.ùåøãë ,(e1, . . . , er) àåä σ ìù éì÷éöä ñåôéèä éë ÷éñð .fi íéîåðéìåôäî ãçà ìë

7.1.2 äðòè úçëåä 7.2.3

ìåãâ íìù øôñî øåáò .÷éøô éà íåðéìåô f(X, Y ) = a(X) + b(X)Y ∈ F [X, Y ] éäé
àåä f(X, c(X)Y ) = a(X) + b(X)c(X)Y ù êë c(X) ∈ F [X] àåöîì íéëéøö åðà n

.Sn àéä F̃ (Y ) ìòî f(X, c(X)Y ) ìù äàåìâä úøåáçå n äìòîî ÷éøô éà
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øåáò) úðúåð p = char(F ) å m = max{deg a(X), 2 + deg b(X)} íò 7.2.5 äîì
ù êë e > n

2
íìù (n ≥ 2m + log n(1 + o(1))

, n > max{deg a(X), e + 2 + deg b(X)} (7.3)
.gcd(e, np) = 1 (åà gcd(e, n) = 1 ⇐ p = 0) (7.4)

úà ñôàî àì γi å ñôàî äðåù αi ù êë F ìù íéøáéà γ1 6= γ2 å α1 6= α2 åéäé
,p2 = (X − γ2)

2 ,p1 = (X − γ1)
e ,b ,a øåáò) åðéðá 7.2.3 äîìá .i = 1, 2 ,a(X)b(X)

a(X) íåðéìåôì øæù deg c = n − deg b(X) äìòîî c(X) ∈ F [X] íåðéìåô (α2 å α1

ù êë

, f(X, c(X)α1) = a(X) + α1b(X)c(X) = (X − γ1)
eh1(X) (7.5)

.f(X, c(X)α2) = a(X) + α2b(X)c(X) = (X − γ2)
2h2(X) (7.6)

ìå (X − γ1)a(X) ì íéøæä íéãéøô íéîåðéìåô íä h1(X), h2(X) ∈ F [X] ïàë
÷éøô éà àåä f(X, c(X)Y ) ïëìå ,gcd(a, c) = 1 èøôá .äîàúäá ,(X − γ2)a(X)

,(7.4) á ùåîéù .degX f(X, c(X)Y ) = deg b(X)+deg c(X) = n ,(7.3) éôì .(7.2.1 äîì)
Gal(f(X, c(X)Y ), F̃ (Y )) á e-÷åùéç ïúåð p = (Y −α1) íò 7.2.6 äðòèá (7.6) å (7.5)
éôë ,(7.2.4 äîì) Gal(f(X, c(X)Y ), F̃ (Y )) = Sn ïëì .óåìéç ïúåð p = (Y − α2) íòå

.åðéöøù

,ìåãâ n øåáò .ïéèåìçì ÷éøô éà íåðéìåô f(X, Y ) ∈ F [X,Y ] éäé 7.2.7 äìàù
?n äìòîî X-áéöé íåðéìåô f(X, c(X)Y ) (à) ù êë c(X) ∈ F [X] íéé÷ íàä

?Gal(f(X, c(X)Y ), F̃ (Y )) ∼= Sn (á)
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8 ÷øô

úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåçôùî
úéøáâìà

úéùàø .úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä ìù úåçôùî äîë úåðáì àéä ÷øôä úøèî
íäìù äãù úú ìë ìòî úéøáâìà íéøåâñ ïéòî íäù úåãù ìù òôù íéàöåî åðà
øåáò [8] á 18.7.8 äéòá úà íéøúåô åðà äð÷ñîë .éôåñ äãù ìòî éøáâìà åðéàù

.úéôåñ íéøöåð úåãù
.åìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä íéùôçîå äãù íéòáå÷ åðà éðùä ÷ìçá
úåéúøåáç úøåú úåðåëú íò äéðî ïá éèøáìéä äãù ìù äáçøä ìëìù ìá÷ð èøôá
êë .úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä äáøä ùé (äøéúô-åøô äáçøä ìùîì) úåîéåñî

.åìà úåãù øåáò íéô÷ú 'ä å I íéèôùîäù ìá÷ð

äãù úú ìë ìòî úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä 8.1

äøåâñ ïéòî Ks(σ)/K æà ,äéðî ïá éèøáéä äãù K íàù åçéëåä ïåæøå ïãøéù øëæð
K ù äø÷îá äàöåúä úà ìéìëð äæ óéòñá .σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë úéøáâìà

.éôåñðéàå úéôåñ øöåð
åéäé

f1(T1, . . . , Te, X1, . . . , Xn), . . . , fm(T1, . . . , Te, X1, . . . , Xn) ∈ K[T ,X]

àéä äîéàúîä èøáìéä úöåá÷ .ñôàî äðåù g(T ) ∈ K[T ] å íé÷éøô éà íéîåðéìåô
,úñôàúî àì g íúçú f1, . . . , fm øåáò T 7→ a íé÷éøô éàä íéãåçééä ìë úöåá÷

øîåìë

HK(f1, . . . , fm; g) = {a ∈ Ke | g(a) 6= 0 å K[X] á ÷éøô éà fi(a,X) ∀i}.

fi = fi(T , X) øùàë ä÷éø àì èøáìéä úöåá÷ ìë íà éèøáìéä àåä K äúò
äðåëú (."ãéøô éèøáìéä K" çåðéîá íéùîúùî íéîòôì) .i ìëì X á ãéøô íâ
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åìàë úåãùì àø÷ð .ä÷éø äðéà K øåáò úéèøáìéä äöåá÷ ìëù àéä øúåé ä÷æç
.ç-íééèøáìéä

K ïåéôéà øùàë .úåãëìúî úåðåëúä éúù ,ñôà àåä K ìù ïåéôéàäù äø÷îá
.ç-íééèøáéä åéäéù éãë íééèøáìéä úåãù øåáò èåùô ïåéôéà ùé ,éáåéç

íà .K ìù äãù úú àéä ,Kp ,p-úå÷æç ìë úöåá÷ .p > 0 ïåéôéàî äãù K éäé
.ììëåùî-àì àåä K úøçà ,ììëåùî K ù øîàð ,[K : Kp] = 1

ç-éèøáìéä K éæà .éáåéç ïåéôéàî éèøáìéä äãù K éäé (Uchida) 8.1.1 èôùî
.ììëåùî-àì K íà ÷øå íà

íà K äöåá÷ úú ìòî éèøáìéä àø÷ð E äãù 8.1.2 äøãâä

.HE(f1, . . . , fm; g) ∩Kr 6= ∅

g(T ) ∈ E[T ] ìëìå X á íéãéøôå íé÷éøô éà íäù f1, . . . , fm ∈ E[T , X] ìëì
éà f1, . . . , fm ∈ E[T , X] ìëì HE(f1, . . . , fm; g) ∩Kr 6= ∅ óñåðá íà .ñôàî äðåù

.K ìòî ç-éèøáìéä àåä E ù øîàð æà ,íé÷éøô

éèøáìéä àåä íà ÷øå íà (ç-éèøáìéä äîàúäá) éèøáìéä K ù áì íéùð
.åîöò ìòî (ç-éèøáìéä äîàúäá)

äàöåúä úà úðúåð íöòá [3.1 äðòè ,16] ìù äçëåääù äðçáää íò ìéçúð
:äàáä øúåé ä÷æçä

éæà .K äöåá÷ úú ìòî éèøáìéä äéðî ïá äãù E éäé (ïåæø-ïãøé) 8.1.3 èôùî
.K ìòî úéøáâìà íéøåâñ ïéòî Ẽ(σ) å Es(σ) úåãùä σ ∈ Gal(E)e ìëì èòîë

úåãù úàéöîá ìéçúð ,úåùãç úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä àåöîì éãë åéùëò
.íéøçà úåãù ìòî íééèøáìéä íäù

.äøåäè äìòð äáçøä E/K å S äöåá÷ úú ìòî ç-éèøáìéä K åéäé 8.1.4 äîì
.S ìòî ç-éèøáìéä E éæà

0 6= éäéå íé÷éøô éà íéîåðéìåô f1(T , X), . . . , fr(T , X) ∈ E[T ,X] åéäé .äçëåä
,íéðúùî úöåá÷ {uα | α ∈ A} øùàá ,E = K(uα | α ∈ A) ù ïååéë .g(T ) ∈ E[T ]

øùàá ,fi(T ,X) = g(u,T ,X) ù çéðäì ïúéð

g1(u, T ,X), . . . , gr(u,T ,X) ∈ K[u,T ,X]

.u éôåñ øåè÷å øåáò
gi(u,a,X) ìëù êë S á íéøáéà ìù a øåè÷å íéé÷ ,S ç-éèøáìéä K ù ïååéë
íééåìú éúìá {uα | α ∈ A} á íéøáàä ìáà .g(a) 6= 0 å K[u,X] á íé÷éøô éà

.E[X] ìåãâ øúåéä âåçá íâ íé÷éøô éà fi(u,a,X) ïëì ,úéøáâìà
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éæà .úéôåñ úøöåð äáçøä E/K éäúå S ìòî ç-éèøáìéä äãù K éäé 8.1.5 äðòè
ìòî ç-éèøáìéä åìéôà E æà ,äãéøô íâ E/K íà ,ïë ìò øúé .S ìòî éèøáìéä E

.S

å äøåäè äìòð äáçøä K(t)/K øîåìë ,E/K øåáò t úåìòð áéñá øçáð .äçëåä
,[12.3.3 äðòè ,8] éôì .E øåáò äãéøô èøáìéä úöåá÷ H ⊆ Er éäé .úéôåñ E/K(t)

,H1∩Sr 6= ∅ ù úðúåð ,8.1.4 äîì .H1 ⊆ H ù êë H1 ⊆ K(t)r èøáìéä úöåá÷ úîéé÷
.úòáåð äàöåúä ïëìå

øîåìë ,ãéøôî úåìòð ñéñá úåéäì t úà øåçáì ïúéð æà ,ãéøô íâ E/K íà
øåáò ãåáòé úîãå÷ä ä÷ñôá åîë ïåòéè åúåà äúò .äãéøô E/K(t) ù çéðäì ïúéð
,8] á íå÷îá [12.2.3 äð÷ñî ,8] á ùîúùð øùàë) H ⊆ Er èøáìéä úöåá÷ ìë

.([12.3.3 äðòè
úåøåâñ ïéòîä úåáçøää úçôùî úà áéçøî äúò ãò åðìá÷ù úåàöåúä óåøö

.úéøáâìà

å ,S äöåá÷ úú ìòî ç-éèøáìéää äéðî ïá äãù K ,íìù e ≥ 1 åéäé 8.1.6 èôùî
Ẽ(σ) å Es(σ) úåãùä σ ∈ Gal(E)e ìëì èòîë éæà .úéôåñ úøöåð äáçøä E/K

.S ìòî úéøáâìà íéøåâñ ïéòî
.S = K å äéðî ïá ç-éèøáìéä äãù K øùàë äðåëð äàöåúä èøôá

σ ∈ ìëì èòîë éæà .éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù K å e ≥ 1 åéäé 8.1.7 äð÷ñî
éøáâìà åðéàù äãù úú ìë ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä àéä Ks(σ) Gal(K)e

ìòî úéøáâìà øåâñ ïéòî Ks(σ) æà ,0 ïåéôéàî K íà ,ïë ìò øúé .éôåñ äãù ìòî
.âåç úú ìë

÷éôñî ïëì ,Z úà ìéëî âåç ìë éæà .0 àåä K ìù ïåéôéàä øùàë ìéçúð .äçëåä
,ïëàå .σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä Ks(σ)/Z ù çéëåäì

.äðòèä úòáåð 8.1.6 èôùîî ,Z ìòî éèøáìéä Q ù ïååéë
ìòî éøáâìà åðéàù F äãù ìëù ïååéë .p > 0 àåä K ìù ïåéôéàä éë çéðð äúò
øåâñ ïéòî Ks(σ)/Fp(t) ù çéëåäì ÷éôñî Fp(t) úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù ìéëî Fp

.t ∈ Ks(σ)r F̃p ìëìå σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë úéøáâìà
t ∈ Ks r F̃p ìëì .äîéàúîä úìîøåðîä øàä úãéî µ éäúå G = Gal(K)e éäé

.àáä ïôåàá Σt ⊆ G äöåá÷ úú øéãâð

(8.1) .Σt = {σ ∈ G | úéøáâìà äøåâñ ïéòî Ks(σ)/Fp(t) æà , t ∈ Ks(σ) íà}

éäé .äãéøôå úéôåñ äáçøä E/K éæà .E = K(t) éäé ,ïëà .µ(Σt) = 1 éë ïòèð
.G ìù äîéàúîä äøåáçä úú H = Gal(E)e
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ù òáåð êëî ,Σt úøãâä éôì .σ ∈ H íà ÷øå íà t ∈ Ks(σ) éë ïéçáð

.Σt = (H ∩ Σt) ∪ (GrH)

øùàá ,ν(H ∩ Σt) = 1 ,ìå÷ù ïôåàá åà ,µ(H ∩ Σt) = µ(H) ù úåàøäì ÷éôñî ïëì
.H ìò úìîøåðîä øàä úãéî úà ìîñî ν

.)[2.7.2 äîì ,8]) ììëåùî àìå ([13.3.5 èôùî ,8]) éèøáìéä àåä Fp(t) äãùä
úøöåð äáçøä E/Fp(t) óñåðá .ç-éèøáìéä Fp(t) (8.1.1 èôùî) äãéùåà èôùîî ïëì

.äæë K ù ïååéë úéôåñ
øåâñ ïéòî Es(σ)/Fp(t) íøåáò σ ∈ Gal(E)e ä ìë úöåá÷ àéä H ∩ Σt ù ïååéë

.ùåøãë ,ν(H ∩ Σt) = 1 éë òáåð 8.1.6 èôùîî ,Es = Ks ù ïååéëå úéøáâìà
úîéé÷î 1 äãéîî àéäù Σ =

⋂
KsrF̃p

Σt äöåá÷äù äàøð äçëåää úà íééñì éãë
.úéøáâìà øåâñ ïéòî Es(σ)/Fp(t) ù øøåâ σ ∈ Σ øîåìë ,ùåøãä úà

úéúçúä èôùî 8.2

.éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù øåáò äúåà øåúôðå [8] ìù 18.7.8 äéòáá ïåãð äæ óéòñá
øîåìë ,ó÷ú úéúçúä èôùî íàä úìàåù äéòáä .íìù e ≥ 1 å éèøáìéä K éäé
íéé÷úî M = Ks(σ) ìù N úåàð äãù úú ìë øåáò ,σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë íàä

.[M : N ] = ∞
[K : Kp] = øîåìë ,p àéä K = Fp(t) éèøáìéää äãùä ìù úåììëåùîä éà úâøã
,([2.7.3 äîì ,8]) úåãéøô úåáçøä úçú úøîùð úåììëåùîä éà úâøã ,ïë ìò øúé .p
,úéúçúä èôùî èøôá .[M : Mp] = p íéé÷úî M/K äãéøô äáçøä ìë øåáò ïëì

:äãéøô äéäú M/N ù ùåøãð ïëì .ó÷ú åðéà ,ìéòì çñåðîù éôë

σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë éæà .íìù e ≥ 1 éäéå éèøáìéä äãù K éäé 8.2.1 äøòùä
.úéôåñðéà àéä æà ,äãéøô Ks(σ)/N äáçøää íà ,N $ Ks(σ) úåàð äãù úú ìëìå

úôñåðä äçðää úà ùé äáù äøòùää ìù úîãå÷ äñøâ çéëåî ïøä [10] øîàîá
úåøåâñ ïéòîä úåáçøää ïåéôéàá úùîúùî ïìäì äàöåúä .K úà ìéëî N ù
.íééôåñðéà úéôåñ íéøöåð úåãù øåáò äøòùää úà çéëåäì éãë úåéôåñä úéøáâìà

äô÷ú 8.2.1 äøòùä éæà .e > 1 å éôåñðéà úéôåñ øöåð äãù K éäé 8.2.2 èôùî
.K øåáò

ïéòî àåä M = Ks(σ) äãùä σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë 8.1.7 äð÷ñî éôì .äçëåä
äàöåúä ïëì .éôåñ äãù ìòî éøáâìà åðéàù úåàð äãù úú ìë ìòî úéøáâìà øåâñ

.4.2.4 äð÷ñîî úòáåð
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íééèøáìéä úåãù ìù úåéøáâìà úåáçøä 8.3

.úåãù ìù äáçøä F/K éäú .äéðî ïá éèøáìéä äãù úåéäì K úà òá÷ð äæ ÷øôá
ìù äçôùî ìá÷ð (8.1.6 èôùî) úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä òôù K ìù ïååéë

:F ìù úéøáâìà úåøåâñ ïéòî úåáçøä

.{MF | úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M/K}

êøåöì .úåãéøôá íéøåâñ íðéàù úåãù äìéëî åæ äçôùî éúî ïåãð äæ óéòñá
.äàáä íééòáèä úöåá÷ úà ïéáäì êéøö åðééäã ,òãéî øúåé êéøö íéùåîéù

.NF = {n | n = [N : M ] ù êë äãéøôN/M å úéøáâìà äøåâñ ïéòî M/K íéîéé÷}

äðéàù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä F ì úîéé÷ íà .1 ∈ NF ãéîú éë áì íéùð
éùîî äãù àì M ,ïëà .éôåñðéà NF æà ,(|NF | > 1 øîåìë) úåãéøôá äøåâñ
èôùî éôì) [Ms : M ] = ∞ ïëì .ïåøúô ùé X2 +Y 2 +1 = 0 äàååùîìù ïååéë éìîøåô

.(øééøù-ïéèøà
úåøåáç úú ïéà Gal(F/K) ì øùàë NF ìù úåéôåñðéàä ìò äàöåúá ìéçúð

.úîéåñî äâøãî úåéùôåç

úåøåáç úú Gal(F/K) ì ïéà e ≥ 1 éòáè øåáòùå äàåìâ F/K ù çéðð 8.3.1 èôùî
.úéôåñðéà NF éæà .e äâøãî úåéùôåç

úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä M = Ks(σ) ù êë äéà-e σ ∈ Gal(K)e éäú .äçëåä
.('à èôùî) e äâøãî úéùôåç 〈σ〉 ∼= F̂e å K ìù

åðééä MF = Ks íéé÷úî äéä íà ,ïëàå .MF 6= Ks ù úåàøäì ÷éôñî äúò
ù íéìá÷î

, Gal(F/F ∩M) ∼= Gal(Ks/M) = 〈σ〉 ∼= F̂e

.äøéúñ
.ùøåôîá NF úà øàúðå ,úåøéúô-åøô úåáçøä ìùîì ,úåîéåñî úåáçøä ç÷ð äúò

.äèåùô úéúøåáç úøåú äîì äìéçú íìåà

H éäú .G á úéìîøåð N ù êë úåéôåñåøô úåøåáç N ≤ N0 ≤ G åéäé 8.3.2 äîì
éæà .úéìàéååéøèä äøåáçì èøô úåôúåùî úåðî ïéà G/N ìå H ìù êë G ìù äðî
N0 ì íâ æà ,n ñ÷ãðéàî äçåúô äøåáç úú ùé H ì íà ,èøôá .N0 ìù äðî H

.ùé

ìù úôúåùî äðî àéä G/NU ù ïååéë .G/U = H ù êë U C G éäé .äçëåä
ïëìå ,N0U = G éë ÷éñð .G = NU ïëìå ,G/NU = 1 íéé÷úî ,G/N å G/U

.N0/N0 ∩ U ∼= N0U/U = G/U = H
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úåøéúô-åøô úåáçøä 8.3.1

.äøéúô äàåìâä øåâñ ìù äàåìâ úøåáç íà äøéúô úàø÷ð äãéøôå úéôåñ äáçøä
.úåøéúô úåáçøä ìù óåøö àéä íà äøéúô-åøô úàø÷ð úéôåñðéà äãéøô äáçøä

.e ≥ 2 éäéå K äéðî ïá éèøáìéä äãù ìù äøéúô-åøô äáçøä F éäú 8.3.3 èôùî
äøåâñ ïéòî äáçøä àåä M = FKs(σ) äãùä σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë éæà

èøôá .4 < äìòî ìëî äãéøô äáçøä äì ùéù F ìù úéøáâìà

.{5, 6, 7, . . .} ⊆ NF

.äøéúô-åøô àéä Gal(F̂ /K) äøåáçä ïëì ,F/K ìù äàåìâ øåâñä F̂ éäé .äçëåä
K ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä àåä Ks(σ) äãùä σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë
σ òá÷ð .('à èôùî) e äâøãî úéùôåç àéä G = 〈σ〉 úèìçåîä äàåìâä úøåáçå

.úéøáâìà øåâñ ïéòî M/F éæà .M = FKs(σ) íåùøðå äæë
éæà .N = Gal(F̂Ks(σ)) éäéå M ìù úèìçåîä äàåìâ úøåáç N0 = Gal(M) éäú
íåöîöä ú÷úòä .G/N = Gal(F̂Ks(σ)/Ks(σ)) å G á éìîøåð N ,N ≤ N0 ≤ G

.äøéúô-åøô G/N ïëì ,ïåëéù àéä Gal(F̂Ks(σ)/Ks(σ)) → Gal(F̂ /K)

äàåìâ úîàúä éôì .n äìòîî äãéøô äáçøä ùé M ìù äàøð ,n > 4 éäé
.n ñ÷ãðéàî äçåúô äøåáç úú ùé N0 ìù úåàøäì ÷éôñî

G/N ìå An ìù ïáåîë .äìù äðî An ,2 úåçôì äâøãî úéùôåç G ù ïååéë
íò 8.3.2 äîìî .(äøéúô àìå äèåùô An éë) úåéìàéååéøè àì úåôúåùî úåðî ïéà
.((An : An−1) = n ù ïååéë) n ñ÷ãðéàî äçåúô äøåáç úú ùé N0 ìù ìá÷ð H = An

p ì úåøæ úåáçøä 8.3.2

úà ÷ìçî êà m úà ÷ìçî åðéàù éðåùàø p ù êë íééòáè íéøôñî p,m, k åéäé
éæà .p (éìôë) øãñî α ∈ (Z/mZ)∗ òá÷ð .øìéåà úéö÷ðåô úà ìîñî ϕ ïàë .ϕ(m)

.b ∈ Z/mZ ,x ∈ Z/pkZ ,xb := αxb éãé ìò Z/mZ ìò ìòåô Z/pkZ
,(a, x) úåâåæä ìëî úáëøåîä H = Z/mZ o Z/pkZ äøùé éöç äìôëîá ìëúñð

éãé ìò äðåúð äìôëîäùë x ∈ Z/pkZ å a ∈ Z/mZ

.(a, x)(b, y) = (a + αxb, x + y)

èøôá

.(a, x)n = (a(1 + α + α2 + · · ·+ αn−1), nx) =

(
a(1− αn)

1− α
, nx

)

.äìéâøä äøåöá H á úåðëåùî Z/pkZ å Z/mZ úåøåáçä
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éæà .ì"ðë H = Z/mZ o Z/pkZ å p,m, k åéäé 8.3.4 äîì

.p-áåìéñ úåøåáçä éúú éãé ìò úøöåð H .à

.úéìàéååéøèä äøåáçä àéä H ìù äãéçéä p ì äøæä äðîä .á

.n øãñî H0 äøåáç úú úîéé÷ n | |H| = pkm ìëì .â

÷éôñî ïëìå ,H úà íéøöåé (1, 1) = (1, 0)(0, 1) å (0, 1) íéøáéàä .à .äçëåä
úéùàø .(úàæ äàøð àì êà ,äååù äùòîìå) pk úà ÷ìçî íäìù øãñäù úåàøäì

éë ìá÷ð αpk
= (αp)k = 1 ù ïååéë äúò .(0, 1)pk

= (0, pk) = (0, 0) íéé÷úî

.(1, 1)pk

=

(
1− αpk

1− α
, 0

)
= (0, 0)

÷ìçî pk éæà .p ì øæ äøãñù H ìù äðî H̄ = H/N éäú ,ïëà :.àî òáåð .á
àéä ïëì ,N C H íìåà .H ìù p-áåìéñ úøåáç äìéëî N ïëìå ,N ìù øãñä úà

.ùåøãë ,H̄ = 1 øîåìë ,N = H ,.à éôì .p-áåìéñ úåøåáçä úú ìë úà äìéëî
åéäé .q | pk å n0 | m øùàá ,n = n0q éæà .n | pkm éë çéðð ,.â úà úåàøäì éãë
úåãéçéäî .äîàúäá ,q ,n0 íéøãñî Z/pkZ ,Z/mZ ìù úåãéçéä úåøåáçä úú A,B

.n àåä H0 = AoB ìù øãñäù øåøá .AoB ≤ H ïëì .B-úøåîù àéä A

äáçøä .[F : K] úà ÷ìçî àì p íà p ì äøæ àéä F/K úéôåñ äáçøä
.p ì äøæ äìù úéôåñ äáçøä úú ìë íà p ì äøæ àéä úéôåñðéà úéøáâìà

K äéðî ïá éèøáìéä äãù ìù äãéøô äáçøä F å éðåùàø p åéäé 8.3.5 èôùî
σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîë éæà .e ≥ 2 éäé .K ìòî p ì øæ F/K ìù äàåìâä øåâñù
äáçøä äì ùéù F ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî äáçøä àåä M = FKs(σ) äãùä

.NF = N èøôá .äìòî ìëî äãéøô

øãñî Gal(F̂ /K) ìù úéôåñ äðî ìë ïëì ,F/K ìù äàåìâ øåâñä F̂ éäé .äçëåä
úèìçåîä äàåìâ úøåáç σ ∈ Gal(K)e ìëì èòîëù ìá÷ð 'à èôùîî .p ì øæ
äáçøä M = M0F óñåðáå ,G = 〈σ〉 øîåìë ,e äâøãî úéùôåç M0 = Ks(σ) ìù
ìù úèìçåîä äàåìâ úøåáç N0 = Gal(M) éäú .F ìù úéøáâìà äøåâñ ïéòî
G/N = å G á éìîøåð N ,N ≤ N0 ≤ G éæà .N = Gal(F̂Ks(σ)) éäúå M

ìë ïëì ,ò"çç àéä G/N → Gal(F̂ /K) íåöîöä ú÷úòä .Gal(F̂Ks(σ)/Ks(σ))

ìù úéôåñ äðî ìù äøåáç úú àéä éë) p ì øæ øãñî àéä G/N ìù úéôåñ äðî
.(Gal(F̂ /K)

.éúåøéøù ñ÷ãðéàî N0 ìù äçåúô äøåáç úú àåöîì ÷éôñî äàåìâ úîàúä éôì
íéé÷îä éðåùàø l éäé .k ≥ 0 å gcd(n0, p) = 1 øùàá ,éòáè øôñî n = n0p

k éäé
íééðåùàø óåñðéà ùéù ïååéë íéé÷ äæë l éðåùàø) .m = nl ïîñðå p | l − 1 å l - n
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H = Z/mZoZ/pkZ éäú .p | ϕ(m) å p - m éæà (.l ≡ 1 (mod p) úéðåáùçä äøãñá
àì úåôúåùî úåðî ïéà G/N å H ì éë òáåð äîìä ìù .á óéòñî .8.3.4 äîìá åîë
ìù äçåúô äøåáç úú íåé÷ úåçéëåî .â8.3.4 äîìå 8.3.2 äîì äúò .úåéìàéååéøè

.n ñ÷ãðéàî N0
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