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Soit G un groupe réductif sur un corps local non archimédien et f
1'algebre de convolution des fonctions localement constantes a support
compact sur G . Nous déterminons 1'algébre des multiplicateurs de H,
en terme des représentations cuspidales de sous=—groupes de Levi de parabo-
liques de G . La preuve s'appuie sur une étude de la catégorie des repré-

sentations algébriques (dites aussi lisses) de G .

Au §3, nous obtenons en corollaire divers résultats de finitude.



1. LE PROBLEME.

1.1. Soit G un groupe localement compact totalement discontinu. Fixons
un corps k de caractéristique O et soit Hk(G) , ou simplement H(G) ,
1'algébre de convolution des mesures localement constantes a support compact —

a coefficients dans k - sur G ; pour k =& , "localement constant" signifie

"localement multiple d'une mesure de Haar"; il s'agit d'une notion purement

algébrique, ce qui permet de travailler sur k quelconque. Si G a un sous-

groupe compact ouvert qui est un pro-p-groupe, on peut méme prendre pour k

n'importe quelle Z[1/pl-algébre. Peu importe : le lecteur ne perdra guére

a supposer k = € , et on le supposera de toute facon 2 partir de 1.8.
Considérons la propriété suivante d'un anneau H (qui n'est pas sup-

posé avoir une unité).

(Id). Pour toute famille finie (xi) d'éléments de H , il existe un idem-~

potent e tel que ex;e = x, (i.e. tel que x; € ee = eH N He) pour tout i.

Dans [4], D. Flath appelle "idempotented algebras" les C-algébres vérifiant
(Id) . Notons I 1'ensemble des idempotents de H . Pour e,f € I , les
conditions suivantes sont équivalentes : eHe < fHf , e € fHf et e =f e £ .
Si elles sont vérifiédes, on écrit e << f . La relation << est un ordre sur
I, et 1'axiome (Id) équivaut a ce qu'il soit filtrant, et que H soit
réunion (filtrante) des eHe .

Pour tout sous-groupe compact ouvert K de G , l'image directe par
1'inclusion de K dans G de la mesure de Haar normalisée de K et un
idempotent e, de H(G) . On obtient ainsi assez d'idempotents pour vérifier

K
(Id) : H(G) vérifie (Id)

, et 1'ensemble. des e, est confinal dans 1'en-
semble I des idempoténts de H(G) . s

Une représentation algébrique (V,”) de G est un k-espace vectoriel
V , muni d'une action (k-linéaire)de G telle que le fixateur de tout vecteur
v € V soit ouverte (terminologie de [1],[2]; F.Rodier[5] dit "lisse'"). Cette
notion est équivalente i celle de H(G)-module V non dégénéré : tel que
H(G).V =V , i.e. tel que pour tout v € V existe un idempotent e tel que
ev = v . Le dictionnaire est : pour que v € V soit fixe par K , sous-groupe
compact ouvert de G , il faut et il suffit que ey = v . Pour X dans k

et g dans G , on a alors ("’60*61()" = an(g)v .



Nous noterons (Alg G) 1la catégorie des représentations algébriques de G .
Par la suite, nous dirons simplement représentation pour "représentation
algébrique”.
1.2. Soit H un anneau vérifiant (Id). Pour h € H , 1'endomorphisme
v — hv du groupe abélien sous-jacent & un H-module non dégénéré V est
fonctoriel en V . Si H n'a pas d'unité, le foncteur
d'oubli w : (modules non dégénérés) — (groupes abéliens) peut avoir d'autres
endomorphismes. Par exemple, H(G) n'a pas d'unité pour G non discret, et
pour g € G, v+ gb est un endomorphisme fonctoriel du k-espace vectoriel
sous-jacent A la représentation V .
Pour tout idempotent e , on a ﬁ = He & H(1-e) , ol

H(l-e) := {h-he|h € H} est 1'annulateur i gauche de e . Soit T 1la topologie
de H ayant pour systéme fondamental de voisinages de O 1les H(l-e) . Le
complété B de H pour T est la limite projective sur I des He , pour
les morphismes de transition Hf — He : x *> xe : un élément h de
w 1im projHe estun systéme d'éléments ﬂ(e)EHe, avec ﬁ(e)é ﬁ(f)-e pour e<<f
Prenantg €I quidomine eet f, onvérifieque ﬁ(e)= ﬂ(f)-edésque He c Hf (i.e. e=ef) .

Pour tout module non dégénéré V , muni de la topologie discréte,
H#V -V : (h,v) = hv est continu, et u® agit sur V par continuité :

si ev=v, h.v = h(e).v .
Lemme 1.2.1. On a H" =% End(foncteur d'oubli w) .

Soit HS le H-module H , pour les multiplications 3 gauche. Tout
H-module non dégénéré étant quotient d'un multiple de Hs , i1 suffit de
vérifier que tout endomprphisme du groupc abélien HS , qui commute 3
EndH(HS) (et en particulier aux multiplications a droite) est défimi par

o A P
un élément de H . On a plus précisément :

Lemme 1.2.2. HA se plonge dans End% (H) . Son image est 1'adhérence pour

la topologie de la convergence simple de 1'ensemble des multiplications a

gauche. C'est aussi le commutant des multiplications 3 droite.

L'identité ﬁ(e) = h.e montre que "t se plonge dans End”(H) , et
que la topologie induite par la topologie simple est T . La composition
étant continue pour la topologie simple, on a

A . . . = - . - .
n"  {multiplications a gauche; < commutant des multiplications
A droite,



et le lecteur vérifiera que si ¢ est dans le commutant, il est 1'image
de b € B défini par h(e) = ©(e) .

-~

1.3. Explicitons la multiplication dans 7 . Soient h1 et h2 dans HA 5

et e €1 . 11 existe f € I tel que ﬁz(e) = fﬂz(e) , et (ﬁl-ﬁz) (e) est
(hlh )'e = hl(hZe) = h_h,(e) = hlth(e) = hl(f)-hz(e)

La multiplication est continue.

1.4. Traduction (de H(G)A = lim proj H(G)-ek) "

A
H(G) est 1'espace des distributions T sur G telles que pour

tout sous—groupe compact ouvert K de G, T * e soit 3@ support compact.

Notre but est, pour G un groupe réductif sur un corps local, le

calcul du centre de H(G)A .
A
Pour H vérifiant (Id) , le centre Z de H est le commutant de
A : . ‘s
H dans H (par continuité de la multiplication) et donc 1.2.2 s'identifie

au commutant dans EndZZ(H) des multiplications 3 gauche et 3 droite.

Lemme 1.5. (i) Le centre Z de H est 1'anneau des endomorphismes_du fonc-

teur identique de la catégorie des H-modules non dégénérés.

(ii) C'est la limite projective sur I des centres des eHe

Pour que z € = End(w) fournisse, pour chaque module non dégénéré
V , un endomorphisme de module de V , il faut et il suffit qu'il commute

a H . Ceci prouve (i).

Si eHe © fHf et que z est central dans fHf . on a ez =ze=eze ,
et si x € eHe , [eze,x] = [z,x] = 0 : eze est central dans eHe . Ceci
donne un sens i (ii) : le morphisme de transition est z V> ze = eze , et
il s'agit de montrer que pour que z € 5" commute 3 H , il faut et il
suffit que ze soit dans le centre de ele , pour tout e € I . La néces-
sité se vérifie comme ci-dessus. Pour la suffisance, on vérifie d'abord que
ez = ze : pour tout f >e , on a (ez-ze)f = ezf -zfe = c(fzf) - (fzf)e ,
et on utilise que fzf est central dans fHf . Ceci acquis, pour que 2
commute & eHe , il faut et il suffit que ze = eze soit dans le centre de

eHe , ¢t on utilise que H est réunion des ele

1.6, Traduction (de 1.5, (ii)) . Le centre de H(G)A est 1'espace des

distributions T sur G telles que pour tout sous—groupe compact ouvert

K de G, T *c¢  soit A support compact, et dans le centre de 1'algébre



de Hecke H(G,K) : = & *xH(G) *ey .

1.7. Variante . Le centre de H(G)A est 1'espace des distributions T sur G,

invariantes par conjugaison, et telles que pour tout sous—groupe compact ouvert

K de G, T * ex soit 3 support compact.
L'invariance par conjugaison de T équivaut en effet i ce que pour toute

mesure localement constante (resp. distribution) 3 support compact U , on ait
TxU=TUH=*T .

1.8. 8i k' est une extension de k , on a Hk,(G) = Hk(G) Gk k'

Pour K un  sous-groupe compact ouvert, la k'-algébre eKHk,(G)ek .

et son centre, se déduisent de méme de la k-algébre eKHk(G)ek , et de son
centre, par extension des scalaires. Ceci, et 1.5 (ii) , contrdlent la dépen-

dance en k du centre de Hk(G)A . Dans ce qui suit, nous ferons 1'hypothése

(1.8.1) k=2¢@ et G est dénombrable & 1'infini.

Les algébres H(G,K) sont alors de dimension dénombrable, et le lemme de
Schur est valable ([1] 2.11) . En particulier, si z est dans le centre 2

de H(G)A » pour toute représentation algébrique irréductible (V,n) de G ,
z agit sur V par un scalaire z(w) , et on associe ainsi 3 z une fonction
sur 1'ensemble G" des représentations algébriques irréductibles de G . Le

morphisme d'algébres

(1.8.2) Z — (fonctions sur GM)

est injectif : toute représentation de G est quotient d'un multiple de
H(G)s) . Pour tout h # 0 dans H(G) , il existe (V,n) irréductible tel

que w(h) # 0 ([1] 2.12) . La représentation H(G)S se plonge donc dans un
produit de représentations irréductibles, et z est déterminé par la fonction
z(n) . Notre détermination de Z sera pour l'essentiel une description de

son image par (1.8.2).

1.9. Le centre Z(A) d'une catégorie abélienne A est 1'anneau des endomor-

phismes du foncteur identique de A : la donnée pour tout objet A d'un endo-
morphisme z, de A , de sorte que pour tout morphisme f : A - B , on ait

A
zBf = sz .

Si la catégorie abélienne A est le produit de catégories abéliennes

(Ai)iGI

sommes directes indexées par I , et que tout morphisme f : X —>$Yi tel

on a Z(A) =TTZ(Ai) . Supposons que la catégorie A admette des



que les prif soientnulsest nul. C'est le cas pour (Alg G) . Alors, se
donner une décomposition de A en produit comme ci-dessus revient i se

donner des sous-catégories pleines Ai de A (i € I) telles que

(a) Pour X dans Ai et Y dans Aj , on a Hom(X,Y) = 0 si
i#3 .
(b) Tout objet X est une somme

(1.9.1) X=9 X. avec X, dans A,
i i i

Le centre de H(G)" est celui de 1la catégorie
(Alg G) (1.1) et 1.5(i) . Une premiére étape dans la détermination du
centre de H(G)" sera la décomposition 2.10, implicite dans [1], de
(Alg G) en produit. Les résultats de décomposition auxquels sont consa-

crés la fin de ce paragraphesont des préliminaires 3 2.10.

1.10. Soit W wune représentation de G . Son dual algébrique,ou simple~
ment dual, est 1'espace W des formes linéaires fixes par un sous-groupe
ouvert de G . Si on munit W de la topologie linéaire pour laquelle les
(1—eK)W (K sous-groupe compact ouvert) forment un systéme fondamental de

voisinage de O , c'est le dual topologique :
W = lim ind(V/(1-e )WY = lim ind )Y .
Rappelons que les conditions suivantes sont équivalentes ([1] 2.40) :

(a) Les coefficients < L,gw > (WE W , ¢ € W) sont des fonc-

tions sur G 3 support compact.

(b) Pour tout sous-groupe compact ouvert K et tout w€ W, la
fonction de G dans W : g > ey8vw est 3 support compact.
Si elles sont vérifiées, et que W est de génération finie, par exemple
irréductible, W est admissible ([1] 2.41), i.e. les WK sont de dimen-—
sion finie. La condition (b) peut encore s'énoncer :

(b*) Pour tout w € W, si g - = dans G (selon le filtre des
compléments des compacts), on a gw —* O(pour la topologie linéaire ci~dessus).

On note (AlgG)fla catégoriedes représentationsde G vérifiant (a) et (b).

1.11. Soient (V,m) irréductible dans (Alg G)f , (Alg G)(7) la catégorie
des représentations sommes de copies de (V,m) ,et (Alg G)(horsm) celle des

représentations sans sous—-quotient isomorphe i (V,w). Desarguments paralléles



4 ceux de la théorie des groupes finis donnent
(1.11.1) (Alg G) = (Alg G)(m) x (Alg G) (hors w)

([1] 2.44, du moins pour G wunimodulaire) d'ol un idempotent ‘e(ﬂ) du
centre de H(G)A , valant 1 sur (Alg G)(m) et O sur (Alg G) (hors m) .
Supposons G unimodulaire. Seul ce cas nous importera. La preuve de
(1.11.1) donne pour la distribution e(m) (1.7) 1'expression suivante, qui
ne nous servira pas. Soient d1r le degré formel de 7 (intrinséquement,
une mesure de Haar sur G) et 0" le caractére de 7 (une fonction géné-

ralisée). On a 5%(g) = O"(g—l) , car T est unitarisable, et
(1.11.2)  em =06 (g h.a
.11, (8 S

Variantes. Soit A un ensemble de classes d'isomorphie de représentations
irréductibles dans (Alg G)f, et (Alg G) (hors A) 1la catégorie des repré-

sentations sans sous-quotient de classe d'isomorphie dans A.

a) Si A est fini, on a

(1.11.3) (Alg G) = ( ® (Alg G)(m)) X (Alg G) (hors A) .
TEA
b) La méme décomposition vaut pour une famille infinie, si pour chaque
sous-groupe compact ouvert K il n'y a dans A qu'un nombre fini de (V,w)
tels que VK # 0 . Il faut vérifier 1.9 (b). Soit donc W une représentation
de G . Soit W(w) 1la composante (1.11.1) de vW dans (Alg G)(w) (w € A) .
Pour K wun sous—-groupe compact ouvert de G et A'< A une partie finie

de A contenant tous les (V,m) dans A tels que VK # 0 , la décomposition

(1.9.1) déduite de (1.11.3) pour A' : W= & W(n) x W(hors A') induit
1]
une décomposition TEA
W= @ umk x whors A% = @ wmX x Wehors anK

TEA" TCA

avec W(hors A')K indépendant de A' . Posons W(hors A)K := W(hors A')K
(A' assez grand, rel. K) et W(hors A) = U W(hors A)K . Par passage a la
K

limite sur K de plus en plus petit, on a encore

W= @& W(m) x W(hors A)
mEA



et cette décomposition, fonctorielle en W , donne (1.11.3).

c) Sans hypothése de finitude sur A , un argument paralléle i b)

montre que toute représentation admissible admet une unique décomposition

W= @ W(r) X W(hors A) .
T€EA

Cette décomposition vaut encore pour toute limite inductive filtrante de
représéntations admissibles, et en particulier pour toute représentation
dans (Alg G)f (rappelons que tout W dans (Alg G)f de génération finie
est admissible). Prenant pour A 1'ensemble G, de toutes les classes

:
d'isomorphie d'irréductibles dans (Alg G)f , on trouve que

(1.11.4) (Alg G)f = ]-r (Alg G)(m) .

-~

1r€Gf

Si &f vérifie la condition de finitude b), on a en outre
(1.11.5) (Alg €) = (Alg @), x (Alg G) (hors éf) ;

1.12. Soient M un ZZ-module libre de type fini et u : G— M . On
suppose que la restriction de u au centre Z(G) de G : Z(G) =+ M a
un noyau compact et un conoyau fini. Soient G° := Ker(u) et (V°,n°)

irréductible dans (Alg G°)_ . Soit G le sous—-groupe de G formé des
f

g tels que 7° soit isomorphe 3 son ionjugué par g . Il contient G° et
le centre de G , donc est d'indice fini, et 1'ensemble A des classes
d'isomorphie de conjugués de (V°,n°) est fini. Pour toute représentation
(V,m) de G ,(1.11.3) appliqué 3 la restriction de V i G° fournit une
décomposition V = V' ® V" , ofi V' est la somme des sous-représentations
isomorphes 3 un conjugué de (V°,n°) . Cette décomposition est stable sous

G , et fournit une décomposition

(1.12.1) (Alg ) = (Alg'G), x (Alg G)

hors A
Nous nous proposons de décrire la catégorie (Alg G)A .

(1.12.2) Pour W dans (Alg G)A , soit Wl le sous-espace de W somme

des sous-G°-représentations de G° isomorphe a3 (V°,m°) . Il est stable
sous G1 . Le foncteur W — Wl est une équivalence de (Alg G)A avec la
catégorie (Alg Gl) ., des représentations de G1 de restriction & G°

L



et cette décomposition, fonctorielle en W , donne (1.11.3).
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L



multiple de (V°,n°) . L'équivalence inverse est 1'induction de G1 a G6° .

(1.12.3) Soit El le groupe des paires (g,P) avec g € G1 et

P: Ve 3V tel que P1r°(h)P-1 = w°(ghg_1) . C'est une extension centrale

de G1 par E&* , et G° s'identifie i un sous—groupe de El :
c°

4
I
(&:7(2))

T* [ e
z — (e’z) (g’P) g

La représentation ©° de G° se prolonge i El par (g,P) V=P .
Le quotient ﬁl de E& par le sous—groupe invariant G° est une
extension centrale de 1'image M, de G, dans M par €% . Le centre GC

de §1 est 1'image inverse d'unlsous—griupe C de Ml contenant 1'image
du centre de G , donc est d'indice fini.

Le foncteur H v H ® Vo est une équivalence de la catégorie des
vectoriels avec celle des représentations de G° multiples de Vo .
L'équivalence inverse est W +— Hom(Vo,W) . Se donner une action 7 de
G1 sur HQ® Vo , prolongeant l'action donnée de G° , revient i se domner
une action p- de M1 sur H , telle que z € €* c H agisse par multipli-

cation par z L : faire agir 1'image dans ﬁl de (g,P) € El par Q tel
que T(g) = QO P :

m(g) = p(g,P) ®P

. L. 1 y
Cette construction est une &quivalence de (Alg G )n° avec la caté-

*
. Les

gorie B des représentations de ﬁl , induisant z =zl sur (€
équivalences (Alg G)A ~ (Alg Gl)n° ~ B induisent un isomorphisme du centre
Z((Alg G)A) avec Z2(B) . La catégorie B est bien connue (théorie du groupe
de Heisenberg) et, aprés quelques rappels sur sa structure, nous alloms en

déduire une description de Z((Alg G)A) 5

1.13. L'application commutateur induit sur ﬁllﬁ = M/C une application
bimultiplicative alternée non dégénéréé M/C x M/C — U1 < €* . On sait que

tout groupe fini H , muni d'une telle application < > peut s'écrire



H=Xx X', oi X' est le dual de Pontrjagin de X et ol
<(x,x"),(g,y")> = <x,x' ><y,x'>_1 . En particulier, son ordre est un carré.
Soit X un sous—groupe de M/C, maximal parmi ceux sur lesquels le commu-
tateur est trivial. Par exemple : correspondant 3 une décomposition comme
plus haut. Son image inverse ¥ dans ﬁl est un sous—groupe commutatif
maximal.

On sait que pour chaque caractére x de T, tel que x(z) = z—1
pour z € T* , il existe & isomorphisme pré&s une unique représentation
irréductible de ﬁl de caractére central X . 93 l'oyiient en prolongeant -
n'importe comment - x & ¥ et en induisant de X & Ml . Si m est une
représentation irréductible, avec w(z) = z_1 pour z € T* , les autres
sont donc de la forme mw , w un caractére de M1 , et la classe d'iso-
morphie de mw ne dépendant que de wl|C .

Notons E[ﬁl;z-ll la (@-algébre engendrée par dis éléments Gm

(m € b ) , avec les relations § 6§ = § et 8§ =2z .8 . Si les
1 m n mn z e

% forment un reldvement ensembliste de M dans ﬁl ,, elle admet comme

1
base vectorielle les 65 . I1 revient au méme de se donner un E[Ml;z 1]

module ou une représentation de ﬁl oli z € T* agisse par z 1 : faire
agir Gm come m . L'algébre U [ﬁl;z_ll ayant une unité&, le centre
de la catégorie de ses modules est simplement son centre, a savoir
E[E;z—ll : il est simplement engendré par le centre du groupe ﬁl
Traduisons en terme de représentations.

1.14. Soit T le tore (au sens des groupes algébriques) de groupe de

caractéres M . Il a pour points
T(T) = Hom(M,T*)

et pour algébre de fonctions réguliéres 1'algébre tiM] du groupe M .
Pour M = ZP, c'est 1'algdbre des polyndmes de Laurent
E[tl,tzl,...,tn,t;ll . Soit F < T(L) 1'orthogonal de C < M1 C M. Le
tore quotient T/F est le tore de groupe de caractéres C .

L'ensemble Irr(B) des classes d'isomorphie de représentations
"irréductibles de ﬁl , avec z b= z_1 , est, on 1'a vu en 1.13, un espace
principal homogéne sous (T/F) (L) = Hom(M,T*)/F = Hom(C,T*) : st (V,m)
est irréductible dans B , tout irréductible est isomorphe a (V,my) ,

pour x € Hom(M,T*) et ryx est isomorphe & my' si et seulement si

10



x|¢ = x'|c . Ceci munit Irr(B) d'ume structure de varidté algébrique, une
fonction f sur Irr(B) @&tant réguliére si et seulement si la fonction

x + £(nx) sur T(L) est réguliére. Par passage au quotient, elle provient
alors d'une fonction réguliére sur T/F , i.e. d'une combinaison linéaire
finie de fonctions x -* x(¢) (c € C) .

Un élément z du centre de B fournit une fonction z(m) sur
Trr(B) : a (V,T) , attacher le scalaire par lequel agit z sur V . la
description 1.13 du centre de B : Z(B) = G[E,z_ll peut se reformuler
comme suit : l'application z > (fonction =z(w)) est un isomorphisme de
2(B) avec 1'anneau des fonctions réguli&res sur la variété algébrique
Irr(B) .

Les équivalences de catégorie de 1.12

(alg ©), ~ (Alg ¢ _~B
m

.sont compatibles 3 la torsion par un caractére de M . Par traduction on
trouve que Irr (Alg G)A est un espace homogéne sous T(C) , et principal
homogéne sous (TI/F)(L) , d'ol une structure de variété algébrique sur

Irr (Alg G)A . Chaque élément z du centre de (Alg G)A définit une fonction

z(®) sur Irr(Alg G)A) : w1 le scalaire par lequel agit z , et on a

Proposition 1.15. L'application =z (fonction z(r)) est un isomorphisme

du centre de la catégorie abélienne (Alg G)A avec 1'anneau des fonctions

réguliéres sur la variété algébrique Irr(Alg G)A .

1.16. Le fait que pour = irréductible dans (Alg G)A et z dans le

centre de (Alg G) la fonction X+*rzimyx) sur T(€) = Hom(M,T*) soit

A £
réguliére peut se déduire de ce que TX dépend "algébriquement" de X .

Expliquons ce que cela veut dire, et comment 1'utiliser.

Soit S wune variété algébrique affine, d'anneau de fonctions réguliéres

B . On définit une famille algébrique de représentations admissibles de G,

paramétrée par S , comme étant un B-module V , muni d'une action de G
(commutant & celle de B) , plat et pour lequel est vérifié la propriété

suivante :

(B-adm). Pour tout sous—groupe compact ouvert K de G, VK est un

B-module de type fini.

La conjonction des conditioms "plat” et  (B-adm) 8quivaut & : chaque
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VK est un B-module projectif de type fini. Si la condition (B-adm) est
vérifiée, pour tout point s € § , correspondant 3 un homomorphisme

g :br=>b(s) : B—UT , la représentation Vs := VQB,U ¢ de G est
admissible-

Montrons que, pour (V,n) irréductible dans (Alg G)A , les (V,m0)
forment une famille algébrique, au sens précédent. On prend B = C[M] ,
1'anneau des fonctions réguliéres sur T . On dispose d'un caractére
"universel" Xin ° M — B, tel que pour X € T(T) correspondant 3
x : B— ¥ , on ait by X . Faisons agir G sur VB := V® B par
™ Xun * C'est la famille algébrique cherchée: on a
(VB,T'-Xun) @B,xm =(V,mx) .

Le lemme ci-dessous montre que 2 agit dans (VB,n-Xun) par multi-
plication par un b € B . Par fonctorialité, 2 agit damns (V,ny) par

b(x) : z(mx) = b(x) est une fonction réguliére de x € T(T) .

Lemme 1.17. Soient S,B comme ci-dessus, et V une famille algébrique de

représentationsadmissibles de G, paramétrée par S . Supposons qu'il

existe un ensemble F de points de S : Ec S(T) tel que les

b +> b(s) (s € ) séparent les b € B (¢ S réduit et 2 Zariski-dense ..

et que les Vs soient irréductibles. Alors, tout endomorphisme B-linéaire

z de V qui commute 3 l'action de G est la multiplication par un b € B

Soit K un sous—groupe compact ouvert. Par hypothése, VK est un

B-module projectif de type fini. Soit 2z(K) 1'endomorphisme de o

induit
par z . Le lemme de Schur pour les Vs (s € %) implique que pour tout
o : B— T correspondant 3 s € £, 2z(K) agit comme un scalaire sur
vk Gh’o € . Il en résulte que 2z(K) est la multiplication par un %.€ B :
par localisation, on se raméne 3 supposer que le module projectif V  est
libre. L'endomorphisme z(K) se représente alors comme une matrice carrée
zij . Les 0((zij)) sont des matrices scalaires. Puisque les o (s€E)
séparent les b € B , (zij) est scalaire:on a zii=zjjet z 3= O pour i#j.
Ceci, valant pour tout K , prouve le lemme.

Nous aurons 3 réutiliser la famille algébrique (V,nx) de représen-—
tations de G introduite en 1.16. Formellement : la représentation
(Vv e tcM]l,n @ Xun) . Elle paramétrise tous les irréductibles dams (Alg G)A

(avec répétitions si F # {1}) . De plus

Lemme 1.18. Toutereprésentation dans (Alg G)A est quotient d'un multiple

12



de (Ve TlMl,m®x )

La représentation V ® T[M] est l'induite de G° 3 G de la restric-

tion de V 3 G° , en ce sens que la restriction &

Vs VO LM : vieve ée =v®1 fournit un isomorphisme
Hom (V ® c[M] ,x) = Hom .o v,x)

Le lemme résulte donc de ce que X dans (Alg G)A a une restriction &
G° quotient d'une somme de copies de V|G°® .

Autre preuve. On vérifie que E[ﬁl;z—l] est une algébre d'Azumaya sur

son centre C[C; z!

] . Pour prouver 1.18, il suffit alors de montrer que
le C['ﬁl;Z_l]-—module correspondant par 1.12 3 (V®C[M],7n ® Xun) est

libre # O en tant que C['E;z-l]—module.

Remarque. Si M, n'est pas commutatif, il n'y a pas de paramétrisation

1
algébrique sans répétition des irréductibles de (Alg G)A . Cela résulte
de ce que, si L est le corps des fractions du centre E[?f;z-l] de
~ -1 ~ - i
E[Ml;z 1, tiM,;z 1‘]@ L est une algébre 3 division sur L .
t C[E‘;z-l]

1.19. Supposons G unimodulaire, et u : G — M surjectif. Soi‘t n.Zni
la décomposition de =|G en représentations irréductibles, di le degré
formel de LA (des mesures de Haar sur G° , d'ailleurs égales entre elles)
et dg la mesure de Haar sur G de restriction a G° n-):cli . Soit m€EM

orthogonal & F . On a (1.5 (i), 1.9,(1.12.1)

Z(H(G)™) ~ Z(alg G) ~ z((Alg 0y x 2 ((Alg &,
soit z(m,m) d'image wy — x(m) dans Z((Alg G)A) (1.18) et 0O dans Z((Alg G)homﬁe'
On vérifie que, vu comme distribution sur G (1.7) z(w,m) est donné par la
formule

75 0D dgluim

z(m,m)

7 (Jo, & hxmands

ol 1'intégration porte sur le groupe compact des caractéres unitaires de

M , muni de sa mesure de Haar normalisée.

1.20. Une représentation W de G est dite quasi-cuspidale si les condi-

tions équivalentes suivantes sont vérifides.
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(a) Les coefficients de la restriction de W & G° sont 3 support

compact.

(b) Les coefficients de W sont 3 support compact mod 1le centre
Z(G) de G .

(c) Pour tout w€ W, si g -+« dans G , selon le filtre des
complémentaires de compacts mod Z(G) , alors gw — O dans W , pour la
topologie des (l—eK)W (cf. 1.10 (b®)) .

On a (a) ®(c) pour G° (1.10) et ((c) pour G°) = (b) = (a) . On
dit que W est cuspidale si elle est quasi-cuspidale et admissible.
Soit (Alg G)qc la catégorie des représentations quasi-cuspidales
de G . Pour chaque orbite £ de G dans l'ensemble (G°f} des classes
d'isomorphie d'irréductibles dans (Alg G°)f , notons provisoirement
(Alg G)Q la catégorie des représentations de G. dont la restriction 2

G° est somme de représentations dans £ . On déduit de (1.11.4) que
(alg ©) = g (alg @)

D'aprés 1.13, les irrdductibles dans (Alg G)qC , étant irréductiblesdans
1'un des (Alg G)Q s

= cuspidal), et les orbites D de T(T) = Hom(M,I*¥) agissant par torsion

sont admissibles (i.e. quasi-cuspidal + irréductible

T — Ty dans l'ensemble Irr((Alg G)qc) des classes d'isomorphie d'irré-
ductibles dans (Alg G)qc correspondent donc biunivoquement aux orbites

@ : a l'orbite {mx|x € T(Z)} attacher £ tel que n soit dans

(Alg G)ﬂ : 0 est 1'ensemble des classes d'isomorphie des constituants

de 2|G° . On écrira (Alg G)(D) pour (Alg ey - C'est la catégorie des
représentations de G dont tous les sous—quotients irréductibles sont dans

D.Ona

(1.20.1) (Alg G) =TI (Alg G)(D) .
@€ 5

(produit sur les orbites de T(C) = Hom(M,T*) dans Irr((Alg G)qc) s

Si, pour tout sous-groupe compact ouvert K de G°, G° n'a
qu'un nombre fini de classes d'isomorphie de représentations irréductibles
o K o
(V,n) dans (Alg G )f telles que V # O , on déduit de (1.11.5) une

décomposition

(1.20.2) (Alg G) = (Alg c)qc x (Alg G)nqc .
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Munissons Irr((Alg G)qc) de la structure de variété algébrique pour
laquelle il est, comme schéma, somme disjointe des orbites de T(C)
Hom(M,L*) , munies de leur structure 1.14. D'aprés 1.9 et 1.18, 1'applica-
tion z +> z(m qui i (v,m € Irr((Alg G)qc) attache le scalaire par
lequel z agit sur V , identifie Z((Alg G)qc) 3 1'algébre des fonctions
réguligres sur Irr ((Alg G)qc) (i.e., par définition d'une somme disjointe,
régulidre sur chaque composante). Si la condition de finitude ci-dessus est

vérifiée, on a de plus par (1.20.2)

(1.20.3) z(Alg 6) = Z((Alg ©) ) x 2((Alg Dpge)

2. LE THEOREME.

2.1. Nous aurons & faire un usage essentiel des résultats du chapitre II

de [1] , généralisés au cas d'un groupe réductif quelconque. Si nous nous
contentions de considérer des représentations admissibles, d'autres réfé-
rences pourraient &tre données, mais il est essentiel pour nous d'utiliser
des représentations algébriques non admissibles - par exemple, et typiquement,
la représentation (VB,nxun) de 1.16 (ou la réguliére). Dans

loc.cit, seul le cas de GL(n,F) (F corps local non archimédien) est
explicitement considéré. Les modificaLEEEB i apporter aux preuves pour

traiter le cas de G(F) , G réductif sur F , sont les suivantes.

a) Introduire les sous-groupes paraboliques, leur décomposition de
Levi et les racines explicitement, 13 oi leur introduction n'est qu'impli-

cite. De méme pour les décompositionsde Bruhat, de Cartan et d'Iwasawa.

b) Soit A un tore déployé maximal. Il faut disposser de sous-
groupes compacts ouverts K arbitrairement petit et bons (rel. A) au
sens suivant. Soit P un parabolique contenant A , L.U sa décomposition
de Levi, avec LD A, et L U le parabolique opposé contenant A .
Notons [H] lamesure image dans G dela mesure de Haar normalisée d'un sous-
groupe compact H . On veut avoir K= (K NU) (KN LYK NT) . L'image
inverse de la mesure de Haar de G par 1'application
ufU : Ux L x U&= G &tant GP(Q)_I- du d2 du , et & wvalant 1
sur KNL, onaalors [K] =[KNTU]l=*I[KN L] x[K N U] . La démonstra-
tion de Jacquet (cf. [1] 3.16; voir aussi 3.2) montre que pour touterepré-

sentation admissible V de G , notant VU les coinvariants de
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U dans V (VU =V/ < {uv-v Iu €EU,veEV})> , ona
KNL
VK —_— (VU) .

Voici une méthode pour construire de tels sous-groupes. Soient
(xi) un systéme de coordonnées locales analytique centré éen e sur G,
et A le réseau de Lie G sur lequel les dxi sont 3 valeurs dans
1'anneau OF de la valuation de F . Si A est somme de ses intersec-
tions avec Lie(U) , Lie(L) et Lie(U) , et que n est assez grand
(dépendant de A et du systéme de coordonnées), 1'ensemble desr g de
coordonnées = 0(P") est un sous-groupe K du type voulu. Des propriédtés
additionnelles de A en assurent pour K pour n assez grand. Ainsi,
si A est stable par un sous-groupe compact K° » K sera normalisé par
Ko . Soit Z(A)+ 1'ensemble des a dans le centraliseur Z(A) de A
(compact mod A) tels que Ilu(a)llf_l pour touteracine o« de A dans
U.S8i AN Lie(U) est contractéd par tout a € Z(A)+ , on aura
a(k n U)a—1 CKNU pour a€z@'.si an Lie(L) est stable par

Z(A)+ » KN L 1le sera également.

c) Soient P = LU un parabolique minimal, avec L o A , A" = A nZ(A+)
et K comme ci-dessus, avec K N L stable par A, a(kKn U)a_1 cKNU
et a-l(K NWackndy pour a € A" . Pour a,b € A+ , on a
([K] alk]) ([KIbIK]) = [Klab[K] et les [K]a[K] engendrent donc une sous-
algébre commutative, de type fini, de H(G,K) . Cette sous-algébre B est
grosse, en ce que H(G,K) est somme d'un nombre fini de wuBv , car il
existe dans G wune partie compacte £ telle que G = ato . Ceci permet
d'appliquer les raisonnements de [1] chapitre 4. Quand la décomposition de
Cartan de G 3 la forme G = Ko a* Ko (c'est le cas pour G déployé),
et que K est invariant dans Ko » on a par exemple H(G,K) = IuBv , la
somme portant sur les wu,v de la forme [K]c[K] , ¢ € KO/K .

Les arguments de [l], chapitre 2 s'appliquent également aux exten-
sions centrales G de Go = groupe des points d'un groupe réductif sur F -
pPar un groupe fini. Le réle des paraboliques sera joué par les images inverses
de paraboliques de G0 . Si P est l'image inverse de Po » le radical uni-
potent Uo de Po a un unique relé&vement U normalisé par P ; ce reléve-
ment jouera le rdle de radical unipotent de P . L'image inverse d'un tore
déployé maximal a un Sous-groupe commutatif d'indice fini, et ceci suffit

pour les arguments c).
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Les résultats qui suivent valent &galement pour ces extensions centrales.
Pour alléger les notations, nous nous limiterons toutefois au cas o G est
le groupe des points d'un groupe réductif G sur un corps local non archimé-

dien F .

2.3. Pour G réductif sur F et G = g(F), nous noterons G° 1le sous-—
groupe ouvert suivant de G . Soient T le plus grand quotient de § qui
soit un tore, et T° le sous—groupe compact maximal de T(F) . On pose
G°® := image inverse de T° . Le quotient G/G° est d'indice fini dans T/T°
et donc isomorphe 3 zr , pour r le rang déployé de T . Le centre Z(G)
de G a pour composante connexe de e un tore isogéne & T , et s'envoie
donc sur un sous-groupe d'indice fini de G/G° : on est dans la situation
1.12.

D'aprés [1], chapitre 4&,pour chaquesous-groupe compact ouvert K ,G°
n'a qu'un nombre fini de classes d'isomorphie de représentations irré&ductibles
V 3 coefficients 3 support compact telles que VK # 0 . Les résultats 1.20
sont donc applicables : chaque représentation W de G admet une décompo-

sition canonique

(2.3.1) W= wqc @wnqc s

les coefficients de ch &étant a4 support compact modulo ‘é(G) et quc
n'ayant aucun sous-quotient dont les coefficients sont 3 support compact

modulo Z(G) .

2.4. Les représentations quasi-cuspidales, telles que d&finies auparagraphel
admettent la  caractérisation suivante : ce sont les représentations W
telles que pour U le radical unipotent d'un parabolique propre P , on
ait WU = 0 . Voir par exemple [1] 3.21, ol est traité le cas de GL(n),
avec une démonstration valable pour tout G .

Dans la décomposition W =W eW d'une représentation de G ,

qc nqc
ch est donc la plus grande sous-représentation X telle que X =0,

U
pour U comme ci~dessus . Puisque XU — WU (exactitude de X r*»XU) 5
c'est le noyau de
(2.4.1) W — T IndS(W)
pic P
(étendre le produit aux paraboliques propres, pris 3@ conjugaison prés; il

suffit en fait des paraboliques propres maximaux).
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Par ailleurs, aucun sous—quotient non-trivial d'une représentation
induite n'est quasi-cuspidal : vu la décomposition (Alg G) = (Alg G)qc x
(Alg G)nqc , elle aurait un facteur direct non-trivial dans (Alg G)qc , et
ceci contredirait le fait que pour toute sous-représentation X d'une in-
duite Indg(X') , X s'injecte dans Indg(XU) . Les représentations induites
sont donc dans (Alg G)nqc .

2.5. Soit P un sous-groupe parabolique de G , U son radical unipotent,
L =P/U et GP la fonction module p “det(ad p, Lie U)I

. Le foncteur
ig est le foncteur d'induction, modifié par SP , des représentations de
L vers celles de G : 3 une représentation (V,p) de L on attache une

de P (dont L est quotient), puis un faisceau G-équivariant V -sur G/P ,
de fibre en e identifide & V , on le tord par le faisceau des densités
localement constantes de poids 1/2 et on passe aux sections globales. Une
fois choisies des mesures de Haar sur G et P , il revient au méme de
définir ig(V) comme la représentation de G par translations 3 droite

sur les fonctions localement constantes f : G — V vérifiant pouﬁ\ pEP

1/2

f(pg) = Gp(p) p(p)£(g)

. G . .
Soit Ty le foncteur des coinvariants sous U , tordu par

s~1/2
P

G _ -1/2

rP(V) = VU @ GP s

C'est 1'adjoint & gauche de f

p - On peut reformuler (2.4.1) en

8 .G G
Ker(W — 11 ijrp

qc P#G

(produit sur les paraboliques propres, prés 3 conjugaison prés. Il suffit

W)

(2.5.1) W

des paraboliques propres maximaux).

Les foncteurs ig et rg sont exacts, et ont la propriété de transi-
tivité suivante : pour Q(L) un parabolique de L , d'image inverse Q dans
L iG et L G I'G

QW " 'q o) Tp T Tq

Soit B une {-algébre, et considérons des représentations muniesd'une

.G .
P, ona 1P i

structure de B-module (commutant 3 1'action de G). On déduit de 1'exacti-
- .G
tude de ip et rg que ces foncteurs commutent 3 G% M, pour M un

B-module. Ils transformentdonc B-modules plats en B-modules plats.



La torsion par 61/ introduite dans ces définitions a 1°' avantage que

1P transformerepresentatlonsunltalresenrepresentatlonsunltalres Pour P et Q
deux paraboliques, elle assure quele foncteur rg;g desreprésentationsde P/RuPdans
Q/RUQ est une extension itérée des foncteurs i or déecrits ci~dessous,
sans torsion corrective (voir [2] 2.11). Les foncteurs requis sont indexés
par Q\G/P , i.e. par les positions relatives de P et Q . Pour la double
classe triviale, on prend le foncteur suivant. Soient A un tore déployé
maximal dans PN Q, et L,M les Levi de P,Q contenant A . L'intersec-
tion LN M est un Levi tant du parabolique QN L de L que du parabolique
PNM de M, et on prend ig aM TqoL Pour la double classe de w ,

le foncteur correspondant est composé de int(w) et du foncteur précédent
pour wa et Q.

La torsion par 61/2

a toutefois le tort d'indroduire une irration-
nelle parasite : Vq , pour q le nombre d'éléments du corps résiduel, qui
deviendrait génante si on voulait travailler avec des Q-représentations,

plutdt qu'avec des E-représentations.

2.6. Soient L un sous—groupe de Levi (L=G est permis), D une compo-
Sante connexe de l'ensemble des classes d'isomorphie de représeﬁtgtions
irréductibles cuspidales de 1L et 0 1l'orbite correspondante de L dans
1'ensemble des classes d'isomorphie de représentations irréductibles de L°
8 coefficients a4 support compact (1.20). Rappelons que (Alg L)(D) est la
sous~catégorie de (Alg L) formée des représentations de restriction i

L° somme de copies de représentations dans § (1.20).

Lemme 2.7. Si une représentation W de G est telle que pour tout (L,D)

comme ci-dessus et tout parabolique P de Levi P, la composante dans

(Alg L)(D) de rg W est nulle, alors W =0 .

Si W# 0, il existe P minimal (P=G est permis) tel que rg W#£ 0.

P

Soit L le Levi de P . La représentation rG W a tous ses rg (Q para-
bolique propre de L) nuls, donc est dans (Alg L) (2.4), et il existe

D tel que r W ait une.composante non nulle dans (Alg L)(D) (1.20.1).

Proposition-définition 2.8. (Alg G)(L,D) est la sous—-catégorie de (Alg G)

formée des représentations, W vérifiant les conditions équivalentes suivantes

(i) W se plonge dans une somme, sur P de Levi L , de représenta-

tions ig(WP) , avec WP dans (Alg L) (D)
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(ii) W est sous-quotient d'une somme de représentations comme en (1i).

(iii) Quel que soit (M,E) comme en 2.6, non conjugué a (L,D) , et le

parabolique Q de Levi M , la composante dans (Alg M) (E) de rg W est

nulle.

(iv) Pour P un parabolique de Levi L , rg W est dans la somme des

(Alg L) (E) , pour (L,E) conjugué 3 (L,D) . Soit (rg W) (D) 1la composante
de rg W dans (Alg L)(D) .

L'application naturelle ¢ : W — & ig (rg W(D) est injective.
P

I1 est clair que (iv) = (i) = (ii) . Pour vérifier que (ii) = (iii) ,
il suffit de le faire pour W de la forme ig X , avec X dans (Alg L)(D) .
Puisque pour tout parabolique propre Q' de L , on a rg. X =0, la décom
G .G . G .G
Q i, en foncteurs 1ir montre que g ip X admet une
suite de composition de quotients successifsdans (Alg M)(E) , pour (M,E)

position 2.5 de r

conjugué a3 (L,D) , ou des représentations induites, auxquelles on applique
2.4. '

Prouvons que (iii) = (iv) . Appliquant 2.7 3 L et & la composante dans
(Alg L) (hors un NG(L)—conjugué de D) de rG W , on trouve que rG est

P P
dans la somme voulue. Appliquant 2.7 3 Ker ©® , on trouve que ¢ est injectif.

Lemme 2.9. Soient X dans (Alg G)(L,D) et Y dans (Alg G) (M,E) . §i
(L,D) et (M,E) ne sont pas conjugués, on a Hom(X,Y) =0 .

Soit f : X — Y . Utilisant 2.8 (iii), on déduit de 2.7 que Im(f) =0 .

Proposition 2.10. La catégorie (Alg G) est la somme directe, indexée par

les (L,D) comme en 2.6, pris i conjugaison prés, des sous—catégories
(Alg G)(L,D)

Vu 2.9, il reste 3 montrer que tout objet de (Alg G) se plonge dans
une somme €@ XL,D avec XL,D dans (Alg G) (L,D) . Procédant par récurrence,
on peut supposer le théoréme déji connu pour les sous-groupes de Levi des
paraboliques propres de G . Soit W une représentationde G . On a
W=W +W (2.3.1) avec

qc nqc

wqc dans (Alg G)qc =@ (Alg G)(G,D) (1.20.1) , et

5. .G
. '
quc s'injectant dans une somme de 1P(XP) (2:5=1) «
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L'hypothése de récurrence permet de décomposer les XP , et il ne reste

u'i utiliser la transitivité de 1'induction.
q

Proposition 2.11. Soit z dans le centre de la catégorie abélienne

(Alg G) (L,D). Pour P un parabolique de Levi L et =w dans D,

z agit comme un scalaire dans ig(n) . Ce scalaire z(m) est indépendant

de P, et la fonction = k> z(w) est une fonction régulidre sur la variété

algébrique D .
Soient M = L/L° , B = €[M] 1'algébre affine du tore algébrique T

de groupes de caractéres M , et Xun :M— B le caractére "universel" de
M 3 valeurs dans B . Soient (V,7) de classe d'isomorphie dans D , et

la représentation induite
= ;G
= @B R .
W 1P(V s T Xun)

C'est un B-module, et pour tout &~homomorphisme o : B — @ .correspondant

a x: M— I* (avec x = oxun) , on a
. .G
W@y L= ig(Vmex) .

Pour tout sous—groupe compact ouvert K ., WK est un B-module projeétif
de type fini.

On sait que pour un ensemble Zariski dense de x dans T(C) =Hom(M,E*) ,
ig(V,n ® x) est irréductible. C'est par exemple le cas pour mY
unitaire et non isomorphe 3 son conjugué par un élément non trivial de
N(L)/L . D'aprés 1.17, il existe b dans B tel que 2z agisse dans W
par multiplication par b . Pour chaque x € T(E) , =z agit donc dans
ig(wx) par multiplication par b(yx) . Pour n dans le groupe fini F des
caractéres de M tels que 7mn~n, ig(ﬂx) est isomorphe i ig(nxn) , d'ol
b(xn) = b(x) . La fonction b sedescend donc en une fonction réguliére sur
T/F ~D . 11 reste a vérifier 1'indépendance de P . Elle résulte de ce que
pour un ensemble Zariski dense de x , (par exemple les mémes que plus haut),

la classe d'isomorphie de ig(ﬂx) est indépendante de P .

2.12. Soit W(L,D) 1le sous-groupe de N(L)/L formé des n tels que D
coincide avec son conjugué par n . Ce groupe fini agit sur D et la fonc-
tion z(m) de 2.11 est invariante par W(L,D) : c'est une fonction régu-

liére sur la variété algébrique quotient.
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A chaque 2z dans le centre de H(G)A , i.e. dans le centre de la
catégorie abélienne (Alg G) , on associe ainsi une collection de fonctions
réguliéres sur les D/W(L,D) pour (L,D) comme en 2.6, i.e. une fonction

réguliére sur la variété somme disjointe des D/W(L,D) .

Théoréme 2.13. La construction ci-dessus &tablit un isomorphisme de

Z(H(G)") avec 1'anneau des fonctions réguli&res surJl_D/W(L,D) (somme

disjointe sur les (L,D) comme en 2.6, pris 3 conjugaison prés).

D'aprés 2.10 et 1.9, il reste & montrer que pour chaque (L,D) ,
1'application z# z(7) identifie le centre de la catégorie abélienne
(Alg G)(L,D) i 1'anneau des fonctions régulidres sur D/W(L,D) . L'injec-
tivité résulte de ce que tout irréductible de (Alg G)(L,D) est sous-
quotient d'un ig(n) , ™ dans D . Prouvons la surjectivité. Compte tenu

de 1.15, appliqué & L , il suffit de prouver le

Lemme 2.14. Pour tout é&lément z du centre de (Alg L)(D) , invariant

par W(L,D) , il existe un &€lément 2z du centre de (Alg G)(L,D) qui sur

toute reprisontation induite ig X (X dans (Alg L)(D), et P un parabo—

lique de Levi L) agisse comme iS(endomorphisme de X défini par zL) .

D'aprés 2.8 (iv), on dispose, pour tout W dans (Alg G)(L,D) ,
d'une injection

2.16.1) 0 : W= @il [(z§ WD) .
P

Lemme 2.15. L'image @(W) de ¢ est stable par & ig(ZL)
P

Preuve de 2.15 = 2.14. L'endomorphisme & ig(zL) induit sur W un endo—

morphisme fonctoriel, qui est 1'élément gherché du centre.

Preuve de 2.15. On laisse au lecteur le soin de vérifier que l'ensemble
des W vérifiant 2.15 est stable par sous-quotients et sommes. Ceci
nous raméne au cas oi W est de la forme ig X , avec X dans (Alg L)
(D) . Pour un tel W , nous montrerons plus précisément que pour tout

Q de Levi L , le diagramme
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.G .G G .G

ig X i [rQ i X(D)]
l i56p) 1 iz

.G .G G .G

ipX 1Q[rQ 1p X(D)]

est commutatif. Dans ce diagramme, =z  désigne d'une part 1'endomorphisme

L

de X , d'autre part celui de (rg ig X)(D) , défini par z_ . Par adjonc-

L
tion, il revient au méme de vérifier que

Lemme 2.16. L'endomorphisme z de rg
phisme zi déduit par fonctorialité de 1'endomorphisme zZ de X.

ig(x)(D) coincide avec 1'endomor-

G

La décomposition 2.5 de ri en foncteurs ir montre que rg ip
rg ig(x)(n) admet une filtration finie fonctorielle F , admettant les
Gr; 3 =F1/F1+1 suivants : il sont indexés par les n€ W(L,D) , et pour
7 un représentant de n dans N(L) , le Gr; tg ig(x)(n) est isomorphe

au foncteur (X,7n) ~— ;(X,n) = (X,m oint% ) .

La symétrie de zL par W(L,D) assure que sur chacun des

(2

L L

X te ue, quels que soient n, # n, dans W(L,D) , de représentants

n, et n, , ona HomL,End(X) (nl(X), nz(X)) =0 .
L'ensemble des X dans (Alg LY(D) vérifiant 2.16 est stable par

cry rg i) , ona 2 =2! . Ceci suffit 2 6tablir le lemme pour les
1s

Qo

4

sommes et sous-quotient. Vu 1.18, il suffit donc de traiter le cas o X
est la représentation (V@ B ,7 Q)xun) de la preuve de 2.11. Pour cette
représentation, on a B < End(X) . Nous allons vérifier que

HomL (n x),n (X)) = 0 . Pour tout sous-groupe compact ouvert K ,
,B 1 2 :

Ei(X)K est un B-module projectif de type fini. Il suffit donc de véri-

fier que pour un ensemble Zariski-dense de X € Hom(B,L) = Hom(M,L*) , on a

HomL(Hl(X) ®B’XE,n2(X) & B’Xc) =0

On a gi(X) 8% XC = gi(X 8% XE) = Ei(dex) » et il suffit donc de prendre
X tel que EI(V © x) soit non isomorphe i EZ(VQQX) . Que la plupart des

X conviennent résulte du fait, déja visible sur les caractéres centraux,
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que W(L,D) agit fidélement sur D .

Remarque 2.17. Soient f une fonction réguliére sur 4l p/w(,p) , et z
1'élément correspondant du centre de H(G)A . Pour toute classe d'isomor-
phie de représentation irréductible = , notonms f(m) 1le scalaire par

lequel Z agit dans cette représentation. Si est. 1'un des constituants
de la représentation induite iﬁ(c) , avec o cuspidale, on a f(r) = £(o) .
Considérons Zf comme une distribution sur G (1.6) . Pour tout sous-—
groupe compact ouvert K,zf * ey est 3 support compact — en particulier
est dans 1'espace de Schwartz de G - et on peut lui appliquer la formule

de Plancherel. On obtient ainsi la formule intégrale suivante pour z. .
L'intégrale porte sur l'espace &t des représentations tempérées de G ,

dg est une mesure de Haar et dT la mesure de Plancherel correspondante :
2¢ = f5 £() - (0 (g Ddg)dn
f Gt L4

Exemple 2.18. Soient H wune algébre i division sur F et G = GL(n,H) .
Les classes de conjugaison de paraboliques correspondent aux partitions
ordonnées de n , le Levi L du parabolique correspondant i (ni)1<i<m
étant le produit des GL(ni,H) et N(L)/L 1le sous-groupe du groupe’
symétrique de [l,m] respectant la fonction i v n, (un produit de
groupes symétriques). Soit, pour chaque i , m, une classe d'isomorphie
de représentation cuspidale de GL(ni,H) , et soit D; 1l'orbite de L
par torsion par un caractére non ramifié Wt h tv(Nrdh)(t € T*) . Si
Fi est le sous-groupe du groupe des racines (ni[H:F]I/z)E de 1 tel

que ™ ~T.w  pour t € Fi , on a m*/Fz — Di . Soit 1 la représen-—
tation @ m de L, et D= ﬂDi son orbite par torsion par un caractére
de L/L° . Le sous—-groupe W(L,D) de N(L)/L est le sous—groupe du
groupe symétrique de [1,m] respectant i V> (ni’Di) ; c'est un produit
de groupes symétriques, et son action sur D = FIDi est l'action évidente.

Le quotient D/W(L,D) est donc une variété algébrique non singuliére.

Exemple 2.19. Par contre, déja pour G = SL(n,F) , un quotient D/W(L,D)
peut avoir des points singuliers. Prenons L = le groupe des matrices
diagonales et D = l'ensemble des caractéres de L/L® . I1 s'identifie
au quotient (E*)n/G* diagonal), et W(L,D) est le groupe symétrique,
agissant de fagon évidente. Soit une racine primitive niéme de I

*
et u 1l'image dans D de (I,C,CZ,...) €C " . Le stabilisateur de u
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dans W(L,D) ~ S(n) est le sous-groupe cyclique engendré par le cycle
(1,...,n) . Pour n > 2 , le quotient D/W(L,D) présente en 1'image de

u une singularité isolée.

3. APPLICATIONS : PROPRIETES DE FINITUDE.

3.1. Pour V une représentation de' G , nous aurons i considérer les pro-
priétés de finitude suivante :
V admissible : les VK sont de dimension finie.
V de type fini : il existe une famille finie d'éléments v, € V (i €1)
telle que les gv, (g € G,i €I) engendrent linéairement V .
Pour B une @-algébre, et pour V un B-module muni d'une action de
G , on définit de méme B-admissible (condition (B-adm) de 1.16) et
B - de type fini.

En tout cas pour B noethérien, les foncteurs rg et rg trans-—
forment représentation B-admissibles (resp. B-de type fini) en représen-

tations B-admissibles (resp. B-de type fini) . Pour

et B-admissible, et pour

TN o

T et B-de type fini,

c'est une conséquence facile de la compacité de G/P (voir [1] 3.13). Les

deux autres cas de figure seront traités em 3.11 et 3.5.3.

3.2. Une représentation V de type fini (voire B-de type fini) n'a de
composant non nul que dans un nombre fini de (Alg G)(L,D) : dans la
décomposition V = & V(D,L) , chaque générateur n'a qu'un nombre fini de
coordonnées non nulles. On peut préciser les (D,L) qui apparaissent en
terme d'un sous-groupe compact ouvert fixant les générateurs.

Soient en effet K un sous—groupe compact ouvert de G , et (L,D).

Montrons que les conditions (3.2.1), (3.2.2) suivantes sont &équivalentes.
(3.2.1). Pour tout W dans (Alg G)(L,D) , on a WK =0 .

Soient P un parabolique de Levi L et W une représentation
irréductible de L , de classe d'isomorphie dans D . Pour tout conjugué

K' de K, soit Ki la projection dans L de K' N P . A conjugaison
1

prés, (g Kg_ ) ne dépend que de la double classe de g dans P ~G/K .

L
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(3.2.2). Pour chaque conjugué K' de K, W L 0.
Pour W wune représentation de L , on a
K'
@Swk ow .

P pg/K

La condition (3.2.2) équivaut donc i (ig w)K =0 . En particulier,
(3.2.1) = (3.2.2). Puisque K{.C L° , elle est indépendante de W , et
assure que pour toute représentation W dans (Alg L)(D) , on a encore
(ig W)K =0 . Pour W irréductible, la classe d'isomorphie de ig W ne
dépend en général pas de P de Levi L . La condition (3.2.2) est donc
indépendante de P , et on a (3.2.2) = (3.2.1).

Nous noterons 3(G) 1le centre H(G)A , le produit des centres
3(G) (L,D) des catégories (Alg G)(L,D) . Si une représentation V de
G n'a de composante non nulle que dans les (Alg G) (Li’Di) (LETI,
supposé fini), 3(G) agit sur V via son quotient U 3(G)(Li,Di) . Un

tel quotient est une (&~algébre de type fini, et en ﬁarticulier noethérienne.

Proposition 3.3. Toute représentation de type fini est 3(G)-admissible.

On se raméne & supposer la représentation V  dans un (Alg G) (L,D) ,
et a prouver que V est 3(G) (L,D)-admissible. Posons 3 = 3(G) (L,D) .
Traitons d'abord du cas o L = G : il existe alors une représentation cus-
pidale (V°,n°) de G° telle que V|G° soit somme de copies de

G-conjugués de (V°,n°). Procédant comme en 1.12, avec M = G/G° , on écrit
G o
V=1Ind, (V°®X) |,
¢

X @étant un E[gl;z‘l]-module (1.13) . Pour que V soit de type fini, il
faut et il suffit que le module X le soit. Puisque E[ﬁl;z_l] est de
rang fini sur son centre Z , X est de type fini sur Z . Ce centre n'est
autre que 3 . Parce que V° est admissible, et X de type fini sur Z ,
la représentation V° @ X de G1 est Z-admissible. Enfin, 1'admis-
sibilité est préservée par Indg1 .

Cas général. Par définition de (Alg G)(L,D) , V est contenue dans une

somme de représentations

.G X

c
v [ i, X, ,

P
ol P parcourt les paraboliques de Levi L et ol XP est dans (Alg) (D).

26



Puisque V est de type fini, on peut prendre les Xp de type fini. Les
Xp sont 3(L)(L,D)-admissibles, et donc 3-admissibles, puisque 3(L)(L,D)
est un module de type fini sur 3 . On obtient en effet 3 par passage aux
invariants sous un groupe fini. Parce que ig préserve 1'admissibilité,

-] ig XP est 3(G)(L,D) admissible, et V 1'est également, 1'anneau 3
p

étant noethérien.

Variante 3.3.1. Soit B une &-algébre noethérienne. Si G agit sur un
B-module V , et que V est B-de type fini, alors V est 3(G) @ B-
admissible. La preuve est la méme, compte tenu que 3(G)(L,D) @ B est

quotient d'un anneau de polynfmes sur B » donc est un anneau noethérien.

Corollaire 3.4, Pour tout Sous-groupe compact ouvert K de G, 1'algébre
de Hecke H(G,K) est un module de type fini sur 3(G),

Preuve. Appliquer 3.3 i la représentation réguliére de G sur L:(G/K)
fonctions 3 support compact sur G , invariantes i droite par K) . Elle
est engendrée par un générateur : la fonction caractéristique de K . On
a L:(G/K)K =~ H(G,K) .

En particulier, H(G,K) est un module de type fini sur son centre
(qui contient eK3(G)eK) » et ce dernier est une &-algébre de type fini.
On peut prouver des résultats plus précis - voir 3.13, 3.14.

8i on travaille avec @ - plutdt que € - comme corps des scalaires,
il résulte du cas complexe que HQ(G,K) est encore de type fini sur son
centre, et que ce dernier est une Q~algdbre de type fini. On peut en
déduire que toute HQ(G,K)—module irréductible est de dimension finie sur
Q , et que toute Q-représentation irréductible de G est admissible, de
commutant un corps de degré fini sur @ . Tout ce qui a &té& dit avec
pour corps des scalaires peut 8tre redit avec remplacé par un quel-

conque corps algébriquement clos de caractéristique O .

3.5. Soient P et P deux paraboliques opposés, de Levi commun L et
de radicaux unipotents respectifs U et U . Soit K un sous—groupe

compact ouvert, et considérons la condition de 2.1 b) :
(3.5.1) [Kl =[KnUul*[kKnLl %« ([KNT].

Proposition 3.5.2. Si la condition (3.5.1) est vérifige, pour toute
représentation V de G, ona
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K L

VS — (VU)K n

Par passage 3 la limite inductive, on se raméne 3 supposer V de type
fini. La représentation de L sur les coinvariants VU est encore de type
fini (3.1) et (VU)KnL est un 3(L)-module de type fini. On en déduit
que c'est un 3(G)-module de type fini (pour la structure de module déduite
de celle de V). Soit un systéme fini de générateurs <vi)iE 1 et relevons
chaque vi € VU en ;i € VL . Quel que soit a dans le centre de L , a
agit par automorphisme sur VU , et commute & 3(L) . Les av, engendrent
donc V.. Ce sont les images des av, . Chaque A est fixe par un sous-
groupe ouvert de U ; si a est assez dilatant sur U , chaque av, sera

fixe par [K n U] , et la condition (3.5.1) assure que w, i= [K n U] av,

est fixe par K . Les LA ont encore av, pour image dans VU , et le
3(G)-module engendré par les w. — contenu dans VK - s'envoie sur
vk NL 1

U .

Remarque 3.5.3. Si V est B-admissible, on dé&duit de 3.5.2 que rg(V)

1'est également.

Reformulation 3.6. Prenons pour V la représentation réguliére gauche de
G sur l'espace Lc(G) des fonctions localement constantes 3 support

compact. L'application LC(G) — LC(U'\G)
fv— [ f(ug) du
U
identifie Lc(U'\G) au quotient Lc(G)V de L(G) . On trouve que pour

toute fonction f € LC(U-(L N K) NG) , il exista une fonction F sur

LC(K'\G) telle que

£(g) = [ F(ug)du
1]

Il ne serait pas difficile de déduire 3.5.2 de ce cas particulier.

3.7. Il résulte de 3.5.2 qu'il existe des sous-groupes compacts ouverts

arbitrairement petits K vérifiant les deux conditions suivantes

(3.7.1) Soit L un sous-groupe de Levi. Pour P = LU un parabolique de
Levi L et K' un conjugué de K , la classe de conjugaison dans L

de Ki = (K' N P)/(K' N U) est indépendante de P et de K' .

(3.7.2) Pour tout parabolique P = LU et toute représentation V de
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G, on a

K

Soient en effet A wun tore déployé maximal et K0 tel que pour
tout parabolique P on ait ¢ = KP . Si K est invariant dans K .
les conditions (3.7.1) et (3.7.2) sont impliquées par (3.5.1) pour toute
paire de paraboliquesoppusss P,P contenant A . En effet
a) Il suffit de vériticr (3.7.1) pour L DA . Posons
K' = (pk ) K(pk )7}

Pour (3.7.2), on s¢ raméne de méme 3 supposer que P 2 A , et on applique

= pr_l . on trouve que Ki est conjugué 3 KN I .

3.8 . Les arguments 2.1 b) fournissent 1'existence de K dés qu’'il existe
dans 1'algébre de Lie g de G un réseau A stable par Ko et somme de
ses intersections avec les sous—espaces g, 0 poids de A dans g
Un tel réseau ¢xis: si KO est défini par un point spécial de 1'apparte-
ment défini par A .

Pour G = GL(n,F) , on peut prendre pour K le sous-groupe de con-

gruence de niveau m > 1 : K = {klk = 1(P™)}

Propositiva 3.8. Soient V une représentation de G , et K comme en

3.7. Pour que V soit engendré par VK » il faut et il suffit que, quels

que soient (L,D) , la condition suivante soit vérifiée. Soit une repré-

K
sentation de L de classe d'isomorphie dans D 3 si W o 0, la compo-
sante de V dans (Alg G)(L,D) est nulle.

On se raméne a supposer V dans un (Alg G)(L,D) . Soit W une
représentation de L , de classe d'isomorphie dans D . Distinguons deux

cas.

Cas 1. W ™ =0 . Sous cette hypothése, d'aprés 3.2, on a VK = 0 pour
tout V dans (Alg G)(L,D) .

Cas 2. W L # 0 . Soit V' le quotient de V par la sous-représentation
engendrée par R . Il faut montrer que V' = 0 . En d'autres termes, il
suffit de montrer que si VK =0, alors V = 0 . L'hypothése VK =0
assure que pour tout parabolique P contenant L , [(rg V)(D)]KL =0 .
Puisque W L # 0, il en résulte que rs(v)(D) =0 .Que V=0 en

résulte par

Corollaire 3.9. (i) Pour K comme en 3.7, la catégorie des représgntatioﬂi

V de G engendrées par VK est la somme d'un nombre fini de (Alg)(L.,D)
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En particulier, elle est stable par sous—-quotient.

(ii) Le foncteur V +— VK est une équivalence de cette catégorie avec
celle des H(G,K)-modules.

L'assertion (i) résulte de 3.8 et du théoréme de finitude [1] §4
déja utilisé (cf. 2.3).
Quel que soit K , le foncteur V +—— VK a pour adjoint a gauche

I:Ww— (H(G)ek)L%H(G K)w

~ . . K . . .
Ona W— I(W)K 3 1'application I(V') v+ V est surjective si V est
engendré par VK , et son noyau est sans vecteur fixe sous K non trivial,

D'aprés (i), il est nul, et (ii) en résulte.

Corollaire 3.10. Pour qu'une représentation V de G soit de type fini,

il faut et il suffit qu'elle soit 3(G)-admissible, et n'ait de composante

non nulle que dans un nombre fini de (Alg G)(L,D)

La nécessité est 3.3. Suffisance : par 3.8, V est engendrée par
' , K convenable, 1lui-méme de type fini sous 3(G) - a fortiori sous

H(G,K) .

Variante 3.11. Si B est une (-algébre noethérienne, de méme pour

B-de type fini, avec 3(G) remplacé par B & 3<G) . Puisque ii respecte
l'admissibilité, on déduit de 3.10 que le foncteur ig
tion "de type fini". De méme pour B-de type fini (pour B noethérien).

respecte la condi-

Remarque 3.12. 11 résulte de 3.10 qu'une sous-représentation d'une repré-
sentation de type fini est encore de type fini : la catégorie de ces repré-
sentations est noethérienne ([1] 4.19) . Les représentations de longueur

finie sont celles @ la fois de type fini et admissible.

3.13. Soit K un sous—groupe compact ouvert. L'algébre de Hecke H(G,K)
est le produit des H(G,K)(L,D) : = e(L,D) H(G,K) e(L,D) , pour e(L,D)
1'idempotent du centre qui projette chaque représentation sur sa composante
dans (Alg G)(L,D) . Il suffit d'étendre le produit aux (L,D) , en nombre
fini, ne vérifiant pas (3.2.1) (3.2.2).

Chaque H(G,K)(L,D) est un module de type fini sur 3(G)(L,D) .

On peut préciser sa structure :

Proposition 3.14. Soient W wune représentation de L de classe dans D,
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P un parabolique de Levi L et N = dim(ig(W)K) . On suppose que N # 0 .

(i) 3(G)(L,D) est le centre de H(G,K)(L,D) , et H(G,K)(L,D) est

un  3(G)(L,D)-module sans torsion.

(ii) I1 e?if??, f£0 éfﬂf. 3(G) (L,D) tel que 1'algébre
HG,K) (L,D) [I;EE_ déduite de H(G,K)(L,D) par extension des scalaires de
3(G)(L,D) a 3(6G)(L,D)[1/£f] est unme algébre d'Azumaya de rang N2 sur
3(6) (L,D)

Posons H: = H(G,K)(L,D) et 3 :=3(G)(L,D) . Soient B = € [L/L°]
l'algébre affine du tore de groupe de caractéres L/L° et, comme en 5
la représentation W@v - dg L dans WB := W®B . Induisant, on
obtient une représentation ip(hl@xun) de G , munie d'une structure de
B-module. Passant aux invariants sous K , on obtient un H, B - B-module

U . En tant que B-module, il est libre de rang N . On utilisera les faits

suivants
(a) Le H-module U est fidéle.

Si h agit trivialement, il agit trivialement dans chaque U XB cC,
pour tout homomorphisme ¢ : B — € , donc dans chaque VK ., pour V irré-

ductible dans (Alg G)(L,D) . On a alors h =0 .

(b) 3 se déduit de B par passage aux invariaats sous un groupe
fini (et les deux actions sur U colncident).

(c) H est de type fini sur 3

(d) Pour un ensemble Zariski-dense de o € T(€) = Hom(h,Q)

U € est un H-module simple : H — End_ (U % €) , et sa classe
B,o C B,a

d'isomorphie ne dépend que de sa restriction 3 3.

Ln effet, is(w ® *un) @m,u C est irréductible, avec 1'indépen-

dance de o voulue.
Pour un ensemble Zariski-dense de o : 3 — € , le diagramme

(a)
‘—*——__, i 1
H LndH(l)

t

J— B
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donne lieu (grdce a (b)(c)) a

[
H 85,0 () g Endm (¢} 6%,3€)

(produit sur les ¥ prolongeant o) , qui par (i) se factorise par une
bijection sur un MN(E) diagonal. L'assertion (ii) en réqulte. L'assertion
“sans torsion'" résulte de (a), et que 3 soit le centre de H résulte de ce

que 3 soit intégralement clos.
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