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INTRODUCTION

Ces trois volumes (n°100,101,102) réunissent les actes du colloque de Luminy
(du 6 au 11 juillet 1981) intitulé Analyse et topologie sur les espaces singu-
liers. Plusieurs th&mes ont été abordés lors de ce colloque et nous allons les

décrire briévement :

On sait que les complexes de faisceaux de solutions des complexes différen-
tiels linéaires holonomes et réguliers ont une cohomologie analytiquement cons—
tructible. Cette correspondance dite de Riemann-Hilbert établit une équivalence
entre complexes constructibles et complexes holonomes réguliers. Dans cette cor-
respondance, 2 un module holonome régulier est associé un compleze constructible
qui a en général plusieurs faisceaux de cohomologie non nuls. Ces complexes
constructibles particuliers sont appelés des faisceaur pervers et peuvent &tre
caractérisés en termes purement topologiques. Cette caractérisation 2 son tdur,
a un sens pour les complexes constructibles de faisceaux étales sur une variété
non nécessairement lisse définie sur un corps quelconque, fini par exemple.

On a donc une notion de faisceaux pervers étales et on démontre que cette caté-
gorie de complexes bien qu'elle ne corresponde plus i des modules différentiels
est en fait une nouvelle catégorie abélienne. Un des intéréts de ces faisceaux
pervers étales est que les théorémes généraux de passage de la caractéristique
o & la caractéristique p par spécialisation, permettent d'obtenir des ré-
sultats sur les faisceaux pervers sur le corps des complexes, lorsqu'on sait dé-
montrer ces résultats sur les corps finis. Le complexe d'intersection dont
1'hypercohomologie est 1'homologie d'intersection est un faisceau pervers qui
se spécialise sur les corps finis en le complexe d'intersection étale. Or, on a
sur les corps finis une notion de pureté des complexes de faisceaux étales en
considérant l'action du Froberius sur les tiges de la cohomologie. Le résultat
fondamental de Gabber est que le complexe d'intersection est pur. Il permet
en utilisant les théor2mes de Deligne sur le comportement de la pureté par
image directe (conjecture de Weil) d'obtenir un théoréme de décomposition de
l'image directe d'un complexe d'intersection en somme directe de complexes
d'intersections a coefficients locaux. Ce théme de perversité, complexe d'inter—
section, pureté est exposé dans le gros article {I] . C'est le theme principal
de ce colloque.

Un théme dérivé est celui des différentes applications de 1'homologie d'in—
tersection 2 1'étude des orbites nilpotentes [3] , i la théorie de Morse pour
les espaces singuliers [6] , et 4 la cohomologie 12 des quotients par les
groupes arithmétiques [15 .

I1 semble que l'homologie d'intersection porte dans tous les cas une struc—
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ture de Hodge, fait qui serait le pendant du théoréme de pureté de Gabber .

On ne sait pas le démontrer en général, mais dans [4] on propose une filtration
qui devrait &tre celle de Hodge et dans [5] et Dﬁ] on montre que l'interpré-
tation en terme de cohomologie L° permet dans certains cas d'obtenir une
structure de Hodge.

Ces structures de Hodge sur 1l'homologie d'intersection devraient pouvoir se
décrire directement sur le module holonome qui lui correspond. C'est ce qu'on
tente de faire dans [4] . C'est ce qu'on fait dans (11] et [13 pour le module
holonome correspondant aux cycles évanescents.

A ce module correspondant aux cycles évanescents est associé un polyndme
dit polyndme de Bernstein , ou b-fonction dans le cas d'un point singulier isolé.
Dans [9] on relie ce polyndme a l'action de la monodromie sur les espaces de
cycles évanescents. Enfin les autres conférences se regroupent autour des thémes
caractéristiques d'Euler Poincaré localesou globales[1(, [7] ,[27, et cycles
évanescents [17] et [14] .
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0. INTRODUCTION-

W
:
i
%

Il avait été d'abord prévu que O. Gabber soit coauteur du présent
article. Il a préféré& s'en abstenir, pour ne pas &tre coresponsable
des erreurs ou imprécisions qui s'y trouvent. Il n'en est pas moins
responsable de bien des id&es que nous exploitons et le lecteur lui

est redevable de nombreuses critigues qui, nous l'espérons, ont permis
. . . ) ; ‘améliorer le manuscrit.
Perversité, complexe d'intersection, pureté : (1] : d'am

Dans [4]1,(5],[6] , M. Goresky et R. MacPherson ont défini et &tu-

S - - _ _ _ fs
Intersection - applications : (1] ~ [3] ] fe1 - @s] di&é la cohomologie d'intersection d'espaces convenables X . Dans [4],

[5], X est une pseudo-variété PL :orient&e, i.e. pour X dé dimen-
Intersection et Structure de Hodge :[i} ~ [1 - [1] sion n , un espace PL admettant un sous-espace PL fermé rare I
_ de dimension < n-2 dont le complément est une variété& PL orientée
Structure de Hodge sur RY : (1] - [1]] purement de dimension n . L'espace X est muni d'une stratification
S , i.e. d'une filtration par des sous-espaces PL fermés Ky

RV et x : [9] - [4] - 21- [71 - 02 - [iq]

(0 <k <mn), avec }(‘,L = xi—l ’ xi_xi-l une variété purement de dimen-

sion i , et (X,S) équisingulier le long de X;-X;_1 - On suppose que
= ité sui ‘en-

xn-l xn-—2 - Pour chaque perversité p (une suite PyresssPy d'en

tiers, telle que p, = 0 et que Ppil = Py ou pk+l) , ils définissent
le iéme groupe IH ip(X) d'homologie d'intersection de perversité p

de X comme le groupe des cycles singuliers PL de dimension i de

X qui intersectent xn—k selon une partie de dimenmsion i~ (k—pk) au
plus, modulo une relation d'homologie. convenable. Ce groupe est indé-
pendant de $§ . Pour X normal (= 2 links connexes) et p = 0 (resp.
p maximal), ils montrent qu'on cbtient les groupes de cohomologie
iy (resp. d'homologie H, (X)) . Dans [6], les conditions sur X
sont affaiblies, et ils prouvent l'invariance topologique des groupes
w0 .

Le cas qui nous int&resse le plus est celui oll la stratification
S peut &tre prise a strates toutes de dimension paire, et ol p est
la perversité intermédiaire, donnée avec les notations ci-dessus par
Pox = k-1 (et
IHi(X) les tensorisés avec @ des groupes obtenus. Ils vérifient la

Poy+1 = k-1, ou k , indifféremment). Nous noterons

dualité de Poincaré ([41[51). Apr@s extension des scalaires de § a
R , on peut les interpréter comme des groupes de cohomologie L2 (voir
1l'exposé deJ.Cheegerd cette conférence).

Soit X(€) 1l'espace topologique (topologie usuelle) sous-jacent
4 une variété algébrique complexe normale connexe, de dimension com-
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plexe n . On peut prendre S 4 strates algébriques, donc automatique-
ment de dimension réelle paire. Les groupes d‘homologie d'intersection,
pour la perversité intermédiaire, sont donc définis. Pour X seulement
supposée irréductible, de normalisée X~, nous définissons

IHi(X(E)):=IHi(XN(I)) .

Tensorisés avec T , ces groupes admettent une description en terme
de modules holonomes. Pour la donner, il nous sera commode de travail-
ler avec les modules holonomes algébriques (modules guasi-cohérents &

connection inté&grable satisfaisant 3 une condition de finitude conve-

nable). Supposons X plongé dans une variété algébrique 2 lisse

purement de dimension complexe d . On suppose X fermé dans 2. Soit
© et j le morphisme d'inclusion de x°

X le lieu lisse de X dans
Z . A isomorphisme unique pré&s, il existe alors sur 2

un unigue mo-
dule holonome irré&ductible & support dans X , noté j,yxo , qui sur
x° gi;n(O] . Pour X compléte, on

a

coincide avec le module holonome

d+n-i

I (X(D) & € = ™ (Z, 2%(3,4 0g0))

Au membre de droite on prend au choix l'hypercohomologie de Z , muni
de la topologie de Zariski, & valeurs dans n‘(j!*ﬂxo) , ou l'hyperoo-—
homologie de 2Z(L) , muni de sa topologie usuelle, 3 valeurs dans le
complexe de De Rham holomorphe 3 coefficients dans j!*Oxo . Pour X
non nécessairement compl&te, on obtient ainsi la variante des groupes
d'homologie d'intersection, obtenue en considérant des chaines locale-

ment finies. Les groupes d'homologie d'intersection proprement dit

de X(C) s'obtiennent en prenant 1'hypercohomologie & supports com-
*
pacts de 2(C) & valeurs dans Q (jl*oxo) .
Les groupes IHfX(E)), non tensorisés avec € , admettent aussi

une description comme groupes d'hypercohomologie. On montre que pour
X une variété algébrique irr&ductible de dimension n , il existe un
unique objet D(X(T),®) , & faisceaux de

cohomologie Ei(zg) constructibles et nuls pour i g [-2n,-n, v&rifiant

IC de la catégorie dérivée

les trois conditions suivantes.

(a) Il existe un ouvert de Zariski dense U de
IC soit isomorphe au complexe réduit au faisceau constant @ , placé

X tel que sur U(T)

en degré -2n .

(b) Pour i > -2n , la codimension (complexe) du support du faisceau

FAISCEAUX PERVERS

de cohomologie H'(IC) est > i-2n+l .

(c) Toute sous-variété irréductible Z de X , de codimension ¢ > O,

admet un ocuvert dense V tel que les faisceaux de cohomologie 3 sup-
port §$(¢>(Eg) soient nuls pour i < -2nt+c .
Muni de 1'isomorphisme (a), cet objet IC est unique i isomorphisme
unique prés, et on a

IH (X(D)) = m;i (X(€),IC) .

Il nous sera commode de numéroter autrement les groupes IHi(x(m)).

Dans la suite de cette introduction, nous poserons
o1 o=
IH'T(X(E)) := IH . (X(X))
et IC' = IC[-n], de sorte que
' (X(E) = W (X(D),ICM) .

(resp. IH'i(X(I)))
i € [{-n,nl). Les conditions (b)(c) se récrivent :

Les groupes
i €(0,2n]
toute sous-variété irréductible propre 2 de X

IH, (X(T)
(resp.

ne sont non nuls que pour

, de dimension 4 ,

admet un ouvert de Zariski dense V tel que

(b'}y pour i > -a, gl(lg') a une restriction & V(L) nulle ;
. i - i N o=

(c') pour i < d,gv(u:)(g_q)~—0.

Soit X une variété@ algébrique complexe. Nous définissons un fais-
Ceau pervers sur X
D(X(T),®) , & faisceaux de cohomologie E}K constructibles et nuls
pour |i| assez grand (i.e., K € DS(X(E),Q)), vérifiant les condi-
tions (b") (c")

comme un objet K de la catégorie dérivée

suivantes : toute sous-variété irréductible 2z de X,

de dimension d , admet un ouvert de Zariski dense V tel que
(") pour i > -d , H'(K)|v(®) =0 ;
(c" i < o= i =

) pour i <-da , EV(I) (K) [¢] .

Noter que, pour X irréductible, on n'exclut pas

irréductible, IC'

Z =X . Pour X
est un faisceau pervers.

La condition (b") équivaut &
N 1. N
dim Supp H'K < -i

R .
(@'ai HK =0 pour i > Q). Une condition de ce type avait &té intro-
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duite par M. Artin dans sa preuve du théor&me de dimension cohomologi-
que des variétés affines (SGA 4 XIV §2 3 4).

Des conditions du type (c") sont familidres en théorie des fais—
ceaux algébriques cohé&rents, sous le nom de conditions de profondeur.

Les faisceaux pervers n'étant ni des faisceaux, ni pervers, la ter—
minologie requiert une explication. Le mot "pervers".n'enchante pas
certains de nous. Il vient de "perversité"; dans IHP(X), la "perver-
sité" p indique de combien on permet aux cycles de dévier de la
transversalité 4 une stratification. Pourquoi "faisceau" ? Si on tra-
vaille avec des coefficients complexes (plutdt que rationnels : rem-
placer Dg(x(m),m) par Dg(X(E),E)) » et que X est lisse purement
de dimension n , le foncteur M +—m0 QﬁM)[n](complexe de De Rham
analytique) est une é&quivalence de la catégorie des modules holonomes
(algébriques) i singularités réqulidres (y compris i 1'infini) sur X
avec celle des faisceaux pervers sur X . Pour X quelconque, plongé
(X fermé& dans 2), il faut
Z 4 support dans X et le
foncteur M +—— n*(M)[d]rX(I) - Les modules holonomes sur X lisse

dans 2 lisse purement de dimension d
considérer les modules holonomes sur

sont des faisceaux (de Dx-modules), et leurs propriétés suggdrent
certaines de celles des faisceaux pervers. Par exemple les suivantes

{(avec 3 nouveau @ comme corps de coefficients).
- Les faisceaux pervers sur X forment une catégorie abé&lienne.

~ Ce sont des objets de nature locale : les catégories des faisceaux
pervers sur les ouverts de Zariski U de X forment un champ. Prendre
garde qu‘il n'en va pas de méme pour les catégories dérivées

Rwuw, o .

- Pour j : U "X, de fermé complémentaire i : F<—X , on dispo-
se d'un formalisme (foncteurs j,,j*,j*.i*,i,,i!) proche de celui des
faisceaux usuels. Nous noterons ;vec P en exposant 3 gauche les ana-
logues pour les faisceaux pervers des foncteurs J,.3 :j*,i*,i*,i! .
La régle expérimentale suivante dit quels résultats sur les catégories
de faisceaux se généralisent aux faisceaux pervers 1'énoncé dual,
obtenu en remplagant les catégories de faisceaux par leurs opposées,
et en échangeant j, et 4, ainsi que i' et il , doit &tre vrai.
Par exemple : ’

a) pour F faisceau pervers sur X , on dispose d'une suite exacte

*
0 = PiPi'F — F — Py Py*F

10
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(c'est vrai pour les faisceaux usuels, avec pour dual 1'exactitude de
j‘j*p —_— F — 1 i F —— 0 ; par contre, pour les faisceaux per-
vers, On ne peut pas mettrecomme pour les faisceaux usuels un z&ro 3

gauche de cette suite duale);

p) pour F un faisceau pervers sur U , on dispose d'un morphisme
naturel @z pj!F Bm— pj*F - Dans le cas des faisceaux usuels,
c'est un monomorphisme. L'énoncé dual : "c'est un épimorphisme" est en
général faux et, pour les faisceaux pervers, « n'est en général pas
un monomorphisme. Le foncteur j,, : F&— Im(pjlf ——*pj*F) (pro-

longement intermédiaire) nous sera tras utile.

Pour X irréductible de dimension n , U un ouvert de Zariski
dense lisse et Q@[n] le faisceau pervers sur U(C) défini par le
complexe réduit au faisceau constant [0] placé en degré -n , on a

IC'®) =3, @nh

A certains égards, les faisceaux pervers ont de meilleures pro-

priétés que les faisceaux usuels. En voici des exemples.

- Dans la catégorie abé&lienne des faisceaux pervers, chaque objet est
de longueur finie (cf. 1l'énoncé analogue pour les modules holoncmes) .

- Bour j : US——X 1'inclusion d'un ouvert affine, le foncteur Pj,

est exact.

~ La dualité de Verdier sur Dg(x(m),m) transforme faisceaux pervers
en faisceaux pervers. Ceci explique la dualité de Poincaré en homologie
d'intersection, et est i rapprocher de l'existence d'une bonne dualité
pour les modules holonomes sur X lisse.

Tant les faisceaux usuels, constructibles, que les faisceaux per-
2 : PR b
vers forment une sous-catégorie abélienne € de DC(X(I),m) et, dans

1 ("faisceaux de cohomologie™)

les deux cas, on dispose de foncteurs H
deDﬁ(X(E),Q) dans

longues, dévissage de K en les glK[—i],...) . La catégorie ( des

C, obéissant 4 un méme formalisme (suites exactes

faisceaux usuels est bien adaptée aux foncteurs d'images inverses,celle
des faisceaux pervers i la dualité de Verdier, et 3 1'étude de certai-
nes images directes (morphismes affines, cycles évanescents, théoréme

de Lefschetz difficile relatif,...).
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Pour X un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos
k , le formalisme des faisceaux pervers se transpose sans difficulté en
cohomologie ¢-adique (& premier 3 1'exposant caractéristique de k).
Il s'agit de remplacer Dg(x(m),m) par la ml-catéqorie dérivée
Dg(x’mx) - En particulier, on définit pour X irréductible des grou-
pes d'homologie d'intersection IHi(X,mL) - Pour k =0, ils sont ca-
noniquement isomorphes aux groupes IHi(X(E)) ® Ql .

Pour un corps de base quelconque, on butte sur 1'obstacle qu'il n'y
a pas, dans la littérature, de définition utilisable de DZ(X'QL)
O. Gabber en a une, mais ne 1'a pas rédigée. Heureusement, dans le cas
des corps finis, qui nous intéresse particuliérement, une définition
naive suffit. Elle suffit parce que, pour tout corps fini,
H"(Gal(K/k), Z/2) est fini.

Le ré&sultat principal - plutdt un de ses avatars - est que pour XO
de type fini sur fini, tout faisceau pervers mixte simple Fo sur
X, est pur. La propri&té "mixte" est stable par toutes les opérations
usuelles et de ce fait est en pratique toujours vérifige ; "simple"
est en tant qu'objet de la catégorie abélienne des faisceaux pervers.
Pour XO irr&ductible, le faisceau pervers 1IC' est simple et mixte.
Soient g le nombre d'éléments de k , K une clature algébrique de k ,
X = X 6. kK et F l'image inverse de Fo sur X . La conclusion
"pur" est une propriété locale qui, si x est compléte, assure que,
pour un engier w (le poids de FO), les valeurs propres du Frobenius
F* sur Hl(X,F) sont des nombres algébriques dont tous les conjugués
complexes sont de valeur absolue q(w+i)/2

En dimension un, ce résultat équivaut a [1] 1.8.4. Il a ensuite &té&
obtenu dans des cas particuliers, 1liés aux variétés de Schubert, par D.
Kazhdan et G.Lusztiqg.La premigre démonstration générale est due 3 0-
Gabber; elle différe de celle donnée ici. Le théor2me fournit une abon-
dance de complexes purs, et donne par 1la quelque contenu i 1'&tude de
ceux-ci faite dans [1] § 6.

Passons en revue les paragraphes de ce travail.

Paragraphe 1 . Notre référence de base pour les cat&gories triangulées
est J.L. Verdier [10] , re n°1.1 est consacré i des compléments, moti~
vations et exemples.

FAISCEAUX PERVERS

Au n°® 1.2, nous considérons une catégorie triangulée ¢ munie
d'une sous-catégorie pleine ( , soumise aux axiomes (1.2.0)et (1.2.4 (ii)
un

(sous-catégorie abélienne admissible ). Si A est une catégo-
St

+ : s e a
ie abélienne ayant assez d'injectifs, et que 0 = D (A) , identifiée
rie

a ]
a A pris 3 homotopie pras, l'axiome 1.2.0 assure que si X et
e .

Y sont dans ¢ et que f,g : X — Y sont des morphismes de com-
lexes homotopes, l'homotopie est unique 34 homotopie seconde prés :
P

1a catégorie des complexes bornés inférieurement d'objets injectifs

deux homotopies Hl,H2 de £ & g sont reliées par une homotopie
econde H' ; celle-ci 4 son tour est unique i homotopie troisisme
s :
prés, et ainsi de suite. Nous prouvons que C est abélienne.

'

Chaque t-structure (1.3.1) sur [ définit une sous-catégorie
abélienne admissible (1.2.5) € de D (1.3.6), appelée son coeur, et
on a une réciproqgue partielle (1.3.13). Soient A une catégorie abé-
lienne, ( une sous-catégorie abélienne strictement pleine de A,
stable par noyaux, conoyaux et extensions, et DC(A) la
sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée formée des K tels que
les HiK soient dans C . La paire de sous-catégories pleines
(Dgo(A),Dzo(A)) de Dp(A) constitue une t-structure sur DC(A) , de
coeur C . Une régle expérimentale, illustrée par le n° 1.3, est que
ce qui vaut dans ce cadre vaut pour toutes les t-structures. Par
exemple : on dispose de foncteurs de troncation , d'un foncteur
cohomologique B0 —— ¢ +++- . Exception : en 3.1, nous utilisons
des données supplémentaires sur D pour construire un foncteur natu-

rel Db(C) — D .

Nous étudions aussi comment un foncteur exact T entre t-catégories
(= catégories triangulées munies de t-structures) fournit un foncteur
Pr entre leurs coeurs, et ses propriétés d'exactitude et d'adjonction.

Au n® 1.4, nous donnons une méthode pour construire des t-
structures. Au § 2, elle sera utilisce pour construire des t-structures
de coeurs des catégories de faisceaux pervers. En gros, il s'agit,
étant donnés un espace topologique X , un ouvert j : U ¢&— X et le
fermé complémentaire i : Fe— X , de déduire une t-structure sur
D(X) d'une t-structure sur D(U) et d'une sur D(F) . Pour D(U) et
D(F) munies de translatées de leur t-structure naturelle (1.3.2), 1la

t-structure obtenue est déji non évidente.

Les besoins de la cohomologie g-adique nous forcent i nous placer
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dans un cadre plus abstrait, ol sont formalisées les relations entre

D(X) , D(U) et D(F) . C'est dans ce cadre que nous développons le for-
* 1

malisme des foncteurs j,,j‘,j,,i (i, i’ entre catégories de faisceaux

pervers, et celui du prolongement intermé&diaire j|* .

Paragraphe 2 . Au n°® 2.1, nous considérons un espace stratifié (X,S)
et itérons la construction 1.4 pour attacher & chaque fonction de per-

versité p : §-— Z une t-structure sur D(X) . Il s'agit de recol-
ler les t-structures naturelles des D(S) (S une strate), transla-
tées de p(S) . Au n® 2.2, nous considérons des schémas, et des t-

structures déduites par passage 4 la limite sur des stratificationsal-
gébriques de plus en plus fines des t-structures du n°® 2.1. Nous trai-

tons aussi du cas 2 ~adique.

Paragraphe 3 . Dans ce paragraphe, plus technique, nous donnons quel-
ques compléments. Le leCteur est invité 3 le sauter en premidre lec-

ture.

Au n°3.1, nous exploitons les catégories dérivées filtrées. Elles

nous permettent dans certains cas, pour 0 une t-catégorie de coeur

¢ , de définir un foncteur Db(C) — D (3.1.10). Pour gu'il soit
pleinement fidéle, il faut et il suffit que pour chague i>0 lefoncteur
C x ¢ —> (Ab) : X, ¥ +—r HomD(X,Y[i]) soit effagable (3.1.1.6).

Au n° 3.2, nous donnons un crit@re pour recoller des objets de la
catégorie dérivée donnés localement. Sous des hypothéses de nullité
de faisceaux giRggm pour i < O, le recollement se fait aussi bien
gue pour les faisceaux. Ceci s'applique aux faisceaux pervers. Le cas
g~adique avait &té& traité par une autre méthode en 2.2.19.

Au n°3.3, nous expliguons comment modifier le formalisme de la
cohomologie d'intersection quand les coefficients sont % (ou Zl)
plutdt que @ (ou mz) .

Aux §§ 4 et 5, nous ne considérerons plus que des schémas de type
fini sur un corps k (sauf en 4.4) et que la perversité intermédiaire.
Au § 4, nous donnons des résultats géométriques : on ne perdrait guére
en généralité en supposant k algébriquement clos. Au § 5, k est un
corps fini, et les phénoménes étudiés sont arithmétiques (avec des con-

séquences géométriques aprés passage 3 la cldoture algébrique de k).

FAISCEAUX PERVERS

2255252225_3.~Au n°® 4.1, nous énongons le théor&me de M. Artin

(SGA 4 XIV 3.1) sur les images directes supérieures Par un morphisme
affine dans son cadre naturel, celui des faisceaux pervers., En 4.4, un
théoréme analogue est prouvé pour le foncteur "cycles proches".

Au n° 4.2, on donne des conséquences de 4.1 et de résultats con-

nus, dans le language des faisceaux pervers et de leur fonctorialité.

Au n°® 4.3, on montre que la catégorie des faisceaux pervers est
artinienne et noethérienne.

Le n® 4.5 est préliminaire & la preuve du théor2me de pureté
5.3.4. C'est une variation sur le th&me : “"le groupe de cohomologie de
dimension moitié est le plus gros et le plus int&ressant”.

Paragraphe 5 . Soient XO un sch&ma séparé de type fini sur un corps
fini k , K une cléture algébrique de k et X sur E déduit de

xo par extension du corps des scalaires. Au n°5.1, nous rappelons cer-
taines des définitions et certains des résultats de {11, concernant

le formalisme des poids. Nous étudions aussi la relation entre fais-
ceaux pervers sur X et faisceaux pervers sur X munis d'une action
de Frobenius.

: b =
D'aprés [1] 3.3.1, 6.2.3, si K, dans D (X ,B,) est de poids

i :
<w , les HC(X,K) sont de poids < wti . Pour Ko un faisceau per-
vers, le théoréme 5.2.1 donne une réciproque de ce résultat, ou plutdt
i i ;
de son dual (Hc Oremplacé par H” , et < par > ). Il s'agit gde
tester sur les H (U,K) , pour U affine &tale sur X . Il y a lieu

de penser & ce H° comme i un groupe de cohomologie de dimension moi-
tié. Pour U affine, il résulte de 4.1.1 que le foncteur

K +— HQ(U,K) (K pervers) est exact i droite. On peut rapprocher son
rdle de celui des foncteurs "fibre en un point" pour les faisceaux

usuels (cf. 4.1.6).

Au n°® 5.3, nous déduisons de 5.2.1 que tout sous-quotient d'un
faisceau pervers mixte de poids < w est encore de poids <w (5.3.D),
que le prolongement intermé&diaire préserve les poids (5.3.2T 5.3.3) et
que les faisceaux pervers mixtes simples sont purs (5.3.4). Si K et
L, sont deux faisceaux pervers sur X, + le groupe des classes d?ex—
tensions (dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers) de K
P?r L, est Hom(KO,LO[l]) , calculé dans la catégorie Dg(xo) . gti-
lisant qu'une valeur propre de Frobenius de poids # O ne peut &tre
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1

égale & 1, on prouve des nullités d'Ext gui assurent l'existence (et

la fonctorialit&) sur tout faisceau pervers mixte d'une filtration par

W

le poids W , croissante, avec Gri pur de poids i (5.3.5).

Soient K, dans Dﬁ(xo,ml) B Hch ses faisceaux de cohomologie
des @ —-faisceaux) et leKO ses faisceaux de cohomologie au sens

pervers (des faisceaux pervers) . Supposons K,
K, est de poids <w si et seulement si chaque Hl](o est de poids

mixte. Par définition,

< w+i . En 5.4.1, nous prouvons qu'il est de méme nécessaire et suf-
(5.4.1) . Par dualité

"poids > w" peut aussi se tester sur les PHL(KO) , alors qu'il ne

fisant que chaque Pyl (K ) soit de poids < w+i
o 3

peut se tester sur les HlKO

En 5.4.5 et 5.3.8, nous donnons deux résultats de semi-simplicité.
Dans chague cas, on part de KO sur Xo , pur, et la conclusion porte
sur l'image inverse K de K, sur X : 1'hypothése est arithmétique,
la conclusion géométrique. En 5.4.5, on prouve que K est isomorphe &
la somme directe de ses pHi(]()[—i] . En 5.3.8, on prouve que chaque
Pylk  est une somme directe de faisceaux pervers simples. Compte tenu
de ce que la pureté est stable par image directe par un morphisme pro-
pre, on en d&duit des généralisations des théorémes locaux et globaux
des cycles invariants (5.4.7, 5.4.8, amplifiés par 5.4.9Y. En 5.4.10,

on prouve une version relative du théorzme de Lefschetz difficile.

Paragraphe 6 Les résultats du § 5 ont des conséquences géométriques
pour la cohomologie des schémas de type fini sur la cldture alg&brique
TF Q&'un corps fini. Au n° 6.1, nous expliquons des méthodes pour trans-
férer ces résultats de IF 34 & . S'il s‘agissait d'énoncés élémentai-
res de théorie des corps algébriquement clos, on pourrait simplement
arguer que & est isomorphe i un ultraproduit de clotures algébriques
de corps finis. Les énoncés qui nous intéressent ne sont toutefois pas,
du moins de prime abord, &guivalents & des énoncés é&lé&mentaires, et il
faut utiliser des résultats, de constructibilité notamment, auxquels

on peut penser comme exprimant une certaine calculabilit® de la coho-

mologie f-adigue.

Au n®6.2, nous appliquons ces principes. Les résultats essentiels
sont 6.2.5, 6.2.8, 6.2.9, 6.2.10.

Signalons que sur les points suivants, qui eussent trouvé leur

place dans ces notes, nous avons failli 4 la tache.
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-~ La relation entre faisceaux pervers et modules holonomes. Comme in-
diqué dans cette introduction, elle a joué un rdle heuristique impor

tant. L'é&noncé essentiel est 4.1.9 (non démontré ici)

- Les foncteurs cycles &vanéscents (sauf un résultat partiel au n°4.4)

Modulo des définitions de catégories dérivées t-adiques utilisables
B

et des définitions de morphismes "&vidents" (i.e., il reste bien du
travail & faire), on connait des démonstrations pour les &noncés sui-
vants .
a) Soit X de type fini sur un trait (S,n,s) , et
Ry : DP(X,@ ) —— D2(X x_S,@) le f "

¢ Do (X, @, o (X g%S: 0y e foncteur "cycles proches". I1
est t-exact, en particulier induit un foncteur exact entre catégories
de faisceaux pervers, et commute 3 la dualité de Verdier.
b) Si S est l'hensélisé en un point fermé& d'une courbe S, sur un
corps fini, que X/S provient par changement de base de X, de type
fini sur s1 et gque Fl est un faisceau pervers mixte sur Xl , on
dispose d‘une relation généralisant [1] 1.8.5 entre les filtrations
par le poids de F, et de Rvn(Fllxﬂ) , et la monodromie.

Au n°6.1, nous n'avons pas non plus exposé comment transférer de
IF a2 € des conséquences géométriques de b).

Enfin, nous n'avons pas traité de la transformation de Fourier.

0.0. Notations et terminologie.

Le lecteur trouvera & la fin de ce travail un index terminologi-
que et un index des notations, contenant les principaux termes ou
notations nouvelles ou non standard utilisées.

Prendie gar?e qu'ad partir de 1.4, nous notons en général simple-
ment £, £ ,f!,f‘ les foncteurs entre catégories dérivées de caté-
gories de faisceaux noté&s 43'habitude Rf_,Rf‘ (ou Lf*), Rf, et Rf!,
les foncteurs de méme nom entre catégories de faisceaux ordinairesé—
tant notés avec un o en exposant gauche (ils correspondent 3 la per-
versité O0).
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1. SOUS-CATEGORIES ABELIENNES D'UNE CATEGORIE TRIANGULEE.

1.1. Catégories triangulées.

Pour la définition et les propriétés fondamentales des catégories
triangulées, nous renvoyons a J.L. Verdier [10]. Notre but dans ce
numéro est d'expliquer les axiomes de Verdier - spécialement celui de

1'octaddre - et de donner quelqgues compléments.

1.1.1. Une catégorie triangulée est une cat&gorie additive D, munie

d'un foncteur de translation X —— X[1] et d'un ensemble de "trian-

gles™ X » ¥ » 2 » X[1], les triangles distingués. On exige que le

foncteur de translation soit une auto-équivalence de catégories et
que l'ensemble des triangles distingués vérifie les axiomes TR 1 &
TR 4 de [10]p%.

Nous noterons X > X([n] le n:Léme itéré du foncteur de transla-
tion (neZ). Dans les diagrammes, une fléche de degré n sera affectée
de (n). Les triangles distingués seront souvent notés linéairement :

X — Y — 2 iil (ou simplement (X,Y,Z)) pour

Z

(ll///
X— Y

et on omettra de marquer (1) la fléche de degré 1, si cela ne crée
pas d'ambiguité. On pose Hom™(X,Y¥) := Hom(X,¥[nl).

La catégorie opposée P9PP ge D sera munie du foncteur de transla-
tion déduit de l'inverse de X +—> X[1]. Une flé&che de degré n :X -~ Y
fournit donc dans D°PP une fléche du méme degré de Y dans X. Les tri-
angles distingués de p°PP sont les triangles (2,Y,X), pour (X,Y,2)
distingué dans D. Munie de ces triangles, poPP st triangulée. Ceci

permettra des raisonnements par dualité.

Dans une catégorie triangulée, tout morphisme f X ~ Y est la

base d'un triangle distingué (X,Y,Z), unique 3 isomorphisme (en géné-
ral non unique) prés (voir 1.1.10 pour un cas d'unicité). On appelle-
ra le 3éme sommet Z le (ou, plus correctement, un) cdne de f. Un tri-
angle distingué (X,Y,2Z) donne lieu pour tout T & des suites exactes
Hom(T,X) -+ Hom(T,Y) - Hom(T,Z) et Hom(Z,T) + Hom(Y,T) - Hom(X,T) ;
les triangles distingués pouvant tourner (PR 2 : X Yvy¥g 4 est

distingué si et seulement si Y Yz § X[(1] :Elll l'est), elles se
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prOlOngent en suites exactes longues.

Les axiomes imposés aux catégories triangulées sont motivés par

les exemples 1.1.2 4 1.1.5 suivants.

1.1.2. Soient A une catégorie additive, et KA la cat&gorie Suivante :
ses objets sont les complexes d'objets de A, et HomxA(K,L) est l'en-
semble des classes d'homotopie de morphismes de complexes de K dans L.
Le translaté K[1] de K est donné par (k1T = gPFL , la différen-
tielle &tant changée de signe. Si Z[1l] est le complexe de Z-modules
réduit 3 Z en degré -1,c'est, avec les conventions de signes usuel-
les, ZI[1] ®Z.K. Chaque suite exacte courte scindable degré par

degré de complexes O -+ K - L - M — 0O dé&finit un triangle : on choisit
un scindage s : M + L (pas un morphisme de complexes), et on définit
le morphisme de degré 1 de M dans K comme &tant ds-sd. Les triangles
distingués sont ceux isomorphes & ceux ainsi obtenus. Le choix de si-
gnes fait colncide avec celui de [10], et différe de celui de (7]

chl §2 et [8].

pour tout morphisme de complexes £ : K ~ L, il existe f': K' » L',

isomorphe & f dans KA, tel que chaque f' s K'T > 't osoit un mono-
morphisme direct : ajouter & L le complexe homotope & zéro "cdne"
sur K et & £ le morphisme é&vident de K dans son cdne. Ceci explique

TR 1 : toute fléche est la base d'un triangle distingué.

1.1.3. Dans [10]p.13-19, J.L. Verdier explique comment d'une catégo—
rie triangulée en déduire d'autres par calcul de fractions. Pour A une
catégorie abé&lienne, la catégorie dérivée DA est la catégorie trian-
gulée déduite de KA en inversant les quasi-isomorphismes. Une suite
exacte courte de complexes O - K - L + M » O définit un triangle dis-
tingué dans DA([(10] p.31).

1.1.4. Plus généralement, soit A une catégorie exacte au sens de
(D.Quillen, Higher algebraic K-theory I(p.15-16), dans Algebraic K-the-
ory I, p.77-139, Lecture Notes in Math. 341 (1973)). C'est une caté-
gorie additive, munie d'une classe E de "suites exaCtes courtes" vé-
rifiant des axiomes convenables. Soit (A,E)Nla catégorie des foncteurs
contravariants exacts & gauche (i.e. transformant suites dans E en
suites exactes O > F(C) > F(B) - F(A)) de A dans la catégorie (Ab)

des groupes abéliens. D'apréds loc. cit., les axiomes imposés a £ équi~

valent a chacune des conditions suivantes :
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(a) il existe un foncteur pleinement fid@le F de A dans une catégorie
abélienne, avec FA stable par extensions, tel gu'une suite soit dans
E si et seulement si son image par F est exacte courte ;

(b) le foncteur A — hA de A dans (A,E)” est pleinement fidale, et

une suite est dans £ si et seulement si son image est exacte courte.

Supposons que tout morphisme de A admette un noyau. Un complexe K
d'objets de A sera dit acyclique si les suites

0 + Rer(@) - k" > ker(a™?!) » 0

sont exactes courtes, i.e. si
1'image hK de K dans (A,E)” est acyclique. La sous-catégorie pleine
acycl.) de KA formée ces complexes acycliques est épaisse au sens de [10]
p-13 . La catégorie dérivée DA est la catégorie KA/(acycl.) dé&duite

de KA en inversant les morphismes dont le cbne est acyclique.

Exemple 1. Soient A une catégorie abélienne et FA la catégorie des
objets filtrés de filtration finie de A. Disons gu'une suite

o+ X § vy9z-o0 d'objets de FA est exacte si gf = O et que les
suites 0 » Gr'X - GrnY ~cerz - o sont exactes dans A. La catégorie

DFA est la catégorie dérivée filtrée, dé&duite de KFA en inversant les

quasi-isomorphismes filtrés.

Exemple 2. Soit A la catégorie des espaces de Banach. Les conditions
de 1.1.4. sont vérifiées si on prend pour suites exactes courtes les
suites 0O -+ X £ Y g Z - O qui deviennent exactes quand on oublie la
topologie. Elles le sont aussi si on se limite & celles telles gue la
projection de Y sur Z ait une section continue (non nécessairement
linéaire).

20
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1.1.5. La catégorie homotopique stable (h. stable) est aussi une ca-
tégorie triangulée. Comme objets, on prend les paires. (X,n),ol X est
un CW complexe fini pointé& et n € Z. Le groupe Hom((X,n),(Y,m)) est
la limite inductive sur i des groupes de classes d’homotopie d'appli-
cations respectant le point-base : Sn+ix > Sm+iY.Le foncteur de trans-
lation est (X,n) — (X,n+l) = (S¥,n) et les triangles distingués

sont définis a partir des plongements de sous-complexes X = Y
(triangles X = ¥ = ¥/X - SX ...).

Le foncteur Hy : (X,n) +— H_n(X) (homologie réduite) est un
foncteur cohomologique ([10] p.10) : (h. stable) -+ (groupes abé&liens).
La construction "complexe des chaines réduit” permet de le relever en

un foncteur exact ([10] p.4) : (h. stable) + D(groupes abé&liens).

1.1.6. Le diagramme de l'octaé&dre est le suivant :

X! z X’
/
gt T~
~ g
] + Y + a v a
W) a Wl
X zb//,/ X
(1) (1)

(calotte supérieure) (calotte inférieure)

les pourtours de ces deux carrés coincident ; les triangles marqués +
sont supposés commutatifs, ceux marqués d distingués. De plus, on
exige que coincident les deux fléches composées de Y a Y', via 2 ou
Z', et les deux flé&ches composées de Y' & Y, via X ou X'. Si on né-
glige le degré des fl&ches, on Vvoit que ce diagramme admet une symé—
trie d'ordre 4 faire un quart de tour, et é&changer les calottes
supérieures et inférieures (cf. 1.1.14).

L'axiome TR 4 des catégories triangulées affirme que tout dia-
gramme du type "calotte supérieure" peut se compléter en un diagramme
de 1'octaddre. Le diagramme "calotte supérieure" consiste pour 1l'es-
sentiel en deux triangles distingués ayant un sommet en commun (on
compléte en ajoutant des fl&ches composées). La position des flé&ches
de degré 1 est imposée, mais on peut la changef en remplagant des
sommets par un translaté, et en utilisant l'axiome TR 2 pour faire
tourner les triangles distingués (attention aux signes). Par exemple,
un axiome équivalent & TR 4 (modulo TR 1 & TR 3) est :

TR 4'.Tout diagramme “"calotte inférieure" peut se compléter en un

21
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octaé&dre.

A isomorphisme prés, se donner un diagramme "calotte supérieure"
revient & se donner X » Y » Z (batir des triangles distingués sur u
et v ; ils sont uniques 3 isomorphisme pré&s). Cela revient aussi 3 se
donner la calotte supérieure, complétée par le triangle distingué
(X,%2,Y'). Que la calotte supérieure, complétée par (X,2,Y'), puisse
se compléter en un octaddre est la formulation de TR 4 donnée dans
[1071.

1.1.7. Illustrons l'axiome TR 4. Dans le cas de la catégorie triangu-
lée KA de l'exemple 1.1.2., tout complexe filtré K i trois crans
0o=W_, < wo < Wl < W2 = K, de filtration scindable degré par degré
définit un octaddre, de sommets les sous-quotients de K pour la fil-
tration W : pour X,Y,%,X',Y',2', prendre wo'wl'WZ’w2/wl’w2/Wo,wl/wo
(le pourtour X,Z,X',Z' é&tant donc GrOK,K,GrZK,GrlK) . L'axiome ré-
sulte de ce que toute chaine K + L + M de morphismes de complexes est
isgmorphg dans KA & une chaine K' » L' » M' pour laquelle les

K'T > n't et les 1'F o+ M'1 sont des monomorphismes directs.

Il est parfois commode de récrire comme suit le diagramme de
l'octaédre :

-
Y/ \Y,/r
(1.1.7.1) o, h’ffi AN
L —
X X~

Cette &criture met en évidence les morphismes de triangles distingués
(X,v,2') » (x,2,¥') » (¥,%,X') > (2',Y',X') - 3 cela prds que pour
chacun de ces morphismes, un des carrés commutatifs correspondants
n'est pas en évidence. Une symétrie est par ailleurs rompue, de sorte
que le morphisme de triangles distingués (2',Y',X') - (2*',x[1],Y[1])
qui compléte les précédents n'est pas, lui, en &vidence.

1.1.8. Cn rapprochera (1.1.7.1) du fait que dans une catégorie abé-
lienne, deux monomorphismes composables X - Y - Z donnent lieu 3 un

diagramme de suites exactes courtes :
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°o P
-
o o
\*y’/} v
~

(1.1.8.1) {f"#rﬂ\\:}

Oi;x Xigo

(o]

exprimant que (z2/X)/(¥/X) = 2/Y. Les diagrammes (1.1.7.1) et (1.1.8.1)
ont entre eux le rapport suivant. Soit un diagramme (1.1.8.1)dans la
catégorie abélienne C(A) des complexes d'objets de A. Chaque suite
exacte courte dans C(A) définit un triangle distingué dans D(A

([10] p.31) et les triangles distingués déduits des suites exactes
courtes du diagramme (1.1.8.1) forment un octaédre (1.1.7.1). Voici

un cas particulier. Identifions la catégorie abélienne A 3 une sous-—
catégorie pleine de DA, par A —— (le complexe réduit 3 A en degré 0).
pour toute suite exacte courte O -+ A » B - C > O de A, il existe
alors une et une seule fl&che d de degré 1 de C dans A telle que le
triangle A - B > C ¢ soit distingué : l'existence est cas particulier
du fait que toute sulte exacte courte de complexes détermine un tri-
angle distingué ([10] p.31) et 1'unicﬁfé résulte de 1.1.10 ci-dessous,
et du fait que pour A et B dans A, Hom (A,B) est nul pour n < O (pour
n > 0, c'est le niéme Ext de Yoneda de A par B). Si on part d'un dia-
gramme (1.1.8.1) dans A, et qu'on compléte dans DA chacune de ses
suites exactes courtes en un triangle distingué, on obtient un dia-

gramme (1.1.7.1). C'est une conséquence de TR 4.

Proposition 1.1.9. Soient (X,Y,2Z) et(X',¥',2') deux triangles distin-
gués, et g = ¥ > ¥Y' :

x % oy Xz 4
v

£ gl (2) n!

;‘ ' o v! ;' ar -

Les conditions suivantes sont é&quivalentes : (a) v'gu = O, (b) il

existe f rendant commutatif le carré (1), (b') il existe h rendant
Commutatif le carré (2), (c) il existe un morphisme de triangles
(f,9,h). Si ces conditions sont vérifides, et gue Hom—l(X,Z‘) = 0, le
Morphisme f(resp.h) de (b) (resp(b')) est unigue.

L'exactitude de la suite

Hom—l(X,Z') - Hom(X,X') - Hom(X,Y') - Hom(X,2Z') , appliquée & gu dans
Hom(X,Y'), montre que (a) « (b), avec unicité de £ si Hom-l(X,Z') = 0.
Que (b) = (c) résulte de TR 2 : si £ vérifie (b), il existe h tel que
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(£f,9,h) soit un morphisme de triangle. La réciproque est triviale.
Enfin, un argument dual fournit (a) « (b'), et l'unicité de h si
Hom l(x,2*) = o.

Corollaire 1.1.10. Soit x $ v ¥ z ¢

Hom Y(X,2) = 0 , alors

un triangle distingué. Si

(i) le cdne de u est unique & isomorphisme unigque prés ;

(ii) d est l'unigue morphisme x : % =+ X[1] tel que le triangle

x %y ¥z 3%E soit distingué.

Si dans 1.1.9. X = X' , ¥ = ¥' et que £,g sont identiques, Z est
isomorphe & z' - d'cl Hom_l(X,Z‘) = 0 - et (i) résulte de l'unicité
de h. Pour (ii), on applique 1.1.9. &

ﬁ U,y v, 5, 4
x -2, i ., g X,

On a nécessairement h = IdZ , d'o d = x .

Dualement, dans 1.1.10 , le cdne de v est unique & isomorphisme
unique prés.

La proposition suivante nous a &té& signalée par J.L. Verdier.
Proposition 1.1.11. Tout carré commutatif (X'Y'XY) peut se compléter

en un diagramme des 9 :

X' (1}=->Y'[1]-=+2"[1]-->X"[2]

t t + - 4

X" > Y™ Z }‘(u [ 1 ]
+ + + 4

X Y vA X[1]
+ + + *

X' ¥ — 32! ——X"[1]

i

dans ce diagramme, les fl&ches pointillées se déduisent de fléches

pleines en appliquant le foncteur de translation, les carrés sont

commutatifs, sauf celui marqué - anticommutatif, et les lignes et co-

lonnes en traits pleins sont des triangles distingués.

Choisissons des triangles distingués (X',Y',2'), (X,Y¥,2),
(X', %X,X"), (Y',¥,¥Y"), (X',Y¥,A) de base les cdtés du carré commutatif
donné, et sa diagonale X' -+ Y. L'axiome TR 4 permet de compléter les

octaédres suivants :
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e e

7! X"
(1) . >A/ (2) X/ N s
/ iy \ i A
v TN 4///’)‘1 T
X YQT* X' Ik

(basé sur X' - Y' » Y) (basé sur X' > X +Y) )

puis 1'octaédre

~
2y
(basé sur X" > A - Y")

dans lequel le triangle distingué (A,Y",2'[1]) se déduit par rotation
de (2',A,Y") dans (1) : on change le signe de la fléche : 2' - A,

Les triangles distingués requis apparaissent dans ces octaddres
(sauf que (Z',%Z,2") apparait sous l'avatar (Z,2",2'[1]) ; on déduit
(z',2,2") de (Z,2",2'[1]) en changeant le signe de la flache Z' -+ 3).

Pour prouver les (anti-)commutativités requises, on observe que
les fleches de X’,Y',2' dans X,Y,Z constituent le composé des morphis-—
mes de triangles (X',Y',2') ), (X',Y,a) 2) (X,Y¥,2) figurant dans
(1) et (2), que celles de X,Y,2 dans X",Y",2Z" constituent le composé
des morphismes de triangles (X,Y,2) ‘Zb (xv,a,z) 3L (xv,v",2%) , et
que celles de X",Y",z" dans X'[1], Y'[1], 2'([1] constituent le com-
posé des morphismes de triangles
&, v,z B (a2 1) 2 (x'{11,¥'(1],2'[1]) od la derniére
fléche est dé&duite par rotation du morphisme de triangles de (1) :
(z',A,Y") »~ (2',X'(11,¥Y'[1]). Dans le triangle distingué
(X'[1], v'[1], 2'[1]), la fléche de degré 1 différe par un signe de
la translatée de la flache de degré 1 du triangle (X',Y¥',2'), ce qui

explique l'anticommutativité du 9éme carré.

Remarque 1.1.12. Un carré de suites exactes de complexes définit un
diagramme des 9 dans la catégorie dérivée. L'anti-commutativité du

9éme

carré précise l'anticommutativité des cobords correspondants.

Remarque 1.1.13. Dans les catégories triangulées usuelles (KA pour A
additive, DA pour A exacte, la catégorie homotopique stable,...) tout

diagramme du type "calotte supérieure d'un octagdre" peut se complé-
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ter en un octaé&dre pour lequel les triangles suivants sont distingués

Yy — y — x' o x(11 vy et
¥ — zezt — yr D,y

(les flaches sont celles de l'octaédre, sauf respectivement Y' - X[11],
et Z' > Y' , qui sont opposées 3 celles de l'octaédre) . Nous ignorons ce
qu'il en est en général. Si ces triangles devenaient utiles, il y au-
rait peut-étre lieu de renforcer l'axiome TR 4 des catégories trian-
gulées en redé&finissant "octaddre" pour que ces triangles soient dis-
tingués par définition des octaddres.

Remarque 1.1.14. Les diagrammes du triangle et de l'octaddre admet-
tent la généralisation suivante, dont ils sont les cas particuliers
obtenus pour N = 3 et N = 4 ., Pour N > 2, le diagramme consiste en
(a) Pour chaque intervalle I de Z, avec O < # I < N , la donnée de
K(I).

(b) Pour I =[a,b[ , et J = [c,dl , définissons I <J:me(a<c et

b < d). On donne des fléches @y ¢ K(I) - K(J), pour I < J, telles

que g0, = ¢gr et que oII=Id . Pour I = [a,bl , J = [c,d] et
b <c, wJI =0 .
{c) Pour I = [a,bl, définissons I* = [b,a+N[ . On donne des isomor-

phismes K(I*) = K(I)[1] qui, pour I < J, rendent commutatif le dia-
gramme
R(I) (1]=—————— g (1%)
l“’JI“] le*I* :
R(J) [1]=————— R(J*) .

(d) Pour a < b < ¢ < a+N , le triangle de fléches ¢ :
K(la,bl) » K(la,cl) » K([b,c() > K([b,a+N[) = K([a,b[)[1]
est distingué.

Un complexe filtré a (N-1) crans, de filtration scindable degré
par degré, définit un tel diagramme dans KA. Si la filtration W de K
est prise croissante, avec WK =0 et wN—IK =K (i.e. GrY K = 0 pour
i g [1,N-1]) , on a K(la,b[) = Wy K/W__Kpour 1l <a<b <N et
K({oh = K[-1] .
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1.2. Sous-catégories abé&liennes.

:1 2,0. Soient D une caté&gorie triangulée et C une sous—-catégorie

pleine de D. Nous supposerons que Homl(X,Y) : = Hom(X,Y[i]) est nul

pour i < O et X,Y¥ dans C.
Exemple 1.2.1. D est la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne A
et ¢ = A, identifiée &

teur A

une sous-catégorie pleine de D par le fonc-

(le complexe ré&duit 4 A en degré 0).

proposition 1.2.2. Soit £ : X >~ Y dans C . Compl&tons f un triangle

distingué X+ Y > S >, et supposons que S figure dans un triangle
distingué N[1] > S > C » , avec N et C dans C :

(les triangles marqués + sont

commutatifs, ceux marqués d

i

|
(1.2.2.1) o+ sl

(l)lk//////rdw\\\\\\ sont distingués).
X —ill————————+ Y
£

Alors, a[-1] : N - X est un noyau de £ dans C, et B : ¥ » C un _co-
nogau.

Pour 2z dans C, la suite exacte longue des Hom fournit grdce &

1.2.0. des suites exactes

o » Hom_l(Z,S) + Hom(Z,X) - Hom(Z2,Y) et
0 + Hom(z,N) - Hom '(z,5) > o0 .
Elles montrent que (N,a[-1]) est un noyau de f . Un argument dual

montre que (C,B) est un conoyau.

Exemple. Pour A < D(A) (exemple 1.2.1), le cdne S de £ X > Y est
le complexe X £ Y (X en degré -1, Y en degré 0). Il admet comme sous-
complexe Ker{(f)[1l] = H—l(S)[l] et le quotient X/Ker(£f) -+ Y s'envoie
quasi-isomorphiquement sur Coker(f) = HO(S) placé en degré O. On a un
diagramme (1.2.2.1).
1.2.3. Un morphisme £ :

ment admissible, s'il n'y a pas d'ambiguité sur C, s'il est la base

X + Y de C sera dit C-admissible, ou simple-
d'un diagramme (1.2.2.1)-Sif estun monomorphisme, on a d'aprés 1.2.2.
N=0, d'otl S C, et (1.2.2.1) se réduit 3 un triangle distingué
(X,Y,C). si £ est un Spimorphisme, on a C =0 , d'od N[1]= S, et
(1.2.2.1) se r&duit & un triangle distingué (N,X,Y). Réciproquement,
x £y &

7 =

Pour tout triangle distingué
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avec X,Y,Z dans C, £ et g sont admissibles, f est un noyau de g, et
g un conoyau de f. D'apréds 1.2.0. et 1.1.10, d est déterminé par £
et g.

Une suite X » Y > Z dans C est une suite exacte courte admissible

si elle se déduit d'un triangle distingué en supprimant la flé&che de

degré 1.

Proposition 1.2.4. Supposons C stable par sommes directes finies. Les

conditions suivantes sont équivalentes :
(i) C est abé&lienne, et ses suites exactes courtes sont admissibles.

(ii) Tout morEhisme de C est C-admissible.

Prouvons que (ii) = (i). D'apré@s 1.2.2., tout morphisme de C a un
noyau et un conoyau et, pour prouver ( abélienne, il reste & vérifier
que Coim(f) ¥ Im(f). Regardons (1.2.2.1) comme la calotte inférieure
d'un octa&dre et appliquons TR 4' (cf.1.1.7.) pour la compléter en un

octaédre :

Y c<~ + Y
\ / a
1g £
(1) ) ~
NLlJ N[ll——‘—f)

D'apréds 1.2.2.,8 est un épimorphisme, comme conoyau de f£. D'aprés
(1.2.3), le triangle (I,Y,C) &tant distingué&, I est dans C et est
1'image de f. Dualement, le triangle distingué (N,X,I), dé&duit par
rotation de l'autre triangle distingué de la calotte supérieure, mon-
tre que I est coimage de f. Enfin, d'aprés 1.2.3., les suites exactes
courtes de C sont admissibles.

Prouvons que (i) = (ii). Les noyau N, conoyau C et image I de
£ : X - Y fournissent deux suites exactes courtes 0 + N - X - I +~ O et
Q-+I~>Y ~>C~+ O, soit deux triangles formant le diagramme calotte
supérieure ci-dessus. Appliquant TR 4, on en déduit la calotte infé-

rieure : f est admissible.

Définition 1.2.5. Une sous-catégorie pleine C de D est abélienne ad-

missible si elle vérifie 1.2.0 et les conditions égquivalentes de 1.2.4.

1.2.6. Dans une catégorie triangulée D, on dira parfois qu'un objet ¥
est extension de Z par X s'il existe un triangle distingué (X,Y,Z).

Une sous-catégorie D' de D est stable par extensions si pour tout tri-

angle distingué (X,Y,Z) avec X et Z dans D', Y est dans D'.
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1.3. t-catégories.

péfinition 1.3.1. Une t-catégorie est une catégorie triangulée D, mu-
pefinition =ne ma-

nie de deux sous-catégories strictement pleines Uio et Dio , telles
<0
, posant p=™ ;= p=¥(-n] et Din : DiO[-n], on ait
(1) Pour X dans D— et Y dans D— , on a Hom(X,Y) = O
(i) On a p_ c = et D>0 v>1 .

(iii) QEEL_QBE_EELE X dans D il existe un triangle distingué (a,X,B)
avec A dans p=° et B dans p21 .

on dira aussi que (D— ,D— ) est une t-structure sur D. Son coeur
est la sous-catégorie pleine C::Dio n D>O
Exemples 1.3.2. (i) Soit A une catégorie abélienne. La t-structure
EiEEEELlE sur DA est celle pour lagquelle (DA)in (resp. (DA)in) est la
sous-catégorie des complexes K tels que HiK = 0 pour i > n (resp.
i < n), i.e. quasi-isomorphes & un complexe K' nul en degrés > n
(resp. < n). Vérifions l.3.1.(iii).lPour tout complexe K, le tronqué

o K est le sous-complexe ... > K & > Ker(d®) - 0 > ... de K.

Prendre garde que dans (7] ce tronqué est noté o.o K . Dans (81, i1

est noté t Posons T ,K := K/t (K. On a Tk € (0A) 0,

O] i >1
T, K E(DA) et la suite exacte courte O - r‘ L K> o0 four~
nit le triangle requis. La vérification de 1.3.1(i) et (11) est lais=-
sée au lecteur.
(ii) si (Dio,DiO) est une t-structure sur D, pour tout entier n,
(Dﬁn,Din) en est une autre. On dira gqu'elle se déduit de la premigdre
par translation.
(iii) si (910'030) est une t-structure sur D, alors (DiOOpp,DiOOPP)
est une t-structure, dite duale, sur la catégorie triangulée opposée
poPP, Ceci permettra des raisonnements par dualité (un énoncé est dit
dual d'un autre s'il s'obtient en appliquant cet autre a la t-catégo-
rie duale).

Soit D une t-catégorie.
Proposition 1.3.3. (i) L'inclusion de D= dans D admet un adjoint &

droite Ten et celle de 2™ un adjoint & gauche T>n -

(ii) Quel gue soit X dans D , il existe un unique morphisme
1
d € Hom (r)lX,r<0X) tel que le triangle
2 = 4

X — X — 1 X ——
>1
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soit distingué. A isomorphisme unigue prds, ce triangle est le seul

triangle distingué (A,X,B) avec A dans 0-° et B dans D27 .

Par dualité et translation, il suffit de vérifier (i) pour Dio .
Il s'agit pour chaque X dans D de trouver A dans Dio , muni de A > X
(la valeur de T en X) , tel que pour tout T dans Dio on ait
Hom (T,A) — Hom(T,X). Soit (A,X,B) un triangle 1.3.1 (iii). La
suite exacte longne des Hom et les conditions 1.3.1 (i) (iil) montrent
que Hom(T,A)—=— Hom(T,X) : on a A = T oX- Ceci prouve (i), l'exis-
tence d'un triangle distingué (r<0X,X,r>1X), et le fait que tout tri-

angle distingué 1.3.1 (iii) (A,X,B) est uniquement isomorphe & ce
triangle, aprés oubli de la fla&che de degré 1. L'unicité de cette der-

nigdre résulte de 1.3.1 (i) (ii) et de 1.1.10 (ii).

1.3.4. Le triangle distingué (T(ox,X,T>lX) montre que les conditions
suivantes sont é&quivalentes : (a) T(OX—= 0, i.e. (a') Hom(T,X) = O
pour tout T dans p=° ; -

(b) X —— X, i.e. (b') X est dans p2t, L'équivalence (a') « (b")
s'énonce : D2} est 1'orthogonale a4 droite de Dio . Elle montre gque

Dil est stable par extensions (1.2.6) . Dualement, T)lX =0 « X est

dans D:O, p=0 est l'orthogonale & gauche de p2! , et est stable par
extensions. En particulier, Dio et Dil sont stables par sommes direc-

tes finies.

Pour a < b , on a p=? < Dib et il existe donc un et un seul mor-

phisme de T aX dans 1<bX rendant commutatif le diagramme
T X — 1_. X
<a .<b

\NX(/

Il identifie 7__X & 1
<a

identifiant TibX a ribria

iaribx. Dualement, on dispose de riaX — Tibx’

X.

Pour tout entier a, on écrira T,q POUr T ., et Teq POUr T oy

On déduit par translation du premier alinga que X € p=a équivaut a

T,aX = 0 . Soit X dans D°* . Sib>a, onadonct, X=0.8ibc<a,
X =1 _X =0 et donc 1 envoie D<? dans elle-méme.

ona
a3 T.atsb >a >b

Proposition 1.3.5. Soit a < b. Quel gue soit X dans D, il existe un

et un seul morphisme rzar:bx — ripriax rendant commutatif le dia-
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C'est un isomorphisme.

= >a :
La fléche de r(bX dans T>BX € D=2 se factorise, de fagon unique,

X. isque & <b
PAr T2 Puisque T.aTpX st dans D=7, elle se factorise ensuite,

de fagon unique, par t v X. Appliquons TR 4 i Tg¥ T T X > X . On
obtient 1'octa&dre - T =

=
e
;Y\
7N
(1.3.5.1) tihx»-,;
VAl SN
T X

<a

cet & i a
Dans octaédre, Y est 3 la fois T, 4T (& cause du triangle dis-

tingué (T(aX,T<bX,Y), dans lequel TaX = T.aTpX) et T.pT<a® (8 cause
= = 2b za
de (Y, X, ,X)).
On =
posera I[a'b]X r>aT<bX ——~»r<b?>aX B

~ L <0 >0
Théoradme 1.3.6. Le coeur C := p=C  p> de la t-catégorie D est une

sous-catégorie abélienne admissible de D, stable par extensions

(1.2.5, 1.2. . ° :=
’ 2.6) . Le foncteur H® : TiOT<O de D dans C est un foncteur

cohomologique.

Exemple . Dans le cas 1.3.2 , C est la catégorie des objets de D iso-
morphes & un objet de A (pour son plongement naturel dans DA), et H°
s'identifie au foncteur H° usuel.

Preuve . Soient X et Y dans C et f : X > Y de cdne S. Le triangle
distingué (Y,S,X[1]) montre que S est dans Dio n Di_l . Les tronqués
rios et ‘<—1S sont donc respectivement dans C et dans C(1]1, et 1le

triangle distingué (r<_ls,s,r>os) fournit un diagramme (1.2.2.1).

Ceci prouve que C est abélienne admissible. Que C soit stable par ex-—
tensions résulte de 1.3.4.

Il reste & prouver que pour tout triangle distingué (X,Y,2), la
suite H®X » HOY > HOZ est exacte.
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Cas 1. Si X,Y et Z sont dans =0 , la suite HOX - HOY » H°Z + O est

exacte.
Pour U dans 0=° et v dans 02° , on a HOU = QU - BV =T v, et
Hom (HPU, #°V) — Hom(U,H°V) —=> Hom(U,V) . Pour TP dans C (et donc

dans Dlo), la suite exacte longue des Hom fournit
0 — Hom(Z,T) — Hom(Y,T) — Hom(X,T) , soit
0 ~— Hom(H°Z,T) + Hom(H°Y,T) - Hom(H®X,T)

Ceci valant pour tout T, l'exactitude voulue en résulte.

Cas 2. Si X est dans 2=° , 1a suite HOX - HOY » HOZ » O est exacte.

Pour T dans Dil , la suite exacte longue des Hom fournit

Hom(Z,T) —— Hom(Y,T) .
On a donc t ¥ — r>1Z. Appliquant TR 4' (cf. 1.1.7) & Y » 2 » 7,2

(ou, si l'on préfére, TR 4 a X - T<OY > Yy
~

;<OZ
¢ o
T Z
Oy 7
A=Y N
x 7 \\\\\\9(>1Z
T ’
N

on obtient un triangle distingué (X,r<OY,r<OZ) justiciable du cas 1.

o

o
cas 2". Dualement, si Z est dans p2° la suite 0 ~ H X ~» 1y » 8%z

est exacte.

Cas général. TR 4 fournit un octaédre

>1
L
P N

t ’x 37

Le cas 2, appliqué a (r(OX,Y,U) fournit une suite exacte
HOX » HOY - HOU - 0 , et le cas 2%, appliqué & (U,z(x %) [1]) fournit
0 » HOU + HOZ . On en déduit 1'exactitude de HX - H°Y » H°Z .

Nous dirons qu'une t-structure est non_dégénérée si l'intersec-
tion des DR , et celle des pzn , sont réduites aux objets zé&ros. Po-

sons HYx := HO(X[il) .

Proposition 1.3.7. Si la t-structure de D est non-dégénérée, le sys-

téme des foncteurs Hi est conservatif, et pour gue X dans U appar-
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5 pl0 >0
tienpe d D= (resp. D=7),

nuls pour i > O (resp. pour i < 0).
Soit X dans D. Montrons que si les Hix sont tous nuls, alors
) <0 ’
X =0 . Si X est dans D— 1'hypothése H°X = © assure que X est dans
1

<
p=" ; continuant, on trouve que X est dans 1l'intersection des p<P

il faut et il suffit gue les Hix soient

donc est nul. Dualement, si X € Dio , alors X = 0. Dans le cas géné—

1
ral,T<oX et zilx ont encore leurs H™ nuls, donc sont nuls, et on con-

clut par le triangle distingué (T(OX,X,T> X) .

1

Si un mirphisme £ : X > Y, de cOne Z, induit des isomorphismes
i N :
H (x)‘——* H™(Y) , la suite exacte longue de cohomologie montre que
i
lgs H (2) sont nuls : 2 = 0 , et f est un isomorphisme. Enfin, si les
i . i
H™(X) sont nuls pour i > O , tous les H (r)OX) sont nuls, 7 X = Q

et (1.3.4) X est dans Dio Dualement pour D! >0

1.3.8. Le théoréme 1.3.6 , qui a we t-structure
catégorie ab&lienne admissible C de D

sur D associe une sous-
admet une réciproque, énoncée
ci-dessous (1.3.9). La démonstration nous occupera jusqu'en 1.3.14

Le résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ces notes.

1.3.9. soit D une catégorie triangulée. Soit Isom(D) l'ensemble des
classes d'isomorphie d'objets de D et, pour X dans D, soit [X] sa
classe d'isomorphie. Nous noterons * l'opération suivante, qui d deux
parties de Isom()) enassocie une troisigme :

A * B = {[X]| il existe un triangle distingué (U,X,V) avec [U] € A et
[Vl € B }.

Lemme 1.3.10. L'opération * est associative.

Preuve Il suffit de montrer gue pour X,¥,2 dans ? ,on a

(LIXDY % {0¥Y1h) * {021} = {[x]} * ({[¥]} * {[(2]} ) .

Pour que [T] appartienne au membre de gauche (resp. de droite), il
faut et il suffit que T figure dans un diagramme calotte supérieure
(resp. inférieure)

L t——0p, T -
(1)\}3/1 (resp (I)T‘}de/'f )
Y"/hd}‘( y/(l)\x ’

(1)°
‘' . <
L'inclusion < résulte donc de TR 4, et 1'inclusion inverse de TR 4

Le lemme 1.3.10 permet de définir le s=produit Al* ... *A_d'une
P
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suite de partiesde Isom (D) , sans devoir préciser comment sont mises
les parenth&ses. Il nous sera commode de définir le *-produit de la

suite vide comme &tant {[O]} .

1.3.11. ExemEles . (i) Soient A une sous-caté&gorie strictement pleine
de D, et EA la plus petite sous-catégorie strictement pleine de D

contenant A, les objets zéros, et stable par extensions. On a

(1.3.11.1)  [EA] = M (AT * ... *[A]
=0

(ii) Que tout morphisme de A soit A-admissible (1.2.3) peut se refor-

(q facteurs).

muler

(1.3.11.2) [A] *[A[1]] = [A[L1]] *[A] -

1.3.12. Soit C une sous-catégorie abélienne admissible, stable par

extensions, de la catégorie triangulée D.

Soient 0P (resp. Db'io ; Db'io H oI pour I un intervalle de
Z) la plus petite sous-catégorie strictement pleine de D contenant
les C[n] pour n € Z (resp. -n < O ; -n > O ; -n € I) et stable par

extensions (1.2.6).

Proposition 1.3.13. Sur Db ’ (Ub'io Db’io) est une t-structure non

’
b, la.bl _ pPr22 g =P | En particu-

dégénérée. Pour a < b , on a ¥
lier, ¢ = pPr20 o pPr20 |
L'axiome 1.3.1(i) des t-structures résulte de la suite exacte
longue des Hom et de 1.2.0. L'axiome 1.3.1.(ii) est trivial. Parce
que C est stable par extensions et vérifie 1.3.11(ii), on a, pour

tout intervalle I = [a,b] de Z (axb)

(1.3.13.1) (22771 = (cr-all * ... * [Cl-bI] .
Pour a < ¢ <b , J = [a,c] et K = [c+tl,b] , on a donc
(oPr Iy o o2y« [pPKy
En particulier, si c = , on trouve que tout objet de Db’I est

o]
extension d'un objet de Db'K < Ub')l

par un objet de Db'J < Db'so

Puisque Dbest la réunion croissante des Db'I ceci prouve 1.3.1(iii).

D'aprés (1.3.13.1), si X est dans Db’I , il existe une suite de

triangles distingués (Xi'xi+1'Ai+1) (a<i<b) avec X, dans Cl-al, cha-
que Aj dans C[-j], et X, = X . Il est commode de poser X, ; =0,
Aa = Xa et de compléter cette suite par un premier triangle
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R 1'Xa’Aa) = (O,Xa,Xa) . Appliquant la suite exacte longue de coho-
am

‘%moloqie 3 ces triangles, on prouve par r&currence sur j que, pour tout
i, Hi(xj) est O pour i € [a,j] et est a;li} pour i € [a,j] . En par-
ticulier .,

(x] € (IR0 [-all) * ... * ((#2(x)[-b]}
(X est extension successive de ses objets de cohomologie, placés en
leur degré'reSpectif): De 1l& résulte la non-dégénérescence de la
t-structure (si les H X sont nuls., X est nul) et le second é&noncé de

b,2a n Db'fb , ses HiX sont nuls pour i ¢ [a,b]

1.3.13 (si X est dans D
b,[a,b])

et donc X est dans D

Remarque 1.3.14. Soient D une catégorie triangulée, et C une sous-
catégorie pleine vérifiant 1.2.0 et dont toute fl&che est admissible.
La preuve de 1.2.4 montre alors que toute fléche de C a un noyau et
un conoyau, que Im(f) = Coim(f) et que toute suite exacte courte de C
est admissible. Pour &tre abé&lienne, il ne manque & C que l'existence

de sommes directes finies.

Soit C' la catégorie EC des extensions successives d'objets de
(1.3.11 (i)). La suite exacte des Hom montre que C' vérifie encore
(1.2.0) . Par ailleurs, on déduit de (1.3.11.1) (1.3.11.2) appliqués 3
C , et de l'associativité de * que [C'] * [C'[1]] < [C'[1]] * [C'] ,
i.e. qgue tout morphisme de (' est admissible : C' est une sous-caté-
gorie abélienne admissible de D. Lui appliguant 1.3.13 , on obtient

gue, pour Db pPr20 et Db'io

’ définis comme en 1.3.12 (& partir de
b, <0 b,z
¢, (D 0

e]
Jest une t-structure sur Db, de coeur C'.

La proposition suivante fournit des intermédiaires entre les

foncteurs t_, et T,

o (ol

Proposition 1.3.15. Soient K dans D et une suite exacte courte dans (
0O+A >HKR+B >0 .

(i) Il existe K' dans Dio , muni de a : XK' ~ K , tel gque pour tout L
<0 . PP
dans 0—" , a identifie Hom(L,K') au sous-groupe de Hom(L,K) formé des

f tels que HO(f) se factorise par A. En d'autres termes, dans Dio,
K' coreprésente le foncteur L +—r Rer (Hom(L,K) - Hom(HD(L),B). Pour
gu'un couple (K',a) coreprésente ce foncteur, il faut et il suffit

que (*) ' ¢ p<0 , TR T o Kot H°K' —» A c I°K .

(1i) Dualement, on obtient b : K + K" avec K" € p2°0 et, pour L dans

>0
D=" une suite exacte O -+ Hom(K",L) - Hom(K,L) - Hom(A,HOL)-
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Le couple (K",b) est caractérisé& par K" € pz0 . T>OK — T>OK" et
HOK" = B .

(iii) Il existe d : K" ill K' , unique d'aprés 1.1.10 , tel que
(K',K,K") soit distingué.

Soient le morphisme composé r(OK > HDK + B et K' complétant le
triangle distingué (K', T oKsB) - " Ce triangle montre que K' est dans
=l et que iR = 0 , dont que K' est dans D<° _ pour L dans p=° ,
on a Hom—l(L,B) = 0, d'ol une suite exacte

O + Hom(L,K') - Hom(L,t$OK) - Hom(L,B) .

On a Hom(L,r(OK) ——r Hom(L,K) et Hom(L,B) = Hom(H®L,B) : la suite se

récrit O » Hom(L,K') » Hom(L,K) » Hom(H°L,B) , et K' coreprésente le

foncteur (i). Pour L dans D<O , la propriété universelle de K' montre

que T<OK' S Y<OK . La suite exacte longue de cohomologie de

(X' , r(OK,B) montre que HOK' —=» A . Réciproquement, si Ki vérifie
(*) , la propriété universelle de K' fournit un morphisme a : Ki + K'

induisant par hypoth@se des isomorphismes T<0Ki > T<OK' et
HeKi + HOK' . Le morphisme u est donc un isomorphisme. Ceci achéve la

preuve de (i). L'assertion (ii) s'obtient par dualité.

Batissons un octaddre sur K' - T oK * K=

A
//’B\\\
=
"
;iOK \\;K\/VKI
-
< \\\\ﬂf)ox\\
Le triangle (B,K;,T>OK) est du type 1.3.1 (iii) pour K; . Il montre
que K; est dans Dio , avec H°K" = B et t)OK — T>0K£ . D'apres (ii),

K; s'identifie donc & K", et (K',K,KI) est le triangle promis en (iii)

1.3.16. Soient Di(i = 1,2) deux t-catégories, Ci le coeur de Di et

notons e le foncteur d'inclusion de Ci dans Di . Soit T : Dl > 02 un
foncteur exact ([10} p.4) de la catégorie triangulée Dl dans la caté-

gorie triangulée D

. Nous dirons que T est t-exact 3 droite si
2
T(Dio) < Dgo , t—-exact & gauche si T(Dio) < D;O , et t-exact s'il est

t-exact 3 droite et & gauche.

Proposition 1.3.17. (i) Si T est t-exact 4 gauche (resp. & droite),

le foncteur additif T := % Toe : C1 > C2 est exact 3 gauche (resp.
4 droite).
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(ii) pour T t-exact & gauche (resp. a droite) et K dans Dio (resp. D\Io) B

'on 'a PrE°K —— H'TK (resp. H°TK —= Pri’K)

9/ * *

sij) Soit (T ,T,)une paire de foncteurs exacts adjoints : T : D, - D
(iii) Soit * * 2 1
et T, * Dl - 02 , adjoint & droite de T, - Pour que T soit t-exact &

ﬂEQiEE' il faut et il suffit que T, soit t-exact 3 gauche, et dans ce
*

cas (PT ,pT*) forment une paire de foncteurs adjoints C, = Cy

(iv) Si Tl T Dl - 02 et 'I'2 H 02 > 03 sont t-exacts 3 gauche (resp. a

; -p B
EEQEEE)’ T2°T1 l'est aussi et 3T2°Tl> T2° Tl .

si T est t-exact & gauche, pour toute suite exacte courte
o+ X =Y >2Z>0dans C; , la suite exacte longue de cohomologie du
triangle distingué (T(X),T(Y¥),T(2))fournit
o - HOT(X) - HOT(Y) - HOT(Z), puisque T(Z) est dans P;O . Ceci (resp.
1'énoncé dual) prouve (i).

pPour K dans Dio + le triangle (HOK,K,T>OK) fournit un triangle
(THOK,TK,T1>OK) avec TT>OK dans D;o , dont la suite exacte longue de
cohomologie fournit B HOK — HOTK . Ceci (resp. l'énoncé dual)
prouve (ii).

Si T, est t-exact & gauche, pour U dans D;O et V dans Dio , on a
Hom(T‘V,U) = Hom(V,T4«U) = O . Ceci valant pour tout U , on a
T V=0, i.e. TV est dans D§° : T' est t-exact i droite. Pour A

* *
dans C, et B dans C, , on a alors H°T B = T:QT B et HOT, A =riOT*A ,
d'ol un isomorphisme fonctoriel
* *
Hom (E°T B,A) —— Hom(T B,A) = Hom(A,T,B) <=— Hom(a,H°T,B) . Ceci,

complété par dualit&, prouve (iii).

Si ’I‘1 et T2 sont t-exacts & gauche et aue A € Cl , on a

>0 F = O
Tléi € D= et (T2°T1)A H TZT

té par dualité, prouve (iv).

1A= HDTzﬁoTlA par (i1). Ceci, complé-

y ~ 2
Remargque 1.3.18 (i) Soient DI =LJ D%n et D, = LJD%H . Le résultat
* - + -
(iii) vaut encore pour T : 02 > Dl et T, : Dl > Dz , adjoints en ce
* e
sens que fonctoriellement Hom(T V,U) = Hom(V,T,U) , pour V dans 02

-
et U dans DZ . La preuve est la méme.
(ii) Pour A dans C1 et B dans Cz, les fléches d'adjonction pour

* N
(T ,T,) et (pT*,PT*) sont liées par les diagrammes commutatifs
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«
"Pr A —— Pr Proa B —— T,T*B

l l et l
«
Pp Pr*s —— 7,Pr'B .

T T,A —— A

1.3.19. Soit T : D' > D un foncteur exact pleinement fidé&le entre
catégories triangulées. Pour qu'un triangle tr de D' soit distingué,
il suffit gue son image Ttr par T le soit : si tr1 est un triangle
distingué de méme base que tr, Ttr et Ttrl sont distingués de méme

base, donc isomorphes, et tr et trl sont isomorphes.

Supposons D et D' munies de t-structures. et que T est t-exact.
Pour que X dans D' soit dans D'io (resp.v'io), il suffit que TX soit
dans Dio {resp. Dio) : onaXE€ D'io « r)ox =0, et T commute & o
(resp. argument dual).

Réciproquement, si D' est une sous-catégorie triangulée pleine
d'une catégorie trianaqulée 0, et que (DiO,DiO)est une t-structure sur
D , pour que (D'io A U'ip) = (D' n Dio ' n Dio) soit une t-struc-—
ture sur D', il faut et il suffit que D' soit stable sous le foncteur
Tt Si cette condition est remplie, cette t-structure sur D' s'ap-
pelle la t-structure induite . Pour D' muni de la t-structure induite,
le foncteur d'inclusion de D' dans D est t-exact : ona C' =D'n C ,
et la restriction 3 D' du foncteur T<p . TiP ou HP de D s'identifie

au foncteur de méme nom de D'.

1.3.20. Soit (Di)iEI une famille finie de catégories triangulées et
T : nDi ~ D un multifoncteur exact (SGA 4 XVII 1.1.3) des D; dans
une catégorie triangulée D. Supposons les Di et D munis de t-struc-
tures. On dira que T est t—exact & gauche (resp. & droite) s'il en-
voie le produit des D%O (resp. D%p) dans Dio (resp. Dio), et t-exact
s'il 1'est 3 gauche et i droite. Si T est t-exact 3 gauche (resp. &
droite. resp. -) et gu'on fixe certaines des variables 3 &tre un ob-
jet donné de D%O (resp. D%O , resp. Ci , le coeur de Di ), le fonc-
teur obtenu en les variables restantes est encore t-exact d gauche
(resp. i droite, resp. -) . Ceci nous permettra d'appliquer & T des

résultats prouvés pour les foncteurs d'une variable. Par exemple

; s ; Pp = .
Soit e, l'inclusion de Ci dans Di . Posons T = HouTug_i)iel . Si
T est t-exact 3 gauche (resp. i droite), le multifoncteur additif Py

des Ci dans C est exact 3 gauche (resp. & droite).

Supposons T t-exact & gauche. Pour les Li dans lesDzi , on a alors
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par 1.3.17 (1) Pra®k) = worx))

elcon . i N
pour Ki quelconaue, le morvhisnme Ki > r)OKi fournit un morphisme

O, 0, ~
(1.3.20.1) EOT(Ry) > HOT(r oK) <= Pre%k,) .

nslatant, on obtient éné
Tral v plus généralement, pour Zni = n,un morphisme

(1.3.20.2) HnT(Ki) - pT(HniKi) .

1l y a ici un probléme de signes, qui n'apparait pas si on considére
plutdt

e N, .
(1.3.20.3) H'T(K,) ~ K T”hnixi)['ni“

pour T t-exact 3 droite, on a PTHOK, «>— gO <0
, i H '[‘K.1 pour Ki dans ﬂI ;
les morphismes tiOKi > Ki fournissent un morphisme
Yo
PT(#’Ki) ~ B'T(K;) , et, translatant,des morphismes

Ny oD n,
(1.3.20.4) HT((H 1Ki>[—ni]) > HT(K,) (pour In, =n).

Pour T t-exact, on dispose et de (1.3.20.3), et de (1.3.20.4)

R .n, ; '
Appliquant H'T aux diagrammes commutatifs
ek
Tf.“iKi —_— H 1Ki[-ni]
By = K :
=i
on trouve que le composé (1.3.20.3),(1.3.20.4) est 1'identité. Si
an_:Zmi =n

et gue (ni)iEI # (mi)iEI ;, 11 existe 1 tel que n; < m; .
Le composé T<n.Ki > Ki > Tom Ki est nul, et on en déduit que le com-
~i =1

posé ((1-.3.20.3) pour (mi))°<(1.3.20.4) pour (ni)) est nul.

Proposition 1.3.21. Si T est t-exact et que les Ki sont dans les D? ,

les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) définissent des isomorphismes
inverse l'un de 1l'autre

(1.3.21.1)  ®PT(k,) = @ mlr((&"i -
(X;) ® H'T((H *K;)[-n,1)

{somme pour Zni = n).

On a déja vu que ces morphismes font du second membre un facteur
direct du premier. Les deux membres de 1.3.21.1 sont des foncteurs
cohomologiques en chaque Ki (pour le membre de droite, grdce 3 l'exac-
titude de pT) et les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) sont des
morphismes de foncteurs cohomoloaiques. Par dévissage, on se raméne i

supposer chaque Ki dans Ci i Ce cas est trivial.

39



A.A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

1.3.22. Exemples de t-structures (ne sera pas utilisé dans la suite

de ces notes).

Soit, comme en 1.1.4 ,A une catégorie exacte, d'ensemble de suites
exactes courtes E. On suppose que tout morphisme f : A > B admet un
noyau tel que Ker(f) > A figure dans une suite exacte courte

O > Ker(f) -~ A » Coim(f) > O . Soit p=0 (resp.D lo) la sous-catégorie
de D:=PBA(1.1.4)forméedes complexes K tels que les morphfémes
Coim(di_l) > Ker(di) soient des isomorphismes pour i > O (resp. i<0).
En terme du plongement h : A > (A,E)” (1.1.4) cela signifie que
1'image hy de K dans ((A,E)~) est dans p=° (resp. Dio). Montrons que

(Dio , Dio) est une t-structure sur D.

(a) Pour K,L dans D: HomD(K,L) = lim ind HomKAK',L’) . la limite
&tant prise sur les classes d'homotopie de guasi-isomorphismes K' > K
et L ~ L' ., Pour K dans Dio (reso. L dans Dil), un systéme‘cofinal de
K' (resp. L') est obtenu en se limitant & ceux tels que Rt =0 pour
i > O (resp. L'i = 0 pour i < O): utiliser le qguasi-isomorphisme

Y 5ot 1.3.2(i) .
riOK‘ + K' (resp. L' > TilL ) e et Til sont comme en 3 (1)

Pour de tels K' et L', tout morphisme de complexes £ : K' » L' est

nul : il est défini par £° : K'® » L'C , vérifiant df°® = O , et donc
nul car @ : L » L't
L'axiome 1.3.1 (ii) est trivial.

est un monomorphisme. Ceci vérifie 1.3.1(i) .

(b) Pour K dans KA , on dispose d'une suite exacte courte de comple-
xes O + r(OK + K > r>1K + 0 Elle définit un triangle distingué dans
DA : le cdne sur r(of + K s'envoie quasi-isomorphiguement sur r)lK .
Ceci vérifie 1.3.1 (iii).

On trouve en particulier gue le coeur C de D est une catégorie
abélienne. Les objets de ( peuvent se représenter comme descomplexes
K de longueur 1 : K-1 + K°® , avec d un monomorphisme. Pour K et L de
ce type, un morphisme de complexes f : K » L est uniquement déterminé
XK® > L° . Si on identifie K*' et L7! i des

K® + I° provient d'un morphisme de
1

par sa composante f©
sous-objets de K° et ° , £°
complexes £ si et seulement si £9(k™Y) « 17} , et f est homotope &
zéro si et seulement si £ (xX°) < ™ . Que £ soit un quasi-isomorphis-
me signifie l'exactitude de

0> k15! 5 1% 50 )
i.e. que KOQL-l + 17 est un épimorphisme admissible, et que le sous-
objet K~! de K est le pull-back de L ' par £°.

.

On vérifie facilement gque si K' -2, K est un guasi-isomorphisme
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(avec K' concentré en degrés O et -1), et que fg est homotope 3 zéro

(f@(K'©) < L_l) , £ 1l'est aussi. Le groupe HomC(K,L) est la limite

inductive, pour ¢ : K' > K un quasi-isomorphisme de ce type. des
Hom , (K',I) = {f : K*© » 10]£(x'"Y) « .7 /15l £x0) < 174y

et, dans cette limite inductive, les morphismes de transition sont

injectifs.

1.3.23. Exercices . (i)Pour K un complexe d'objets de A, H°K dans C

est le complexe Coim(d™ %) » Ker(d®) .

(i1) Un foncteur F de A dans une catégorie abélienne N qui trans-
forme suites dans [ en suites exactes & droite FA » FB » FC > O se
prolonge uniquement (2 isomorphisme unique pr&s) en F' : C - N, exact

a4 droite. Si F est pleinement fid&le, et transforme suites dans E en
suites exactes courtes et monomorphismes en monomorphismes, F' est
exact et pleinement gidéle. En particulier, le foncteur composé

C >~ DA > D((A,E)™) 108 (A,E)~ est pleinement fidéle. Il identifie C i

la catégorie des quotientsdans (A,E) d'unobjet de A par unsous-objet dansA.

(iii) Le foncteur DA + D C (1'exposant indique gu'on se limite aux
complexes bornés suvérieurement) est une &quivalence [utiliser que

tout objet de C est quotient d'un objet de A]l.

(iv) Soit A une catégorie abélienne. Les hypoth&ses de 1.3.22sont vé-
rifiées par FA (1.1.3 ex.2). Soient ( la catégorie abélienne corres—

pondante de quotients formels d’'objets filtrés et C' la catégorie des
suites ... »at > A"l L avec al = o pour i »> 0 et at = 371

1

pour i << O Montrer que le foncteur ((V_ ,F) > (VO,F)) —— (coker

L1 5
(F'v > F'v?)) de € dans C' est une équivalence [appliquer (ii)] .

1.3.24. Exemple . Les hypothé&ses de 1.3.22

la catégorie des espaces de Banach, si on prend pour suites exactes

sont vérifiées pour A

courtes celles qui le deviennent aprés oubli de la topologie,i.e.,
d'aprds le théoréme du graphe fermé&, les suites isomorphes aux

O —A—>B—C—0 ,

ol A est un sous-espace fermé de B et ol C = B/A. La catégorie C obte-
nue est une caté&gorie de "quotients formels" B/A ( pour A ~ B une ap-

plication linéaire continue injective entre espaces de Banach). Le
théoréme du graphe fermé assure que si les complexes k™1 5 ko et
s LO définissent des objets de €, un morphisme de complexes
£ : K » L s'identifie 3 une application linéaire continue £9 : RO-1°,

1 1

telle gue ensemblistement f(K- ) e L™ , et que f est homotope 3 zéro

-1

(i.e., nul dans () si et seulement si, ensemblistement, f(Ko) < L
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Des quotients formels similaires ont &té& considérés par L. Wal-
broeck (Les quotients de b-espaces, preprint, Bruxelles, 1962) .
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1.4. Recollement.

1.4.1. Pour X un espace topologique (voire un topos), muni d'un fais-
ceau d'anneaux 0., nous noterons D(X,0) la catégorie dérivée de la ca-
téagorie ab&lienne M(X,0) des faisceaux de 0O-modules i gauche sur X.
Comme d'habitude, D+(x,0) est la sous-catégorie pleine image essen-
tielle de celle des complexes bornés inférieurement.

Soient U une partie ouverte de X, F le fermé complémentaire, 3
1'inclusion de U dans X, i celle de F dans X et notons encore ( 1'i-
mage inverse de ¢ sur U ou sur F. Nous nous proposons de décrire une
construction qui, & une t-structure sur D+(U,0) et une sur D+(F,0) ,
en attache une sur D+(X,0) .

Les catégories M(X,0) , MU,0) et MF,0) sont reliées par les

foncteurs :

j, = M(U,0) —MX,0) : prolongement par O {exact) ;

3% ¢ M(X,0) —MU,0) : restriction (exact), noté aussi j' ;
Jy ¢ M(U,0) —MX,0) : image directe (exact @ gauche) ;
1* : M(X,0) —MF,0) : restriction (exact) ;

i, @ M(F,0) —MX,0) : image directe (exact), noté aussi i, ;

i’ i M(X.0) —M(F,0) : sections 3 support dans F (exact & gauche).

Ils forment deux suites de 3 foncteurs adjoints (j,,j! = j*,j*) et
(%*,i* =i,,iY. ona3%1, =0, da'oa par adjonction i*j! -0 et
i’j, = O . Pour tout faisceau F sur X, les flé&ches d'adjonction four-
nissent des suites exactes

0+3,3F>F>1,1"Fso0
(1.4.1.1) et )

0+ 1,1 F > F v 3,37F

(gu'on peut compléter par un O 3 droite pour F injectif).

Pour F sur F (resp. U) , elles fournissent des isomorphismes
* !
(1.4.1.2) i i, F = F —> i'i,F ,
(1.4.1.3) Y5 F = F o 35 F

* .
Pour toute paire de foncteurs adjoints (T /Ty le morphisme 4'adjonc-
* *
tion T T, > Id. (resp. Id. » T,T ) est un isomorphisme si et seule-
*
ment si T, (resp. T ) est pleinement fid&le. Les assertions (1.4.1.2)

(1.4.1.3) équivalent donc 3 : i, , j, et j, sont pleinement fidéles.

1.4.2.0. Quand un foncteur T entre catégories abéliennes est exact,

il passe trivialement aux catégories dérivées. Nous noterons souvent
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par le méme symbole le foncteur, et son extension aux catégories dé-
rivées. Cette extension est 4 la fois le dérivé gauche LT et le déri-
vé droit RT de T.

1.4.2.1. Les foncteurs 1.4.1 fournissent par dérivation (& droite)

des foncteurs reliant D+(X,0), D+(U,O) et DV (F,0) , formant deux sui-
tes de 3 foncteurs adjoints (j,,j*,Rj*) et (i ,i*,Ri!). Oon a j*i* = 0,
d'od par adjonction i'j, = O et Ri'Rj, = O . Pour tout K dans K'(X,0),
les suites (1.4.1.1) se'dérivent en triangles distingués

* * ! e
(5,3 K,K,1,i K) et (i,Ri K,K,Rj,J K) -

Pour K dans D+(F,G) (resp. D+(U,0)), (1.4.1.2) (resp. 1.4.1.3)) four-
nit des isomorphismes
11K ~=» K —> Ri'i,K : i, est pleinement fidéle

* *
(resp j Rj, K = K — J 3K : j, et Rj, sont pleinement fideles) .
En effet, j, et i, transforment injectifs en injectifs.

1.4.2.3 Les propriétés énumérées ci-dessus sont tout ce qui nous sera
nécessaire pour recoller des t-structures. On les rencontre dans d'au-
tres contextes - par exemple pour des catégories dérivées l-adiques,
qui ne rentrent pas stricto sensu dans le cadre 1.4.1. Pour pouvoir
couvrir ces cas, nous nous placerons dans un cadre plus général 1.4.3.
Dans ce cadre, les catégories de faisceaux n'apparaissent plus (seules
apparaissent les catégories triangulées) et nous en profitons pour
alléger la notation en é&crivant simplement j, et i! pour ce qui ci-~

dessus et &té& Rj, et Ri .

1.4.3. Soient donc trois catégories triangulées D, D et DF et des

U
foncteurs exacts
pF_l_L,p.J_’pr .
*
Il est parfois commode de poser i, := i, et jl =3

rifiés (1.4.3.1) & (1.4.3.5) ci-dessous.

. On suppose vé&-

(1.4.3.1) i, admet des adjoints 3 gauche et & droite exacts. On les
* 1
note 1 et i’ .
*
(1.4.3.2) j admet des adjoints 3 gauche et 3 droite exacts. On les
*
note j, et j .
* *
(1.4.3.3) On a j i, = O . Par adjonction, on a donc aussi 1 j, = O
' !
et i"j, = O et, pour A dans DF et B dans DU ’

Hom(j!B,i*A) = 0 et Hom(i,A,j,B) =0

i
i
i
i
i
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(1.4.3.4).  Quel que soit K dans D, il existe d : 1,1i"K + 3,5"K[1]
{resp. d : jyj K » i*i!K[ll) , unique d'aprés (1.4.3.3) et 1:1.10,
tel que le triangle
. L L oL ¥ d
3,3 K > K > i,i K —

!
(resp. i, i'K » K+ 3,.3*K Ji*A

soit distingué.

(1.4.3.5) i,, 3, et j* sont pleinement fid&les les morphismes d'ad-
- *

. N R R K
jonction i i, ~ Id ~ i'i, et j j, » Id = j j, sont des isomorphismes.

Ce formalisme est autodual, la dualité échangeant j, et j,, ainsi
* 1 :
que i et i°.
1.4.4. Soit T une catégorie triangule, munie de deux sous-catégories
strictement pleines stables par les translations X +—— X[n] (n €z) ,

U et V. On suppose que pour U dans U et V dans V on a Hom(U,V) = O ,
et que tout X dans T figure dans un triangle distingué (U,X,V) avec U
dans U et Vv dans V ; (U,V) est alors une t-structure sur T. D'aprés

1.3.4, V est 1l'orthogonal & droite de U et U l'orthogonal 3 gauche de
V . En particulier, U et UV sont des sous-catégories épaisses ([10]6.2
p.24) . Les hypoth&ses (i) (ii) de [1l0] 6.4. p.25 sont vérifjdes et

d'aprés [10]p.23-26, la projection de T sur T/U a un adjoint & droite
pleinement fidéle, d'image v, et celle de T sur T/V a un adjoint a
gauche pleinement fidéle, d'image U En d'autres termes, l'inclusion

uf{resp. v)de U (resp. V) dans 7T a un adjoint & droite (resp. & gauche

u. (resp. v') et les suites O —> U .7 ¥, v 0 et
0 — v Y 7 -2 § —> 0 sont "exactes" en ce que v' (resp. u )
identifie V (resp. U) au guotient de T par la sous-catégorie épaisse

U (resp. V).

Faisons 7 = D , et prenons pour (U,V) les paires de sous-catégo-

ries (i*DF,j*DU ) et (j!DU,i*DF) . On obtient la

Proposition 1.4.5. Les suites
*

0 «— 7, Eop A 0y «— o0
0o —p, 2ep 1% p — 0o
y .

0 «— Dy« D «2xp w0

sont "exactes" au sens ci-dessus.

1.4.6. a) Le foncteur i, étant pleinement fidéle, le composé des mor-
phismes d'adjonction i*il + Id + i,i est le i, d'un unigue morphisme
de foncteurs
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(1.4.6.1) i'—— 3"

*
Quand on l'applique & i,X , et qu'on identifie ili*x et i i,X & X,
on obtient l'automorphisme identique de X.

b) Le foncteur j* étant un foncteur de passage au quotient (il iden-
tifie D 34 une catégorie déduite de D par calcul de fractions), le

composé des morphismes d'adjonction j, j provient d'un

L *
> Id » J,J
unique morphisme de foncteurs
(1.4.6.2) 3y 7 J«

*
Si on identifie j*j, et j*j* en foncteur identique, le j de
(1.4.6.2) est l'automorphisme identiqgue du foncteur identique.
*

le cone sur j,X - j,X est donc annulé par j : il
1.1.10 , le triangle distingué

c) Pour X dans DU’
est dans i*DF D'aprés (1.4.3.3) et
de base j X » j, X est unique & isomorphisme unique prés - d'ol un
foncteur j.',‘/jl : DU > DF , donnant lieu & un triangle distingué fonc-
toriel
(1.4.6.3) (j!rj*,i*(j*/j!)).

La construction duale fournirait un foncteur T : DU - DF , caracté-
risé par un triangle distingué fonctoriel (i*T,jl,j*). Un triangle de
ce type est déduit de (1.4.6.3) par rotation, d'od un isomorphisme

T = (j,/3,)[-11 , tel que le morphisme i,T » j, soit le [-1] du mor-
phisme de degré 1 de (1.4.6.3) : les foncteurs (j,/3,) et (j,/3,)[-1]
se déduisent l'un de 1l'autre par dualité. ) )

* '
Appliquant a (1.4.6.3) les foncteurs i et i° , et utilisant que
!

i3, =i'j, = 0, on obtient des isomorphismes

* !
(1.4.6.4) id, = 3,/3, = i'3,01]1 .

1.4.7. Soit X dans D, et appliquons TR 4 aux morphismes;d‘adjonction

* *
J3 X > X > 3,3X Montrons qgue l'octagdre obtenu

B
/ \. r

est unique 3 isomorphisme unique prés, et fonctoriel en X.

(a) D'aprés (1.4.3.3), (1.4.3.4) et 1.1.10 , il existe un unique iso-

*
morphisme A = i i X, gui identifie X » A & la fléche d'adjonction. Il
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identifie (jlj*X,X,A) au triangle distingué (j|j*X,x,i*i*X) de
0.4.3.4) :

*
(b) Le méme afgument, appliqué & j,j X , qui a le méme j*
tifie B & i,i 3,3 X = 1,(3,/3,)3 X.
flache d'adjonction de (i,i,).

e que X, iden-
(1.4.6.4) , j,J X >~ B étant 1la
D'aprés 1.1.9 , un unigue morphisme
A > B rend commutailf le losange supérieur de l'octaddre. Le morphis-
me A -~ B, ie. 1,4 X > i, 1 3.3 X » est donc celui déduit de

X > 3,3 X par fonctorialité.

(c) Dualement, il existe un unique isomorphisme de C avec i 1'X[1]

1dent1flant la fléche de degré 1 de (X,J*j X,C) au morphisme d'adjonc-

tion i,i x + X : le triangle (X, 3,3 X (C) se déduit du triangle (1.4.

3.41 (%13 X X,] 3 X) par rotation (TR 2) , en changeant le signe de
Jed X —> i,i X - Le morphisme B + C est l'unigue qui rende commuta-

th le carré (B, C,j J*X X). Via l'isomorphisme (1.4.6.4) de Jx/3,

avec i 3 [1], c'est le morphisme i, (3, /3 )]*X = i 1l] ] X[1]-> i 1'X[1]

déduit de 3, J X + X par fonctorialité.

(d) Ceci détermine tous les sommets, et toutes les fléches de 1'octa-

[¢}]
édre (C— A est le composé C li)x» A), et prouve sa fonctorialité. Si

on remplace A,B,C par leurs valeurs, il s'écrit
//ﬂ
*
i1 X
A \\y‘ ) ) . —
//1 sk, A (JW/3DI X

’/J*Jx
3,37% \‘\\’\?*i!x[ll

(1.4.7.1)

Le foncteur i, etant pleinement f£id&le, le triangle distingué
(i,1 X i (3*/3 )3 X i.i” x[l]) est le 1 d un triangle, automatigue-
ment dlstinque (1.3. 19),(1 X, (j*/J )3 X i X[l]) Le i, de la fl&che d
de degré& 1 de ce triangle est le composé l*llx[l]lE» X > i*i*x

, de
sorte que 4 est (1.4.6.1) pour X[1] (= le transformé par [1] de
(1.4.6.1) pour X). Faisant tourner le triangle (TR 2), avec change-
ment de signe de la nouvelle fliche de degré 1 et effagant 1, (1.3.19),

on obtient un triangle distingué fonctoriel
S L* . . ¥

(1.4.7.2) (17,3, (3,733

de base (1.4.6.1).

de ce gue pour tout faisceau flasque F,

Dans le cadre 1.4.1, 1.4.2 c¢e triangle provient
la suite
b o * (¥ oLk
O>if »ifF >13,JF +0
est -xacte.
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Remarque 1.4.8. D'aprés [10] §2, spécialement p. 23-27, les axiomes
(1.4.3.1) & (1.4.3.5) équivalent & : "i, identifie D
identifie DU a D/DF , et J

i une sous-ca-

" admet des
tégorie épaisse de D, ]

adjoints a gauche et & droite”

1.4.9. Supposons vérifiges les hypothéses de 1.4.3. et soient

<0 920 - re sur D..
(UEO'DSO) une t-structure sur Dy, et (Dp ,Dp”) ume structu .

Définissons
* <0 ¥ 50
<0 .o ke | 3'keDFC et ik €D

! >0
220 .= x €D | 3’k € D0 et i’k € DF°).

Théoréme 1.4.10. Avec les hypoth@ses et notations précédentes,

(Dio ,Dio) est une t-structure sur D.
on dira qu'elle est déduite de celles de DU
(iii).

et DF par recollement.

vérifions les axiomes 1.3.1 (i) (ii)

<0 21 triangle
Axiome (i). Soient X dans D—" et Y dans DZ" . Le premier g

(1.4.3.4) pour X fournlt une suite exacte
hOm(l*l X,Y) » Hom(x Y) > hom(],j x Y) .
On a Hom(i, 1*x Y) = om(1 X, i Y) =0 par 1.3.1 (i) pour DF , et

i . L'assertion
hom(J|]*X,Y) = Bom(3"x,3%¥) = 0, par 1.3.1 (1) pour Dy

en résulte.
Axiome (ii).Résulte trivialement de 1.3.1 (ii) pour DU et DF .
Soit X dans D. choisxssons Y, puis A, donnant lieu &

Axiome (iii).
_— et appli-

des triangles distingués (Y,X,J4T >Oj X) et {A,Y,1 T>Ol Y) .
quons TR 4 :
A
‘*.
i*T>Ol Y
L
Y >B
— e "
e X Te— L *
A/ J*T>O] «
N,
~ =
Appliquons les foncteurs j*,i*,i! 3 des triangles distingués de cet

octaddre, selon le schéma suivant, en tenant compte de (1.4.3.3) a
(1.4.3.5) = . .
* * ¥ N . - .
j*(i*r Oi*Y,B,j*1>Oj X) = (0,3 B,T)Oj X) d'od j B — 03 X
>

*
. % * aia = j X
j*(A,X,B) = (38,3 X,t>OJ X) d'od j A TiOJ* ’
* o x ¥ aitA =
A LI S I TN VR PRI ) aron 1A = T oty
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AR R * . ¥ Ko
Lol B gut 037X = (¢, i7Y,i'B,0) d'on r)oi*y =, i'p

on a donc A dans p=<° et B dans p2!

» et (A,X,B) vérifie (1.3.1)(iii).
Remarque 1.4.11. Pour que la t-structure obtenue sur D soit non dégé-
nérée, il faut et il suffit que celles données sur D et D le
soient. ¥

Nous n'aurons Pas a utiliser, dans la suite de ces notes,
ciproque suivanted 1.4.10.

la re&-

Proposition 1.4.12. Sous les hypothé&ses et avec les notations de
1.4.3., so;t(D—

sont egulvalentes
(1) j!j

D— } une t-structure sur D. Les conditions Suivantes

est t-exact 3 droite ;

: LoL*
(L') 3,] est t-exact a gauche ;
(ii) la t-structure de D s'obtient par recollement.

L'équivalence (i) « (i') résulte de 1.3.17(ii1) ,et (i) (i') équivalent
- . . ¥ ¥
al ix1ome 1;3.1(1) pour (j 050,3 030). Les triangles distingués
(3,3 /1a,4,47) et (1,1}

LoL¥
;Id,]*] ) montrent respectivement que (i) et
(1') impliquent que i, !

est t-exact i droite et i #1° t-exact a gau-
che - conditions 4 ailleurs &quivalentes par 1.3.17 (iii), et signi-

. L%
fiant que (i Di , 10 D— ) vérifie l'axiome 1.3.1 (i) .

Il est clair que (ii) = (1), (i") et que les t—structures sur D
et D dont celle de D est le recollement sont j D 23 D~ ), sur D ’
et celle indulte par celle de D, sur D : (D n D— ,D n Dw
— .. >0
= (1 D— =7y . Réciproquement, si (1}(; ) sont vérlfiées, on véri-
fie successivement que

¥ <0 L* >0
(@) (3 D=",3 D=") est une t-structure sur D : 1.3.1 (i) a déja &té
vérifié, 1.3.1 (ii) est clair, et 1.3.1 (111) résulte de ce que j* est
essentiellement surjectif.

i ¥5<0 (1 50
(b) (i D=",1°02") est une t-structure sur D 2 1.3.1(i) a déja été vé-
rifié. seul*l 2301 (dii) est non trivial : pour X dans DF , la t-exac-
titude de j montre que j T,

*
1 #X =1 53 i, X =0, et que de méme

<0

¥ . =
J T,014X =0 . Les tronques T<Ol*X et ‘r)oixx sont donc dans i*UP :

; . —x X *
ils fournissent un triangle (i TolaX X, 1 T>Oi*X) gui vérifie 1.3.1.
(iid) . -

(¢) Le foncteur identique de D, muni de sa t-structure, dans D, muni
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* * *
de 1a t-structure recollée de (5 0=2,5%02%) et (1"02°,1'020) est

t-exact. D'apras 1.3.19 , la t-structure est donc obtenue par recolle-
ment.

1.4.13. Supposons seulement disposer d'une t-structure sur DF , et

a la t-structure dégénérée (DU,O) sur DU , et & la
relatifs i la t-struc-

appliquons 1.4.10

t-structure donnée sur DF
ture obtenue sur D se noteront t?p' Le foncteur r{ est adjoint &
de D formée des X

- Les foncteurs t_

droite & l'inclusion de la sous-catégorie pleine
*
tels que i X soit dans D;p . La preuve 1.4.10 de 1l'axiome 1.3.1 (iii)
*
i X) (avec les notations de

fournit un triangle distingué (rsz,x,i*1>

1.4.10, on a X = ¥Y). Les uP successifs, pour cette t-structure, sont

*
donc les i*Hpi X .

en termes de la t-structure dégénérée

Dualement,
1 ,2p
@57

(O,DU)

on aéfinit .

sur DU ; c'est l'adjoint 3 gauche de l'inclusion de (i y
1
dans D, on dispose d'un triangle distingué (i*1<pi'x,x,1§px), et les

1
5P sont les i*Hpi‘X .

De méme, si on suppose seulement disposer d'une t-structure sur
DU , et qu'on munit D de la t-structure (D ,0) (resp. (O, D )), on défi-
nit sur D une t- structure pour lagquelle les foncteurs r(p (resp. 1>p),

notés rgp (resp. rgp), donnent lieu 3 des triangles distingués
U " Ky r . * u
(TipX,X,j*T pj X) (resp.(j!r<p3 X,X,1>PX)) et pour laquelle les uPx
4 21
sont les j*hpj X (resp. lepj X) .
) s _ F U
La preuve 1.4.10 de l'axiome (iii) montre gue T:O = kiorio .
Translatant et dualisant, on obtient
(1.4.13.1) T = TU et = rF TU
=P <P <p zpP 2P 2P

Dans la situation 1.4.1 et pour la t-structure naturelle de

D+(F,O) , le foncteur rf se d&duit du foncteur de la catégorie des
complexes de faisceaux dans elle-m@me qui 3 un complexe K associe le

sous-complexe qui coincide avec K sur U, et avec le sous-complexe

r< K(1.3.2 ) sur F.

Appelons Erolongement d'un objet Y de D un objet X de D, muni

Un tel 1somorphlsme fournit par adjonc-

d'un isomorphisme j x = Y
Si un prolonqement X est isomorpheé

tion des morphismes j|Y - X - j*
>p {(resp. T(pj «¥), l'isomorphisme est

unique, et on dira simplement que X = r)pjlY {(resp. T<PJ*Y)

en tant que prolongement, & i,Y

50
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proposition 1.4.14, Soient Y dans D

et p un entier. Il existe, 3
un et un seul prolongement X de Y tel ;

i x soit dans D\P 1 et i X dans D 7p+l . C'est TF J,Y et rF
- dans === T<p-13%* <p- l]x

isomornhisme unique pres,

F ¥=
Tpr1di¥ -

Soit X un prolongement de Y. Le triangle distingué
(i X (/3,1 X[l]) dont (1.4.7.2) est déduit par rotation montre
que %es condltlons suivantes sont équivalentes : (a) l*X est dans
<p- 2p+l
D et i x d D s /s i *
ans s (b) i X[l] est le 11? de (]*/3|)Y =1i3j,Yy,

(b" )1 X est le Tep-1 de (j*/j )Y . Le triangle distingué

(X, 3a¥, i i X[l]) de (1.4.7.1) montre que (b) équivaut 3 ce que X soit
5 F .

soit ij+1JlY .

la sous- catégorie pleine de D formée de

3
ip-l * Dualement, (b') éguivaut i ce dque X

Remargue 1.4.14.1. Soit D
des objets X vérifiant les condltrons i X dans D\p ! et i!X dans
D’p+l de 1.4.14. Le foncteur j
Dy~ D . Il admet en effet 1F

parf015 pj,* ce quasi-inverse.

induit une équlvalance de catégories
lj* pour quasi-inverse. Nous noterons

1.4.15. Soi
oient C, CU et C u et D ;
DU et DF sont munies des t-structures données, et D de la t- structure
1.4.10. Notons 1
v € 1ncrusion de s CU ?u €, dans D, D et pour
un des foncteurs jl,] [ VPR SIS TP § ,notons Pr je foncteur u° oToe .

Par définition de la t-structure de D, j*

les coeurs des t-catégories D, D
ou D

*
est t-exact, i est t-exact

s 21
4 droite, et i’ est t-exact a gauche. Appliquant 1.3.17 (iii), on
obtient
PrOEOSlthn 1.4.16- (i) Les foncteurs j| et 1 (xesp. j* et i, , resp
3y et i) sont t-exacts 3 droite (r esp. t-exacts, res p. t-exacts 3

gauche) .

P . e . *

(1) (P3,,P37 P50 ee (Pi¥ Py, Pty
teurs adjoints.
Proposition 1.4.17. (i) Les composés pj*api*, pi*.,pjl, Pi}?j* sont
nuls ; pour A dans CF et B dans CU' i

ent deux suites de 3 ng-

Hom(P3 B,Pi,a) = Hon(Pi,a,Pi,B) =0 .

(1i) Quel que soit A dans €,
p] p] A~>aA -~ Pi pl A >0

les suites

0+ Pj pL A > A > p pj A

sont _exactes.
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(1ii) Pi,, pjl et Pj, sont pleinement fidéles : les morphismes d'ad-

*. *
jonction Pi*Pi, » 1a » Pi'Pi, et P3"P5, > 1a » P5"P5, sont des iso-
morphismes.

Ces assertions résultent respectivement de (1.4.3.3 , 4 et 5) .

La vérification est laissée au lecteur (utiliser 1.3.17 (iv)).

Amplification 1.4.17.1. D'aprés (i) (pj*pi* = 0) et l'une guelcongue
des suites exactes (ii), pour que X dans C soit dans l'image essen-
tielle EF de pi‘, il faut et il suffit que pj*x = 0 . Le foncteur pj*
&tant exact , cette image essentielle est une sous-catégorie épaisse
(i.e. stable par extensions et sous-quotients) de C. Si on identifie
par le foncteur pleinement fidéle pi* CF 3 la sous-catégorie UF de C,
les adjonctions (Pi",Pi,) et (Pi,,Pi') ((1.4.16)(ii)) montrent gue

P

*
pour X dans (, “i X est le plus grand quotient de X qui soit dans CF'

'
et Pi'x est le plus grand sous-objet de X qui soit dans CF'

*
Proposition 1.4.18. Le foncteur pj identifie CU au quotient de C par

la sous-catégorie épaisse CF (ou, plus correctement, EF ; cf£.1.4.17.1).

Soit Q: C » C/CF le foncteur de passage au quotient. Le fonc-
*
teur exact pj admet une factorisation T.Q , et T est fidéle : si £
dans C/CF vient de f1 dans C, et que f est tué par T , f1 est tué par

*
pj , i.e. Im(fl) est dans l'image de CF' et fl est tué par Q. Puis-

*
que Id —» pj pj, = T.,Q.,pjI . T est surjectif sur les classes d'iso-
morphie d'objets. Il reste a4 vérifier que T est pleinement fidéle,

donc une éguivalence de catégories.

Lemme 1.4.19. Pour tout A dans C, les suites

- * * *
o»Pi,E Y™~ Py Pi*a s a P Pi"aso

! * ]
0+PiPi'a>a-P5Pi"a-Pigli'a ~o0
sont exactes.

Résulte de (1.4.3.4) et 1.4.16 (i).
Achevons la preuve de 1.4.18.D'apr&sl.4.19, le noyauetle conoyaude
PjIP

*
j A > A sont dans 1l'image de pi* . Tout objet de C/pi*CF a donc un
représentant dans 1l'image de pj, . Pour pj,x et pj,Y dans cette image,
T : Hom(ij!X,ij!Y) > Hom(Tijlx,TijlY) = Hom(X,Y)

admet pour section ijv , donc est surjective. Ceci aché&ve la preuve.
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1.4.20. Mise en garde. Sous les hypothéses de 1.4.1, lorsque 1'on mu-
nit D+(U,0) et D+(F,0) de leur t-structure naturelle (1.3.2 (i)), la
t-structure obtenue sur D+(X,0) est la t-structure naturelle, et les
catégories abé&liennes C, CU et CF sont M(X,0), M(U,0) et M(F,0). On
retrouve la situation 1.4.1.

PR ; . . : *
En général, toutefois, pj' est exact & droite, mais non exact, Fi

est exact 3 gauche, mais non exact, et la premiére suite de 1.4.17(ii)
n'est pas exacte 3 gauche. Le formalisme 1.4.3. &tant autodual,
seules peuvent &tre universellement vraies les formules vraies dans

le cadre 1.4.1 et dont le dual l'est aussi.

1.4.21. Reprenons les arguments 1.4.6 .

a) Le foncteur P

i, étant pleinement fidéle, le composé des morphismes
! *
d'adjonction pi*pi' » Id » pi*pi est le pi* d'un unique morphisme de
foncteurs
(1.4.21.1) Pyt Pyt
*
Les diagrammes 1.3.18 (ii) pour (i ,i,) et (i*,i!), et la

t-exactitude de i, fournissent pour A dans ¢ un diagramme commutatif

! *
Py Pi® o — Py Py7p
Pyt i Pi*
1, Pia i, Piva
' T

1 *
i i'a — A —i,i A

1 *
d'ol résulte que pour A dans C, le morphisme (1.4.21.1) : Pi'a > Pi'a
est le composé

1
(1.4.21.2) Pi'a - g'a (L:4:6:1) ;%5 L pi%a |
Quand on applique (1.4.21.1) & i,A (A dans CF), on obtient l'au-
tomorphisme identique de A.

*

b) Le foncteur pj étant un foncteur de passage au quotient (1.4.18),
*

le composé des morphismes d'adjonction Py P3” » 1a » TP3,P3" provient

d'un unique morphisme de foncteurs

(1.4.21.3) Pj — P3|

*
Les diagrammes 1.3.18(ii)pour (j ,3j,) et (j‘,j*}, et la t-exacti=~
tude de j*, fournissent pour A dans C un diagramme commutatif
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Py Py*a — & — Pj P3"a
* .“.*

Pj,5a Piia
4

ot e
3,3 A— A—> 3, A
d'ol résulte gue pour B dans CU , le morphisme (1.4.6.2) de ﬁlB dans

j«B est le composé
(1.4.21.4) 3B — 1 3B = Py plled:21.3) Py 5 = ¢ 5B — 3,B .

Quand on appligque pj* 3 (1.4.21.3), on trouve l'automorphisme
identique du foncteur identique. En particulier, pour B dans CU e
noyau et le conoyau de (1.4.21.3) : pj,B - pj*B sont dans pi*CF .

Définition 1.4.22. Le foncteur j, , : CU +~ C est le foncteur qui a B

dans CU attache 1'image de pj'B dans pj*B .

Pour B dans CU' (1.4.21.4) fournit la factorisation suivante du

morphisme (1.4.6.2) de j,B dans j,B :

{1.4.22.1) 3,8 — Pj;B — j,,B — PiB — 3,3 .

Proposition 1.4.23. pour B dans CU , on a
. F . F
pj!B = r)O]!B = I<_2]*B
. F . F
j!*B = T>lj!B = T<_lj*B
. F . F .
pj*B = T)zj!B = T<OJ*B .
Plus précisément, Pj B , muni de 1'application j,B - ple , est
rfoj!B , et ainsi de suite.
*
Puisque j j,B est dans C , j,B est son propre TSO . D'aprés
. . F .
(1.4.13.1), on a donc pj!B = t)oj!B = T)OJ!B ; d'aprés 1.4.14,
1%

F o F . . F . F .
r?OJ!B = r(_zj*B . De méme, “j,B = T>ZJ!B = T<OJ*B .
La détermination 1.4.13 des EP pour la t-structure définissant
F : : . : RS S F . F
les T fournit un triangle distingué (i, H i j!B,T>0]!B,T>leB) . I1

montre que rglle est dans U[—I’O] . Un argument dual fournit un tri-
M . . ;O % : .
angle distingué (15_13*B,1€O]*B,l*5 i B) gui montre gque 1S~13*B est
plo/11 - n ~

dans Appliquant 1.4.14, on trouve que rflle = EFlj*B est
dans C,et les triangles ci-dessus deviennent des suites exactes cour-

tes
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1
0 —» i,H0i'j B — Pj B — -:}:leB — o0
o — <F_3,B Py i HO1¥
TeepdeB — PiB — 1, 0i75,8 — 0 .
les montrent que T .3 B = tf_ 3.B est bi 1'i § Py

EL »19) <13« en 1'image j B de Pj B
dans pj*B -

Corollaire 1.4.24. Pour B dans CU , jl*B est l'unique prolongement X

53 -
de B dans D tel que i X soit dans D; et que i'x soit dans D;l .
on applique 1.4.14. De méme, pj'B (resp. pj*B) est 1'unique pro-

* - -
longement X tel que i X soit dans D; 2

(resp. U;O) et que i!x soit
20 22
dans DF (resp. DF ) .

Corollaire 1.4.25. Pour B dans CU +J, 4B est 1l'unigue prolongement X

de B dans C sans sous-objet ou guotient non-trivial qui soit dans 1'i-

mage essentielle fF de Cp par i, .

Par définition, j ,B est dans C = D ; pour X dans C un prolonge-

L * <0 L * s=1 . . p.*
ment de B, on a i X € DF , et i X € DF si et seulement si i X = O,

24 1 . !
Dualement, i°X est dans Dg si et seulement si Pi’x = 0 . Identifions
2 T N N F i1
CF a CF par i, . Puisque Pi'x (resp. Py X) est le plus grand quotient
(resp. sous-objet) de X qui soit dans CF (1.4.17.1) , la caractéri-

sation 1.4.25 de j,,B reformule 1.4.24.

Proposition 1.4.26. Les objets simples de C sont les pi*s , pour S
simple dans CF , et _les j!*s , pour S simple dans CU .

Puisque l'image essentielle EF de CF par pi* est une sous-catégo-

rie &paisse de C, pour que S dans ( soit simple, il faut et il suffit
que soit (a) S est dans EF , et simple dans EF ; () S a une image

simple dans C/FF ;, et aucun sous-objet ou guotient non-trivial dans

Cp . Le cas (a) donne les P

le cas (b) domne les j,, d'objets simples de CU.

i, d'objets simples de CF . D'aprés 1.4.25,
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2. FAISCEAUX PERVERS SUR LES ESPACES STRATIFIES ET SUR LES SCHEMAS .

2.1. Espaces stratifiés.

2.1.1. Soient X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux 0,
S une partition finie de X en parties localement fermées (appelées
strates) et p une fonction § ~ Z (appelée la perversité) . Par défi-
nition de "partition", les strates sont non vides. On suppose que
1'adhérence de chague strate est réunion de strates. Ces conditions
peuvent &tre relaxées : voir 3.2.19.

Rappelons (0.0) que pour f : X -+ ¥, nous noterons simplement
f,,f*,f!.f* les foncteurs entre catégories dérivées notés d'habitude
Ré,,Rf*,Rf!,Rf* (ou Lf*). Pour une raison expliquée en 2.1.7., les
foActeurs analogues entre catégories de faisceaux se noteront avec ©

en exposant & gauche.

péfinition 2.1.2. La sous-catégorie sto(X,O) (resp. pDaO(X'O)) de

D(X,0) est la sous- catégorie formée des complexes K (resp. K dans %

D+(x,0)) tels que pour chaque strate S , notant iS l'inclusion de S
LNl :
(resp. K lSK =0 pour ;

ivogPi
dans X , on ait H lsK = 0 pour n > p(8)

n < p(8)). :
- i
IL'exactitude des foncteurs O3 permet de reformuler la définition
de Pp¥O(x,0) : pour que K soit dans Pp$O(x,0), il faut et il suffit

que la restriction de H'K 3 S soit nulle pour i > p(S). Les foncteurs

Tia et Tar relatifs 3 la t-structure naturelle, envoient donc

Pp=0(x,0) dans elle-méme.

8i les foncteurs Oié sont de dimension cohomologigue finie, le
foncteur ié : D+(x,0) - D+(S,0) a une extension naturelle

D(x,0) - D(S,0) , et la condition "HniéK = O pour n < p(S)" a un sens
pour K non nécessairement dans D+(X,0). Toutefois, elle impligue que

K est dans D+(X,0). Plus précisément, si p > a, elle impligue que K
est dans Dza(x,O) :
S - pour l'ordre sl < §2 - gue les H'K sont nuls sur S pour i < a.

r(aK,K,rzaK) et l'exactitude a gauche de |

vérifions par récurrence descendante sur la strate

Pour i < a , le triangle (
! it j
oié montrent que Hliét<aK —= HliéK . L'hypothése de récurrence as-—
sure que les HJr<aK sont nuls sur les strates T # S telles que S < T, -
donc gue S admet un voisinage dans lequel H3r<aK soit & support dans
. i _ oio* R B | I .
S . Pour i <a , on a donc H'K|S = H igr K = Hiigr K= H igk , et ce

dernier groupe est nul par hypoth&se.

56

FAISCEAUX PERVERS

sans hypothése de dimension cohomologique, le méme argument s'

s + =
plique pour K dans K'(X,0). 5i les entiers a et b sont tels que
axp<b.,ona

<a
2.1.2.1) 05,0 = Po¥9x,0) < p¥(x,0)
et

za

p>%(x,0) > Pp>%(x,0) 5 p*P(x,0) .
otera P0F720x,0) 114 i M <0
on n , intersection de D’ (X,0) et PpS (X,0) De
méme avec + remplacé par - , b etavec O remplacé par n .
proposition 2.1.3. Pour chagque perversité p , (pD+'50(x,C) ngo(X )
’ ’

- +
est une t-structure sur D (X,0).

On procéde par récurrence sur le nombre N de strates. Si N = o]
on a X =@ et l'assertion est claire. Si N = 1

’
, On retrouve la

t-structure naturelle, translatée de p(X). Pour N > 2 , soit F un

fermé propre de X réunion de strates, et U 1'ouvert complémentaire
Prendre par exemple pour F une strate fermée. L'hypoth&se de récur~-
rence s'applique 8 F et 3 U , munis des stratifications induites et
) ,
fournit des t-structures sur D+(U,0) et D+(F,0

e . La t-structure vou-
lue sur D" (X,0) s'en déduit par 1.4.10.

. <0 0
Corollaire 2.1.4. (pD\ (x,0) , Pp> (X,0)) est une t-structure sur
D(X,0) . Elle induit une t-structure sur D*(X,O) our * = +,-,b

P a2~

Soient a et b deux entiers tels gque a < p 2 b . Dans la preuve,
(X:g) sera fixe, et nous l'omettons de la notation. Soient K dans

Pps ’ L dans pD>O , et vérifions que Hom(X,L)
Hom (tiaK,L) = 0 parce que L est dans D 2

que T, K est dans Pp*, <0

=0 . 0On a
On a Hom(r)aK,L) = O parce
. on peut appliguer 2.1.3. On conclut par la
suite exacte longue des Hom déduite du triangle distingué (t__X,K,
r>aK). Soit enfin K dans D D'aprés 2.1.3., il existe un tri?ngle
distingué (U,r)aK,V} avec U dans pD"’io et V dans pD;O . Appliquant
TR 4 , on obtient deux triangles distingués (r< X,Y¥,U0) et (Y,K,V). Le
Premier montre gue Y est dans pps0 Le second_iérifie 1.3.1 (4ii).
L'axiome 1.3.1 (ii) étant trivial,on a obtenu une t-structure sur D

On lappellera la t-structure de perversité p.

P
t les foncteurs t correspondants. Puisque Ppe0 Déb et

» la suite exacte longue de cohomologie (usuelle) du tri-
angle dlst;ngué (pT<OK,K,pT>1K) montre queHl pr<ox = HiK pour i < a
De mé L1P S & Tr i T )
méme, H r<OK => H'K pour i > b. De 13 résulte que Py o et Py o
= < >

Notons
Ppz0 = p*@
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respectent D*(* = +,-,b).

Définition 2.1.5. La catégorie M(p,X,0) des faisceaux de (O-modules
p-pervers sur X est la catégorie pDso(X,O) n pDzO(X,O).

C'est une sous-catégorie abélienne admissible de Db(X,O).

Proposition 2.1.6. Soient U une partie localement fermée de X, réunion
de strates, et j l'inclusion de U dans X. Pour toute perversité p ,

*
les foncteurs j, : D(U,0) » D(X,0) et j : D(X,0) - D(U,0) sont

t-exacts & droite.
La vérification, immédiate,est laissée au lecteur.

D'aprds 1.3.17 (iii) , amplifié par 1.3.18 (i), les adjoints &
droite j! et j,de jl et j* sont donc t-exacts 3 gauche.

2.1.7. Notation. Omettons (X,0) de la notation. Nous écrirons parfois
p<P (resp. sz) au lieu de PDSO (resp. pD>O) . Pour p de valeur cons-
tante a , on a p¥P = DSa (au sens de la t-structure naturelle), et

D>p = D>a . Pour tout entier n, on a D‘P+n = E’D\<n et sz+n = pDzn
Enfin, pour p < 4, On a p*P < p¥¥ et P?P o p*% | ceci généralise
T>p pour PT:O et pTzO , et Hp

(2.1.2.1). De méme, on écrira Tt et
=P
pour le H° au sens de la t-structure de perversité p .

bans la situation 2.1.6, nous noterons simplement j,,jfj* et j*
les foncteurs entre catégories dérivées, dérivés des féncteurs de
méme nom entre catégories de faisceaux. On notera avec p en exposant
4 gauche ceux qui s'en déduisent par passage aux faisceaux p-pervers.
Par exemple, pour A dans M(p,U,0) on pose ple = r>pj,A = HP(jIA) .
prapres 1.3.18 (1) , (P3,,P3}) et (°3%,Pj,) sont deux paires de fonc-

teurs adjoints.
L 3 . .
Les foncteurs Jj,, 37, 3. ,]‘ pour les faisceaux usuels se notent

!
avec o en exposant a4 gauche : ils correspondent & la perversité O .

Pour A un faisceau p-pervers sur U, j,A est dans DéP(X,O) et j,A
dans sz(x,O). Le morphisme naturel « : j A -~ j,A admet donc une fac-

torisation
3,8+ P58 5 Pia - g (8 = P (a))
On définit le foncteur pj,*, ou simplement j,,, par

3a = mF3,a - Py
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pour A un faisceau p-pervers sur X, on définit un morphisme cano-

! N
nique : Pj'a » P3*A comme composé Pi‘a » j!A > j*A » Py*a.

pour U x, v -4 X des parties localement fermées réunion de Qtra—
tes, les formules de transitivité (jk), = 3, k,, (3K}, = 3.k, , (3k) =
- k'3t . G = K*3* fournissent (1.3.17 (iv)) des formules analo-
gues pour les faisceaux p-pervers. Appliquons pj' . pj' et Py aux
morphisnmes pk!——»+pk!j» pk* . La chaine obtenue - *

P(jk)! = pj!pk!—ﬁ* pjzpk17** pjz*pkgiL* Pj*pkﬁr* pj*Pk*z p(jk)*
fournit un isomorphisme de foncteurs

P, _ P
(2.1.7.1) (3%, = P3Pk, o

2.1.8. Amplification . Soient U un ouvert de X, réunion de strates,

F le fermé& complémentaire, et munissons-les des stratifications et
perversités induites. La t-structure 2.1.3 sur D+(X,0) se déduit alors
de celles de D+(U,0) et D+(F,0) par procédé de 1.4.10. Le formalisme
de 1.4. est donc applicable . Soit i l'inclusion de F dans X, et 3
celle de U. Les foncteurs désignés d'aprés 2.1.7 par i ou j, affecté
de ! ou de * , en exposant ou en indice, et affectés ou non de p en
exposant 4 gauche - ainsi que j!, - coincident avec les foncteurs no-
tés de méme en 1.4.

Proposition 2.1.9.Pour B dans M(p,u,0), j!*B est 1l'unique prolonge-

ment P de B dans D(X,0) tel gue, pour chague strate S c F, notant s
- S =«

son inclusion dans X, on ait Hls P = 0 pour i > p(S) et Hls!P =0
pour i < p(S).

Plus précisément, il résulte de (1.4.14.0) que si D' est la sous-
cgt?qorie de D(X,0) formée des K tels que Hls*K = 0 pour i > p(s) et
it R =
H's'K = O pour i < p(S) pour toute strate s : § + F, j* induit une

équivalence D' » D(U,0) . Sa restriction 3 D' n M(p,X,0) est une é-
quivalence D' 0 M(p,X,0) + M(p,U,0), d'inverse j,, .

On caractérise de fagon analogue pj!B et pj*B (cf. 1.4.23,1.3.14).

2.1.10. Supposons que la perversité p vérifie la condition suivante :
(2.1.10.1) si s « T , alors p(S) > p(T) .

Pour chaque n, la réunion Fn (resp. Un) des strates S telles que
P(S) > n (resp. p(S) < n) est alors fermée (resp. ouverte). Notons j
n

l'inclusion de U, dans u, .
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