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מידול מתמטי של התפשטות הקורונה

גדי פיביך' פרופ
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2017מאזהמתמטיקהלמדעיהספרביתראש

תוארI+IIתואר,מהטכניוןIIIקורנטמכון(NYU)–במתמטיקהכולם

שימושית

מתמטייםמודליםשלוניתוחבנייה:התמחותתחום

תמחור,המכרזיםתורת,לינאריתלאאופטיקה,בלבדםזרימות

...,חברתיותברשתותמוצריםהתפשטות,מוצריםשלאופטימלי

"אפידמיולוגאורופאאינוהמציג"

2



מודלSIRלמגיפות

מודלBassחדשיםמוצריםעבור

מודלBass-SIRקורונה+סולרייםפנליםעבור

מודלBass-SIRגרףעל

מבנה ההרצאה
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Kermackידיעלפותח & McKendrick(1927)שמתפשטותמחלותעבור

אנשיםביןישירהמהדבקהכתוצאה

:(compartments)קבוצות3-להאוכלוסייהכללאתחילקו

Susceptible(לחלותעלולים)בריאים1.

Infected(מדבקים)חולים2.

Recovered(מדבקיםלא)מחלימים3.

כיווניחדהואהקבוצותביןמעבר:הנחה

שובלהידבקיכוללאשהחליםחולה

SIRמודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R
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(לחלותעלולים)בריאיםSusceptible

(מדבקים)חוליםInfected

(מדבקיםלא)מחלימיםRecovered

מודלSIR:(...,(?)קורונה,חצבת)שוביחלולאמחלימים

מודלSI:(...,איידס)החלמהאין

מודלSIS:(...,כלמידיה,כינים)שובלחלותיכוליםמחלימים

(Compartmental models)אוכלוסיהמודלים של קבוצות 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

עלולים להידבק

S

חולים

I

עלולים להידבק

S

חולים

I
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(לחלותעלולים)בריאיםSusceptible

(מדבקים)חוליםInfected

(מדבקיםלא)מחלימיםRecovered

מודלSIR:(...,(?)קורונה,חצבת)שוביחלולאמחלימים

מודלSI:(...,איידס)החלמהאין

מודלSIS:(...,כלמידיה,כינים)שובלחלותיכוליםמחלימים

(Compartmental models)אוכלוסיהמודלים של קבוצות 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

עלולים להידבק

S

חולים

I

עלולים להידבק

S

חולים

I
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(לחלותעלולים)בריאיםSusceptible

(מדבקים)חוליםInfected

(מדבקיםלא)מחלימיםRecovered

מודלSIR:(...,(?)קורונה,חצבת)שוביחלולאמחלימים

מודלSI:(...,איידס)החלמהאין

מודלSIS:(...,כלמידיה,כינים)שובלחלותיכוליםמחלימים

(Compartmental models)אוכלוסיהמודלים של קבוצות 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

עלולים להידבק

S

חולים

I

עלולים להידבק

S

חולים

I
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(לחלותעלולים)בריאיםSusceptible

(מדבקים)חוליםInfected

(מדבקיםלא)מחלימיםRecovered

Exposed–מדבקיםלאעדייןאבלנדבקו

Quarantined-בסגר

isolatedJ–בבידוד

Gummel)עבור סארס  SEIQJRמודל  et al., 2004)
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Compartmental modelsאוכלוסיהעשרות מודלים של קבוצות 

Exposed–מדבקיםלאעדייןאבלנדבקו

Isolated–בבידוד

Quarantined-בסגר

גיללפיקבוצותתתי

סוציואקונומימצבלפיקבוצותתתי

מחוסניםלא/מחוסנים

...
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?קורונהעבורהנכוןהמודלמהו

S I R

נכונהלאשאלה

חלקםאבל,נכוניםלאהםהמודליםכל":(1978)בוקס'ורג'ג

"שימושייםהם

נכוןלא"בהגדרהולכן,המציאותשלקירובהואמודלכל"

ידענושלאמשהואותנומלמדהואכאשר"שימושי"הואמודל

קודם

מודל–למשלSIRלמחלהשנחשפוהאנשיםאחוזשכאשרמראה

."(עדרחסינות)"להתפשטתפסיקהמגפה,מסויםסףעלעולה

מודל,לכןSIRערךאתבמדוייקמנבאלאשהואלמרות,"שימושי"הוא

האמיתיהסף

SEIQJR
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?קורונהעבורהנכוןהמודלמהו
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?קורונהעבורהנכוןהמודלמהו

S I R

נכונהלאשאלה

חלקםאבל,נכוניםלאהםהמודליםכל":(1978)בוקס'ורג'ג

"שימושייםהם

נכוןלא"בהגדרהולכן,המציאותשלקירובהואמודלכל"

חשוב"משהואותנומלמדהואכאשר"שימושי"הואמודל"

קודםידענושלא

מודל–למשלSIRלמחלהשנחשפוהאנשיםאחוזשכאשרראהה

."(עדרחסינות)"להתפשטתפסיקהמגפה,מסויםלסףמעברעולה

מודל,לכןSIRשימושי"הוא"

נכוןלא"סףערךמנבאשהואאפילו"

SEIQJR
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?הקורונהעבורהשימושיהמודלמהו

S I R

היטבמוגדרתלאשאלהעדיין

"בתלויההמודל"שימושיות:

:לענותנועדהמודלשעליהשאלה-המודלמטרת1.

אופטימליתבדיקותמדיניות,יציאהאסטרטגית,מלאאוחלקי–סגר

הנדרשתהדיוקרמת2.

מדוייקיותרהוא,דבריםפחותמזניחשמודלככל

המודלשלהפשטותמידת3.

לקבלניתןולכן,...,לתכנות,לניתוחיותרקלהוא,דבריםיותרמזניחשמודלככל

יותרמהרתשובות

מנוגדותהן.3-ו.2דרישות

SEIQJR
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:הנחות

החדשיםהחוליםבמספרגידולהקצב

Sהבריאיםלמספרפרופורציונליהוא

הואלהידבקבריאאדםשלהסיכוי

,לכן.Iהחוליםלמספרפרופורציונאלי

SIRנחזור למודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

'( )S t IS 
'( )R t Ir

במספרגידולקצב:הנחה

:המחלימים

למספרפרופורציונאלי

,לכן.Iהחולים
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:הנחות

החדשיםהחוליםבמספרהגידולקצב

Sהבריאיםלמספרפרופורציונליהוא

הואלהידבקבריאאדםשלהסיכוי

,לכן.Iהחוליםלמספרפרופורציונאלי

'( )S t IS 

SIRנחזור למודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

במספרהגידולקצב:הנחה

פרופורציונאליהואהמחלימים

,לכן.Iהחוליםלמספר

הממוצעההחלמהזמןאם,למשל

מחלימיםיוםבכל,ימיםdהוא
1

𝑑

𝛾ולכן,מהחולים ≈
1

𝑑

'( )R t I
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SIRנחזור למודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

RSI I

'( )S t SI  '( )R t I
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SIRנחזור למודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

RSI I

'( )I t SI I   '( )S t SI  '( )R t I
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SIRנחזור למודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

RSI I

'( )S t SI  '( )R t I

באוכלוסיההאנשיםמספר:𝑁 ≔ 𝑆 + 𝐼 + 𝑅

משתניםהחלפת:𝑠 =
𝑆

𝑁
, 𝑖 =

𝐼

𝑁
, 𝑟 =

𝑅

𝑁
, ǁ𝑡 = 𝛾𝑡

0 ≤ 𝑠 ǁ𝑡 , 𝑖 ǁ𝑡 , 𝑟 ǁ𝑡 ≤ 1,𝑠 ǁ𝑡 + 𝑖 ǁ𝑡 + 𝑟 ǁ𝑡 = 1

מודלSIRהואהחדשיםבמשתנים

המימדחסרהפרמטרידיעלנקבעתדינמיקה𝑅0
אילךומעתהנרשום,נוחותלשם𝑡ולאǁ𝑡

0 0 0'( ) , '( ) ( 1) , '( ) ,s t si i t s i r t i whereR R R N      

'( )I t SI I   
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התחלהתנאי:𝑠 0 ,𝑖 0 ,𝑟(0)

אם𝑖 0 = 𝑖יאז,0 𝑡 ≡ 𝑠ולכן,0 𝑡 ≡ 𝑠 0,𝑟 𝑡 ≡ 𝑟(0)

באםרקתתפשטמגיפה-𝑡 = 𝑖:חוליםיש0 0 > 0patient(s) zero

טיפוסיהתחלהתנאי:

תנאי התחלה  –SIRמודל 

עלולים להידבק

S

חולים

I

החלימו

R

(0) 0, 0 (0) 1, (0) 1 (0) (0) 1r i s r i     

0 0'( ) , '( ) ( 1), '( )s t R si i t i R s r t i    
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ההתחלתיבשלב𝑠 ≈ ,לכן.1

אקספוננטידיעלנתוןפיתרון:

אם𝑅0 < תדעךמידהמגיפה,1

אם𝑅0 > אקספוננציאליתיגדלהחוליםמספרבהתחלה,1

שבובמקרהרקנדוןואילךמעתה𝑅0 > 1

-מודל  SIRשלב התחלתי

0 0'( ) ( ( ) 1) ( ) ( 1) ( )i t R s t i t R i t   

0 0'( ) ( ) ( ), '( ) ( ( ) 1), '( ) ( )

(0) 1, 0 (0) 1, (0) 0

s t R s t i t i t i R s t r t i t

s i r

    

  

0( 1)
( ) (0)

R t
i t i e
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שלבנשים

מדועברור,לכן

אם𝑅0 < תדעךמידהמגיפה,1

אם𝑅0 > תתפשטבהתחלההמגיפה,1

(Reproductive number)ההתפשטות מקדם 

0 :R
N




𝑅0 =
𝛽𝑁 𝐼

𝛾 𝐼
≈
𝛽𝑆(0) 𝐼

𝛾 𝐼
=
−𝑆′(0)

𝑅′(0)
=

התחלהב הדבקה קצב

התחלהב החלמה קצב

'( ) ,

'( ) ,

'( )

S t SI

I t SI I

R t I
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SIRסימולציה אופיינית של 

𝑠

𝑖

𝑟

מפורשיםפתרונותאין

רים"המד3אתנומריתפותרים

25

0 0'( ) ( ) ( ), '( ) ( ( ) 1), '( ) ( )

(0) 1, 0 (0) 1, (0) 0

s t R s t i t i t i R s t r t i t

s i r

    

  



𝑠

𝑖

𝑟

שלב התחלתי–סימולציה אופיינית 

𝑠 ≈ 1, 𝑖, 𝑟 ≪ 1

באקספוננציאליגידול𝑖, 𝑟
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𝑠

𝑖

𝑟

שלב אמצעי–סימולציה אופיינית 

𝑠לרדתממשיך

iעדעולה𝑖𝑚 = 𝑖 𝑡𝑚
לרדתמתחילאזו

rלעלותממשיך

𝑖𝑚

𝒕𝒎
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𝑠∞
𝑖∞ = 0

𝑟∞

שלב סופי–סימולציה אופיינית 

𝑖𝑚

𝒕𝒎

𝑠 → 𝑠∞ > 0

𝑖 → 𝑖∞ = 0

𝑟 → 𝑟∞ > 0
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שנניח-𝑅0 > ′iבהתחלהלכן.1 > 0

שמכיוון-(𝑠(𝑡יורדתניתומונוטהיא,(𝑖′(𝑡יורדתמונוטוניתגםהיא.

𝑖′ = 𝑠כאשר0 = 𝑠𝑐 ≔ Τ1 𝑅0
כאשר,בהמשך𝑠 < 𝑠𝑐,כי)ידעךהחוליםמספרi′ < 0)

באשהואהאנשים"רוב"כי)אחדמחולהפחותבממוצעידביקחדשחולהכל

(החלימוכברבמגעאיתם

החדשיםשהחוליםבגללאלא,חלוכברכולםשכמעטבגלללאתדעךמגיפה

נוספיםחוליםלהדביק"יתקשו"

עדרחסינות((herd immunity

חסינות עדר

0'( ) ( ( ) 1) ( )i t R s t i t 
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,SIRבמודל:למה

(Invariance)גודל נשמר 

0 0

0

0 0

0 0

'( ) , '( ) ( ), (0) 1, (0) 1

( )'( ) 1
1

'( )

1 1
ln( ) , (0) (0) ln( (0)) 1

s t R si i t i R s i s i

i R s idi i t

ds s t R si R s

i s s c c i s s
R R

    


    



       

Proof

0

1
( ) ( ) ln( ( )) 1i t s t s t c

R
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שלהחלק,תסתייםהמגפהכאשר:למה

הואנדבקושלאהאוכלוסייה

נדבקים הסופי-אחוז הלא

0

1
s 1 ln(s )

R
   (final - size equation)

𝑠∞ביורדמונוטוניהוא-𝑅0

𝑠∞ ∼ 𝑒−𝑅0

𝑠∞ ∼ 1 − 2 𝑅0 − 1

𝑅0 1.1 2 3 4

𝑠∞ 82% 20% 6% 2%

0

1
ln( ) 1

Since 0, the result follows

i s s
R

i

  



Proof
𝒔∞ 𝑠

𝑖

𝑟
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שלהחלק,תסתייםהמגפהכאשר:למה

הואנדבקואשלהאוכלוסייה

נדבקים הסופי-אחוז הלא

0

1
s 1 ln(s )

R
   (final - size equation)

𝑠∞ביורדמונוטוניהוא-𝑅0

𝑠∞ ∼ 𝑒−𝑅0 𝑅0 1.1 2 4

𝑠∞ 82% 20% 2%

𝒔∞ 𝑠

𝑖

𝑟
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הואהמקסימליהחוליםמספר:למה

מספר החולים המקסימלי

0

0

1 ln( )
1m

R
i

R


 

0

0 0

1
' 0

1 1
substitute in ln( ) 1

ci s s
R

s i s s
R R

   

   

Proof

𝒕𝒎

𝑖𝑚 𝑠

𝑖

𝑟
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המקסימליהחוליםמספר

2)הערכות עבור הקורונה  ≤ 𝑅0 ≤ 4)

0

0

1 ln( )
1m

R
i

R


 

יידבקואשלהאנשיםשלהחלק

0

1
s 1 ln(s )

R
   (final - size equation)

𝑅0 2 4

𝑠∞ 20% 2%

𝑖𝑚 15% 40%
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המקסימליהחוליםמספר

2)הערכות עבור הקורונה  ≤ 𝑅0 ≤ 4)

0

0

1 ln( )
1m

R
i

R


 

יידבקואשלהאנשיםשלהחלק

0

1
s 1 ln(s )

R
   (final - size equation)

𝑅0 2 4

𝑠∞ 20% 2%

𝑖𝑚 15% 40%

:בישראליחלוכ"סה

80% ∗ 9,000,000 = 7,200,000

,יקרסולאהחוליםשבתיבהנחה

מתים7,200:0.1%ימותומתוכם
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המקסימליהחוליםמספר

2)הערכות עבור הקורונה  ≤ 𝑅0 ≤ 4)

0

0

1 ln( )
1m

R
i

R


 

יידבקואשלהאנשיםשלהחלק

0

1
s 1 ln(s )

R
   (final - size equation)

𝑅0 2 4

𝑠∞ 20% 2%

𝑖𝑚 15% 40%

ברגעבישראלמקסימליחוליםמספר

:המגפהשלהשיא

15% ∗ 9,000,000 = 1,350,000

13,500:להנשמהזקוקים1%מתוכם
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?באיזה שלב הקורונה בישראל

𝑠

𝑖

𝑟
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?באיזה שלב הקורונה בישראל

13,000הוא(18.4.2020)בישראלהמדווח(מחלימים+חולים)מקריםמספר

10פיגדולהאמיתיהמקריםשמספרנניח

(מיליון8.8)האוכלוסייהלגודליחסית,עדיין,𝑠 = 1 −
130,000

8,800,000
= 98%

𝑠

𝑖

𝑟
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?באיזה שלב הקורונה בישראל

13,000הוא(18.4.2020)בישראלהמדווח(מחלימים+חולים)מקריםמספר

10פיגדולהאמיתיהמקריםשמספרנניח

(מיליון8.8)האוכלוסייהלגודליחסית,עדיין,𝑠 = 1 −
130,000

8,800,000
= 98%

𝑠

𝑖

𝑟
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?נגיע לפהמה צריך לעשות כדי שלא 

𝑠

𝑖

𝑟
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אתלהורידחייביםR01-למתחת

ההחלמהבקצאתלהאיץאפשראי,תרופהאיןעודכל𝛾

ההדבקהקצבאתלהורידצריך𝛽

מדביקחולהכל𝛽𝑆אנשים

במגעלהדבקהסיכוי*יומייםמגעיםמספר=הדבקהקצב

(הבריאותמשרד)5פיהיומייםהמגעיםמספראתמורידסגר

אםאפילו,לכןR0=4,אתהורידהסגרR01-למתחת

אתיותרעודמוריד,לחוליםשנחשפוכאלה/חוליםשלבידודR0

אתיותרעודמורידולכן–במגעההדבקהסיכויאתמורידאלקוגלR0

לדעוךאמורבישראלהחוליםמספר,לכן

0 :R
N




'( )S t SI 
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הסגר לא עובד בישראל

עלייהישעדיין

החוליםבמספר

אתהורידלאהסגר

R01-למתחת

42

17.4.2020-לנכון

השבתת מערכת החינוך

12.3.2020



הסגר כן עובד בתל אביב

החוליםבמספרירידה

אתהורידכןהסגרR0

1-למתחת

𝐼

𝑅

43

17.4.2020-לנכון



?מה קורה בערים אחרות

44

נתוניםבהשגתקושי



?מה קורה בערים אחרות

45

9.4.2020 10.4.2020

נתוניםבהשגתקושי



A Tale of Three Cities

בישראלהקורונהשלהסיפורתמציתזו
46

17.4.2020-לנכון



?הקורונהעבורשימושיSIRהאם

S I R

"בתלויההמודל"שימושיות:

לענותנועדהמודלשעליהשאלה1.

כן–המדינהברמתאסטרטגיותניתוח/תחזיות1.

לא-שונותעריםביןהבדלים2.

–הדיוקרמת2.

"חשוביםדבריםמדייותר"מזניח–נמוכה1.

המודלשלהפשטותמידת3.

חשובותתובנותלקבלקללכן–מקסימלית1.

47

0

0

'( ) ( ) ( )

'( ) ( ( ) 1)

'( ) ( )

s t R s t i t
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מודלSIRלמגיפות

מודלBassחדשיםמוצריםעבור

מודלBass-SIRקורונה+סולרייםפנליםעבור

מודלBass-SIRגרףעל

מבנה ההרצאה

48



מכירות  

שבועיות

תוכנהשלשבועיותמכירות

(שנים)זמן 
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מכירות  

שבועיות

תוכנהשלשבועיותמכירות

(שנים)זמן 

השתמש בנתוני המכירות של החודשים הראשונים כדי : מטרה

אתלחזות

מספר הרוכשים בהמשך

פוטנציאל השוק

ניהול/שיווק/בעיה קלאסית בכלכלה

בס: מודל מתמטי ראשוןBass(1969)
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בסמודלשלפיתוח

-מוצר חדש מושפעת מ(  לקנות)החלטה לאמץ 

...(, בטלויזיהכתבות , פרסומות)השפעות חיצוניות 1.

"( מפה לאוזן)"על ידי אנשים שכבר קנו את המוצר השפעות פנימיות 2.

 (, רכב אוטונומי, אייפון)שלא היו קיימים קודם מוצרים...

עיקר ההתפשטות מפה לאוזן
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בסמודל

N-גודל האוכלוסייה

I(t)– מספר המאמצים(adopters )בזמן רשל המוצt

S(t) = N-I(t)-מספר האנשים שטרם קנו

a non-adopter 
'( ) ( ) Prob

adopts at time t
I t S t

 
   

 

a non-adopter 
Prob ( )

adopts at time t

q
p n t

M

 
  

 

external influences 
parameter

internal influences 
parameter

a non-adopter 
Prob ( )

adopts at time t

q
p I t

N

 
  

 

חיצוניותפרמטר של השפעות 

פרמטר של השפעות פנימיות
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i(t) = I(t)/N   :ה יחלק של המאמצים מתוך האוכלוסי

 בת"במשוואה-N

מפורשפיתרון

 
( )

'( ) ( ) ( ) , (0) 0

S t

q
I t N I t p I t I

N


 
    

 

  '( ) 1 ( ) ( ) , (0) 0i t i t p qi t i   

בסמודל

( )

( )Bass

1
( )

1

p q t

p q tq

p

t e
i

e
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iBass

בסמודל

( )

( )Bass

1
( )

1

p q t

p q tq

p

t e
i

e

 

 






 עקום בצורתS

54



( )

( )Bass

1
( )

1

p q t

p q tq

p

t e
i

e

 

 




iBass

בסמודל

 עקום בצורתS

חיצונייםאימוציםרק : שלב התחלתי
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בסמודל

( )

( )Bass

1
( )

1

p q t

p q tq

p

t e
i

e

 

 




iBass

 עקום בצורתS

חיצונייםאימוציםרק : שלב התחלתי

(מפה לאוזן)"הם פנימיים האימוציםרוב : בהמשך"
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 עקום בצורתS

חיצונייםאימוציםרק : שלב התחלתי

(מפה לאוזן)"הם פנימיים האימוציםרוב : בהמשך"

מגיעים לרוויה, בסוף

בסמודל

( )

( )Bass

1
( )

1

p q t

p q tq

p

t e
i

e

 

 




iBass
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מודלSIRלמגיפות

מודלBassחדשיםמוצריםעבור

מודלBass-SIRקורונה+סולרייםפנליםעבור

מודלBass-SIRגרףעל

מבנה ההרצאה

58



59

סולרייםפנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות של כל ההתקנות: מאגר נתונים ייחודי

Bollinger and Gillingham(2012 :)  המנבא העיקרי להתקנה של

פאנל סולרי חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל סולרי
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Graziano and Gillingham(2014):דועכתהשכניםהשפעת

הזמןעם

הפאנליםאת"לראותמפסיקים"מאמצים-הלא

זהעללדברמפסיקיםהמאמצים

בסבמודלהשכניםבהשפעתהדעיכהאתנשלבאיך?

המאמציםשל"החלמה"
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בסמודל

(2016,פיביך)הבאןבאופנרחיב

השכניםבהשפעתהדעיכהשילוב

S

לא קנו

S
לא קנו

I
קנו

"מדבקים"

R
קנו

"מדבקים"לא 

I
קנו

"מדבקים"

(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   '( ) ( ) , '( ) ( ) )( ( ) '() ) (,s t s p qi t i t s t p qi t i t r t i t      
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בסמודל

(2016,פיביך)הבאןבאופנרחיב

השכניםבהשפעתהדעיכהשילוב

S

לא קנו

S
לא קנו

I
קנו

"מדבקים"

R
קנו

"מדבקים"לא 

I
קנו

"מדבקים"

(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   '( ) ( ) , '( ) ( ) )( ( ) '() ) (,s t s p qi t i t s t p qi t i t r t i t      
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בסמודל

(2016,פיביך)הבאןבאופנרחיב

השכניםבהשפעתהדעיכהשילוב

S

לא קנו

S
לא קנו

I
קנו

"מדבקים"

R
קנו

"מדבקים"לא 

I
קנו

"מדבקים"

(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   '( ) ( ) , '( ) ( ) )( ( ) '() ) (,s t s p qi t i t s t p qi t i t r t i t      
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(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   ' , ' , 's s p qi i s p qi i r i       

"החלמה"אימוץ מוצרים עם 
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(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   ' , ' , 's s p qi i s p qi i r i       

 כאשר𝛾 = 𝑠עם )מקבלים את מודל בס , 0 = 1 − 𝑖)

"החלמה"אימוץ מוצרים עם 

 ' 1 ( )i i p qi  
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(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   ' , ' , 's s qi i s r ip p qi i       

 כאשר𝛾 = 𝑠עם )מקבלים את מודל בס , 0 = 1 − 𝑖)

כאשרp = 𝑞)עם )SIRאת מודל מקבלים 0 = 𝑅0, 𝛾 = 1

"החלמה"אימוץ מוצרים עם 

 ' 1 ( )i i p qi  

0 0' , ' ( 1), 's R si i i R s r i    
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(2016, פיביך)מודל מתמטי 

   ' , ' , 's s p qi i s p qi i r i       

 כאשר𝛾 = 𝑠עם )מקבלים את מודל בס , 0 = 1 − 𝑖)

כאשרp = 𝑞)עם )SIRאת מודל מקבלים 0 = 𝑅0, 𝛾 = 1

 מודלBass-SIR

"החלמה"אימוץ מוצרים עם 

 ' 1 ( )i i p qi  

0 0' , ' ( 1), 's R si i i R s r i    
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Bass-SIRמול SIR: השוואה

 

 

' , (0) 1

' , (0) 0

' , (0) 0 
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Bass - SIR

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1), (0) 0

' , (0) 0
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SIR
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' , (0) 1

' , (0) 0

' , (0) 0 

s s p qi s
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r i r





   

   

 

Bass - SIR

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR

חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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' , (0) 1

' ,

' , (0) 0 

(0) 0

s s p qi s

i s p qi i
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Bass - SIR

חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

 חולה אפס"אין"

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

 חולה אפס"אין"

  יצירה רציפה בזמן של מאמצים חיצוניים

(p)

מוצרים חדשים

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR

 

 ' (

' , (0) 1

,

' , (0)  

0)

0

0

s s qi s

i s qi i

r

i

i r

p

p 





   

  

 

Bass - SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

?האם ההבדל הזה מהותי

 חולה אפס"אין"

  יצירה רציפה בזמן של מאמצים חיצוניים

(p)

מוצרים חדשים

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR
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Bass - SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

מגפה מתפשטת רק אם𝑅0 > 1

לא כולם חולים, בסוף

?האם ההבדל הזה מהותי

 חולה אפס"אין"

  יצירה רציפה בזמן של מאמצים חיצוניים

(p)

מוצרים חדשים

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR
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' , (0)  
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p
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Bass - SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

מגפה מתפשטת רק אם𝑅0 > 1

לא כולם חולים, בסוף

?האם ההבדל הזה מהותי

 חולה אפס"אין"

  יצירה רציפה בזמן של מאמצים חיצוניים

(p)

מוצרים חדשים

 בסוף -התפשטות לא יכולה להיעצר

"חולים"כולם 

  פרמטרים משפיעים רק על קצב התהליך

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s

r i r

i

   

 







SIR
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Bass - SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה
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חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

מגפות

מגפה מתפשטת רק אם𝑅0 > 1

לא כולם חולים, בסוף

?האם ההבדל הזה מהותי

 חולה אפס"אין"

  יצירה רציפה בזמן של מאמצים חיצוניים

(p)

מוצרים חדשים

 בסוף -התפשטות לא יכולה להיעצר

"חולים"כולם 

  פרמטרים משפיעים רק על קצב התהליך

0

0

' , (0) 1 (0)

' ( 1),

' , (0) 0

(0) 0

s R si s i

i i R s
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Bass - SIR

Bass-SIRמול SIR: השוואה

?איזה מודל נכון לקורונה
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(באחוזים)חולים מאומתים חדשים 
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Bass-SIRמול SIR: השוואה
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Bass - SIR
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SIR

חולה אפס"-הדבקה מתחילה מ"

פנימיות"כל ההדבקות הן , לאחר מזה"

 בסיןמתאר את הקורונה

 חולה אפס"אין"

 יצירה רציפה בזמן של מאמצים

(p)חיצוניים 

 בישראלמתאר את הקורונה
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הרבההקורונהבסין,כיום

Bass-SIR-למתאימהיותר
SIR-למאשר

13.4.2020" הארץ"
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SIRממודל"שימושי"יותרBass-SIRמודל
...,ב"ארה,סין,בישראלהקורונהעבור

חולים מבחוץ" ייבוא"כי לוקח בחשבון , יותר מדויק

 ג על המחלה בישראל"בנתב" המדיניות "מאפשר לנתח השפעה של

 בקליפורניההקורונה באוהיו על של אי הפעלת סגר מאפשר לחזות את  ההשפעה

יותר מדויק עבור ניתוח אסטרטגיות יציאה

...
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מודלSIRלמגיפות

מודלBassחדשיםמוצריםעבור

מודלBass-SIRקורונה+סולרייםפנליםעבור

מודלBass-SIRגרףעל

מבנה ההרצאה
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אוכלוסייהקבוצותשלמודל(compartmental model)

Bass-SIRמודל 

S(t)
מאמציםלא 

I(t)
מאמצים

"מדבקים"

R(t)
מאמצים

"מדבקים"לא 

   '( ) ( ) , '( ) ( ) ( ) ( ), '( ) ( )s t s p qi t i t s t p qi t i t r t i t       
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אוכלוסייהקבוצותשלמודל(compartmental model)

:סמויההנחה

"הבריאיםכלעלמשפיעיםהחוליםכל"

Bass-SIRמודל 

S(t)
מאמציםלא 

I(t)
מאמצים

"מדבקים"

R(t)
מאמצים

"מדבקים"לא 

   , '( ) ( ) ( ) ( ), '( ) ( )( )'( ) s p is iq t s t p qi t t r t i ti tt        
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סולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות של : מאגר נתונים ייחודי

כל ההתקנות

Bollinger and Gillingham(2012  :)

המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי 

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי



85

סולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות של : מאגר נתונים ייחודי

כל ההתקנות

Bollinger and Gillingham(2012  :)

המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי 

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי

 במודל לכן נשתמשBass-SIR מימדי-דו  ,

וכל בית יכול  ,הוא ביתקודקודשבו כל 

שעדיין  )להיות מושפע מהשכנים שלו 

"(מדבקים"



At t0=0, all nodes j=1,2,…, N are non-adopters

for tk=dt,2dt,…

end                                                     

מימדי-דוBass-SIRמודל

k k

  recovers at
Prob

( , )t t

j

dt
rdt

 
 

 

 
k k

  adopts at
Prob # o contagiof  neighbors of  at time t

( , ) 4t t
us k

j q
pdt j dt

dt

 
  

 

S(t)
מאמציםלא 

I(t)
מאמצים

"מדבקים"

R(t)
מאמצים

"מדבקים"לא 

 אוכלוסיהשל קבוצות ( דטרמיניסטי)כבר לא מודל

 סטוכסטימודל דיסקרטי

j
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קורונהשלהתפשטותסולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל ההתקנות

 המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי

 לכן נשתמש במודלBass-SIR דו-

וכל  , הוא ביתקודקודשבו כל , מימדי

בית יכול להיות מושפע מהשכנים שלו 

"(מדבקים"שעדיין )
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קורונהשלהתפשטותסולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל ההתקנות

 המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי

 לכן נשתמש במודלBass-SIR דו-

וכל  , הוא ביתקודקודשבו כל , מימדי

בית יכול להיות מושפע מהשכנים שלו 

"(מדבקים"שעדיין )

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל החולים 

כרגע לא זמין לחוקרים, קיים
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קורונהשלהתפשטותסולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל ההתקנות

 המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי

 לכן נשתמש במודלBass-SIR דו-

אשר  הוא ביתקודקודשבו כל , מימדי

יכול להיות מושפע מהשכנים שלו  

"(מדבקים"שעדיין )

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל החולים 

כרגע לא זמין לחוקרים, קיים

89
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קורונהשלהתפשטותסולרייםפאנליםשלהתפשטות

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל ההתקנות

 המנבא העיקרי להתקנה של פאנל סולרי

חדש הוא קיום שכן שכבר התקין פאנל  

סולרי

 לכן נשתמש במודלBass-SIR דו-

וכל  , הוא ביתקודקודשבו כל , מימדי

בית יכול להיות מושפע מהשכנים שלו 

"(מדבקים"שעדיין )

תאריכים וכתובות  : מאגר נתונים ייחודי

של כל החולים 

כרגע לא זמין לחוקרים, קיים

 קיום בן הוא העיקרי להדבקה המנבא

שכן חולה/משפחה

 נשתמש במודל לכןBass-SIR דו-

וכל  , אדםהוא קודקודשבו כל , מימדי

להיות מושפע מהשכנים שלו  אדם יכול 

"(מדבקים"שעדיין )



מימדי-דוBass-SIRמודל

o – חולים מדבקים

o - מחלימים

אפס אחדשל התפשטות המחלה מחולה סימולציה 

בזמןהדינמיקההבנתלצורךקריטיהואמרחביאפקט

יציאהאסטרטגיותולכן,לוקליתתופעההיאהקורונההתפשטות

בחשבוןזהאתלקחתצריכותאופטימליות

זמן
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על ההתפשטות( boundaries)השפעה של שפות 
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גבול חיצוני

מכשול פנימי

גבול מוניציפלי



חורעםשפההשפעת:מימדי-דוBass-SIRמודל

93

...,איילוןנתיבימעלרגלהולכימעבר,גשרעםנהר,למשל•



At t0=0, all nodes j=1,2,…, N are non-adopters

for tk=dt,2dt,…

end        

קינטיתתורה

k k

  recovers at
Prob

( , )t t

j

dt
rdt

 
 

 

 וסטוכסטימודל בס על גרף הוא דיסקרטי

 דטרמיניסטיח"מדהאם ניתן לקרב על ידי?

משוואת החום< -בראוניתתנועה : השראה

 עם –מימדי-מקרה חדעבור כןSamuel Nordmann

 מימדי-מקרה דו–אתגר

 עבור הקורונה" תחזית מזג אויר"–יישום

j

 
k k

  adopts at
Prob # o contagiof  neighbors of  at time t

( , ) 4t t
us k

j q
pdt j dt

dt
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פתוחותבעיות–הקורונהבשירותBass-SIRמודל
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גלובליותתחזיותביצועלצורך,אוכלוסיהקבוצותשלBass-SIRבמודלשימוש•

הקורונהעבור(מדינה)

שונותמדינותביןהשוואה•

(שכונה,עיר)לוקליותתחזיותביצועלצורך,מימדי-דוBass-SIRבמודלשימוש•

הקורונהעבור

(וכתובותתאריכים)חוליםבנתונישימושידיעלקליברציה•

Bass-SIRמודלבעזרתיציאהאסטרטגיותניתוח•

?אופטימליתאסטרטגיהשלההגדרהמהי•

לאסטרטגיההאוכלוסייהשלהתגובהשילוב•

המודלשלשונותהרחבות•

העבודהבמקומות"ערבוב"עםשכניםהשפעתשילוב•

ב"ארהשלמדינותעבורBass-SIRמשוואות50שלמצומדתמערכות•

•....
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