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.úåìåò�å íéøáâìà íéðáî .1:íéáéëø äùåìùî äéåðáä úëøòî àåä éøáâìà äðáî :1.1 (úéìîøå� àì) äøãâä,ä÷éø àì äöåá÷ (à),úåìåò� (á).úåîéé÷î úåìåò�äù íé÷åç (â)íò ,(íééùîî íéø�ñî) R :1.2 äîâåã,ì�ëä úìåò�å øåáéçä úìåò�.ãåòå ,âåìé�ä ÷åç ,ì�ëä ìùå øåáéçä ìù úåé�åìéç :íé÷åçå:(øúåéä ìëì íéúù åà úçà) úåéøðéá úåìåò� íò íéðáîá ÷ø ïåãð åðàä÷úòää àéä R ìò øåáéçä úìåò� ìùîì .π: S × S → S ä÷úòä àéä S äöåá÷ ìò úéøðéá äìåò� :1.3 äøãâä
π(a, b) = c íå÷îá ë"ãá ,S ìò äìåò� àéä π íà :äìåò� ïåîéñ .(a, b) 7→ a+ b éãé ìò úøãâåîä R×R → Réìá - ë"ãá äùòð êëå - åìé�à åà ,◦, ·,+ ïåâë íéðîéñá íéøçåá π ïåâë úåéúåà íå÷îá øùàë ,aπb = c íéîùåø.R-á ì�ëá ab = c íåùéøä ïåâë ,ïîéñàì äöåá÷ S éäú :íéîåùé äáøä íäì ùéù ,íäáù íéáåùçá ïåãð .íééøù�à íé÷åç äáøä ùé .íé÷åç :1.4 äøãâä.(ïîéñ éìá) úéøðéá äìåò� íò ä÷éø.a, b ∈ S ìëì ab = ba íéé÷úî íà :(úåéáéèèåîå÷) óåìéçä ÷åç.a, b, c ∈ S ìëì (ab)c = a(bc) íéé÷úî íà :(úåéáéèàéöåñà) óåøéöä ÷åç.(f ◦ g)(x) = f(g(x)) éãé ìò {f : X → X} äöåá÷ä ìò ◦ úéøðéá äìåò� øéãâðå ,äöåá÷ X éäú :1.5 äîâåã:úéáéèàéöåñà àéä êà ,(!÷åãá) úé�åìç äðéà ë"ãá (äáëøä) åæ äìåò�,((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))).(f ◦ (g ◦ h))(x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x)))

S ìò íéé÷úî æà ,◦ úéáéèàéöåñà äìåò� S ìò íà :1.5 äðòè
a1 ◦a2 ◦ · · · ◦an éåèéáä áåùéçá úåìåò�ä òåöá øãñ æà ,a1, a2, . . . , an ∈ S, n ≥ 2 éäé :áçøåîä óåøéöä ÷åç.(äæ éåèéáá íééøâåñä ìò øúååì øù�à - úåìåò�ä òåöá øãñ ìò íéøåî ë"äñá íééøâåñäå úåéä - øîåìë) .äàöåúä úà äðùî åðéàäéö÷åãðéàá çéðð (.ìéâøä óåøéöä ÷åç àåä n = 3 äø÷î) .úçà äìåò� ÷ø ùé éë ,øåøá äæ n = 2 øåáò :äçëåä
a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ an-á úåìåò�ä úà òöáð íà .m < n ìëì ,íéîøåâ m íò íééåèéá éáâì äðåëð äðòèä éë
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äàöåúä úà ìá÷ð æà 1 ≤ k < n øùàá ak+1 ïéáì ak ïéá äðîéñù åæ äéäú äðåøçàä äìåò�äù äæë ï�àáåðéìò ïëì .(íé�ñåð íééøâåñ áåúëì êøåö ïéà äéö÷åãðéàä úçðä é�ì) (a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ ak) ◦ (ak+1 ◦ · · · ◦ an)
1 ≤ k, l < n ìëì çéëåäì

.(a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ ak) ◦ (ak+1 ◦ · · · ◦ an) = (a1 ◦ a2 ◦ · ◦ al) ◦ (al+1 ◦ · · · ◦ an) (1)úçðä é�ì .w = al+1 ◦ · · · ◦ an, v = ak+1 ◦ · · · ◦ al, u = a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ ak, ïîñðå ,k < l ë"äá.ìéâøä óåøéöä ÷åç é�ì ïåëð äæå ,u ◦ (v ◦ w) = u ◦ (v ◦ w) -ì ìå÷ù (1) ,äéö÷åãðéàäàåä íà .a ∈ S ìëì ea = ae = a íà S ìò äìåò�ì ñçéá (äãéçé øáà :íâ) éìøèéð àø÷ð e ∈ S :1.6 äøãâä.e = ee′ = e′ æà éìøèéð e′ íâ íà ,ïëà :ãéçé àåä ,íéé÷ñçéá úéìøèéð úåäæä ú÷úòä ,(Z) R-á øåáéçì ñçéá éìøèéð 0 ,(N) R -á ì�ëì ñçéá éìøèéð 1 :1.7 úåàîâåã.{f : X → X}-á äáëøäìíéé÷ íà êé�ä àø÷ð a ∈ S øáà .e ∈ S éìøèéð øáà íòå úéáéèàéöåñà úéøðéá äìåò� íò äöåá÷ S éäú :1.8 äøãâä(b = be = bab′ = eb′ = b′ æà ab′ = b′a = e íâ íà) ãéçé àåä äæë b øáà .ab = ba = e-ù êë b ∈ S.a−1 ïîåñéå a ìù éë�åää àø÷éé àåäå
a ìù éë�åääå R-á øåáéçì ñçéá êé�ä R-á øáà ìë .R-á ì�ëì ñçéá êé�ä R-á 0-î äðåù øáà ìë :1.9 úåàîâåã.ìòå ò"çç àéä í"îà äëé�ä {f : X → X}-á f äéö÷ðå� .−a àåä.úéáéèàéöåñà úéøðéá äìåò� íò ä÷éø àì äöåá÷ àéä (semigroup) äãåâà :1.10 äøãâä.êé�ä øáà ìë åá ãéàåðåî àéä (group) äøåáç .éìøèéð øáà íò äãåâà àéä ãéàåðåî.êé�ä àåä øáà ìëå éìøèéð øáà ùé äá ,úéáéèàéöåñà úéøðéá äìåò� íò ä÷éø àì äöåá÷ àéä äøåáç ,øîåìë.úé�åìéç äìåò�ä íà (úéìÆa·à :íâ) úé�åìéç úàø÷ð äøåáç:1.11 úåøåáç ìù úåàîâåã.ì�ëä úìåò� íò {1} ,{±1} (à)æà + úðîåñîù äìåò� íò úé�åìç äøåáç G íà .(−n àåä n ìù éë�åää ,0 éìøèéðä øáàä ,+ äìåò�ä) Z (á).(−a :ïåîéñ) éãâðä àø÷ð éë�åääå ,(0 :ïåîéñ) ñ�àä øáà àø÷ð éìøèéðä øáàä.F = R ,ìùîì ,F äãù ìù F ìù F× úéì�ëä äøåáçäå F+ úéøåáçä äøåáçä (â).àáä ÷ø�á èø�ð .(n-á ÷åìéç øçàì íéîìù ìù úåéøàùä ìù) Z/nZ ìù úéøåáéçä äøåáçä (ã)ïîåñú .F åäùìë äãù ìòî - øúåé éììë ï�åàá - åà ,R ìòî n × n øãñî úåëé�ää úåöéøèîä úøåáç (ä).Gln(F )
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:øîåìë ,äáëøää úìåò� íò S(X) = {f : X → X| ìòå ò"çç f} X äöåá÷ ìù úåøåîúä úøåáç (å).(α ◦ β)(x) = α(β(x)).{1, . . . , n} ìù úåøåîúä úøåáç :Sn úéøèîéñä äøåáçä (æ)àéä S3 ,ìùîì ,êë .i 7→ ki äøåîúä úà ïîñî - (
1 2 3 · · · n
k1 k2 k3 · · · kn

) :äøåîú ìù ïåîéñ
.
{(

1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

) }íéé÷úîå
.

(
1 2 3
1 3 2

) (
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)úà ä÷éúòîù äøåîúä àéä– äæî äæ íéðåù a1, . . . , ar ∈ {1, . . . , n} øùàá– (a1a2 . . . ar) ÷åùéç.íîöòì íéøáàä øàù ìë úàå ,a1-ì ar úà ,ar-ì ar−1 úà , . . . , ,a3-ì a2 úà ,a2-ì a1

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2) úåèðéãøåàå÷ä é�ì äìåò�ä íò G×H æà ,úåøåáç éúù G,H íà (ç).ïééì÷ úøåáç úàø÷ð Z/2Z × Z/2Z ,èø�á .äøåáç àéäúåìåò�ä úà úøîåù àéä íà íæé�øåîåîåä úàø÷ð ϕ: G→ H ä÷úòä .íééøáâìà íéðáî G,H åéäé :1.12 äøãâä(øåáéçå ì�ë ïä úåìåò�ä íà) øîåìë ,úåîéàúîä
a, b ∈ G ìëì ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

a, b ∈ G ìëì ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b).ìòå ò"çç àåä íà íæé�øåîåæéà àø÷ð ϕ: G→ H íæé�øåîåîåä.úåøåáç íæé�øåîåæéà àéä (12) 7→ −1, 1 7→ +1 éãé ìò äðåúðä ψ: S2 → {±1} :1.13 äîâåãàéä (12), (23), (31) 7→ −1 -å ,(123), (132), 1 7→ +1 éãé ìò äðåúðä ψ: S3 → {±1}.úåøåáç íæé�øåîåîåä.b = c æà ba = ca åà ab = ac íà .a, b ∈ G åéäéå äøåáçG éäú :(íåöîöä ÷åç) 1.14 ìéâøú.(ïéîéî) ìàîùî a−1 -á ïåúðä ïåéåùä úà ì�ëä :äçëåäéæà .úåøåáç íæé�øåîåîåä ϕ: G→ H éäé :1.15 äîì.äãéçéä éøáà íä eG ∈ G , eH ∈ H øùàá , ϕ(eG) = eH (à).g ∈ G ìëì ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1 (á):äçëåä. ϕ(eG) = eH íåöîöä øçàìå , ϕ(eG)ϕ(eG) = ϕ(eGeG) = ϕ(eG) = eHϕ(eG) (à). ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1 ïëì , ϕ(g−1)ϕ(g) = ϕ(g−1g) = ϕ(eG) = eH (á)
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àéä óà ϕ−1: H → G äëå�ää ä÷úòää éæà .íééøáâìà íéðáî ìù íæé�øåîåæéà ϕ: G → H éäé :1.16 äîì.íæé�øåîåæéàúøãâåî ϕ: G → H úåöåá÷ ú÷úòä ìù ϕ−1: H → G äëå�ää ä÷úòää :úåöåá÷ä úøåúî øéëæð℄ :äçëåä:íéé÷úî . ϕ(ϕ−1(h)) = h íéé÷îä G ìù ãéçéä øáàä àåä ϕ−1(h) :àáä ï�àá úàæå ,ìòå ò"çç ϕ øùàë[.äîàúäá ,G,H ìù úåäæä úå÷úòä ïä 1G, 1H øùàá ,ϕ−1 ◦ ϕ = 1G , ϕ ◦ ϕ−1 = 1H

, ϕ(ϕ−1(h1)ϕ
−1(h2)) = ϕ(ϕ−1(h1))ϕ(ϕ−1(h2)) = h1h2 = ϕ((ϕ−1(h1h2)).ϕ−1(h1h2) = ϕ−1(h1)ϕ

−1(h2) ,ò"çç ϕ-ù ììâá ,ïëì
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(ïééì÷ úøåáç íò ïåòùòù) úáùçîä ÷çùî .2åá õò çåì éáâ ìò ,íéäæ ÷çùî éìë 32 úøæòá ,ãçà ï÷çù éãé ìò ÷çåùî (solitaire, solitary) úáùçîä ÷çùîøåçì èø� (àìî ìåâéò éãé ìò ïîåñî) øåç ìëá éìë ùé éúìçúää áöîá .(ïéîé ãöá äèîì íéùøúä äàø) íéøåç 33 ùé.(÷éø ìåâéò éãé ìò íéùøúá ïîåñî) òöîàá,äøåçà åà äîéã÷ ,äìàîù ,äðéîé íéøåç éðù ãçà éìë øéáòäì ï÷çùä ìåëé ÷çùîá áöî ìëá :÷çùîä êìäîéìëä úà çåìäî ÷ìñì ï÷çùä áééç ïëî øçàì ãéî .ñå�ú − øáò éìëä åéìòî øåçäå éåð� ùãçä øåçäù éàðúá
c éìëä úà ÷ìñìå òöîàá øåçì a ïîåñîä éìëä úà øéáòäì ï÷çùä ìåëé äìçúäá ,ìùîì êë) .øáò àåä åéìòîù.êìäî ìë éøçà 1-á çåìä ìò íéìëä ø�ñî ïè÷ êëá (.çåìäî,ãçà ïøöé é�ì ,àåä ï÷çùä ïåéö .çåìä ìò íéìë úåç�ù äîëì òéâäì :÷çùîä úøèî,éæëøîä øåçá àåäå çåìä éáâ ìò ãçà éìë øàùð íà − ïåàâ,æëøîá àì êà ,çåìä éáâ ìò ãçà éìë øàùð íà − ïéåöî.çåìä éáâ ìò íéìë éðù åøàùð íà − ãàî áåè

• • •
• • •

• • • • •
• • • • • • • • •
• • • • ◦ • • • •
• • • • • • • • •

• • • • •
• • •
• • •

• • •
• • •

• • • • • • •

• • • ◦ •c •aoo •

• • • • • • •
• • •
• • •úø�åùîä äñøâä éøå÷îä ÷çùîäìù øúåé úîëçåúîå äùãç äñøâ àéöåäì íéåñî íé÷çùî ïøöé èéìçä úîãå÷ä äàîä ìù (?)íéðåîùä úåðùáãöî ìéòì íéùøúä äàø − êáåñî øúåé äéä çåìäù ÷ø ,éøå÷îä ÷çùîá åîë íéììëä íúåàá øáåãî äéä .÷çùîä.ìàîùæà äéäù éî ,óãçìà éìà òé�åä íù ,(äðùéä) "÷èåáìë" äéæéåìèä úéðëúá äðåùàøì éúãîì ùåãéçä ìòøù�à éà ììë òåãî íé�åöä ìä÷ì øéáñäì äñéð àåä .ïåéðëèá øåñ�åø� åðä íåéäå åðìöà (?èðøèñî åà) èðøåè÷åã!òöîàá àì åà òöîàá ,ãçà éìë íò "ø�åùîä" ÷çùîä úà íééñì?åæ äð÷ñîì òéâä àåä ãöéë
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:àáä ì�ëä çåì íò 4 øãñî K = {1, a, b, c} äøåáçä éäåæ .ïééì÷ úøåáçá ïðåáúð øáñää êøåöì
· 1 a b c
1 1 a b c
a a 1 c b
b b c 1 a
c c b a 1ïëà K-ù ÷åãá) .éùéìùä úà úðúåð a, b, c ïéáî íéðù ìë úì�ëîå a2 = b2 = c2 = 1 ,úé�åìéç K :øîåìë(.äøåáç:ïî÷ìãë K éøáàá ÷çùîä çåìá íéøåçä úà ïîñð

a b c

b c a

b c a b c

a b c a b c a b c

b c a b c a b c a

c a b c a b c a b

c a b c a

b c a

c a b?÷çùîä úìéçúá íéñå�úä íéøåçä ìë ìù K-á äì�ëîä éäî (à)?÷çùîá êìäî ìë éøçà åæ äì�ëî äðúùî êéà (á)?÷çùîä óåñá íéñå�úä íéøåçä ìë ìù K-á äì�ëîä éäî (â)?çåì ìò ãçà éìë ÷ø äéäé åá áöîì òéâäì øù�à éà òåãî (ã)"íèîåèî" úåéäì êéøö çåìä æëøîá àìù ãçà éìë íò íééñù éî ìù åðåéö ,éøå÷îä ÷çùîáù íéðòåè øáã éðéáî (ä)?òåãî ."ïéåöî" íå÷îáøúåé ú÷éåãî äáåùú ìá÷ì éãë çåìä ìù äéøèîéñá íâ ùîúùä ?ïåøçàä éìëä àöîéäì ìåëé ììëá ïëéä :æîø)(.åæ äìàù ìòíéøáãä úà ìéëî íâ øùà ,øîàî áúë é÷öåèñåìàéá äéøà '�åø� éãéãéù éì òãåð ,äæ ÷ø� éúáúëù éøçà :äøòääàø .(úáùçîä ÷çùî ìò íé�ñåð íéèø� ãåò äàøðëå) ìéòì íéøåîàä
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Arie Bialostocki, An Application of Elementary Group Theory to Central Solitaire, The

College Mathematics Journal 29 (1999), 208–212.
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.úåãù ,íéâåç .3øáòî úö÷å - úåøåáç ìò ãåîìì ìéáùá åðì õåçðù äî ÷ø àìà ,úåãùå íéâåçá äöîî ìå�éè úúì äððéà äæ ÷ø� úøèî.úéøàðéì äøáâìàî íéøëåî íöòá (íìåë àì íà) íéøáãä áåø .äæìàåä R-ù êë ,(ïîéñ éìá) ì�ëå (+) øåáéç :úåéáéèàéöåñà úåéøðéá äìåò� éúù íò R äöåá÷ àåä âåç :3.1 äøãâä:âåìé�ä é÷åç íéîéé÷úîå øåáéçì ñçéá úé�åìç äøåáç
a, b ∈ R ìëì a(b+ c) = ab+ ac

.a, b ∈ R ìëì (b+ c)a = ba+ ca .é�åìéç ì�ëä íà é�åìéç àø÷ð âåç.ì�ëì ñçéá éìøèéð øáà åá ùé íà äãéçé íò âåç àø÷ð àåä.a, b ∈ R ìëì ab 6= 0 ⇐ a 6= 0, b 6= 0 :íéé÷úî åá ñ�àî äðåù äãéçé íò é�åìéç âåç àåä úåîìù íåçú
0 6= a ∈ F ìëå ,0 6= 1 äãéçé íò é�åìéç âåç F ,øîåìë .ì�ëì ñçéá úé�åìç äøåáç F r{0} åá âåç àåä F äãù.êé�ä.a ∈ R ìëì a0 = 0 = 0a :íé÷úî R âåç ìëá :3.2 äøòä;(äãéçé íò ,é�åìéç èø�á) úåîìù íåçú àåä Z :3.3 úåàîâåã;úåîìù íåçú àåä äãù ìë ;úåãù íä Q,R,C;äãéçé íò ,é�åìéç àì âåç àåä äãù ìòî úåöéøèîä óñà;((a+b

√
2)(a/(a2−2b2)−b

√
2/(a2−2b2)) = 1 éë) äãù àåä Q(

√
2) = {a+b

√
2| a, b ∈ Q}:R åäùìë âåç ìòî (ãçà äðúùîá) íéîåðéìå� âåç.R[X] =

{
f(X) =

∞∑

n=0

anX
n = a0+a1X+a2X

2+· · · | n ùéå a0, a1, a2, . . . ∈ R

an+1 = an+2 = . . . = 0-ù êë }.ñ�àä íåðéìå� àø÷ð f(X) æà n ≥ 0 ìëì an = 0 íà.deg(f) = max{n| an 6= 0} àéä f(X) =
∑∞
n=0 anX

n 6= 0 ìù äìòîä:øåáéç
(a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3 · · ·) + (b0 + b1X + b2 +X2 + b3X

3 · · ·) =

(a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X
2 + (a3 + b3)X

3 + · · ·:ì�ë
(a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3 · · ·)(b0 + b1X + b2 +X2 + b3X

3 · · ·) =

a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + (a0b2 + a1b1 + a2b0)X
2 + (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)X

3 + · · ·
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.k > n ìëì ak = 0 íà anXn + · · · + a1X + a0-ë ∑∞
n=0 anX

n øáà íéáúåë ë"ãáàåä .äãéçé íò âåç R íà ,äãéçé íò âåç àåä .é�åìéç R íà ,é�åìéç àåä .R úà ìéëî àåäå âåç àåä R[X] :3.4 äðòè.úåîìù íåçú R íà ,úåîìù íåçú
1 = 1+0X+0X2+ . . . æà ,R ìù äãéçéä àéä 1 íà .úåé�åìéç ÷åãáð àìå âåçR[X]-ù ïàë ÷åãáð àì :äçëåä.R[X] ìù äãéçéä àéä.fg 6= 0 èø�á ,deg(fg) = deg(f) + deg(g) æà f(X), g(X) 6= 0 íà :úåîìù íåçú R éë çéðð.úåîìù íåçú R[X] íâ ïëìïúåð n-á úéøàù íò ÷åìéç .n∣∣a− b íà a ∼ b :Z ìò úåìé÷ù ñçé øéãâð .n ∈ N éäé .é�åñ âåç :3.5 äîâåã

a = nqa + ra, 0 ≤ ra < n

b = nqb + rb, 0 ≤ rb < n,[a]-á a ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî ïîñð .ra = rb ⇔ n
∣∣(ra − rb) ⇔ a ∼ b ïëì .0 ≤ |ra − rb| < n èø�áå.[0], [1], . . . , [n− 1] :íéøáà n ùé Z/nZ-á .Z/nZ-á äðîä úöåá÷ úàå,ïëà .a + b ∼ a′ + b′, ab ∼ a′b′ æà a ∼ a′, b ∼ b′ íà :Z ìò úåìåò�ä ìò øîåù ∼ ñçéäíé÷ìçúî íééåèéáä éðùå (a+ b)− (a′ + b′) = (a−a′)+ (b− b′) ,ab−a′b′ = a(b− b′)+ (a−a′)b′éãé ìò Z/nZ ìò ì�ëå øåáç úåìåò� øéãâð íàù òáåð ïàëî .n-á

[a] + [b] = [a+ b], [a][b] = [ab].(úåìé÷ùä úå÷ìçî ìù íéâöéîá äéåìú äðéà) äáåè äøãâää æà.n ≥ 2 äúòî çéðð .(äãéçéä [1] ,ñ�àä [0]) äãéçé íò é�åìéç âåç àåä Z/nZ :úåì÷á ìá÷ð äæî.n-ì øæ k í"íà êé�ä [k] :äðòè,[a][k] = [1]-ù êë a ∈ Z ùé ⇔ êé�ä [k] ,ïëà.b ∈ Z äæéà øåáò ak + bn = 1-ù êë a ∈ Z ùé⇔íéøæ k, n⇔.d = 1-ù ïàëîå d∣∣1 æà n, k-ì óúåùî íøåâ d ∈ N íà :⇐)(.äìàë a, b ùé ïëìå gcd(k, n) = 1-ù àáä ÷ø�á øáñåé :⇒.éðåùàø n í"íà úåîìù íåçú Z/nZ í"íà äãù Z/nZ :3.6 äð÷ñî:æà éðåùàø n íà :äçëåä.[k] 6= [0] ⇔ n ∤ k ⇒ n-ì øæ k ⇔ êé�ä [k]
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.úåîìù íåçú èø�áå ,äãù Z/nZ ïëìïëì .[k][l] = [n] = [0] êà ,[k], [l] 6= [0] æàå ,1 < k, l < n øùàá ,n = kl æà éðåùàø åðéà n íà.äãù àì éàãåå úåîìù íåçú åðéà Z/nZ.(R-á ì�ëì ñçéá) äøåáç àåä R× = {r ∈ R| êé�ä r} æà äãéçé íò âåç R íà :3.7 ìéâøú(.êé�ä ab íâ æà íéëé�ä a, b íà ,øîåìë ,äìåò� àåä R×-ì R ìò ì�ëä ìù íåöîöäù úåàøäì ùé ø÷éòá):3.8 úåàîâåã.Mn(C)× = Gln(C) =íéáëåøîä ìòî n øãñî úåëé�ää úåöéøèîä (à).(Z/nZ)× = {[k]| n-ì øæ k} (á).(R[X])× = R× æà úåîìù íåçú R íà (â):úåãçà úåàîâåã àéáð .íéâåç ìù (èø�áå íééøáâìà íéðáî ìù) íæé�øåîåîåä åðøãâä:3.9 úåàîâåã.íéâåç íæé�øåîåîåä àéä ψ(k) = [k] éãé ìò äðåúðä ψ: Z → Z/nZ (à)
f(u) = øéãâð f = a1 + a1X + · · ·+ anXn ∈ R[X] ìëì .u ∈ R éäéå ,äãéçé íò é�åìéç âåç R éäé (á),(f + g)(u) = f(u) + g(u), (fg)(u) = f(u)g(u)-ù úåàøì ì÷ .a1 + a1u+ · · · + anu

n ∈ R.R êåúì R[X]-î (äãéçé øîåù) íéâåç íæé�øåîåîåä àéä f 7→ f(u) äáöää ú÷úòä øîåìë.íæé�øåîåîåä àéä íéâåç éðù ïéá ñ�àä ú÷úòä (â)éæà .íéâåç íæé�øåîåîåä ϕ: G→ H éäé :3.10 äîì.ñ�àä éøáà íä 0G ∈ G, 0H ∈ H øùàá ,ϕ(0G) = 0H (à).g ∈ G ìëì ϕ(−g) = −ϕ(g) (á).êé�ä g ∈ G ìëì ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1 æà .ϕ(1G) = 1H -å äãéçé íò íéâåç G,H éë çéðð (â).G,H ìù úåéøåáéçä úåøåáçä ìù íæé�øåîåîåä ϕ éë ,úåøåáç øåáò äîåã äîìî íéòáåð (á)-å (à) äçëåä :äçëåä.(á)-ì åîë äçëåää äúåà (â)-ìåìéàë ïä H-å G æà íæé�øåîåæéà ϕ: G → H íàù àéä íæé�øåîåæéàä âùåî éøåçàî äé�åñåìé�ä :3.11 äøòäøåáò ïåëð íâ äéäé (A ⊆ G äöåá÷ ,g ∈ G øáà) G ìò øîåì ìëåðù "øáã ìë" .(íéðåù íéáéúë éðùá) äðáîä åúåà.( ϕ(A) ⊆ H äöåá÷ , ϕ(g) ∈ H øáà) ϕ(G) = H
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.íéîìùä âåçá úå÷éø� .4íéé÷î d ∈ N íà .a1, a2, . . . , ak ∈ Z åéäé :4.1 äøãâä;i ìëì d∣∣ai (à);d′∣∣d æà i ìëì d′∣∣ai-ù êë d′ ∈ N íà (á).d = gcd(a1, . . . , ak) ïîåñéå a1, . . . , ak ìù øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä àø÷é àåäíéé÷î m ∈ N íà;i ìëì ai∣∣m (à);m∣∣m′ æà i ìëì ai∣∣m′-ù êë m′ ∈ N íà (á).m = lcm(a1, . . . , ak) ïîåñéå a1, . . . , ak ìù øúåéá äðè÷ä ú�úåùîä äìå�ëä àø÷é àåä.ãéçé àåä ,íéé÷ (lcm) gcd(a1, . . . , ak) íà :4.2 äðòè.d1 = d2 ïëì ,d2

∣∣d1 íâå d1

∣∣d2 æà ,4.1 äøãâä ìù (á) ,(à) íéàðúä úà íéîéé÷î d1, d2 íà :äçëåäêë c1, . . . , ck ∈ Z íéîéé÷å íéé÷ d = gcd(a1, . . . , ak) æà .0 íìåë àì a1, . . . , ak ∈ Z åéäé :4.3 äîì.d = c1a1 + · · · + ckak -ùíéé÷ gcd(a1 − qa2, a2, . . . , ak) íà ÷øå íà íéé÷ gcd(a1, a2, . . . , ak) æà q ∈ Z íàù øéòð :äçëåä:d′ ∈ Z ìëì ,ïëà .íéååù íäéðùå.d′∣∣a1 − qa2, a2, . . . , ak ⇔ d′
∣∣a1, a2, . . . , ak.a1 ≥ · · · ≥ ak ≥ 0 åìé�àå .a1, . . . , ak ≥ 0 úåéììëä úìáâä éìá ,úéðùíà äðåëð éàãå äîìä

.a1 6= 0, a2 = a3 = · · · = ak = 0 (∗).c1 = 1, c2 = · · · = ck = 0-å d = a1 æà ,ïëàë"äá .∑i ai > 0 çéðð .(ïëúé àì) øãñá ∑
i ai = 0 äø÷îä .∑i ai ìò äéö÷åãðéàá äçëåää êùîäúçðä é�ì ,r < a2 ≤ a1-ù ïåéë .0 ≤ r < a2-å a1 = qa2 + r-ù êë q, r ∈ Z ùé .(*) úøçà ,a1, a2 6= 0é�ì .d = c1r+ c2a2 + · · ·+ ckak-ù êë c1, . . . , ck ∈ Z ùéå íéé÷ d = gcd(r, a2, . . . , ak) äéö÷åãðéàäïëì .d-ì äååùå íéé÷ gcd(a1, a2, . . . , ak) äøòää

.d = c1(a1 − qa2) + c2a2 + · · · + ckak = c1a1 + (c2 − c1q)a2 + c3a3 + · · · + ckak
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.gcd(54, 70) = 2 :4.4 äîâåã.1 6= p ∈ N éäé :4.5 äøãâäøùàá ,p = a1a2 íà :úåøçà íéìéîá .p = a1a2 -ù êë 1-î íéìåãâ a1, a2 ∈ N ïéà íà ÷éø� éà p (à).(a1 = p øîåìë) a2 = 1 åà (a2 = p øîåìë) a1 = 1 æà ,a1, a2 ∈ N.p∣∣b åà p∣∣a íéé÷úî p∣∣ab íøåáò a, b ∈ Z ìëì íà éðåùàø p (á).éðåùàø p íà ÷øå íà ÷éø� éà p :4.6 äîìïëì .a1

∣∣p ìáà .p∣∣a1 ,ìùîì ,ïëì ,p∣∣a1a2 æà .a1, a2 ∈ N øùàá ,p = a1a2 éë çéðð .éðåùàø p éäé :äçëåä.÷éø� éà p-ù çéëåî äæ .a1 = púåéììëä úìáâä éìá .p∣∣b åà p∣∣a éë çéëåäì åðéìò .p∣∣ab éëå a, b ∈ Z éë çéðð .÷éø� éà p éäé ,ê�éäì.p ∤ b éë çéðäì ìëåð .a, b ∈ N

c1, c2 ∈ Z ùé ïëì .d = 1 ,÷éø� éà p-ù ïåéë .p ∤ b-å d∣∣b éë ,d 6= p ìáà d∣∣p æà .d = gcd(p, b) éäé.p∣∣a ïëì ,.é.à ÷ìçî p-å a = apc1 + abc2 ïàëî .1 = pc1 + bc2-ù êëäãéçé äâöä ùé 0 6= a ∈ Z ìëì :4.7 è�ùî
a = up1p2 · · · pr.(äæî äæ íéðåù çøëäá àì) íééðåùàø p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pr -å u ∈ {±1} øùàá.u = 1 íò è�ùîä úà çéëåäì åðéìòå a ∈ N úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä.r = 0 ç÷éð ,a = 1 íà :a ìò äéö÷åãðéàá - :äâöää íåé÷,1 < a1, a2 øùàá ,a = a1a2 æà ,÷éø� a íà .úù÷åáî äâöä àéä a = a æà ,÷éø� éà a íà .a > 1 çéððäéö÷åãðéàä úçðä é�ì .a1, a2 < a ïëìå

a1 = p1 · · · pr , a2 = pr+1 · · · ps æàå
.a = p1 · · · pr · · · ps.úù÷åáîä äâöää úà ïúåð ïéîé óâàá íéîøåâä ìù ùãçî øåãéñ
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äçëåää ,r ≥ s ë"äá .äðåùàøì ääæ àéäù äàøðå ,a = p′1 · · · p′s äâöä ãåò ùéù çéðð :äâöää úåãéçééà p′i-ù ïåéë .pr∣∣p′i-ù êë i ùé ïëìå pr∣∣a æà r ≥ 1 íà .a = 1 ïëìå s = 0 æà r = 0 íà .r ìò äéö÷åãðéàáéúù äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .p1p2 · · · pr−1 = p′1 · · · p′i−1p
′
i+1 · · · p′s (!íåöîö) ïëìå ,pr = p′i-ù òáåð ,÷éø�.äð÷ñîä ïàëîå ,úååù äìàä úåâöääèø�=) ìëì èòîëå np ≥ 0 ,êé�ä u øùàá ,a = u

∏÷éø� éà p∈N
pnp äãéçé äâöä 0 6= a ∈ Z ìëì :ìå÷ù çåñéð.np = 0 :íé÷éø� éà p ∈ N (é�åñ ø�ñîì,0-î íéðåù a, b ∈ Z íà :4.8 ìéâøú

, a = u
∏÷éø� éà p∈N

pmp , b = v
∏÷éø� éà p∈N

pnp æà ,u, v ∈ {±1} øùàá.p ìëì mp ≤ np í"íà a∣∣b (à).gcd(a, b) =
∏÷éø� éà p∈N

pmin(mp,np) (á).lcm(a, b) =
∏÷éø� éà p∈N

pmax(mp,np) (â):äçëåä(c 6= 0 çøëäá) b = ac-ù êë c ∈ Z íéé÷ ⇔ a
∣∣b (à)[-å c = w

∏
pkp ℄ -ù êë (0 íìåë èòîë) kp ≥ 0-å w ∈ {±1} íéîéé÷ ⇔

v
∏

pnp = u
∏

pmpw
∏

pkp = uw
∏

pmp+kp

v = uw, np = mp + kp-ù êë (0 íìåë èòîë) kp ≥ 0-å w ∈ {±1} íéîéé÷ ⇔.p ìëì mp ≤ np ⇔.a∣∣c æà a∣∣bc íà :çëåä .(gcd(a, b) = 1 øîåìë) íéøæ a, b éë çéðð .ñ�àî íéðåù a, b, c ∈ Z åéäé :4.9 ìéâøú
a æà bc úà ÷ìçî a íà .c = mac+ nbc ïàëî .1 = ma+ nb-ù êë m,n ∈ Z ùé ,4.3 äîì é�ì :äçëåä.c úà íâ ïëìå ,åæ äàååùî ìù ïéîé óâà úà ÷ìçî
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úåøåáç úú .íéé÷ìç íéðáî .5ìò úéøðéá äìåò� àéä H-ì π ìù íåöîöäù øîàð ,H ⊆ G-å G äöåá÷ ìò úéøðéá äìåò� π: G×G→ G íà.g1, g2 ∈ H ìëì π(g1, g2) ∈ H íà H(. . .,äãù ,âåç ,äøåáç) äðáî àø÷ú (. . .,äãù ,âåç ,äøåáç) G éøáâìà äðáî ìù H úé÷ìç äöåá÷ :5.1 äøãâä,âåç ,äøåáç) äðáî H-å H ìò úåéøðéá úåìåò� ïä H-ì G ìò úåìåò�ä ìù íéîåöîöä íà äðáî úú åà é÷ìç.H 6= G íâå H ≤ G åùåøé� H < G ïåîéñä ;H ≤ G ïîñð .G ìò úåìåò�ì ñçéá (. . .,äãùíà ÷øå íà úé÷ìç äøåáç àéä G äøåáç ìù H úé÷ìç äöåá÷ :5.2 äîì,1G ∈ H ('à) :åà H 6= ∅ (à),ab ∈ H ⇐ a, b ∈ H :G ìò äìåò�ä úçú äøåâñ H (á).a−1 ∈ H ⇐ a ∈ H (â).1H = 1G (G-á íåöîö) ïëì ,1H1H = 1H = 1G1H íéé÷úî :('à) .øåøá - (á) ,(à) :úåéçøëä :äçëåä.a−1 ∈ H ïëì .b = a−1 àöåé G-á éë�ää úåãéçéäî .G-á a ìù éë�ää íâ àåä H-á a ìù b ∈ H éë�ää (â)(à) é�ì .úéáéèàéöåñà éàãå àéä .H ìò úéøðéá äìåò� øéãâî H-ì äìåò�ä ìù íåöîöä (á) é�ì :úå÷é�ñîùé (â) é�ì .H ìò ì�ëì ñçéá éìøèéð øáà éàãå åäæ ;1G = aa−1 ∈ H (á) é�ì ;a−1 ∈ H (â) é�ì ;a ∈ H ùé.1G-ì ñçéá éë�ä a ∈ H ìëì(.0H = 0G æà úåãù åà íéâåç H ≤ G íà) .1H = 1G æà úåøåáç H ≤ G íà :5.3 äð÷ñî.1G = 1H ,äãéçéä úåãéçé é�ì .H-á äãéçé àéä 1G :äçëåä:5.4 úåàîâåã.A3 = {(1), (123), (132)} < S3 (à).{1G} ≤ G :íé÷úî G äøåáç ìëì (á).(øåáéçì ñçéá úåøåáç) Q < R < C (â).(R ∼= R0, R0 = {f | deg f = 0} ≤ R) R ≤ R[X] æà ,äãéçé íò éáéèèåîå÷ âåç R íà (ã).úé÷ìç äøåáç ⋂
i∈I Hi íâ æà G äøåáç ìù úåé÷ìç úåøåáç úç�ùî {Hi| i ∈ I} íà :5.5 äîì:ïîñð A,B ⊆ G, g ∈ G-å äøåáç G íà :ïåîéñ,AB ={ab| a ∈ A, b ∈ B},Ag ={ag| ∈ A} = A{g} , gA = {ga| ∈ A} = {g}A.A−1 ={a−1| a ∈ A}
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.G ìù äãéçéä øáéà e éäé .A,B,C ⊆ G, a, b, g ∈ G åéäéå äøåáç G éäú :5.6 ìéâøú.(ab)C = a(bC) ,èø�á .(AB)C = A(BC) (à).eA = A = Ae (á)
A = B ⇔ Ag = Bg (â).A = B ⇔ gA = gB (ã).(AB)−1 = B−1A−1 (ä).(äîöåò úååù úåöåá÷ä ,øîåìë) |Ag| = |A| = |gA| (å).h ∈ H ìëì hH = Hh = H-å H−1 = H,HH = H æà H ≤ G íà (æ).g−1Hg = {g−1hg| ∈ H} ≤ G æà H ≤ G íà (ç)ä÷ìçî àø÷éú g ∈ G øùàá ,(Hg) gH äøåöäî äöåá÷ .G äøåáç ìù úé÷ìç äøåáç H éäú :5.7 äøãâäéë ,g ∈ gH-ù áì íéùð .G/H ïîåñé {gH| g ∈ G} úåéìàîùä úå÷ìçîä óñà .G-á H ìù (úéðîé) úéìàîù.g = ge:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .g1, g2 ∈ G åéäéå H ≤ G éäú :5.8 äîì.g1H = g2H (à).g1H ⊆ g2H (á).g1H ∩ g2H 6= ∅ (â).g1 ∈ g2H (ã).g−1

2 g1 ∈ H (ä).øåøá (ã) ⇔ (ä) .(g1 ∈ g1H éë) øåøá (â) ⇐ (ã) ⇐ (á) ⇐ (à) (1) :äçëåäìëì .g1h1 = g2h2-ù êë h1, h2 ∈ H ùé æà .(á) ⇐ (â) úåàøäì éã äéøèîéñä ììâá :(à) ⇐ (â).g1H ⊆ g2H ïëì .g1h = g1h1h
−1
1 h = g2h2h

−1
1 h ∈ g2H íéé÷úî h ∈ Híéàðúä íéîéé÷úî ,øîåìë ,g1 = g2h-ù êë h ∈ H ùé íà ÷øå íà g1 ∼ g2 :úåìé÷ù ñçé ùé G ìò :5.9 äøòä.äæ ñçé ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî ÷åéãá ïä úåéìàîùä úå÷ìçîä .5.8 äîì ìù íéìå÷ùäãåçéà) G =

⋃· g∈R gH ,øîåìë .äìù úåéìàîùä úå÷ìçîä ìù øæ ãåçà àéä G éæà .H ≤ G éäú :5.10 äð÷ñî
G ìù íéâöéî úëøòî úàø÷ð R) H -á G ìù úéìàîù ä÷ìçî ìëî ãçà øáà ÷åéãá äìéëî R-ù êë R ⊆ G øùàá ,(øæ.(H åìåãåî.H ≤ G éäúå äøåáç G éäú :5.11 äøãâä,|G| äîöåòä àåä G ìù øãñä (à)
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íéâöéî úëøòî R øùàá ,(G : H) = |R|-ù øåøá .|G/H| äîöåòä àåä G-á H ìù (G : H) ñ÷ãðéàä (á).H åìåãåî G ìù.|G| = (G : H) · |H| æà .H ≤ G éäúå äøåáç G éäú :('æðøâì) 5.12 è�ùî:ò"çç ϕ éæà .ϕ(r, h) = rh éãé ìò ϕ: R×H → G øéãâð .H åìåãåî G ìù íéâöéî úëøòî R éäú :äçëåäåîë .h1 = h2 ïàëîå r1 = r2 ïëìå r1H = r2H æà ,r1h1 = r2h2 øîåìë , ϕ(r1, h1) = ϕ(r2, h2) íà.|G| = |R×H| = |R| × |H| ïëì .G =
⋃
g∈R gH éë ,ìò ϕ ïë.|G| úà íé÷ìçî (G : H), |H| æà ,H ≤ G ,úé�åñ äøåáç G íà :5.13 äð÷ñîúåìéëîù G ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë êåúç úà 〈M〉-á ïîñð .M ⊆ G éäúå äøåáç G éäú :5.14 äøãâä.M úà.G úà úøöåé M -ù íâå G ìù íéøöåé úëøòî àéä M éë øîàð G = 〈M〉 íà.〈a, b, . . .〉 = 〈{a, b, . . .}〉, 〈M,N〉 = 〈M ∪N〉 :5.15 ïåîéñ.M ⊆ G éäúå äøåáç G éäú :5.16 äîì

M ⊆ H ≤ G íàå M ⊆ 〈M〉 ≤ G :øîåìë ,M úà äìéëîä G ìù øúåéá äðè÷ä úé÷ìçä äøåáçä àéä 〈M〉 (à)(.〈M〉 ìù äìå÷ù äøãâä (à) êë é�ì ;äãéçé àéä åæë úé÷ìç äøåáç) .〈M〉 ≤ H æà(.äãéçéä øáà àéä ä÷éøä äì�ëîä) .〈M〉 = {x1x2 · · ·xn| x1, x2, . . . , xn ∈M ∪M−1, n ≥ 0} (á).Z = 〈1〉 :5.17 äîâåã
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.úåéìâòî úåøåáç .äøåáçá øáà ìù øãñ .6.úå÷æçøéãâð ∈ G ìëì .e ∈ G éìøèéð øáàå úéáéèàéöåñà ì�ë úìåò� íò äðáî G éäé;[0a = 0 :éøåáç áéúëá℄ a0 = e;[(n+ 1)a = na+ a℄ n ∈ N øåáò an+1 = ana[(−n)a = n(−a)℄ n ∈ N øåáò a−n = (a−1)n :êé�ä íâ a íà(êé�ä a íà - i, j ∈ Z ìëì) i, j ∈ N ∪ {0} ìëì :6.1 äðòè[ia+ ja = (i+ j)a℄ aiaj = ai+j (à)[j(ia) = (ji)a℄ (ai)j = aij (á).ab = ba íà ïåëð àåä êà ,ïåëð çøëäá åðéà aibi = (ab)i ììëä (â)(êé�ä a øåáò) éììëä äø÷îä .äéö÷åãðéàá (â)-å ,ììëåîä óåøéöä ììëî úåòáåð (á) ,(à) æà i, j ≥ 0 íà :äçëåä:i < 0, j > 0 øåáò (á) äàøð ,ìùîì .a−n = (a−1)n ììëä é�ì éèø�ä äø÷îäî òáåð.(ai)j = ((a−1)−i)j = (a−1)(−i)j = (a−1)−ij åìéàå aij = (a−1)−ij.(g úà äìéëîä G ìù øúåéá äðè÷ä úé÷ìçä äøåáçä=) 〈g〉 = {gi| i ∈ Z} æà g ∈ G-å äøåáç G íà.G = 〈g〉-ù êë g ∈ G ùé íà (úéì÷éö) úéìâòî úàø÷ð G äøåáç :6.2 äøãâä.([1] ,1 éãé ìò úåøöåð) úåéìâòî - øåáçì ñçéá - Z/nZ,Z :6.3 äîâåã.G ìù úéìâòî äøåáç úú 〈g〉 æà g ∈ G-å äøåáç G íàïîåñéå g ìù øãñä àø÷ð gn = e åøåáò n øúåéá ïè÷ä éòáèä ø�ñîä .g ∈ G éäéå äøåáç G éäú :6.4 äøãâä(.g = e⇔ ordg = 1 :áì íéùð) .ordg = ∞ ïîñð ,éòáè n ìëì gn 6= e íà .ordgéæà .n é�åñ øãñ ìòá g ∈ G éäéå äøåáç G éäú :6.5 äîì.n∣∣m⇔ gm = e :íìù m ìëì (à).〈g〉 = {e = g0, g, g2, . . . , gn−1} (á)
|〈g〉| = ordg ,øîåìë ,|〈g〉| = n (â)èø�á .ordgk = n/gcd(n, k) æà íìù ø�ñî àåä k íà (ã);ordgk = n/k ⇔ k

∣∣n (1ã).ordgk = n⇔ n-ì øæ k (2ã)
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ïúåð úéøàù íò n-á å÷åìéç .íìùm éäé :äçëåä.q, r ∈ Z, 0 ≤ r < n ,m = nq + r æà,gm = (gn)qgr = eqgr = gr (3):ïëìå.n∣∣m⇔ r = 0 (n ìù úåéìîéðéîä ììâá) ⇔ gr = e⇔ gm = e (à).úéìàéååéøè äëå�ää äìëää .(3)-î úòáåð ⊆ äìëää .{gm| m ∈ Z} = {gr| 0 ≤ r < n} :ì"ö (á)éæà .0 ≤ m1 ≤ m2 < n åéäé (â).m2 = m1 ⇔ m2 −m1 = 0 ⇔ n
∣∣(m2 −m1) ((à) é�ì) ⇔ gm2−m1 = e⇔ gm1

1 = gm2.äæî äæ íéðåù e = g0, g, g2, . . . , gn−1 ïëì
(n/d)

∣∣m⇔ (n/d)
∣∣(k/d)m⇔ n

∣∣km⇔ (gk)m = e (à) é�ì æà .íìùm éäéå d = gcd(n, k) éäé (ã)éòáèä m àåä (gk)m = e íéé÷îù øúåéá ïè÷ä éòáèä m ïëì .(4.9 ìéâøú äàø - íéøæ (n/d), (k/d) éë)áåúëå d = gcd(n, k) éäé .(2ã) ,(1ã)-î òáåð (ã) äùòîì) .n/d àåä ,(n/d)∣∣m íéé÷îù øúåéá ïè÷ä.(ord(gd)k1 = n1 (2ã) é�ìå ordgd = n1 (1ã) é�ì .íéøæ k1, n1 øùàá ,k = dk1, n = dn1éæà .é�åñðéà øãñ ìòá g ∈ G éäéå äøåáç G éäú :6.6 äîì.m = 0 ⇔ gm = e :íìù m ìëì (à).〈g〉 = {gn| ∈ Z} (á).m = k ⇔ gm = gk :÷åéã øúéá .|〈g〉| = ℵ0 (â).ordgk = ∞ æà íìù ø�ñî àåä k 6= 0 íà (ã):äçëåäïëìå ,g−m 6= e íãå÷ä äø÷îä é�ì æà ,m < 0 íà .gm 6= e ,øãñä ìù äøãâää é�ì æà ,m > 0 íà (à).g0 = e ,óåñáì .gm = (g−m)−1 6= e.〈g〉 = {
k︷ ︸︸ ︷

g±1g±1 · · · g±1 | k ≥ 0} = {gn| ∈ Z} (á).m = k ⇔ m− k = 0 ⇔ gm−k = e⇔ gm = gk (â).m > 0 ìëì gkm = (gk)m 6= e ,(à) é�ì (ã)
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ìù íéøöåéä ø�ñî .íéøæ k, n í"îà 〈g〉 úà øöåé gk æà .n é�åñ øãñ ìòá g ∈ G éäéå äøåáç G éäú (à) :6.7 äð÷ñî.(øìéåà úéö÷ðå�) ϕ(n)= "{1, 2, . . . , n} ïéáî n-ì íéøæä ø�ñî"=|(Z/nZ)×| àå�éà àåä 〈g〉.äøåáçä øãñ úà ÷ìçî úé�åñ äøåáçá øáà ìù øãñ (á):äçëåä.íéøæ k, n⇔ ordgk = n⇔ |〈gk〉| = |〈g〉| = n⇔ 〈gk〉 = 〈g〉 ïëì .〈gk〉 ≤ 〈g〉 ïëì ,gk ∈ 〈g〉 (à).'æðøâì é�ì ordg = |〈g〉|
∣∣|G| úòë .é�åñ øãñî g ïëì ,|〈g〉| <∞ æà ,g ∈ G ,úé�åñ G íà (á).úéìâòî àéä éðåùàø øãñî äøåáç ìë :6.8 è�ùîïëìå |〈g〉| = |G| ïàëîå ,ordg = |G| ïëì ,1 < ordg

∣∣|G| æà .e 6= g ∈ G éäé .éðåùàø øãñî G éäú :äçëåä.〈g〉 = G,d øãñî úçà úé÷ìç äøåáç ÷åéãá 〈g〉-ì úîé÷ n ìù d ÷ìçî ìëì .n é�åñ øãñî úéìâòî äøåáç 〈g〉 éäú :6.9 è�ùî.úåéìâòî ïìåë èø�á ,〈g〉 ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë äìà .〈g n
d 〉 àéäúåàøäì øúåð .n úà ÷ìçîù øãñî àéä 〈g〉 ìù úé÷ìç äøåáç ìë 'æðøâì é�ì . nn/d = d øãñî ïëà 〈g n

d 〉 :äçëåä.H ⊆ 〈g n
d 〉 úåàøäì éã íéøãñä ïåéåù ììâá .H = 〈g n

d 〉 æà ,d øãñî H ≤ 〈g〉-å d∣∣n íà éë,n/gcd(n,m)
∣∣d øîåìë ,ordh

∣∣|H| úîãå÷ä äîìä é�ì .0 ≤ m < n øùàá ,h = gm æà ;h ∈ H éäé.h = gm ∈ {(g n
d )k| k ∈ Z} = 〈g n

d 〉 ïëì .(nd )
∣∣m èø�áå ,(nd )

∣∣gcd(n,m) ïëìå ,n∣∣gcd(n,m)d ïàëî.H ⊆ 〈g n
d 〉 ïàëîàéä [k] 7→ gk éãé ìò äðåúðä λ: Z/nZ → 〈g〉 ä÷úòää æà .é�åñ n øãñî úéìâòî äøåáç 〈g〉 éäú :6.10 äîì.íæé�øåîåæéà:ò"çç àéäå áèéä úøãâåî λ ä÷úòää (.ordg = n-ù áì íéùð) :äçëåä.gk1 = gk2 ⇔ gk1−k2 = e⇔ n

∣∣k1 − k2 ⇔ [k1] = [k2]:íæé�øîåîåä àéä .〈g〉 = {g0, g, g2, . . . , gn−1} éë ,ìò àéä.(λ([k1] + [k2]) = (λ([k1 + k2]) = gk1+k2 = gk1gk2 = (λ([k1])λ([k2]).Z/pZ-ì úé�øåîåæéà äðéä p éðåùàø øãñî äøåáç :6.11 äð÷ñî.íæé�øåîåæéà àéä k 7→ gk éãé ìò äðåúðä : Z → 〈g〉 ä÷úòää æà .é�åñðéà øãñî úéìâòî äøåáç 〈g〉 éäú :6.12 äîì:íæé�øîåîåä àéä .〈g〉 = {gk| k ∈ Z} éë ,ìò àéä .gk1 = gk2 ⇔ k1 = k2 :ò"çç ä÷úòää :äçëåä.gk1+k2 = gk1gk2
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úåøåáç .dZ = 〈d〉 = {dk| k ∈ Z} àéä ,d ñ÷ãðéàî úçà úé÷ìç äøåáç ÷åéãá Z-ì úîé÷ d ∈ N ìëì :6.13 äîì.Z-ì úåé�øåîåæéàå úåéìâòî ïìåë èø�á .({0}-ì èø�) Z ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë ïä äìàåìåãåî Z ìù íéâöéî úëøòî àéä {0, 1, . . . , d − 1}-ù ,÷åéã øúéáå ,(Z : dZ) = d éë äàøð äìçú :äçëåä
k − r-ù êë ,øîåìë dZ ìù úéìàîù ä÷ìçî äúåàá k, r-ù êë ãéçé íìù 0 ≤ r < d ùé k ∈ Z ìëì :ì"ö .dZíéø�ñî ùé) øúåéá ïè÷ä éòáèä d ∈ H éäé .{0} 6= H ≤ Z éäú . (d-á úéøàù íò ÷åìéç) òåãé äæ .d-á ÷ìçúî,k ∈ H íà ,ê�éäì .dZ = 〈d〉 ≤ H ,ïëà .dZ = H-ù äàøð .(−k ∈ H íâ æà k ∈ H íà :H-á íééòáè.r = 0 àöåé d ìù úåéìîéðéîä é�ì ïëì ,r = k + (−q)d ∈ H æà .0 ≤ r < d, k = dq + r-ù êë q, r åéäé.k = dq ∈ dZ ïàëîúé�øåîåæéà dZ ,6.12 äîì é�ì .úé�åñðéà dZ = 〈d〉 ,(â)6.6 äîì é�ì ïëì ,ord(d) = ∞ ,(ã)6.6 äîì é�ì .Z-ì.(Z/2Z) × (Z/2Z) ïééì÷ úøåáçì åà Z/4Z-ì úé�øåîåæéà äðä 4 øãñî äøåáç ìë :6.14 ìéâøú
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.íæé�øåîåæéà éè�ùî .úåéìîøåð úåøåáç úú .7àø÷ð θ: G→ H íæé�øåîåîåä :7.1 äøãâä;ìòå ò"çç àåä íà íæé�øåîÛæé´à (à);ìò àåä íà íæé�øåîéÄt¶à (á);ò"çç àåä íà íæé�øåîåðåî (â);H = G íà íæé�øåîÛãð¶à (ã).H = G-å ìòå ò"çç àåä íà íæé�øåîåèåà (ä).Ma = {ga| g ∈M} = a−1Ma ïîñð ,M ⊆ G íà .ga = a−1ga ïîñð a, g ∈ G øåáò .äøåáç G éäú
a, b, g, h ∈ G ìëì :7.2 äðòè

(gh)a = gaha (à)
gab = (ga)b (á).(ga)−1 = (g−1)a (â)

ea = e, ge = g (ã).a-á äãîöää úàø÷ð .(g 7→ ga
−1 àåä åìù éë�ää) G ìù íæé�øåîåèåà àéä g 7→ ga ä÷úòää :7.3 äð÷ñî.h = ga-ù êë a ∈ G ùé íà íéãåîö íéàø÷ð g, h ∈ G .äøåáç G éäú :7.4 äøãâä.a ∈ G ìëì Ha ≤ G æà H ≤ G íà ,(ç)5.6 ìéâøú é�ì .úåìé÷ù ñçé àåä úåãéîöä ñçé:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .〈S〉 = N -ù êë S ⊆ N éäúå úåøåáç N ≤ G äðééäú :7.5 äîì.g ∈ G ìëì Ng = gN (à).g ∈ G ìëì Ng = N (á).g ∈ G ìëì Ng ⊆ N (â).g ∈ G ìëì Sg ⊆ N (ã):äçëåä.g-á ìàîùî äì�ëä é"ò (à) ⇐ (á) ;g−1-á ìàîùî äì�ëä é"ò (á) ⇐ (à).éìàéååéøè (ã) ⇐ (â) ⇐ (á).N = (Ng−1

)g ⊆ Ng ïàëîå ,Ng−1 ⊆ N íâ ïåúð :(á) ⇐ (â).Ng ⊆ N ïàëîå ,N ⊆ Ng−1 ïëì ,S = (Sg)g
−1 ⊆ Ng−1 :(â) ⇐ (ã)
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.N ⊳ G :ïåîéñ .äîìä éàðú úà úîéé÷î àéä íà G-á úéìîøåð úàø÷ð N ≤ G :7.6 äøãâä.〈(123)〉 = A3 ⊳ S3 ,SLn(C) ⊳GLn(C) .úéìîøåð H ≤ G ìë æà úé�åìéç G íà :7.7 äîâåã.⋂i∈I Ni ⊳ G æà G-á úåéìîøåð {Ni} ∈ I íà :7.8 äîì.AN = NA = 〈A,N〉 ≤ G éæà .A ≤ G ,N ⊳ G äðééäú :7.9 äîìøúåð ïëì N,A ⊆ NA ⊆ 〈A,N〉 éàãå .AN =
⋃
a∈A aN =

⋃
a∈ANa = NA ⊆ 〈A,N〉 :äçëåä.G ìù äøåáç úú AN -ù úåàøäì ãåò.(AN)−1 = N−1A−1 = NA = AN ,(AN)(AN) = (AA)(NN) = AN ,1 ∈ AN ,ïëàåíéé÷úî .G ìù úåé÷ìç úåöåá÷ ìù ì�ëì ñçéá äøåáç àéä G/N = {gN | g ∈ G} éæà .N ⊳ G éäú :7.11 äîì.g−1N = (gN)−1 àåä gN ìù éë�ääå ,1N = N àåä G/N ìù äãéçéä øáà ,(g1N)(g2N) = g1g2N[.G-á íéâöééîä ì�ë é�ì àåä G/N -á ì�ëä æà .g ∈ gN -ù åðøòä℄.èåù� - øúéä .ìéòì äçñåðä úà àãååð .éáéèàéöåñà ì�ëäù ìéâøúá åðçëåä :äçëåä.Z/nZ úà úðúåð nZ = {nz| z ∈ Z} ⊳ Z :7.12 äîâåã.6.11 äð÷ñî é�ì ,S3/A3
∼= Z/2Z ïëì ,|S3/A3| = 2éæà .úåøåáç íæé�øåîåîåä θ: G→ H éäé :7.13 äîì.äãéçéä éøáà íä eG ∈ G, eH ∈ H øùàá , θ(eG) = eH (à).g ∈ G ìëì θ(g−1) = (θ(g))−1 (á).G-á úéìîøåð úé÷ìç äøåáç àéä Ker θ = {g ∈ G| θ(g) = eH} (â).G ìù úé÷ìç äøåáç àéä θ−1(H ′) = {g ∈ G| θ(g) ∈ H ′} ≤ G æà H ′ ≤ H íà ('â).H ìù úé÷ìç äøåáç àéä Im θ = {θ(g)| g ∈ G} (ã).Im(G′) = {θ(g)| g ∈ G′} ≤ H æà G′ ≤ G íà ('ã).(Ker θ ≤ {eG} í"íà) Ker θ = {eG} í"îà ò"çç θ (ä)(.(ã) ,(â) ë"çàå ('ã) ,('â) úà äìçú çéëåäì) .øáòá åðçëåä (á) ,(à) úà :äçëåä.G äøåáç ìù úéìîøåð úé÷ìç äøåáçN éäú :(ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùî) 7.14 è�ùî.éòáèä íæé�øåîé�àä àø÷ð àåä .N åðéòøâù íæé�øåîé�à àéä π(g) = gN éãé ìò äðåúðä π: G→ G/N ä÷úòää (à)-ù êë θN : G/N → H ãéçé íæé�øåîåîåä íéé÷ éæà .N ≤ Ker θ-ù êë úåøåáç íæé�øåîåîåä θ: G → H éäé (á).Im(θ) = Im(θN ), N = Ker θ ⇔ ò"çç θN :íéé÷îå θN (gN) = θ(g) éãé ìò øãâåî àåä ;θN ◦π = θ
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.íæé�øåîåæéà àåä θN : G/Ker θ → Im θ æàN = Ker θ íà (â).íæé�øåîåîåä àåäù ÷åãáì ì÷ ;úåãéçéä ïàëîå θN (gN) = θ(g) íéé÷î àåä ,íéé÷ θN íà (á) :äçëåä( ... ) .äáåè θN (gN) = θ(g) äøãâääù äàøð :íåé÷ïëì ,Ker θN = {gN | θ(g) = e} = {gN | g ∈ Ker θ}

g ∈ Ker θ ìëì g ∈ N ⇔ g ∈ Ker θ ìëì gN = N ⇔ ò"çç θN
.Ker θ = N ⇔ Ker θ ≤ N ⇔.Im(θ) ìòå ò"çç θN : G/Ker θ → H (á) é�ì (â)

d(diag(a, 1, . . . , 1) = :ìò àéä .íæé�øåîåîåä àéä d: GL(n,C) → C× äèððéîøèãä ú÷úòä :7.15 äîâåãïëì .SLn(C) = {A ∈ GLn(C)| |A| = 1} äðéòøâå ,a
.GL(n,C)/SL(n,C) ∼= C×-å SL(n,C) ⊳GL(n,C):(éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî) 7.16 è�ùîúé÷ìç äøåáç àéä Ā = {aN | a ∈ A} ïë åîë .N ⊳A æàN ≤ A ≤ G íà .Ḡ = G/N ïîñðåN ⊳G éäú (à).Ḡ ìùìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë úç�ùî ìò {A| N ≤ A ≤ G} äç�ùîî ò"çç ä÷úòä àéä A 7→ Ā ä÷úòää (á).Ḡ = G/N:úøîåù åæ ä÷úòä :ïë ìò øúé (â)

Ā1 ≤ Ā2 ⇔ A1 ≤ A2 :äìëä (1)
⋂
i∈I Ai =

⋂
i∈I Āi :íéëåúéç (2)

Ā1 ⊳ Ā2 ⇔ A1 ⊳ A2 :úåéìîøåð (3)
Ā2/Ā1

∼= A2/A1 æàA1 ⊳ A2 íà :úåðî (4):äçëåä(.Ā = A/N ,ïë åîë) .Ā ≤ Ḡ ïëì .Ā = π(A) æà éòáèä íæé�øåîé�àä π: G→ Ḡ éäé .N ⊳A-ù øåøá (à)(á)(.ìò π éë) π(π−1(B)) = B-å N = Kerπ ≤ π−1(B) ≤ G æà .B ≤ Ḡ éäú :ìò.äøåøá "A ⊆ π−1(B)" äìëää .A = π−1(B) ù äàøð .N ≤ A ≤ G øùàá π(A) = B çéðð :ò"ççïëìå ,π(ga−1) = 1 ïàëî .π(a) = π(g)-ù êë a ∈ A ùé æà ,π(g) ∈ B øîåìë ,g ∈ π−1(B) íà ,ê�éäì.g = (ga−1)a ∈ A ïëì .ga−1 ∈ Kerπ ≤ N ≤ A

24



.N ≤ A ≤ G ìëì A = π−1(Ā) èø�á .B 7→ π−1(B) éãé ìò äðåúð äëå�ää ä÷úòää ,ïë íà.π−1(Ā1) ≤ π−1(Ā2) ⇐ Ā1 ≤ Ā2 ;π(A1) ≤ π(A2) ⇐ A1 ≤ A2 (1) (â).íé�âàä éðù ìò π ìò�ä ;π−1(
⋂
i∈I Āi) =

⋂
i∈I π

−1(Āi) =
⋂
i∈I Ai (2)(3)

a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 ìëì (a2N)−1(a1N)(a2N) ∈ Ā1 ⇔Ā1 ⊳ Ā2

a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 ìëì π(a−1
2 a1a2) = π(a2)

−1π(a1)π(a2) ∈ Ā1 ⇔

a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 ìëì a−1
2 a1a2 ∈ π−1(Ā1) = A1 ⇔

A1 ⊳ A2 ⇔.π: A2 → Ā2-å ρ: Ā2 → Ā2/Ā1 íééòáèä íéîæé�øåîé�àä ìù äáëøää λ: A2 → Ā2/Ā1 éäé (4)ìáà .A2/Kerλ→ Ā2/Ā1 íæé�åøîåæéà ùé ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì ïëì ,íæé�øåîé�à λ éæà
Kerλ = λ−1(e) = π−1(ρ−1(e)) = π−1(Ā1) = A1.(Z/knZ)/(nZ/knZ) ∼= Z/nZ ,4(â) é�ì ;nZ/knZ ⊳ Z/knZ ,3(â) é�ì ;knZ ⊳ nZ ⊳ Z :7.17 äîâåã

A/A∩N ∼= AN/N -åA∩N ⊳A éæà .A ≤ G éäúåN ⊳G éäú :(éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî) 7.18 è�ùî.a(A ∩N) 7→ aN éãé ìò
G

GG
GG

GG
GG

AN

ww
ww

ww
ww

GG
GG

GG
GG

A

GG
GG

GG
GG

N

ww
ww

ww
ww

A ∩N.íæé�øîåîåä àåä A-ì θ: A → G/N åîåöîö .N åðéòøâ .éòáèä íæé�øåîé�àä π: G → G/N éäé :äçëåäàéä [N ≤ H ≤ A øùàá H/N äøåöäî úåéäì éùéìùä íæé�øîåæéàä è�ùî é�ì äøåîàù℄ åúðåîú
Im θ = {π(a)| a ∈ A} = {π(a)π(n)| a ∈ A,n ∈ N} = AN/Nùé ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì .Ker θ = {a ∈ A| π(a) = e} = A ∩ Kerπ = A ∩ N ïë åîë.a(A ∩N) 7→ θ(a) = aN éãé ìò ïåúðä θA∩N : A/A ∩N → AN/N íæé�øåîåæéà
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.H1N ⊳ HN æà .H1 ⊳ H ≤ G-å N ⊳ G äðééäú :7.19 ìéâøú.H1N/N ⊳HN/N çéëåäì éã éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì .N ≤ H1N ≤ HN ≤ G íé÷úî :äçëåääøåöäî àåä H1N/N -á øáà ï�à åúåàáå ,h ∈ H,n ∈ N øùàá ,hnN = hN äøåöäî àåä HN/N -á øáà.(hN)−1(h1N)(hN) = h−1h1hN ∈ H1N/N úòë .h1 ∈ H1 øùàá ,h1Néæà .B1 ⊳ B ≤ G-åA1 ⊳ A ≤ G åéäé :(Zassenhaus) 7.20 ø�ø�ä úîì
A1(A ∩B1), A1(A ∩B) ≤ G (à)

B1(A1 ∩B) ⊳ B1(A ∩B) éøèîéñ ï�àáåA1(A ∩B1) ⊳ A1(A ∩B) (á).B1(A ∩B)/B1(A1 ∩B) ∼= A1(A ∩B)/A1(A ∩B1) (â):äçëåä.7.9 äîì é�ì ,A1(A ∩B1), A1(A ∩B) ≤ A ≤ G ïëì ,A1 ⊳ A ,A ∩B1 ≤ A ∩B ≤ A (à)
A B

A1(A ∩B)

▽

QQQQQQQQQQQ
B1(A ∩B)

▽

mmmmmmmmmmm

A1(A ∩B1)

uuuuuuuuu

PPPPPPPPPP
A ∩B

▽

B1(A1 ∩B)

nnnnnnnnnn

JJJJJJJJJ

A1

JJJJJJJJJ

(A1∩B)(A∩B1)=
=(A∩B1)(A1∩B)

nnnnnnnnnn

QQQQQQQQQQ
B1

ttttttttt

A1 ∩B A ∩B1éúù .A ∩ B1 ⊳ A ∩ B øîåìë ,B1 ∩ (A ∩ B) ⊳ A ∩ B éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì ïëì ,B1 ⊳ B (á).(á) òáåð ìéâøúä é�ì ïëì ,A1 ⊳ A-å ,A-ì úåé÷ìç äìàä úåøåáçäìò úøöåðä äøåáçä 7.9 äîì é�ì ,A1 ∩B ⊳A∩B íâ éøèîéñ ï�åàáå A∩B1 ⊳ A∩B-ù ïåéë ,ïë åîë.A∩B-á úéìîøåð àéä ìéâøúä é�ìå (A1 ∩B)(A∩B1) = (A∩B1)(A1 ∩B) àéä A1 ∩B,A∩B1 éãé,ïë åîë .A1 ∩B ⊆ A ∩B éë ,[B1(A1 ∩B)](A ∩B) = B1(A ∩B)-ù úåàøì ì÷ (â)êë b1 ∈ B1, c ∈ A1 ∩ B íàå øåøá ⊇ ,ïëà :[B1(A1 ∩ B)] ∩ (A ∩ B) = (A ∩ B1)(A1 ∩ B).b1 ∈ A ∩B1 ïàëî .b1 ∈ A íâ ïëìå b1c, c ∈ A æà b1c ∈ A ∩B-ù(â) æàå B1(A ∩ B)/B1(A1 ∩ B) ∼= (A ∩ B)/(A1 ∩ B)(A ∩ B1) éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì.äéøèîéñ éîòèî òáåð
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:ìåâøúá äéäé àáä ìéâøúä(íæé�øåîåæéà éãë ãò) 6 øãñî úåøåáçä ìë àöî :7.21 ìéâøúàéä êà .úåøåáçä úøåúá íéùåîéù ,éúòéãé áèéî é�ì ,äì ïéàå ,ãåîéìä øîåçì äøåù÷ äððéà äàáä äìàùä.éììë òãé íùì úðééðòîíéâöééî úëøòî äðéäùR ⊆ G úîéé÷ù çëåä .äìù äøåáçç úúH ≤ G éäúå úé�åñ äøåáçG éäú :7.22 øâúà úìàù.G =
⋃· g∈R gH =

⋃· g∈RHg ,øîåìë .G-á H ìù úåéðîéä úå÷ìçîì ïäå G-á H ìù úåéìàîùä úå÷ìçîì ïä.(marriage theorem) ïéàåùéð è�ùî íâ àø÷ðù ä÷éøåèðéáîå÷á Hall è�ùî ìù äàöåú àéä äðòèä:åìù éøìå�å�ä çåñéðä úà àéáðíéøáâä íò íéùðä úà ïúçì íéöåø .|W | = |M | çéðð .íéøáâ ìù M äöåá÷å íéùð ìù W äöåá÷ äðåúð
Mw äîéùø w ∈W äùéà ìë äðéëî êë íùì .(...äöåøî åúùà íà äöåøî àìéîî øáâ) äöåøî äéäú äùéà ìëù êëìëì íéàúäì íéöåø úòë (.w ∈W ìëì ,M ìù äöåá÷ úú àéä Mw ,øîåìë) .ïúçúäì äðëåî àéä íúà íéøáâ ìù.ïáåîë ,úçà äùéà íò øáâ ìëå ãçà øáâ íò äùéà ìë ïúçì êë éãé ìòå ,äúîéùø êåúî ïúç äùéà
W ìù W ′ äöåá÷ úú ìëìù àåä òöáîä úçìöäì (!÷åãá) øåøá éçøëä éàðú .éøù�à ãéîú åðéà äæù ïáåî.|⋃w∈W ′ Mw| ≥ |W ′| íéé÷úé!÷é�ñî íâ àåä äæ éàðúù øîåà ïéàåùéðä è�ùîäðééäú .n = |G|

|H| éäé :7.22 äìàù ïåøú�
W = {τH| τ ∈ G} ,M = {Hσ| σ ∈ G}.'æðøâì è�ùî é�ì ,|W | = |M | = n æà .äîàúäá ,G-á H ìù úåéìàîùäå úåéðîéä úå÷ìçîä úåöåá÷-ù êë (W,M úà øãñì ,øîåìë) ,M = {Hσi}ni=1 ,W = {τiH}ni=1 íåùøì øù�àù çéðð,5.8 äîì é�ì ,íéé÷é àåä .gi ∈ τiH ∩Hσi øçáð ,1 ≤ i ≤ n ìëì ,æà .i = 1, . . . , n ìëì τiH ∩Hσi 6= ∅.úù÷åáîä úëøòîä R = {gi}ni=1 ïëì .Hσi = Hgi íâå τiH = giH

w ∈W ìëì øéãâð ,M éøáàå W éøáà ïéá úàæë äîàúä ùéù çéëåäì éãë
.Mw = {m ∈M | m ∩ w 6= ∅}ì÷ .X =

⋃
w∈W ′ w ïîñð .|⋃w∈W ′ Mw| ≥ |W ′| íéé÷úî W ′ ⊆ W ìëìù ÷åãáì éã ïéàåùéðä è�ùî é�ìíéé÷úîù úåàøì

⋃

w∈W ′

Mw = {Hσ ∈M | Hσ ∩X 6= ∅}
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.úåéðîé úå÷ìçî |W ′| úåç�ì éìàéååéøè àì ï�åàá úëúåç X éë úåàøäì éã ïëììë .|X| = |W ′| · |H| ïëì ,íéøáà |H| úá úçà ìë ,τH úåéìàîù úå÷ìçî ìù øæ ãåçéà àéä X ,úòëàì ï�åàá úëúåç X ïëì ,íéøáà |H| ÷åéãá äìéëî úéðîé ä÷ìçî ìëå ,Hσ úéðîé ä÷ìçî åæéàá àöîð G ìù øáà.úåéðîé úå÷ìçî |X|
|H| = |W ′| úåç�ì éìàéååéøè
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.äöåá÷ ìò äøåáç ìù äìåò� .íéîæé�øåîåèåà .8ïîåñé G ìù íéîæé�øîåèåàä ìë óñåà .G ìò G-î íæé�øåîåæéà àåä G äøåáç ìù íæé�øåîåèåà :8.1 äøãâääáëøää úìåò�ì ñçéá äøåáç éäåæ .Aut(G)

.a,∈ G, α, β ∈ Aut(G) , (αβ)(g) = α(β(g)).αβ ∗ g = α ∗ (β ∗ g) æà .α(g) íå÷îá α ∗ g íéîùåø íéîò�ìàø÷ð àåä .(7.3 äð÷ñî) G ìù íæé�øåîåèåà àéä g 7→ a ∗ g = aga−1 ä÷úòää .a ∈ G éäé :8.2 äîâåã.(ìàîùî) a-á äãîöää íâå a-ì íéàúîä éîéð�ä íæé�øåîåèåàääúðåîú .íæé�øåîåîåä àéä ,åì íéàúîä éîéð�ä íæé�øåîåèåàì a ä÷éúòîä G → Aut(G) ä÷úòää (à) :8.3 ìéâøú.G ìù íééîéð�ä íéîæé�øîåèåàä ìë óñåà àéä ,Inn(G),G ìù æ�ëø¶îì êééù a íà ÷øå íà úåäæ àåä a-ì íéàúîä éîéð�ä íæé�øåîåèåàä (:äæ íæé�øîåîåä ìù ïéòøâä) (á)
.Z(G) = {a ∈ G| g ∈ G ìëì ag = ga}ë"ãá℄ π: G×X → X ä÷úòä àéä X ìò G ìù (ìàîùî) äìåò� .äöåá÷ X éäúå äøåáç G éäú :8.4 äøãâäúîéé÷îä [π(g, x) íå÷îá g ∗ x íåùøð,x ∈ X, g1, g2 ∈ G ìëì [g1g2 ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x)℄ π(g1g2, x) = π(g1, π(g2, x)) (à).x ∈ X ìëì [e ∗ x = x℄ π(e, x) = x (á):8.5 äîâåã.A ∗ v = Av :ì�ëä éãé ìò Cn ìò úìòå� C ìòî n× n øãñî Gln(C) úåëé�ää úåöéøèîä úøåáç (1).{1, 2, . . . , n} ìò úìòå� Sn ,èø�á ;X ìò úìòå� S(X) (2). ìàîùî äãîöää éãé ìò äîöò ìò úìòå� G äøåáç (3).ìàîùî äãîöää éãé ìò {H| H ≤ G} óñåàä ìò úìòå� G äøåáç (4).π(g, x) = gx :ìàîùî ì�ë éãé ìò äîöò ìò úìòå� G äøåáç (5)úåéöøåâé�ðå÷ä ìë óñåà ìò úìòå� àéä ;äøåáç àåä úéøâðåää äéáå÷ä ìò úåùòì øù�àù úåìåò�ä ìë óñåà (6).äéáå÷ä éáéëøî ìù.g ∈ G, x ∈ X ìëì g ∗ x = x :X äöåá÷ ìò G äøåáç ìù úéìàéååéøèä äìåò�ä (7)àéä êà .(xe = x ,xg1g2 = (xg1)g2 ) X äöåá÷ ìò G äøåáç ìù (x, g) 7→ xg ïéîéî äìåò� íâ ùé (8).g ∗ x = xg

−1 éãé ìò ìàîùî äìåò� äøéãâî
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ñçé àåä "x2 = g ∗ x1-ù êë g ∈ G ùé íà x1 ∼ x2 " :X ìò ñçéä æà X ìò úìòå� G íà :8.6 äøãâäìù øæ ãåçà àéä X :èø�á .ìåìñîä êøåà úàø÷ð ìåìñî úîöåò .G-ìåìñî úàø÷ð úåìé÷ùä ú÷ìçî .úåìé÷ùøîåìë) G-éìåìñî ìù íéâöéî úëøòî àéä {xi}i∈I øùàá ,X =
⋃· i∈I{g ∗ xi| g ∈ G} :íéðåùä G-éìåìñî.(G-ìåìñî ìëî ãçà øáà ÷åéãá äìéëîéæà .x ∈ X éäéå X ìò úìòå� G éë çéðð :8.7 äîì.x ìù áöééîä úøåáç úàø÷ðä G ìù úé÷ìç äøåáç àéä Gx = {g ∈ G| g ∗ x = x} (à).Gxg−1

1 = Gxg
−1
2 ⇔ g1Gx = g2Gx ⇔ g1 ∗ x = g2 ∗ x (á)úëøòî R øùàá ,g 7→ g ∗ x éãé ìò R → X ′ ìòå ò"çç äîàúä ùé .(G : Gx) àåä x ìù X ′ ìåìñîä êøåà (â)(.G =

⋃· g∈R gGx ,øîåìë) .G-á Gx ìù úåéìàîùä úå÷ìçîä ìù íéâöééîéë äàøä .(G : Gx) = d éë çéððå x ∈ X éäé .X äöåá÷ ìò úìòå� n øãñî G = 〈σ〉 úéìâòî äøåáç :8.8 ìéâøú.Gx = 〈σd〉-å x ìù G-ìåìñî ìù íéðåùä åéøáéà ìë íä x, σ ∗ x, . . . , σd−1 ∗ xé�ì .x, σ ∗ x, . . . , σd−1 ∗ x ∈ X ′-ù øåøá .íéøáéà d ÷åéãá åì ùé äîìä é�ì .x ìù G-ìåìñî X ′ éäé :ïåøú�,|Gx| = n
d 'æðøâì è�ùî é�ì .σj−i ∈ Gx ,øîåìë ,σiGx = σjGx íà ÷øå íà σi ∗ x = σj ∗ x ,äîìäïàëî .d|j − i ,øîåìë .σj−i ∈ 〈σd〉 íà ÷øå íà σi ∗ x = σj ∗ x ïëì .Gx = 〈σd〉 ,6.9 äîì é�ì ïëì.äæî äæ íéðåù x, σ ∗ x, . . . , σd−1 ∗ x-ùíéé÷úî æà G-éìåìñî ìù íéâöéî úëøòî àéä {xi}i∈I -å ,X úé�åñ äöåá÷ ìò úìòå� G äøåáç íà :8.9 äð÷ñîæà 1 <êøåà éìòá G-éìåìñî ìù íéâöéî úëøòî àéä {xi}i∈I′ íà .|X| =

∑
i∈I(G : Gxi

)

.|X| =
∑

i∈I′

(G : Gxi
) + |{x ∈ X| g ∈ G ìëì g ∗ x = x}|.ìàîùî äãîöää úìåò�á ïðåáúð :8.10 úåøãâäèø�á .a ìù CG(a) æÅkU°îä àåä {g ∈ G| g ∗ a = a} = {g ∈ G| aga−1 = g} æà a ∈ G íà.CG(a) ≤ G

NG(H) (øåèæéìîøåð) øÅn·ù°îä àåä {g ∈ G| g ∗H = H} = {g ∈ G| aHa−1 = H} æà H ≤ G íà.NG(H) ≤ G èø�á .H ìù.|G| =
∑
i∈I(G : Gxi

) æàG-á úåãéîöäúå÷ìçî ìùíéâöéîúëøòî {xi}i∈I -å ,úé�åñG äøåáçíà :8.11äð÷ñîæà ãçà øáàî øúåé úåìòá G-á úåãéîöä úå÷ìçî ìù íéâöéî úëøòî àéä {xi}i∈I′ íà
.|G| =

∑

i∈I′

(G : CG(xi)) + |Z(G)|
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éãé ìò ϕ: G→ S(X) íéîæé�øåîåîåä äøéãâî X ìò G ìù π äìåò� :8.12 è�ùî
.ϕ(g)(x) = π(g, x) [= g ∗ x] (∗).ìòå ò"çç àéä (*) éãé ìò äðåúðä π 7→ ϕ éãé ìò {X ìòG ìù úåìåò�} → {S(X)-ìG-î íéîæé�øåîåîåä} ä÷úòää.(*) éãé ìò íâ äðåúð äëå�ää ä÷úòääúîéé÷î (*) éãé ìò úøãâåîä ϕ: G→ {f : X → X} ä÷úòää :äçëåä

, g1, g2 ∈ G, x ∈ X ìëì , ϕ(g1g2)(x) = (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) = ϕ(g1)(ϕ(g2)(x))øîåìë ,x ∈ X ìëì ϕ(e)(x) = x ïëå
.g1, g2 ∈ G ìëì , ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2), ϕ(e) = id, ϕ(g−1)ϕ(g) = id äîåã ï�åàáå , ϕ(g)ϕ(g−1) = ϕ(gg−1) = ϕ(e) = id íé÷úî g ∈ G ìëì èø�á.äðåùàøä äðòèä úà çéëåî äæ .íéîæé�øåîåîåä ϕ-ù øåøá .X ìò äøåîú ϕ(g) øîåìëúå÷úòää .äìåò� ïëà (*) éãé ìò úøãâåîä π æà ,íæé�øåîåîåä ϕ: G → S(X) íà :äéðùä äðòèä éáâì(.äçñåð äúåà éãé ìò úåðåúð ïä éë) åæì åæ úåëå�ä ϕ 7→ π-å π 7→ ϕ,K ⊳ G æà .K =
⋂
g∈GH

g éäú .n = (G : H) < ∞ éë çéðð .úåøåáç H ≤ G äðééäú :8.13 äð÷ñî.K 6= 1 æà |G| ∤ n!-å úé�åñ G íà ,èø�á .Sn ìù äøåáç úúì úé�øåîåæéà G/K -å K ≤ H:ìàîùî ì�ë éãé ìò X ìò úìòå� G äøåáçä .|X| = n æà .X = {gH| g ∈ G} éäú :äçëåäàåä ϕ ìù ïéòøâä .ϕ: G→ S(X) ∼= Sn íæé�øåîåîåä äøéãâî åæ äìåò� ,(*) é�ì .σ ∗ gH = σgH.{σ ∈ G| g ∈ G ìëì σgH = gH} = {σ ∈ G| g ∈ G ìëì g−1σg ∈ H} =
⋂

g

gHg−1 = K,σ1H = 1H æà σ ∈ K íà .G/K ∼= ϕ(G) ≤ S(X) ∼= Sn ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì .K ⊳G ïëì.K ≤ H ïëì .σ ∈ H ïëì
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.úåøåîú úåøåáç .9
π = (a1a2 . . . ak) (cyclus) ÷åùéç .Sn úéøèîéñä äøåáçä úàø÷ðX = {1, 2, . . . , n} ìò úåøåîúä úøåáçéãé ìò øãâåî ,äæî äæ íéðåù a1, a2, . . . , ak ∈ X øùàá ,k êøåàî

.X ∋ a 6= a1, a2, . . . , ak ìëì π(a) = a , π(a1) = a2, π(a2) = a3, . . . , π(ak) = a1.(transposition) ïå÷åùéç àø÷ð 2 êøåàî ÷åùéç .ordπ = k-ù úåàøì ì÷!ì�ëá íäéðéá íé�ìçúî íéøæ íé÷åùéç .i, j ìëì ai 6= bj íà íéøæ (b1b2 . . . bm), (a1a2 . . . ak) íé÷åùéç éðù.(a1a2 . . . ak) = (a2 . . . aka1) = (a3 . . . aka1a2) = . . . :9.1 äøòäéãë ãò äãéçé äðä åæ äâöä .1 <êøåàî íéøæ íé÷åùéç ìù σ = π1π2 · · ·πr äì�ëîë âéöäì ïúéð σ ∈ Sn ìë :9.2 äîì.íé÷åùéçä øãñ,øîàð ,〈σ〉 ìù 1 < êøåàî íéìåìñîä X1, . . . , Xr åéäé .X = {1, . . . , n} ìò úìòå� 〈σ〉 :íåé÷ :äçëåäéäé .σki(xi) = xi-å Xi = {xi, σ(xi), . . . σ
ki−1(xi)} ,8.8 ìéâøú é�ì .xi ∈ Xi øçáðå ,ki êøåàî Xiøáà ìò ï�åà åúåàá íéìòå� íé�âàä éðù (!÷åãá) éë ,σ = π1π2 · · ·πr æà .πi =

(
xi σ(xi) . . . σ

ki−1(xi)
).1 êøåàî ìåìñîá øáà ìòå σj(xi) ∈ Xi äøåöäî.íéøæ ρ1, . . . , ρm-å li > 1 êøåàî ÷åùéç ρi = (ai1ai2 . . . aili) øùàá ,σ = ρ1ρ2 · · · ρm éë çéðð :úåãéçéæà

σ(ai1) = (ρ1ρ2 · · · ρm)(ai1) = ρi(ai1) = ai2 ,

σ2(ai1) = σ(ai2) = (ρ1ρ2 · · · ρm)(ai2) = ρi(ai2) = ai3,

. . .

σli−1(ai1) = aili ,

σli(ai1) = ai1.li êøåàî 〈σ〉 = {1, σ, σ2, . . .} ìù ìåìñî àåä X ′
i = {ai1, ai2, . . . , aili} = {σj(ai1)| j ≥ 0} ïëì

x ∈ X r
⋃m
i=1X

′
i íà :1 <êøåàî 〈σ〉 -éìåìñî ìë íäå ,(íéøæ ρ1, . . . ρm éë) íéøæX ′

1, . . . , X
′
m íéìåìñîä.i ìëì X ′

i = Xi ë"äáå m = r ïëì .〈σ〉 ìù 1 êøåàî ìåìñî {x} ïëìå ,σ(x) = x ïëì ,i ìëì ρi(x) = x æàïëì .(9.1 äøòää é�ì) xi = ai1 ë"äáå ,ji äæéà øåáò xi = aiji úòë .i ìëì li = ki èø�á.ρi = (ai1ai2 . . . aiki
) = (xi σ(xi) . . . σ

ki−1(xi)) = πi.( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 8 9 2 6 7 1 4

)
= (138)(25)(49) :9.3 äîâåã
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.(ãéçé ï�åàá çøëäá àì) íéðå÷åùéç ìù äì�ëîë áåúëì øù�à σ ∈ Sn äøåîú ìë :9.4 äð÷ñî.(a1a2 . . . ak) = (aka1)(ak−1a1) · · · (a3a1)(a2a1) æà .÷åùéç àéä σ ë"äá :äçëåä.(12)(13)(23) = (13) :íéðå÷åùéç ìù äì�ëîë äâöäá úåãéçé ïéà :9.5 äîâåã.σπσ−1 = (σ(a1) . . . σ(ak)) æà .σ ∈ Sn, π = (a1 . . . ak) ∈ Sn åéäé :9.6 ìéâøúúåøåîúä éúù úìåò� úà ÷åãá .1 ≤ j ≤ n øùàá ,σ(j) äøåöäî àåä 1 ≤ i ≤ n ìë :ïåøú�.åéìò σ(a1 . . . ak)σ
−1 , (σ(a1) . . . σ(ak))àéä íà úéð÷ú Y ⊆ X-ì àø÷ð .X = {(i, j)| 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j} éäú .úåøåîú ìù úåéâåæ :9.7 äøòä.úéð÷ú T = {(i, j)| 1 ≤ i < j ≤ n} ìùîì .(i, j), (j, i) ∈ X âåæ ìëî ãçà øáà ÷åéãá äìéëîúåàøì ì÷ éë) úéð÷ú σ ∗ Y íâ æà úéð÷ú Y ⊆ X íà .σ ∗ (i, j) = (σ(i), σ(j)) éãé ìò X ìò úìòå� Sn.(úéð÷ú äðéà Y æà ,úéð÷ú äðéà σ ∗ Y íàù. Sg(x) =

{
1 i < j íà

−1 i > j íà ïîñð x = (i, j) ∈ X ìëì (1).Sg(Y ) =
∏
x∈Y Sg(x) ∈ {±1} øéãâð (úéð÷ú) Y ⊆ X ìëì (2)øùàá ,Sg(σ) =

∏
x∈Y Sg(σ ∗ x)/Sg(x) = Sg(σ ∗ Y )/Sg(Y ) ∈ {±1} øéãâð σ ∈ Sn ìëì (3),Sg(i, j) = −Sg(j, i),Sgσ ∗ (i, j) = −Sgσ ∗ (j, i) éë Y -á äéåìú äðéà åæ äøãâä .úéð÷ú Y ⊆ X.äøãâää äðúùú àì ,(j, i)-á (i, j) úà óéìçð íà ïëìåúéâåæ σ (Y = T ç÷) èø�á .Sg(σ) = −1 íà úéâåæ éàå Sg(σ) = 1 íà úéâåæ àø÷ú σ ∈ Sn äøåîú.éâåæ àåä |{(i, j)| i < j, σ(i) > σ(j)}| ø�ñîä íà ÷øå íà.éâåæ éà àåä σ = (12) ïå÷åùéç :9.8 äîâåã.i = 1, j = 2 íà ÷øå íà σ(i) > σ(j) æà .i < j åéäé ,ïëà.Sg(στ) = Sg(σ)Sg(τ) :9.9 è�ùîïëì .Sg(σ ∗ Y ) = Sg(σ)Sg(Y ) úåøãâää é�ì æà σ ∈ Sn-å úéð÷ú Y íà :äçëåä

,Sg(στ)Sg(Y ) = Sg(στ ∗ Y ) = Sg(σ ∗ (τ ∗ Y )) = Sg(σ)Sg(τ ∗ Y ) = Sg(σ)Sg(τ)Sg(Y ).äð÷ñîä ïàëîå.(n > 1 øåáò) íæé�øåîé�à àéä Sg: Sn → {±1} ä÷úòää :9.10 äð÷ñîúøåáç úàø÷ð .2 ñ÷ãðéàî Sn -á úéìîøåð úé÷ìç äøåáç àéä An = {σ ∈ Sn| Sg(σ) = 1} :9.11 äð÷ñî.ïé�åìéçä
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,èø�á .Sg(π) = (−1)k−1 æà k êøàî ÷åùéç π íà (à) :9.12 äð÷ñî.éâåæ éà àåä ïå÷åùéç ìë (á),(kl) = σ(12)σ−1 ,9.6 ìéâøú é�ì .σ(1) = k, σ(2) = l-ù êë σ ∈ Sn ùé .ïå÷åùéç (kl) éäé (á) :äçëåäïëì
.Sg(kl) = Sg(σ)Sg(12)Sg(σ)−1 = Sg(12) = −1.íéðå÷åùéç k − 1 ìù äì�ëî àåä (a1a2 . . . ak) = (aka1) · · · (a3a1)(a2a1) (à).íéðå÷åùéç ìù éâåæ ø�ñî ìù äì�ëîë äúåà áåúëì øù�à í"îà úéâåæ σ :9.13 äð÷ñî.Sn -á 3 êøàî íé÷åùéçä éãé ìò úøöåð An :9.14 äîìéâåæ ø�ñî ìù äì�ëî àåä An-á øáà ìë éðù ãöî .An-á àöîð ïëìå éâåæ åðéä 3 êøàî ÷åùéç ìë ãçà ãöî :äçëåäåéäé ,ïëàå .3 êøåàî íé÷åùéç ìù äì�ëîë áåúëì øù�à íéðå÷åùéç éðù ìù äì�ëîù úåàøäì éã ïëì ,íéðå÷åùéç ìùæà ,äæî äæ íéðåù i, j, k, l

, (kl)(ij) = (kl)(jk)(jk)(ij) = (jlk)(ikj) , (ik)(ij) = (ijk) , (ij)(ij) = 1.íé÷åùéç ìù ä÷éø äì�ëî àåä 1-å.{1} 6= N 6= G,N ⊳ G ïéà íà äèåù� úàø÷ð G ne{1} äøåáç :9.15 äøãâä.1 < An < Sn-å An ⊳ Sn éë ,n ≥ 3 ìëì äèåù� äðéà Sn .éðåùàø p ìëì äèåù� Z/pZ :9.16 äîâåã.n ≥ 5 ìëì äèåù� An :9.17 è�ùî.N ⊳ An éäúå n ≥ 5 éäé :äçëåä.N = An æà 3 êøàî ÷åùéç äìéëîN íà :à äðòèøçáð .3 êøåàî (a′b′c′) ÷åùéç ìë äìéëî N -ù úåàøäì éã úîãå÷ä äîìä é�ì .(abc) ∈ N çéððæà σ ∈ An íà ïëì ,σ(abc)σ−1 = (a′b′c′) éæà .σ(a) = a′ ,σ(b) = b′ ,σ(c) = c′-ù êë σ ∈ Sn

τ := σ(df) ∈ An æàå (n ≥ 5 éë ,øù�à) a, b, c-î íéðåù d, f øçáð ,úéâåæ éà σ íà .(a′b′c′) ∈ N.(a′b′c′) ∈ N áåù ïëì .τ(abc)τ−1 = (a′b′c′)-å.N -á 3 êøàî ÷åùéç ùé ,N 6= 1 íà :á äðòèíéëøåàî ,π = π1π2 · · ·πr íéøæ íé÷åùéç r ≥ 1 ìù äì�ëîë åúåà áåúëð .1 6= π ∈ N ùéøùàá ,π1 = (a1 . . . ak1), π2 = (ak1+1 . . . , ak1+k2), . . . åéäé .k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr ≥ 2.1, 2, . . . , n íéø�ñîä ìù øåãéñ a1, a2, . . . , an
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ïëì π−1, σπσ−1 ∈ N íéé÷úî σ ∈ An ìëì :äçëåää úèéù
.N ∋ π−1 σπσ−1 = π−1

r · · ·π−1
2 π−1

1 (σπ1σ
−1)(σπ2σ

−1) · · · (σπrσ−1) =

= π−1
1 π−1

2 · · ·π−1
r (σπrσ

−1) · · · (σπ2σ
−1)(σπ1σ

−1),9.6 ìéâøú é�ì æà πi-á äòé�åîù úåà ìë úøîåù σ íàù áì íéùð .3 êøàî ÷åùéç äéäé äæ øáéàù êë σ øåçáì äöøð.ìéòì áåùéçä úà èù�î äæ .σπiσ−1 = πi:íéø÷î äîë ïéá ìéãáð.σ = (a2a3a4) ç÷ð ,k1 = k2 = 3 åà k1 ≥ 4 íà (1)æà k1 ≥ 5 íà 1.1
π−1 σπσ−1 = π−1

1 σπ1σ
−1 = (. . . a5a4a3a2a1)(a1a3a4a2a5 . . .) = (a1a2a4)æà k1 = 4 íàå 1.2

π−1 σπσ−1 = π−1
1 σπ1σ

−1 = (a4a3a2a1)(a1a3a4a2) = (a1a2a4)æà k1 = k2 = 3 íàå 1.3
π−1 σπσ−1 = π−1

2 π−1
1 σπ1σ

−1σπ2σ
−1 =

= (a6a5a4)(a3a2a1)(a1a3a4)(a2a5a6) = (a1a2a4a3a6).N -á 3 êøåàî ÷åùéç ùé (1.1) äø÷î é�ì ïëìå ,5 êøåàî ÷åùéç åäæïëìå ,π2
2 = · · · = π2

r = 1 æà k1 = 3, k2 = · · · = kr = 2 íà (2)
.N ∋ π2 = π2

1 = (a1a2a3)
2 = (a1a3a2)æà .σ = (a3a4a5) ç÷ð ,k1 = k2 · · · = kr = 2 íà (3),r = 2 íà 3.1

π−1 σπσ−1 = (a4a3)(a2a1)(a1a2)(a4a5) = (a4a3)(a4a5) = (a3a4a5),(úéâåæ π éë) r ≥ 4 ïëìå ,r 6= 2 íà 3.2
π−1 σπσ−1 = (a6a5)(a4a3)(a2a1)(a1a2)(a4a5)(a3a6) = (a3a5)(a4a6).N -á 3 êøåàî ÷åùéç ùé (3.1) äø÷î é�ì ïëìå

35



.Sn ìù úé÷ìç äøåáçì úé�øåîåæéàG éæà .n øãñî úé�åñ äøåáçG éäú :(Cayley) 9.18 è�ùîäìåò� øéãâð .(êùîäá ìéâøú íâ äàø) S(G) = Sn æà .{1, 2, . . . , n} äöåá÷ä íò G äöåá÷ä úà ääæð :äçëåäéãé ìò ψ: G → S(G) íæé�øåîåîåä äøéãâî åæ äìåò� .(σ, g) 7→ σg :ìàîùî ì�ëä éãé ìò äîöò ìò G ìù.(8.12 è�ùî) ψ(σ)(g) = σg

,Kerψ = {σ ∈ G| ψ(σ) = id} = {σ ∈ G| g ∈ G ìëì σg = g} = {1} .ò"çç ψ ïëì.S(X) ∼= S(Y ) æà äîöòä äúåàî úåöåá÷ X,Y íà :9.19 ìéâøúáèéä úøãâåî ψ æà .f 7→ gfg−1 éãé ìò ψ: S(X) → S(Y ) øéãâð .ìòå ò"çç g: X → Y ùé :ïåøú�.h 7→ g−1hg éãé ìò äðåúð äëå�ää ä÷úòää .äáëøä úøîåùå (ìòå ò"çç ïëà gfg−1: Y → Y ,øîåìë)
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.úåøùé úåì�ëî .10éæà .úåøåáç G1, . . . , Gn äðééäú
G∗ = G1 × · · · ×Gn = {(g1, . . . , gn)| g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn}ìù (úéðåöéçä) äøùéä äì�ëîä úàø÷ð .((e1, . . . , en) :äãéçéä) íéáéëøî é�ì øãâåîä ì�ëì ñçéá äøåáç àéä.G1, . . . , Gnéãé ìò ïåúðä Gi → G1 × · · · ×Gn íæé�øåîåîåä íéé÷

.gi 7→ (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en).Gi-ì úé�øåîåæéà G∗
i åúðåîú ïëì .ò"çç àåä:(∗ úéáëåëä úà çéðæð) úåàøì ì÷[G = G1 · · ·Gn (1′) åìé�àå℄ ;G = 〈G1, . . . , Gn〉 (1);i ìëì Gi ⊳ G (2);Gi ∩ 〈G1, . . . , Ĝi, . . . , Gn〉 = {1} (3);i 6= j ,x ∈ Gi, y ∈ Gj ìëì xy = yx (4).i ìëì xi = yi æà xi, yi ∈ Gi øùàá ,x1 · · ·xn = y1 · · · yn íà (5):íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .G1, . . . , Gn ≤ G-å äøåáç G éäú :10.1 è�ùî.Gi ìò G∗

i úà ÷éúòî øùà G∗ = G1 × · · · ×Gn → G íæé�øåîåæéà íéé÷ (à)(á).G = 〈G1, . . . , Gn〉 (1);i ìëì Gi ⊳ G (2).Gi ∩ 〈G1, . . . , Ĝi, . . . , Gn〉 = {1} (3) (â).G = 〈G1, . . . , Gn〉 (1);i 6= j ,x ∈ Gi, y ∈ Gj ìëì xy = yx (4).i ìëì xi = yi æà xi, yi ∈ Gi øùàá ,x1 · · ·xn = y1 · · · yn íà (5).øåøá − (á) ⇐ (à) :äçëåä(3) é�ìå ,x−1y−1xy = x−1xy ∈ Gi íâå ,x−1y−1xy = (y−1)xy ∈ Gj (2) é�ì .(4) äàøð :(â) ⇐ (á).(4) ïàëî .x−1y−1xy = 1 ïëì ,Gi ∩Gj = {1}

37



ïëì ,x1y
−1
1 · · ·xny−1

n = 1 (4) é�ì æà ,xi, yi ∈ Gi øùàá ,x1 · · ·xn = y1 · · · yn íà .(5) äàøð.íéé÷úî (5) ,øîåìë ,(3) é�ì xiy−1
i = 1 ïàëî .xiy−1

i ∈ Gi ∩ 〈G1, . . . , Ĝi, . . . , Gn〉
θ æà .θ(g1, . . . , gn) = g1 · · · gn éãé ìò θ: G∗ = G1 × · · · × Gn → G ä÷úòä øéãâð :(à) ⇐ (â)(4) é�ì æà (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ G∗ íà :íæé�øåîåîåä

.θ((x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn)) = θ(x1y1, . . . , xnyn) = x1y1x2y2 · · ·xnyn =

x1 · · ·xny1 · · · yn = θ(x1, . . . , xn)θ(y1, . . . , yn).(5) é�ì ò"çç θ.ìò θ (1) é�ì ïëì ,〈G1, . . . , Gn〉 ≤ θ(G∗) èø�á .θ(G∗
i ) = Gi ïë åîëáåúëðå G1, . . . , Gn ìù (úéîéð�) äøùé äì�ëî úàø÷ð G ,íéîéé÷úî è�ùîä ìù íéàðúä íà :10.2 äøãâä(øùé íåëñ) G1 ⊕ · · · ⊕ Gn ë"ãá áåúëð ,øåáéç ïä G1, . . . , Gn ìù úåìåò�ä íà .G = G1 × · · · × Gn.úåé�åìéç G1, . . . , Gn íà úé�åìéç G1 × · · · ×Gn-ù úåàøì ì÷ .G1 × · · · ×Gn íå÷îá

Z/mZ × Z/nZ ∼= Z/mnZ æà íéøæ m,n ∈ N íà .ïééì÷ úøåáç àéä Z/2Z × Z/2Z :10.3 äîâåã(.mn øãñî ([1], [1]) øáàäå ,mn øãñî ,úé�åìéç àéä äì�ëîä)íéé÷úîå úåâåæá íéøæ |G1|, . . . , |Gn| íéø�ñîäù çéðð .G1, . . . , Gn ⊳ G-å úé�åñ äøåáç G éäú :10.4 äîìæà .|G| = |G1| · · · |Gn|;G = G1 × · · · ×Gn (à).Aut(G) ∼= Aut(G1) × · · · × Aut(Gn) (á):äçëåä.|B| úà ïäå |A| úà ïä ÷ìçî |A∩B| éë ,A∩B = {1} æà íéøæ íéøãñî A,B ≤ H íàù øéòð äìçú (à).AB/A ∼= B/(A∩B) éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì éë ,|A| · |B| øãñî AB ≤ H æà ,A ⊳H íâ íà:(n ìò äéö÷åãðéàá) ïëì.G1 · · ·Gn = G ïëì ,|G1| · · · |Gn| = |G| øãñî G1 · · ·Gn ≤ G (1).Gi∩ (G · · · Ĝi · · ·Gn) = 1 ïàëî .|Gi|-ì øæ åðäù ,|G1| · · · |̂Gi| · · · |Gn| øãñîGi · · · Ĝi · · ·Gn (3)çéëåð íãå÷ (á).i ìëìå α ∈ Aut(G) ìëì α(Gi) = Gi :äðòèúà ÷ìçî |α(Gi)/Gi ∩ α(Gi)| ïëì ,α(Gi)/Gi ∩ α(Gi) ∼= α(Gi)Gi/Gi ≤ G/Gi ,ïëà
(G : Gi) = |G1| · · · |̂Gi| · · · |Gn|
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ïàëîå ,α(Gi)/Gi ∩ α(Gi) = 1 ïëì .|α(Gi)| = |Gi| úà ÷ìçî íâ àåä êà .|Gi|-ì øæ åðä ïëìå.α(Gi) = Gi íéøãñä ïåéåùîå α(Gi) ≤ Gi èø�á .α(Gi) = Gi ∩ α(Gi)ä÷úòä øéãâð .Aut(Gi)-ì êééù Gi-ì α ìù αi íåöîöäù òáåð äðòèäî:éæà .ϕ(α) = (α1, . . . , αn) éãé ìò ϕ: Aut(G) → Aut(G1) × · · · × Aut(Gn).[Gi-ì α, β ìù íéîåöîöä úì�ëî àåä Gi-ì αβ ìù íåöîöä æà α, β ∈ Aut(G) íà℄ íæé�øåîåîåä ϕ (1).G1 · · ·Gn = G ìò úåäæ åðéä α ïëìå úåäæ àåäGi-ì α ìù íåöîöä æà ϕ(α) = (1, . . . , 1) íà :ò"çç ϕ (2):àáä ï�åàá α: G→ G ä÷úòä øéãâð ,αi ∈ Aut(Gi), i = 1, . . . , n íà :ìò ϕ (3)äâöä ùé g ∈ G ìëì éë) äáåè äøãâä éäåæ .gi ∈ Gi øùàá α(g1 · · · gn) = α1(g1) · · ·αn(gn)øåøáå α ∈ Aut(G) ïëì .(÷åãá) ò"çç àåäå ,(÷åãá) íæé�øåîåîåä α ,(g = g1 · · · gn, gi ∈ Gi äãéçé.ϕ(α) = (α1, . . . , αn)-ùæà .íéðåù íééðåùàø íéø�ñî ìù úå÷æçì å÷åøé� m = pn1

1 · · · pnk

k éäéå éòáè m éäé :10.5 äð÷ñî
Z/mZ ∼= Z/pn1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/pnk

k Z.Aut(Z/mZ) ∼= Aut(Z/pn1

1 Z) × · · · × Aut(Z/pnk

k Z)-å:10.6 è�ùî.Aut(Z/mZ) ∼= (Z/mZ)× (à).éðåùàø p øåáò (Z/pZ)× ∼= Z/(p− 1)Z (á).2 6=éðåùàø p øåáò úéìâòî (Z/prZ)× ∼= Z/(p− 1)Z ⊕ Z/pr−1Z ∼= Z/pr−1(p− 1)Z (â).r ≥ 2 øåáò (Z/2rZ)× ∼= Z/2Z ⊕ Z/2r−2Z (ã):äçëåäíæé�øåîåîåä äøéãâî åæ äìåò� .x ∗ y = xy éãé ìò Z/mZ ìò (Z/mZ)× ìù äìåò� øéãâð (à),(øåáéç úøîåù) íæé�øåîåîåä àéä ϕ(x) ä÷úòää .ϕ(x)(y) = xy éãé ìò ϕ: (Z/mZ)× → S(Z/mZ).ϕ(x) ∈ Aut(Z/mZ) ïëì ,ìòå ò"çç øîåìë ,äøåîú àéä ;x(y1 + y2) = xy1 + xy2 éë.x = [1] (y = [1] ç÷) ïëì ,y ∈ Z/mZ ìëì xy = y æà x ∈ Kerϕ íà :ò"çç ϕ
y = ìëì .α = ϕ(x)-å x ∈ (Z/mZ)×-ù äàøðå x = α([1]) ïîñð .α ∈ Aut(Z/mZ) éäé :ìò ϕ,α = ϕ(x) ,øîåìë α(y) = α(k[1]) = kα([1]) = kx = k[1]x = yx = xy íé÷úî [k] ∈ Z/mZïëìå ,xy = α(y) = α(α−1([1])) = [1] æà ,y = α−1([1]) éäé .x ∈ (Z/mZ)× éë äàøðù éàðúá.x ∈ (Z/mZ)×
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úéì�ëä äøåáçä ìù úé�åñ äøåáç úú ìë :çëåä àìù è�ùî) .úéìâòî (Z/pZ)×-å ,|(Z/pZ)×| = p− 1 (á)(.úéìâòî àéä äãù ìù.|(Z/prZ)×| = pr − pr−1 = (p− 1)(pr − 1) -ù ïééöð ÷ø .çéëåð àì (ã,â):10.7 äîâåã
Aut(Z/22 · 33 · 7Z) =(Z/22 · 33 · 7Z)× = (Z/22Z)× × (Z/33Z)× × (Z/7Z)× ∼=

(Z/2Z) ⊕ (Z/2Z) ⊕ (Z/32Z) ⊕ (Z/6Z)
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.úåéìîøåð úåøãñ .11úé�åñ äøãñ àéä G äøåáç ìù m êøåàî úéìîøåð äøãñ
{1} = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gm = G (1).úåøæç àìì àéä äøãñäù íéøîåà ,i ìëì Gi−1 6= Gi íà .(Gi−1 6= Gi çøëäá àì ;i ìëì Gi ⊳ G çøëäá àì).äøãñä úåðî úåàø÷ð Gi/Gi−1 úåøåáçäú�ñåð úéìîøåð äøãñ
{1} = H0 ⊳ H1 ⊳ · · · ⊳ Hn = G (2)äøåîú úîéé÷ íàå m = n íà ,øîåìë ,øãñä éãë ãò ,úåðîä ïúåàå êøåàä åúåà ïäéúùì íà (1)-ì äìå÷ù àø÷ú.Gi/Gi−1

∼= Hj/Hj−1 1 ≤ i ≤ n ìëìù êë Sn ìù i 7→ j.íé-Hj-ä ïéá íéòé�åî íé-Gi-ä ìë íà (1) ìù ïåãéò àø÷ú (2)
K = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ïàë ;{1} ⊳ 〈(12)(34)〉 ⊳ K ⊳ S4 :11.1 äîâåã.Z/2Z,Z/2Z, S4/K ∼= S3 äøãñä úåðî.A4,Z/2Z äøãñä úåðî ;{1} ⊳ A4 ⊳ S4 :ú�ñåð äøãñ.Z/2Z,Z/2Z,Z/3Z,Z/2Z äøãñä úåðî ;{1} ⊳ 〈(12)(34)〉 ⊳ K ⊳ A4 ⊳ S4 :ïäéúùì ïåãéòäøãñä úåðî ïäéúùì) úåìå÷ù {1} ⊳ 〈σ3〉 ⊳ 〈σ〉 ,{1} ⊳ 〈σ2〉 ⊳ 〈σ〉 æà 6 øãñî úéìâòî äøåáç 〈σ〉 íà.óúåùî ïåãéò ïäì ïéà ìáà ,(Z/2Z,Z/3Z.äæì äæ íéìå÷ù íéðåãéò íéîéé÷ äøåáçä äúåà ìù úåéìîøåð úåøãñ éúù ìëì :(Schreier) 11.2 è�ùî,Gi,j = Gi−1(Gi ∩ Hj) ïîñð .G ìù úåéìîøåð úåøãñ éúù − ìéòì − (2) ,(1) äðééäú :äçëåäæà .j = 0, 1, . . . , n

.Gi−1 = Gi,0 ⊆ Gi,1 ⊆ · · · ⊆ Gi,n = Giæà i = 0, 1, . . . ,m ,Hi,j = Hj−1(Gi ∩Hj) øéãâð äîåã ï�åàá
.Hj−1 = H0,j ⊆ H1,j ⊆ · · · ⊆ Hm,j = Hjíéé÷úîå Hi−1,j ⊳ Hi,j ,Gi,j−1 ⊳ Gi,j ,7.20 ø�ø�ä úîì é�ì

.Gi,j/Gi,j−1
∼= Hi,j/Hi−1,j (3)
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ïëì
{1} = G0 = G1,0 ⊳ G1,1 ⊳ · · · ⊳ G1,n = G1 =

= G2,0 ⊳ G2,1 ⊳ · · · ⊳ G2,n = G2 =
· · · = Gm,0 ⊳ Gm,1 ⊳ · · · ⊳ Gm,n = Gm = G

{1} = H0 = H0,1 ⊳ H1,1 ⊳ · · · ⊳ Hm,1 = H1 =
= H0,2 ⊳ H1,2 ⊳ · · · ⊳ Hm,2 = H2 =

· · · = H0,n ⊳ H1,n ⊳ · · · ⊳ Hm,n = Hn = H:({1} ììåë àì) íéøáà mn ïäì ùéå ,äîàúäá (2) ,(1) ìù íéðåãéò éàãåá ïä .úåéìîøåð úåøãñ.(3) é�ì úåìå÷ù ïä .{Hi,j , Gi,j}m n
i=1 j=1.úåøæç àìì íéìå÷ù íéðåãéò ïäì ùé ,úåøæç àìì (2) ,(1) íà :11.3 äð÷ñî;("úåøæç") úçà íò�î øúåé íéòé�åîù íéøáà íäî èéîùð .íéìå÷ù íéðåãéò (2) ,(1) úåøãñì è�ùîä é�ì :äçëåä.íéìå÷ù íéðåãéòä éë ,äìàë íéøáà ìù ø�ñî åúåà çøëäá íéðåãéòä éðùáå úåéìàéååéøè íäì úåîéàúîä äøãñä úåðî.íéìå÷ù åøàùéé íéðåãéò äèîùää éøçà ïëì.(äîöòì èø�) úåøæç àìì ïåãéò äì ïéàù úåøæç àìì úéìîøåð äøãñ àéä áëøä úøãñ :11.4 äøãâä.áëøä úøãñ ïéà Z-ì .áëøä úøãñ ,ïáåîë ,ùé úé�åñ äøåáçì :11.5 äøòä:úéãéî òáåð äð÷ñîäî.úåìå÷ù äìù áëøä úåøãñ éúù ìë æà áëøä úøãñ ùéG äøåáçì íà :(Jordan-Hölder) 11.6 è�ùîúåàø÷ð íä .áëøä úøãñá úåéåìú ïðéà G ìù áëøä úøãñ úåðî - áëøä úøãñ ùé G-ì íà - äæ è�ùî é�ì.G ìù áëøää úåðî:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .úéìîøåð äøãñ (1) éäú :11.7 äîì.áëøä úøãñ (1) (à).i = 1, . . .m ,(H⊳Gi -ù êëGi−1 < H < Gi ïéàåGi−1 < Gi :øîåìë)Gi -á úéìîéñ÷î úéìîøåðGi−1 (á).i = 1, . . .m ,äèåù� äøåáç Gi/Gi−1 6= {1} (â):äçëåä.øåøá :(á) ⇔ (à)éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì :(â) ⇔ (á)

B ⊳ Gi/Gi−1-ù êë Gi−1/Gi−1 < B < Gi/Gi−1 ïéàå Gi−1/Gi−1 < Gi/Gi−1 ⇔(á)(â) ⇔ B ⊳ Gi/Gi−1-ù êë {1} < B < Gi/Gi−1 ïéàå {1} < Gi/Gi−1 ⇔
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.éðåùàø øãñî úéìâòî àéä íà ÷øå íà äèåù� àéä G úé�åìéç äøåáç :11.8 ìéâøúíà åà) éðåùàø åðéà ord(g) íà .G = 〈g〉 ïëì ,1 < 〈g〉 ⊳ G æà .1 6= g ∈ G éäé ,äèåù� àéä íà).ùîî úé÷ìç äøåáç G-ì ùé ,(é�åñðéà àåä.úåé�åìéç äìù áëøää úåðî ìë íà äøéú� úàø÷ð (úé�åñ) äøåáç :11.9 äøãâä.úåøéú� K,G/K íà ÷øå íà äøéú� G æà .K ⊳ G éäúå úé�åñ äøåáç G éäú :11.10 äîìàéä G ìù áëøää úåðî úøãñù úåàøäì éã .úéìàéååéøè äðòèä úøçà ,K 6= {1}, G úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä.G/K ìù áëøää úåðî úøãñ K ìù áëøää úåðî úøãñ ìù óåøéöääæéà øåáò Gk = K äá ,(1) áëøä úøãñ ùé ,øîåìë .áëøä úøãñì ïåãò ùé {1} ⊳K ⊳G úéìîøåðä äøãñì,G1/G0, . . . , Gk/Gk−1 äéúåðîùK ìù áëøä úøãñ {1} = G0 ⊳G1 ⊳ · · · ⊳Gk = K æà .0 < k < mé�ì ,äéúåðîù G/K ìù áëøä úøãñ {1} = K/K = Gk/K ⊳ Gk+1/K ⊳ · · · ⊳ Gm/K = G/K åìéàå.Gk+1/Gk, . . . , Gm/Gm−1 ïä ,éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî.äøéú� äðä éâåæ éà øãñî äøåáç ìë :(Feit-Thompson, 1963) 11.11 è�ùî.íéãåîò 255 éð� ìò úòøúùî åìù úéøå÷îä äçëåää (.ãéúòá åéìò êîúñð àì íâå) äæ è�ùîì äçëåä ïúéð àì.éúåòîùî ï�åàá æàî äúåà øö÷ì åçéìöä àì ,éì òåãéù äîë ãò.éâåæ øãñî äðéä úé�åìéç àì äèåù� úé�åñ äøåáç ìëù ,èø�á òáåð è�ùîäîúåèåù�ä úåé�åñä úåøåáçä ìë ïäî ,äúéä ä÷éèîúîá äáåùç äìàù .úåèåù� úåé�åñ úåøåáç ïåéî :11.11 äøòäúåç�ùî äîë ãåò úåòåãé {An}∞n=5 ãáìîå éðåùàø øãñî úåéìâòîä úåøåáçä ãáìî .("úåèåù�ä úåøåáçä ïåéî")øùàá ,q > 3 åà n > 2 øåáò PSL(n, q) = SLn(Fq)/F
×
q úåøåáçä ìùîì) .úåèåù� úåøåáç ìù úåé�åñðéàúåèåù� úåøåáç ãåò úåòåãé åéä ïäéìà óñåðá (.úåéøì÷ñ úåöéøèîë íâ íéàåø åéøáà úà øùàë ,íéøáà q ïá äãù Fq.("úåéãàøå�ñ") úåããåá20-ä äàîä ìù äéðùä úéöçîá íéø÷åç åàöî ,úåèåù�ä úåé�åñä úøåáçä ìë äìàù çéëåäì õîàîä éãë êåú.ìëä êñá 26 ,úå�ñåð úåéãàøå�ñ úåøåáç.úåèåù�ä úåøåáçä ïåéîá êøã ïáà äéä Feit-Thompson è�ùîïä úåøëåîä úåèåù�ä úåøåáçä :åæ äîéùîá åçéìöä íäù íéà÷éèîúî ìù úååö òéãåä 80-ä úåðù úìéçúá.úåèåù�ä úåøåáçä ìëãáéà àåäù æàî çèùä úà åáæò íéçîåîä áåøù ììâá éìåà) äàìî äáåúë äçëåä ïéà ïééãòù ïééöì ùé.(øÅñ øéé�-ïà'æ óìåå ñø� ïúç ø÷òá) øåâñë ïåéîä úà íéìá÷î íðéàù äìàë ùé ïëìå (åúø÷åéî
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.p-úåøåáç .12.úé�åñ åæë G èø�á .p ìù ä÷æç àåä |G| íà p-úøåáç úàø÷ð G äøåáç .éðåùàø ø�ñî p éäé.p-úøåáç àéä p-úåøåáç ìù äøùé äì�ëî .p-úøåáç àéä p-úøåáç ìù äðî úøåáçå úé÷ìç äøåáç :12.1 äîì.(G ìù æëø¶îä=) Z(G) 6= {1} æà .p-úøåáç G 6= {1} éäú :12.2 è�ùîàéä {xi}i∈I′ øùàá ,|G| =
∑
i∈I′(G : CG(xi)) + |Z(G)| (8.11 äð÷ñî) úå÷ìçîä úçñåð é�ì :äçëåä,p ìù úå÷æç íä (G : CG(xi)) íâå |G| íâ .ãçà øáàî øúåé úåìòá G-á úåãéîöä úå÷ìçî ìù íéâöéî úëøòî,p-á ÷ìçúî |Z(G)|-ù ïàëî .p-á íé÷ìçúî íä ïëì ,(CG(xi) 6= G ïëì ,xi /∈ Z(G) éë) úåéìàéååéøè àì.Z(G) 6= {1} èø�áå.úé�åìéç àéä p2 øãñî G äøåáç ìë :12.3 äð÷ñîæà .b ∈ Gr〈a〉 ùé úøçà .úé�åìéç ïëìå úéìâòî G æà G = 〈a〉 íà .1 6= a ∈ Z(G) éäé :äçëåä

G ,ab = ba-å ìéàåä .〈a, b〉 = G ïëìå ,|〈a, b〉| = p2 íâ ,|G| = p2-å úåéä .{1} < 〈a〉 < 〈a, b〉 ≤ G.úé�åìéç.U < NG(U) = {g ∈ G| g−1Ug = U} éæà .U < G éäúå p-úøåáç G éäú :12.4 äîì.g−1Ug = U -ù êë g ∈ GrU àåöîì éã ïëì .U ≤ NG(U)-ù øåøá :äçëåäé�ì .π(u, gU) = ugU :ìàîùî ì�ëä éãé ìò X = {gU | g ∈ G} äöåá÷ä ìò U ìù äìåò� øéãâð8.9 äð÷ñî
, |X| =

∑

i∈I′

(U : Uxi
) + |X0|.(U : Uxi

) > 1 êøåàî U -éìåìñî íéâöéî {xi}i∈I′ -å X0 = {gU ∈ X| u ∈ U ìëì ugU = gU} øùàá
|X| = (G : U) íâå ,|G| úà ïëìå |U | úà ÷ìçî (U : Uxi

) ïë åîë .U < G éë ,|X| = (G : U) > 1 íâíâù ïàëî .p-á íé÷ìçúî èø�áå ,p ìù úåéìàéååéøè àì úå÷æç íäéðù ïëì .p ìù úå÷æç íäéðù ïëì ,|G| úà ÷ìçî.|X0| ≥ 2 èø�áå ,p-á ÷ìçúî |X0|.u ∈ U ìëì ugU = gU -å gU 6= U -ù êë g ∈ G ùéù øîåà äæ ,U = eU ∈ X0 øåøéááù ïåéë:g−1Ug = U -ì ìå÷ù éðùä éàðúä .g ∈ GrU -ù øîåà ïåùàøä éàðúä
g−1Ug = U ⇔ g−1Ug ⊆ U ⇔ u ∈ U ìëì g−1ug ∈ U ⇔ u ∈ U ìëì ugU = gU.|U | = |g−1Ug|-ù êëî äðåøçàäå ,5.8 äîìî úòáåð äðåùàøä úåìé÷ùä øùàë

44



éæà .(U < H < G ïéàå U < G øîåìë) äìù úéáøî úé÷ìç äøåáç U éäúå p-úøåáç G éäú :12.5 è�ùî.U ⊳ G (à).(G : U) = p (á).äøéú� G èø�á .p øãñî íééìâòî äéîøåâ ìëù áëøä úøãñ G-ì (â):äçëåä.U ⊳ G øîåìë ,NG(U) = G ïëì ,U < NG(U) ≤ G äîìä é�ì (à)úåøåáçì éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì úåîéàúî äìù úåé÷ìç úåøåáçå ,{1}-î äðåù p-úøåáç G/U (á)äøåáç ìë éë) úéìâòî G/U -ù ïàëî .úéìàéååéøè àì úé÷ìç äøåáç äì ïéà ïëì .U úà úåìéëîä G ìù úåé÷ìç
d ÷ìçî ìëì d øãñî äøåáç úú ùé úéìâòî äøåáçì éë) éðåùàø øãñî (äì äååù äìù úéìâòî {1} 6= úé÷ìç.(p-úøåáç àéä éë) p øãñî øîåìë ,(äøãñ ìù(á)-å (à) é�ì .Ui−1-á úéáøî Ui øùàá ,G = U0 > U1 > · · · > Un = {1} äøãñ äðáð äéö÷åãðéàá (â).áëøä úøãñ éäåæ
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(Sylow) áåìéñ úåøåáç .13àåä |P | íà G ìù p-áåìéñ úøåáç úàø÷ð P ≤ G úé÷ìç äøåáç .úé�åñ äøåáç G éäúå éðåùàø ø�ñî p éäé
P ,øîåìë .|P | = pn æà p-ì øæ m-å |G| = pnm íà ,.à.æ ,|G| úà ú÷ìçî øùà ,p ìù úéáøîä ä÷æçä.P = {1} íà ÷øå íà p-áåìéñ úøåáç P æà p-ì øæ |G| íà èø�á .p-ì øæ (G : P )-å p-úøåáç.p øãñî G-á øáà ùé æà |G| úà ÷ìçî p íà .úé�åñ úé�åìéç äøåáç G éäú :13.1 äîì.p øãñî àåä g(ordg)/p ,(1ã)6.5 äîì é�ì ,æà éë ,p∣∣ordg-ù êë g ∈ G ùéù çéëåäì éã :äçëåä,H < H〈g〉 æà .g ∈ GrH ùé ïëì ,H 6= G æà .p-ì øæ äøãñù éáøî øãñî äøåáç úú H ≤ G éäúïàëî .p∣∣|H〈g〉| ïëì.p∣∣∣ |H〈g〉|

|H| = |H〈g〉/H| = |〈g〉/H ∩ 〈g〉| =
|〈g〉|

|H ∩ 〈g〉|
∣∣∣|〈g〉| = ordg.p-áåìéñ úøåáç ùéG úé�åñ äøåáç ìëì :(áåìéñ ìù ïåùàøä è�ùîä) 13.2 è�ùî.éìàéååéøè |G| = {1} äø÷îä .|G| ìò äéö÷åãðéàá :äçëåäé�ì ;p-áåìéñ úøåáç G/N -ì ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì æà p-úøåáç N 6= {1}-ù êë N ⊳ G úîéé÷ íà (à)

P/N,N éë) p-úøåáç P úòë .N ≤ P ≤ G øùàá P/N äøåöäî åæ äøåáç éùéìùä 'îåæéàä è�ùî.G ìù p-áåìéñ úøåáç P ïëì ,p-ì øæ (G : P ) = (G/N : P/N)-å (p-úåøåáçàéä ;P p-áåìéñ úøåáç H-ì ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì æà p-ì øæ (G : H)-ù êë H < G úîéé÷ íà (á).G ìù p-áåìéñ úøåáç íâ P ïëì ,p-ì øæ (G : P ) = (G : H) · (H : P )-å p-úøåáçíàå p∣∣|G| = (G : 1) èø�á .p∣∣(G : H) íéé÷úî H < G ìëìùå |G| > 1-ù àå�éà çéðð (â)
|G| =

∑
i∈I′(G : úå÷ìçîä úçñåðî .p∣∣(G : CG(x)) ïëìå CG(x) < G æà x ∈ GrZ(G)øãñî N ≤ Z(G) ùé äîìä é�ì ïëì ,úé�åìéç äøåáç àåä æëøîä .p∣∣|Z(G)|-ù òáåð CG(xi)) + |Z(G)|.åðîééñ (à) é�ì .g−1ng = n ∈ N íéé÷úî g ∈ G ìëìå n ∈ N ìëì éë ,N ⊳ G êà .p(.|S6| = 6! = 720 = 24 · 32 · 5) .16 øãñî úé÷ìç äøåáçå 9 øãñî úé÷ìç äøåáç ùé S6-ì :13.3 äîâåã.úé�åñ äøåáçG éäú :(áåìéñ ìù éùéìùä è�ùîäå éðùä è�ùîä) 13.4 è�ùî.G ìù p-áåìéñ úøåáçá úìëåîH æàG ìù úé÷ìç p-úøåáçH íà (à).åæì åæ úåãåîöG ìù p-áåìéñ úåøåáç ìë (á).np(G) ≡ 1( mod p) æà .G ìù p-áåìéñ úåøåáç ø�ñî np(G) éäé (áåìéñ ìù éùéìùä è�ùîä) (â)
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:äçëåä:øúåé úö÷ (ìåëéáë) äàøð (à).(p-áåìéñ úøåáç P g íâ ,ïáåîëå) H ≤ P g-ù êë g ∈ G ùé æà .G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú ('à)éãé ìò X ìò úìòå� G ,ïëà .p-ì øæ |X| æà .X = {P g| g ∈ G} = {gPg−1| g ∈ G} éäé :1 äðòè
GP = {g ∈ G| P g = P} = øùàá ,|X| = (G : GP ) ïëìå ,(P ìù) G-ìåìñî àéä X-ù øåøá .äãîöää.p-ì øæ |X| = (G : GP ) ïëì ,p-ì øæ (G : P ), P ≤ GP ≤ G ìáà .NG(P )

Pi ∈ Xi íàå ,H-ìåìñî Xi øùàá X =
⋃
i∈I Xi ïëì .äãîöää éãé ìò X ìò úìòå� H p-úøåáç :2 ÷ìç.|Xi| = 1-ù êë i ∈ I ùé (1) é�ì ïëì ,|X| =

∑
i |Xi| ìáà .p ìù ä÷æç |Xi| ïëì .|Xi| = (H : HPi

) æàïàëî .HPi
= H ïëìå ,h ∈ H ìëì Phi = Pi æà H ≤ Pi íà ,ïëà .H ≤ Pi ⇔ |Xi| = 1 :3 äðòè.|Xi| = (H : HPi

) = 1æà ,|Xi| = 1 çéðð ,ê�éäì
.H = HPi

= {h ∈ H| Phi = Pi} ≤ {g ∈ G| P gi = Pi} = NG(Pi)

Pi êà .p ìù ä÷æç àåä |HPi| = |H||Pi|/|H ∩ Pi| úòë .HPi = 〈H,Pi〉 ≤ G ïëì ,Pi ⊳ NG(Pi) ìáà.H ≤ Pi ïàëî .Pi = HPi çøëäá ïëì ,Pi ≤ HPi-å G ìù p-áåìéñ úøåáç.('à) úà çéëåî äæ .(Pi ∈ X-å) H ≤ Pi-ù êë i ùé (3) ,(2) é�ì :4 ÷ìç.(|H| = |P | = |Pi| æàå) G ìù p-áåìéñ úøåáç H éë äúò çéðð (â)-å (á) úà çéëåäì éãë.H = P g òáåð íéøãñä ïåéååùî .H ≤ P g-ù êë g ∈ G ùé ('à) é�ì (á)-ù êë ãéçé i0 ùé ïëì .i ∈ I ìëì ,H = Pi ⇔ |Xi| = 1 (3)-î òáåð íéøãñä ïåéååù ììâá (â)ïàëî .i 6= i0 ìëì p∣∣|Xi| ïëì ,p ìù ä÷æç |Xi| êà .i 6= i0 ìëì |Xi| 6= 1-å |Xi0 | = 1.|X| =
∑
i |Xi| ≡ 1( mod p).np(G)

∣∣(G : P ) èø�áå np(G) = (G : NG(P )) æà .G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú :13.5 äøòä-ù êëî òáåð éðùä ÷ìçä .|X| = np(G) (á) é�ì øùàë ,1 äðòè úçëåäá åðéàø ïåùàøä ÷ìçä úà).ìéòì (â) ìò np(G) úåãåà óñåð òãéî ïúåð äæ (.(G : P ) úà ÷ìçî (G : NG(P )) ïëìå P ≤ NG(P ) ≤ G.ãçé íâ íéàðúä éðù é�ì np(G)-ì ãîòåî àåä 1-ù áì íéù.G-á úéìîøåð p-áåìéñ úøåáç ùé íà ÷øå íà np(G) = 1 :13.6 äøòä
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é�ìå 24 úà ÷ìçî ïø�ñî äøòää é�ì (.|S5| = 120 = 5 · 24) - ?S5-á ùé 5 øãñî úåøåáç äîë :13.7 äîâåãäéä 5 øãñî øáà ìë ,1 äéä àåä íà .1 åà 6 àåä ïëì .1, 6, 11, 16, 21, 26, . . . íéø�ñîäî ãçà àåä è�ùîäùé êà .S5-á 5 øãñî íéøáà 4 ÷ø åéä ïëìå (5 øãñî íéøáà 4 ÷åéãá ùé äá) 5 øãñî äãéçéä äøåáçä úúá ìëåî.S5-á 5 êøåàî íé÷åùéç 4! = 24è�ùîä é�ì) .3 åà 1 åðä ïëì ,3 úà ÷ìçî ïø�ñî äøòää é�ì - ?S4-á ùé 8 øãñî úåøåáç äîë :13.8 äîâåã
6 :èåøé� øúéá) .1 åà 2, 4, 8 øãñî íéøáà 16 ùéù äàøî ì÷ áåùéç (.è�ùîä éìá íâ åðòãé äæ êà ;éâåæ éà àåäåæéàá íéìëåî íìåë ,è�ùîä é�ì (.úåäæ 1 ;íéðå÷åùéç 6 ;íéøæ íé÷åùéç éðù ìù úåì�ëî 3 ;4 êøåàî íé÷åùéçìë êåúéçù ïëúé àìù áì íéù) .3 àå�éà ïø�ñî .úçà 2-áåìéñ úøåáçî øúåé ùé ïëìå ,(8 øãñî) 2-áåìéñ úøåáç(.äìàë 15 ÷ø ùé êà ;ïúùåìùá íééìàéååéøè àì íéøáà 3 · 7 = 21 åéä æà éë ,{1} àåä ïúùåìù ïéáî íéúùéæà .G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú .N ⊳ G-å úé�åñ äøåáç G éäú :13.9 äîì.N ìù p-áåìéñ úøåáç àéä P ∩N (à).G/N ìù p-áåìéñ úøåáç àéä PN/N (á)ïëì ,p-ì øæ (G : P ) = (G : PN)(PN : P ) 'æðøâì é�ì .P ≤ PN ≤ G íéé÷úî :äçëåä.p-ì íéøæ (G : PN), (PN : P ) (1)éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì.|PN |/|N | = |P |/|P ∩N | èø�áå PN/N ∼= P/(P ∩N) (2)(2) é�ì .p-úøåáç P ∩N ïëì ,P ∩N ≤ P (à)

, (N : (P ∩N)) = |N |/|P ∩N | = |PN |/|P | = (PN : P ).p-ì øæ (N : (P ∩N)) (1) é�ì ïëìúòë .p-úøåáç PN/N íâ (2) é�ì .p-úøåáç ïëìå p-úøåáç ìù äðî àéä P/(P ∩N) (á)
, (G/N : PN/N) = (G : PN).p-ì øæ (G/N : PN/N) (1) é�ì ïëì.äøéú� G (à) .íéðåù íééðåùàø éðù p, q øùàá ,pq øãñî äøåáç G éäú :13.10 ìéâøú.G ∼= Z/pqZ æà q 6 ∣∣p− 1-å q < p íà (á)

np(G)
∣∣(G : P ) = pq/p = q úòë .q øãñî Q äøåáçå p øãñî P äøåáç G-ì .q < p ë"äá (à) :ïåøú�ïëìå ,úåéìâòî ïëì ,íééðåùàø íéøãñî P,G/P úòë .P ⊳ G ïëì .np(G) = 1 ïàëî .np(G) ≡ 1( mod p)-å.äøéú� G
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íà .nq(G) = p åà nq(G) = 1 ,éðåùàø p-å ,nq(G)
∣∣(G : Q) = pq/q = p-å úåéä (á),P ∩Q = {1}-ù øåøá .Q ⊳ G ,øîåìë ,nq(G) = 1 ïëì .ïåúðì äøéúñá ,p ≡ 1( mod q) æà ,nq(G) = p,10.5 äð÷ñî é�ì ïàëî .G = Q× P ,(à)10.4 äîì é�ì ïëì.G = Q× P ∼= Z/pZ × Z/qZ ∼= Z/pqZ.äøéú� äðä 12 øãñî G äøåáç ìë :13.11 ìéâøú.3 øãñî íéøáà 4 · 2 = 8 ïúåð äæ .äìàë 4 ÷åéãá ùé úøçà .åðîééñ– úéìîøåð G ìù 3-áåìéñ úøåáç íà :äçëåäáåùå ;úçà 2-áåìéñ úøåáç ÷ø ùé ,3 øãñî àìù íéøáà 4 ùé G ìù 2-áåìéñ úøåáç ìëáå úåéä .íéøáà 4 ãåò åøúåð.åðîééñ -.äøéú� äðä 2m · 3 øãñî G äøåáç ìë :13.12 ìéâøú.2-áåìéñ úøåáç P ≤ G éäú .m ≥ 2 çéðð .øåøá äæ m = 0, 1 øåáò .m ìò äéö÷åãðéàá :ïåøú�æà .úéìàéååéøè àì K ⊳ G ùé 8.13 äð÷ñî é�ì ïëì ,|G| = 2m · 3 ∤ 6 = 3! -å (G : P ) = 3 æà

G íâ 11.10 äîì é�ìå ,(2-úøåáçë éîå äéö÷åãðéàä úçðä é�ì éî) úåøéú� K,G/K ïëì ,|K|, |G/K| < |G|.äøéú�.äøéú� äðä 2m · 3n øãñî G äøåáç ìë .0 ≤ m ≤ 3 éäé :13.13 ìéâøúçéðð .(íãå÷ä ìéâøúä é�ì åà 2-úøåáç G-ù åà) øåøá äæ n = 0, 1 øåáò .(m ìëì) n ìò äéö÷åãðéàá :ïåøú�÷åéãá ùé úøçà .äøéú�G ïëìå ,p-úåøåáçë úåøéú� P,G/P æà P ⊳G íà .3-áåìéñ úøåáç P ≤ G éäú .n ≥ 2

ψ: G→ S4 íæé�øåîåîåä ïúåð äæå ,äãîöää éãé ìò ïäéìò úìòå� G .(m = 3 åàm = 2 -å) 3-áåìéñ úåøåáç 4ïë åîë .åæì åæ úåãåîö 2-áåìéñ úåøåáç òáøà éë ,ψ(G) 6= {id} æà .K = Kerψ éäé .[ψ(g)(Pi) = gPig
−1℄(11.10 äîì) ïëìå ,(äéö÷åãðéàä úçðä é�ì) úåøéú� K,G/K ïëì .|G| ≥ 22 · 32 = 36 > |S4| éë ,K 6= {1}.äøéú� G íâ

G íâ ,äøéú� äðä 90 ùîî ÷ìçîù øãñî äøåáç ìëù äçðäá ,æàå) .äèåù� äðéà 90 øãñî G äøåáç ìë :13.14 ìéâøú.(äøéú�øãñî íéøáà 24=) 5-áåìéñ úåøåáç 6 ùé ïëì .1 åðéà p-áåìéñ úåøåáç ø�ñî éðåùàø p∣∣90 ìëì ë"äá :äçëåäåéä æà éë ,{1} úåéäì ìåëé àì ïäî íééúù ìë êåúéçå ,(úåé�åìéç ïëì ,9 øãñî ïäå) 3-áåìéñ úåøåáç 10 ùé ;(5æà .|P1 ∩ P2| = 3-ù êë 3-áåìéñ úåøåáç éúù P1, P2 ≤ G àå�éà äðééäú .äøéúñ ,9 åà 3 øãñî íéøáà 80.P1 ∩ P2 ⊳ 〈P1, P2〉 ïëì ,P1 ∩ P2 ⊳ P1, P2.åðîééñå– P1 ∩ P2 ⊳ G æà 〈P1, P2〉 = G íà (à)
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.åðîééñå– 〈P1, P2〉 ⊳ G æà (G : 〈P1, P2〉) = 2 íà (á)àì íæé�øåîåîåä ïúåð äæå {g〈P1, P2〉} ìò ìàîùî ì�ë éãé ìò úìòå� G æà (G : 〈P1, P2〉) = 5 íà (â).äøéúñ ,G ≤ S5 úøçà éë K 6= {1} íâ .K = Kerψ < G ïëì ,ψ: G→ S5 éìàéååéøè.p øãñî g ∈ G øáà ùé æà |G| úà ÷ìçî p íà .úé�åñ äøåáçG éäú :(éùå÷ è�ùî) 13.15 è�ùî
p ìù ä÷æç ord(g)||P | æà .1 6= g ∈ P øçáð .P 6= {1} ,äçðää é�ì .G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú :äçëåä.p øãñî g ordg

p ,(1ã)6.5 äîì é�ì .p|ord(g) ïëì .ord(g) 6= 1-å.úéìâòî G æà .F ìù F× úéì�ëä äøåáçä ìù úé�åñ äøåáç úú G éäúå äãù F éäé :13.16 è�ùî.G-á úéìîøåð äìù äøåáç úú ìë èø�á .úé�åìéç G íâ ,úé�åìéç F×-ù ïåéë :äçëåäúøåáç Gi éäú i ìëì .íéðåù íééðåùàø íéø�ñî ìù úå÷æçì |G| ìù ÷åøé�ä |G| = pn1

1 · · · pnr
r éäéæà ,úéìâòî àéä Gi ìëù äàøð íà .G = G1 × · · · ×Gr ,(à)10.4 äîì é�ì .pni

i øãñî Gi æà .G ìù pi-áåìéñéã ïëì .úéìâòî G ∼= Z/pn1

1 Z × · · · × Z/pnr
r Z ∼= Z/pn1

1 · · · pnr
r Z ,10.5 äð÷ñî é�ìå ,Gi ∼= Z/pni

i Z.p-úøåáç G éë çéðäì.ord(g) = pr ,øîàð ,p ìù ä÷æç àåä ïëì ,|G| úà ÷ìçî äæä øãñä .øúåéá ìåãâä øãñä ìòá g ∈ G éäéàåä x ïëìå ,xpr

= 1-ù ïàëî .ord(x)|pr ïëìå ,ord(x) ≤ pr ìáà ,p ìù ä÷æç íâ ord(x) æà ,x ∈ G éäéêøãá íéãîåìù è�ùî) F -á íéðåù íéùøù pr øúåéä ìëì äæ íåðéìå�ì êà .Xpr − 1 ∈ F [X] íåðéìå�ä ìù ùøù.|G| = pr = ord(g) = |〈g〉|-ù àöåé ,pr = ord(g)||G|-ù ïåéë .|G| ≤ pr ïëì ,(2 úéøàðéì äøáâìàá ììë.úéìâòî G ïëì .ïåéååù àéä 〈g〉 ≤ G äìëääù ïàëî
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úé�åñ úåøöåð (úåéù�ç) úé�åìéç úåøåáçä .14éæà .(éøåáéç áéúëá) úé�åìéç äøåáç A éäú :14.1 äøãâä.A ìù ìåúé�ä úøåáç úàø÷ð At = {a ∈ A| orda <∞} (à).A = At íà ìåúé� úøåáç úàø÷ð A (á).At = {0} íà ìåúé� úøñç úàø÷ð A (å).äøåáç úú At ≤ A (à) :14.2 äîì.ìåúé� úøñç A/At (á).úé�åñ A æà úé�åñ úøöåð úé�åìéç ìåúé� úøåáç A íà (â)(!éøåáéç áéúëá) :äçëåäïàëî .ma = nb = 0-ù êë m,n ∈ N ùé æà .a, b ∈ At åéäé .0 ∈ At-ù øåøá (à)
,mn(a+ b) = mna+mnb = n(ma) +m(nb) = 0.−a ∈ At ïëì ,m(−a) = −(ma) = −0 = 0 ïë åîë .a+ b ∈ At ïëì.a ∈ At øîåìë ,a+At = At æà A/At-á n <∞ øãñî a+ At íà :a ∈ A ìëì çéëåäì êéøö (á).a ∈ At ïàëî .m(na) = 0-ù êë m ∈ N ùé ,øîåìë ,na ∈ At ïëì ,n(a+At) = At ,ïëàå.|A| = ord(a) <∞-å úéìâòî A æà A = 〈a〉 íà .A ìù n íéøöåéä ø�ñî ìò äéö÷åãðéàá (â),A = B + 〈an〉 úòë .úé�åñ B = 〈a1, . . . , an−1〉 äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .A = 〈a1, . . . , an〉 çéðð'æðøâì úçñåð é�ì ïàëî .|A/B| = |〈an〉/B ∩ 〈an〉| ≤ |〈an〉| < ∞ éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì ïëì.|A| = (A : B) · |B| <∞.ìåúé� úøåáç àéä úé�åñ äøåáç ìë (à) :14.3 úåàîâåã.ìåúé� úåøñç Z ⊕ Z ,Q ,Z (á).(nmn = m ∈ Z íéé÷úî m

n ∈ Q ìëì) úé�åñðéà ìåúé� úøåáç Q/Z (â).ìåúé� úøñç äðéàå ìåúé� úøåáç äðéà Z ⊕ Z/2Z (ã)ùé v ∈ F ìëì íà F ìù ñéñá úàø÷ð F éøáà ìù v1, . . . , vn äøãñ .úé�åìéç äøåáç F éäú :14.4 äøãâääøåöäî äãéçé äâöä
.m1, . . . ,mn ∈ Z , v = m1v1 + · · · +mnvn (1).ñéñá äì ùé íà úéù�ç úàø÷ð F úé�åñ úøöåð úé�åìéç äøåáç
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íæé�øåîåîåä íé÷ éæà .a1, . . . an ∈ A åéäéå úé�åìéç A éäú .v1, . . . , vn ñéñá íò úéù�ç F éäú :14.5 è�ùî.A ∼= F/Kerϕ æà A = 〈a1, . . . an〉 íà ,èø�á .i ìëì ϕ(vi) = ai -ù êë ϕ: F → A ãéçééäåæ .m1, . . . ,mn ∈ Z ìëì ,ϕ(m1v1 + · · ·+mnvn) = m1a1 + · · ·+mnan éãé ìò ϕ øéãâð :äçëåä.i ìëì ϕ(vi) = ai-ù êë ãéçéå ,íæé�øåîåîåä ϕ-ù øåøá .ñéñá úøãâä é�ì ,äáåè äøãâäíà ÷øå íà F ìù ñéñá v1, . . . , vn äøãñ .úé�åìéç äøåáç F éäú :14.6 äîì-å F = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉 (2).i ìëì 〈vi〉 ∼= Z (3)-ì ìå÷ù (2) ,(â)10.1 è�ùî é�ì :äçëåä[.äãéçé àì éìåà ,(1) äâöä v ∈ F ìëì :øîåìë℄ .F = 〈〈v1〉, . . . , 〈vn〉〉 (à)[.úé�åìéç F éë íéé÷úî℄ ;i 6= j øåáò ,gj ∈ 〈vj〉 ,gi ∈ 〈vi〉 ìëì gigj = gjgi (á)øîåìë ;i ìëì xi = yi æà xi, yi ∈ 〈vi〉 øùàá x1 + · · · + xn = y1 + · · · + yn íà (â).i ìëì m′
ivi = mivi æà m′

1v1 + · · · +m′
nvn = m1v1 + · · · +mnvn íà ('â)øîåìë ,ki = 0 ⇐ kivi = 0 øîåìë ,ordvi = ∞-ì ìå÷ù (3) åìéàå.m′

i = mi æà m′
ivi = mivi íà ('3)('3) ⇐ (1) øåáò) (1) ìù úåãéçéì íéìå÷ù ('3) ,('â) åìéàå [äúåãéçéì àì êà℄ (1) äâöää íåé÷ì ìå÷ù (à) ,úòë(.j 6= i ìëì mj = 0 ç÷.F ∼= Fn :=

n︷ ︸︸ ︷
Z ⊕ · · · ⊕ Z íà ÷øå íà úéù�ç F úé�åìéç äøåáç :14.7 äð÷ñîíâ æà .k2, . . . , kn ∈ Z åéäé .F ìù [ñéñá℄ íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vn éäúå úé�åìéç F éäú :14.8 ìéâøú

v1 + k2v2 + · · · + knvn, v2, . . . , vn .F ìù [ñéñá℄ íéøöåé úøãñ-ù êë [íéãéçé℄ m′
1, . . . ,m

′
n ∈ Z ùéù çéëåäì åðéìò .v ∈ A éäé :ïåøú�

v = m′
1(v1 + k2v2 + · · · + knvn) +m′

2v2 + · · · +m′
nvn

= m′
1v1 + (k2m

′
1 +m′

2)v2 + · · · + (knm
′
1 +m′

n)vn
(4)øéãâð .(1) íéé÷úîù êë [íéãéçé℄ m1, . . . ,mn ∈ Z ùé ,ïëàå

m′
1 = m1

m′
2 = m2 − k2m1

· · · · · ·
m′
n = mn − knm1

52



[.úéøù�àä äãéçéä äøãâää úàæ ,äãéçé äâöä (1) øùàëå℄ .(4) íéé÷úî æàå.úéù�ç A æà ìåúé� úøñçå úé�åñ úøöåð úé�åìéç äøåáç A íà :14.9 è�ùî.íéøáà n ïá ñéñá ùéù äàøð .A-ì íéøáà n úá íéøöåé úøãñ ùé åøåáò éøòæî n éäé :äçëåä-ù êë ,0 íìåë àì ,m1, . . . ,mn ∈ Z ùé v1, . . . , vn íéøöåé úøãñ ìëì úøçà
.m1v1 + · · · +mnvn = 0.éøòæî δ(v1, . . . , vn) := |m1| + · · · + |mn| íò v1, . . . , vn íéøöåé úøãñ øçáð

v1, . . . , v̂i . . . , vn íâ æà .vi = 0 (ìåú� úøñç A) ïëìå mivi = 0 æà ,mi 6= 0-ù êë ãéçé i ùé íà.n ìù úåéøòæîì äøéúñ ,íéøöåé úøãñ
mi ìë ìé�ëð úøçà) m1 > 0 ë"äáå |m1| ≤ |m2| ë"äá .m1,m2 6= 0 ë"äá æà ,ãéçé åðéà äæë i íàïúåð úéøàù íò ÷åìéç .((−1)-á

.m2 = m1q + r, 0 ≤ r < m1 = |m1| ≤ |m2| ïëì
m1(v1 + qv2) + rv2 +m3v3 + · · · +mnvn = 0äøåáò .A ìù íéøöåé úøãñ v1 + qv2, v2, v3, . . . , vn íâ 14.8 ìéâøú é�ìå

δ(v1 + qv2, v2, . . . , vn) ≤ |m1| + r + |m3| + · · · + |mn| < δ(v1, . . . , vn).úåéøòæîì äøéúñ.n ≤ k æà ,íéøöåé úøãñ u1, . . . , uk -å ,(äéåìú éúìá àéäù çéðäì éã) ñéñá v1, . . . , vn íà :14.10 è�ùîúåâöä ùé :äçëåä
v1 = m11u1+ · · · +m1kuk... ... ...
vn = mn1u1+ · · · +mnkukùé ïëì .Q ìòî úéøàðéì úåéåìú (mij) ∈ Mn×k(Q) äöéøèîä ìù äéúåøåù æà .n > k äìéìùá çéðð-ù êë ,0 íìåë àì ,ǫ1, . . . , ǫn ∈ Q

.ǫ1(m11, . . . ,m1k) + · · · + ǫn(mn1, . . . ,mnk) = 0éàì äøéúñá ,ǫ1v1 + · · · + ǫnvn = 0 íéé÷úî .(óúåùî äðëîá íúåà ìé�ëð úøçà) ǫ1, . . . , ǫn ∈ Z ë"äá.((1)-á úåãéçé) úåìú
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.G ìù äâøãä rkG = min{|S|| G = 〈S〉} éäú G úé�åñ úøöåð äøåáç øåáò :14.11 äøãâä.rkF :íéøáà ø�ñî åúåà F úéù�ç úé�åìéç äøåáç ìù íéñéñáä ìëì :14.12 äð÷ñî
H éæà .H ≤ Fn éäú :(Fn úéù�çä úé�åìéçä äøåáçä ìù úåé÷ìçä úåøåáçä è�ùî) 14.13 è�ùî
ǫ1

∣∣ǫ2
∣∣ · · ·

∣∣ǫk-ù êë ǫ1, . . . , ǫk ∈ N-å 0 ≤ k ≤ n íéîéé÷å Fn ìù v1, . . . , vn ñéñá íéé÷ :úéù�ç úé�åìéç.H ìù ñéñá ǫ1v1, . . . , ǫkvk-åøåáò úåðåëð çéððå n ≥ 1 çéðð .n = 0 øåáò ïåëð è�ùîä èø�á ;(k = 0) øåøá è�ùîä ,H = {0} íà :äçëåä.H 6= {0} ë"äá .n− 1.-ù êë u1, . . . , un, v ∈ Fn ùé :äðòè .à
.m1 > 0 , v = m1u1+m2u2+ · · ·+mnun , v ∈ H ,Fn ìù ñéñá u1, . . . , un (5)êë i ùé .v = m1u1 + m2u2 + · · · + mnun æà .0 6= v ∈ H-å åäùìë u1, . . . , un ñéñá øçáð ,ïëà.(−v)-á v úà óéìçð m1 < 0 íà .i = 1 ë"äá ;mi 6= 0-ù.ǫ1 = min{m1| (5) íéé÷úîå u1, . . . , un, v ∈ Fn} éäé :á.ǫ1u1 ∈ H -ù êë Fn ìù u1, . . . , un ñéñá ùé :äðòè:úéøàù íò ÷ìçð .m1 = ǫ1-å (5) íéé÷úîù êë u1, . . . , un, v ùé ,ïëà

mi = ǫ1qi + ri, 0 ≤ ri < ǫ1, i = 2, . . . , níéé÷úîå (14.8 ìéâøú) Fn ìù ñéñá u′1, u2, . . . , un æà .u′1 = u1 + q2u2 + · · · + qnun øéãâðå
.v = ǫ1u

′
1 + r2u2 + · · · + rnun.v = ǫ1u

′
1 ïëìå ,r2 = · · · = rn = 0 íéé÷úî ǫ1 ìù úåéøòæîä ììâáæà .H ′ = H ∩ F ′, F ′ = 〈u2, . . . , un〉 ïîñð .ǫ1u1 ∈ H-ù êë Fn ìù u1, . . . , un ñéñá øçáð :â.u2, . . . , un ñéñá íò úéù�ç F ′-å ,10.1 è�ùî é�ì ,Fn = 〈u1〉 ⊕ F ′.H = 〈ǫ1u1〉 ⊕H ′ :äðòèäðòèä úà çéëåé äæ .H = 〈ǫ1u1〉+H ′-ù äàøð .〈ǫ1u1〉∩H ′ ⊆ 〈u1〉∩〈u2, . . . , un〉 = {0} -ù øåøá ,ïëà

0 ≤ r < ǫ1,m1 = ǫ1q + r íà .H ìù øáà u = m1u1 +m2u2 + · · ·+mnun éäé .(â)10.1 è�ùî é�ìæà
H ∋ u− q(ǫ1u1) = ru1 +m2u2 + · · · +mnun.u ∈ 〈ǫ1u1〉 +H ′ ïàëîå ,u− q(ǫ1u1) ∈ H ∩ F ′ = H ′ ïëì .ǫ1 ìù úåéøòæîä ììâá r = 0-å
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v2, . . . , vn ñéñá ùéå úéù�ç àéä H ′ äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .äìù ñéñá u2, . . . , un-å úéù�ç àéä F ′ :ãæà .v1 = u1 éäé .H ′ ìù ñéñá ǫ2v2, . . . , ǫkvk-å ǫ2∣∣ · · · ∣∣ǫk-ù êë ǫ2, . . . , ǫk ∈ N-å F ′ ìùé�ì áåù ,ïëì ,H = 〈ǫ1v1〉 ⊕H ′-å ,Fn ìù ñéñá v1, v2, . . . , vn ,14.6 äîì é�ì ,ïëì ,Fn = 〈v1〉 ⊕ F ′.H ìù ñéñá ǫ1v1, ǫ2v2, . . . , ǫkvk ,14.6 äîìñéñá v′1, v2, . . . , vn éæà ,v′1 = v1 − qv2 éäé .ǫ2 = ǫ1q + r, 0 ≤ r < ǫ1 áåúëð ,ïëà .ǫ1∣∣ǫ2 :äðòè ä-å Fn ìù
.H ∋ ǫ2v2 − ǫ1v1 = ǫ1qv2 + rv2 − ǫ1v1 = −ǫ1v′1 + rv2 = −ǫ1v′1 + rv2 + 0v3 + · · · + 0vn.ǫ1∣∣ǫ2 ïëì .r = 0 àöåé ǫ1 ìù úåéøòæîä é�ìå.rkH ≤ rkF æà H ≤ F ,úéù�ç F íà :14.14 äð÷ñî
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úé�åñ úåøöåð úé�åìéç úåøåáç ìù äðáî .15
N ⊳ G æà .N = N1 · · ·Nn øéãâð .Ni ⊳ Gi éäú i ìëìå G = G1 × · · · × Gn éäú :15.1 ìéâøú.G/N ∼= G1/N1 × · · · ×Gn/Nn -ååæ ä÷úòä .(g1, · · · , gn) 7→ (g1N1, · · · , gnNn) éãé ìò λ: G→ G1/N1 × · · · ×Gn/Nn øéãâð :ïåøú�ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì .N ⊳ G ïëì .N äðéòøâ .íæé�øåîåîåä àéäù úåàøì ì÷ .ìò àéäå áèéä úøãâåî.G/N ∼= G1/N1 × · · · ×Gn/Nnàéä A úé�åñ úøöåð úé�åìéç äøåáç ìë :(úé�åñ úåøöåðä úåé�åìéçä úåøåáçä ìù éãåñéä è�ùîä) 15.2 è�ùîøùàá A ∼= Z/ǫ1Z ⊕ · · · ⊕ Z/ǫkZ ⊕

r︷ ︸︸ ︷
Z ⊕ · · · ⊕ Z :÷åéã øúéá .úåéìâòî úåøåáç ìù é�åñ ø�ñî ìù øùé íåëñ.k, r ≥ 0-å íééòáè íéø�ñî ǫ1∣∣ · · · ∣∣ǫk

Fn ìù úåé÷ìçä úåøåáçä è�ùî é�ì .A ∼= Fn/H-ù êë H ≤ Fn-å n íé÷ 14.5 è�ùî é�ì :äçëåä-ù êë Fn ìù v1, . . . , vn ñéñá ùé (14.13 è�ùî)
Fn = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vk〉 ⊕ 〈vk+1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉

H = 〈ǫ1v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈ǫkvk〉 = 〈ǫ1v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈ǫkvk〉 ⊕
n−k︷ ︸︸ ︷

〈0〉 ⊕ · · · ⊕ 〈0〉15.1 ìéâøú é�ì ïàëîå
Fn/H ∼= 〈v1〉/〈ǫ1v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vk〉/〈ǫkvk〉 ⊕ 〈vk+1〉/〈0〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vn〉/〈0〉

∼= Z/ǫ1Z ⊕ · · · ⊕ Z/ǫkZ ⊕
n−k︷ ︸︸ ︷

Z ⊕ · · · ⊕ Z,Z/qZ äøåöäî úåéìâòî úåøåáç ìù øùé íåëñì úé�øåîåæéà äðéä Z/mZ úéìâòî äøåáç 10.5 äð÷ñî é�ì:ïëì .éðåùàø ìù ä÷æç q øùàáéæà .úé�åñ úøöåð úé�åìéç äøåáç A éäú :15.3 è�ùî.A ∼= Z/pα1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/pαk

k Z ⊕ Fr (1).Fr =

r︷ ︸︸ ︷
Z ⊕ · · · ⊕ Z-å ,r ≥ 0 ,α1, . . . , αk ∈ N ,(íéðåù çøëäá àì) íééðåùàø íéø�ñî p1, . . . , pk øùàá:úåðëäì ÷÷ãæð êë íùì .(1) äâöää ìù úåãéçé çéëåäì äöøð
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.éðåùàø p ∈ N éäéå m ∈ N éäé .úé�åìéç äøåáç A éäú :15.4 ìéâøú.íæé�øåîåîåä àéä a 7→ ma éãé ìò äðåúðä A→ A ä÷úòää (à).A ìù úåøåáç úú íä mA = {ma| a ∈ A} åúðåîúå Am = {a ∈ A| ma = 0} åðéòøâ ,èø�á.At =
⋃
mAm (á).A ìù äøåáç úú àéä A(p) = {a ∈ A| p ìù ä÷æç àåä orda} =

⋃∞
α=1Apα (â).A ìù äãéçéä p-áåìéñ úøåáç àéä A(p) æà úé�åñ A íà (ã)

.pβ(Z/pαZ) ∼=
{

Z/pα−βZ β ≤ α
{0} β ≥ α

(ä).(Z/mZ)p ∼= Z/pZ æà p∣∣m íà (å),θ(mA) = mB ,θ(Am) = Bm ,θ(At) = Bt æà .úåé�åìéç úåøåáç ìù íæé�øåîåæéà θ: A → B éäé (æ).A/At ∼= B/Bt -å ,θ(A(p)) = B(p).pα+β(a+ b) = pα+βa+ pα+βb = 0 æà pβb = 0-å pαa = 0 íà (â) :ïåøú�,ê�éäì .P ⊆ A(p)-ù øåøá .úé�åìéç A-å ,äì úåãåîö úåøçàä éë äãéçé àéä .A ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú (ã).a ∈ P èø�á .P -á úìëåî (áåìéñ ìù éðùä è�ùîä) ïëìå p-úøåáç àéä 〈a〉 æà .a ∈ A(p) éäéïëì .A = {ka| k ∈ Z}-å ord(a) = pα æà .äìù øöåé a éäéå A = Z/pαZ éäú (ä)
pβA = {pβka| k ∈ Z} = 〈pβa〉 ≤ Aàåä äøãñå (úéìâòî ìù úé÷ìç äøåáç àéäù êëî òáåð íâ äæ) úéìâòî.|pβA| = ord(pβa) =

{
ord(a)/pβ pβ

∣∣ord(a)

1 ord(a)
∣∣pβ:íéøáà p ÷åéãá ùé (Z/mZ)p = {k[1]| pk[1] = [0]} = {k[1]| m

∣∣pk} = {k[1]| mp
∣∣k} äøåáçá (å).mp [1], 2mp [1], . . . , pmp [1] = [0]òáåð íæé�øåîåæéàä ïëì .At àåä A θ−→B → B/Bt äáëøää ìù ïéòøâä .A/At ∼= B/Bt-ù ÷ø äàøð (æ).ïåùàøä íæé�øåîåæéàä è�ùîîéæà .éðåùàø p éäéå m ∈ N éäé .A = A1 ⊕ · · · ⊕Ak éäúå úåé�åìéç úåøåáç A1, . . . , Ak äðééäú :15.5 äîì.At = At1 ⊕ · · · ⊕Atk (à).Am = (A1)m ⊕ · · · ⊕ (Ak)m (á)

A(p) = A
(p)
1 ⊕ · · · ⊕A

(p)
k (â)
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.mA = mA1 ⊕ · · · ⊕mAk (ã):çéëåäì éã æà .ai ∈ Ai øùàá (a1, . . . , ak) äøåöäî àåä a ∈ A ìë :äçëåä.i ìëì ai ∈ At [ai ∈ Am, ai ∈ mA] ⇔ a ∈ At [a ∈ Am, a ∈ mA].m(a1, . . . , ak) = (ma1, . . . ,mak) äãáåòäî úåì÷á òáåð äæ(1) ÷åøé�ä éæà .úé�åñ úøöåð úé�åìéçA éäú :(úé�åñ úøöåð úé�åìéç äøåáç ìù ÷åøé�ä úåãéçé è�ùî) 15.6 è�ùî
A ∼= Z/pα1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/pαk

k Z ⊕ Fr (1):÷åéã øúéá .íéøáåçîä øãñ éãë ãò ,ãéçé.r = rk(A/At) (à)æà .sβ = sβ(p) = #{i| pi = p, αi > β} ïîñð .0 ≤ β ∈ Z éäéå éðåùàø p éäé (á).β ∈ N ìëì ,A-á ÷ø éåìú #{i| pi = p, αi = β} = sβ−1 − sβ ïëìå ,psβ = |(pβA(p))p|é�ìå Bt = Z/pα1

1 Z ⊕ · · · ⊕ Z/pαk

k Z ⊕ {0} ,15.5 äîì é�ì .B-á (1) ìù ïéîé óâà úà ïîñð :äçëåä.rk(A/At) = rk(Fr) = r ïàëî .A/At ∼= B/Bt = Fr ïëì .B/Bt ∼= Fr 15.1 ìéâøú,15.5 äîì é�ì (á)
, B(p) = (Z/pα1

1 Z)(p) ⊕ · · · ⊕ (Z/pαk

k Z)(p) ⊕ (Fr)
(p)

= ⊕{i| pi=p}Z/p
αiZ

, pβB(p) = ⊕{i| pi=p}p
β(Z/pαiZ)

∼= ⊕{i| pi=p, β<αi}Z/p
αi−βZ (ä)15.4 ìéâøú é�ì

, (pβB(p))p ∼= ⊕{i| pi=p, β<αi}(Z/p
αi−βZ)p

∼= ⊕{i| pi=p, β<αi}Z/pZ (å)15.4 ìéâøú é�ì ïàëî.|(pβA(p))p| = |(pβB(p))p| =
∏

{i| pi=p, β<αi}

p = psβ?íæé�øåîåæéà éãë ãò ,ùé 24 øãñî úåé�åìéç úåøåáç äîë :15.7 ìéâøú
B = (Z/4Z) ⊕ (Z/2Z) åà B = Z/8Z øùàá A = (Z/3Z) ⊕ B æà 24 øãñî úé�åìéç A íà :ïåøú�.åæì åæ úåé�øåîåæéà àì ,äìàë úåøåáç 3 ùé ïëì .B = (Z/2Z) ⊕ (Z/2Z) ⊕ (Z/2Z) åà
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éäúå úé�åñ úøöåð úé�åìéç A éäú :(úé�åñ úåøöåð úåé�åìéç úåøåáç ìù úåé÷ìçä úåøåáçä è�ùî) 15.8 è�ùîíéøáåçîç [s ≥ 0℄ r ≥ 0 íéòé�åî úå÷éø� éà úåéìâòî úåøåáçì [B ìù℄A ìù ÷åøé�á éë çéðð .éðåùàø ø�ñî p éäé .B ≤ A[pβ1 , pβ2 , . . . , pβl ℄ pα1 , pα2 , . . . , pαk íéøãñî íééìâòî íéøáåçîç [l = l(p)℄ k = k(p)-å ,íéé�åñðéà íééìâòîìëì βi ≤ αi-å ,l ≤ k ,s ≤ r éæà .[β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βl ≥ 1℄ α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk ≥ 1 øùàá.1 ≤ i ≤ l:äçëåä,(á)14.14 äîì é�ì .B/Bt ∼= (B+At)/At ≤ A/At éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì ïëì ,Bt = B∩At (à)14.14 äð÷ñî é�ì ïàëî .úåéù�ç ïä 14.9 è�ùî é�ì ïëì ,ìåúé� úåøñç B/Bt, A/At.s = rk(B/Bt) ≤ rk(A/At) = r.β ≥ 0 ìëì ,(pβB(p))p ≤ (pβA(p))p ïëìå ,pβB(p) ≤ pβA(p) ïëì ,B(p) ≤ A(p) ïëì ,B ≤ A (á)ïàëî.p#{i| β<βi} = |(pβB(p))p| ≤ |(pβA(p))p| = p#{i| β<αi} ïëìå..#{i| β < βi} ≤ #{i| β < αi} .l ≤ k ìá÷ð :β = 0 áéöðúåç�ì äìéëî úéìàîùä äöåá÷ä .j ≤ #{i| βj ≤ βi} ≤ #{i| βj ≤ αi} :β = βj − 1 áéöðïëì .íéñ÷ãðéà j úåç�ì úéðîéä äöåá÷á íâù ïàëî .íéøáà j úåç�ì äá ùé ïëìå 1, 2, . . . , j íéñ÷ãðéàä úà.α1 ≥ · · · ≥ αj ≥ βj

59



.úåéèðèå�ìéð úåøåáç .20åðà .[H,K] = 〈[h, k] = h−1k−1hk| h ∈ H, k ∈ K〉 ≤ G íéðîñî H,K ≤ G øåáò :20.1 äøãâä.[G,G] = G′-ù øéòð .[H,G] éèø� äø÷îá ÷ø ùîúùð:20.2 ìéâøú.[H1, G] ≤ [H2, G] æà H1 ≤ H2 ≤ G íà (à).H ⊳ G⇔ [H,G] ≤ H (á).H/K ≤ Z(G/K) ⇔ [H,G] ≤ K æà .K ≤ H ≤ G,K ⊳ G éäú (â).øåøá (à) :ïåøú�
⇔ [H,G] ≤ H (á)

.H ⊳ G⇔ h ∈ H, g ∈ G ìëì g−1hg ∈ H ⇔ h ∈ H, g ∈ G ìëì h−1g−1hg = [h, g] ∈ H

h ∈ H, g ∈ G ìëì ghK = hgK ⇔ h ∈ H, g ∈ G ìëì h−1g−1hg ∈ K ⇔ [H,G] ≤ K (â).H/K ≤ Z(G/K) ⇔ h ∈ H, g ∈ G ìëì (gK)(hK) = (hK)(gK) ⇔:àáä ï�àá Φi = Φi(G) ≤ G äéö÷åãðéàá øéãâð :20.3 äøãâä
.Φi+1 = [Φi, G],Φ2 = [G,G] = G′,Φ1 = G :20.4 äîì.Φi+1 ≤ Φi (à).Φi ⊳ G (á).Φi/Φi+1 ≤ Z(G/Φi+1) (â):äçëåä(à)20.2 ìéâøú é�ì æà Φi+1 ≤ Φi íàå ,øåøá äæ i = 1 øåáò :äéö÷åãðéàá (à).Φi+2 = [Φi+1, G] ≤ [Φi, G] = Φi+1.(á)20.2 ìéâøú é�ì (à)-î òáåð (á).[Φi, G] = Φi+1 éë ,(â)20.2 ìéâøú é�ì (à)-î òáåð (â)
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:20.5 äøãâä
· · · ⊳ Φi ⊳ · · · ⊳ Φ2 ⊳ Φ1 = G (1).G ìù úãøåéä úéæëøîä äøãñä úàø÷ð
G-á úåéìîøåð úåøåáç ìù äøãñ àéä äìåòä úéæëøîä äøãñä :20.6 äøãâä

{1} = Z0(G) ⊳ Z1(G) ⊳ · · · ⊳ Zi(G) ⊳ · · ·íâ ïîñð .Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G))-å ,Z1(G) = Z(G), Z0(G) = {1} :êë úåøãâåîä.i ìëì Zi ⊳ G éùéìùä íæé�øåîåæéàä è�ùî é�ì .Zi = Zi(G).Φi+1 ≤ Zm−i æà Zm = G íà (á) :ïë ìò øúé .Zm = G⇔ Φm+1 = 1 (à) :20.7 è�ùî:äçëåäíä íé�âàä éðù i = 0 øåáò (.Φm+1 ≤ Z0 = 1 ìá÷ð i = m øåáò æàå) .(á) úà çéëåðå ,Zm = G çéðð (1).Φi+2 = [Φi+1, G] ≤ [Zm−i, G] ≤ Zm−i−1 ,20.2 ìéâøú á�ì æà ,Φi+1 ≤ Zm−i çéðð .Gøåáò .Φm−j+1 ≤ Zj ì"ö (.G = Φ1 ≤ Zm ìá÷ð i = 0 øåáò æàå) .(á) úà çéëåðå ,Φm+1 = 1 çéðð (2)úà äøùî π: G → G/Zj éðåð÷ä íæé�øåîé�àä æà .Φm−j+1 ≤ Zj çéðð .1 íä íé�âàä éðù j = 0ïàëîå ,Φm−j/Φm−j+1 ≤ Z(G/Φm−j+1) ,20.2 äîì é�ì .π′: G/Φm−j+1 → G/Zj íæé�øåîé�àä
Φm−j ≤ ïàëîå Φm−jZj/Zj ≤ Zj+1/Zj øîåìë π′(Φm−j/Φm−j+1) ≤ Z(G/Zj) (!øáñä).Φm−jZj ≤ Zj+1ú÷ìçîä àø÷ð äæë éøòæî m æàå ,Φm+1(G) = 1-ù êë m ùé íà úéèðèå�ìéð úàø÷ð G :20.8 äøãâä.G ìù úåéðèå�ìéðäàì æëøîä) .úéèðèå�ìéð àéä (úé�åñ .à.æ) p-úøåáç ìë (Z = 1) .úéèðèå�ìéð àéä úé�åìéç äøåáç ìë :20.9 äîâåã.Z = 1 éë ,úéèðèå�ìéð äðéà S3 (íéé�åìéç úéæëøîä äøãñä éîøåâ) .äøéú� àéä úéèðèå�ìéð äøåáç ìë (éìàéååéøè.úéèðèå�ìéð G1 × · · · ×Gr æà úåéèðèå�ìéð G1, . . . , Gr íà :20.10 äîì.úåäæ ùé i = 0 øåáò :äéö÷åãðéàá .Φi(G1 × · · · ×Gr) ⊆ Φi(G1)× · · · ×Φi(Gr) éë úåàøäì éã :äçëåä

Φi+1(G1 × · · · ×Gr) = [Φi(G1 × · · · ×Gr), G1 × · · · ×Gr] ⊆

[Φi(G1) × · · · × Φi(Gr), G1 × · · · ×Gr] ⊆ [Φi(G1), G1] × · · · × [Φi(Gr), Gr] =

.Φi+1(G1) × · · · × Φi+1(Gr)
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(.p-úøåáç G øåáò çëåä äæ è�ùî) .H < NG(H) æà H < G-å úéèðèå�ìéð G íà :20.11 äîì
h ∈ H ìëì .a ∈ NG(H)-ù äàøð .a ∈ Φi rH ùé æà .Φi+1 ≤ H-ù êë ïåùàøä íìùä i éäé :äçëåä

a−1hah−1 = [a, h−1] ∈ [Φi, G] = Φi+1 ≤ H.a ∈ NG(H) ïàëî .a−1ha ∈ H ïëìå.NG(H) = H æà NG(P ) ≤ H ≤ G íà .G úé�åñ äøåáç ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú :20.12 ìéâøúúøåáç íâ àéä P -ù ,áì íéùð .P ⊳ NG(P ) ≤ H ⊳ G0 ≤ G íéé÷úî .G0 = NG(H) ïîñð ,ïëà :ïåøú�,NG0
(P ) ≤ NG(P ) ≤ H ìáà .G0 = HNG0

(P ) (úéá ìéâøú) éðéèø� ìù èðîåâøàä é�ì .G0 ìù p-áåìéñ.H = G0 ïàëî .HNG0
(P ) = H ïëì:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .úé�åñ äøåáç G éäú :20.13 è�ùî.úéèðèå�ìéð G (à).G-á úåéìîøåð ïä G ìù p-áåìéñ úåøåáç ìë (á).äìù p-áåìéñ úåøåáç ìù äøùéä äì�ëîä àéä G (â):äçëåäìéâøúä é�ì .H = G ì"ö .H = NG(P ) éäéå ,G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú :(á) ⇐ (à).H = G äîìä é�ì ïëì .NG(H) = Hìëì .íéðåù íééðåùàø íéø�ñî ìù úå÷æçì |G| ìù ÷åøé�ä |G| = pm1

1 · · · pmr
r éäé :(â) ⇐ (á)úåâåæá íéøæ |P1|, . . . , |Pr| ïëì .|Pi| = pmi

i æà .G ìù pi-áåìéñ úøåáç Pi éäú 1 ≤ i ≤ r.G = P1 × · · · × Pr ,10.4 äîì é�ì ïëì .P1, . . . , Pr ⊳ G äçðää é�ì .|G| = |P1| · · · |Pr|-åäøùéä äì�ëîä 20.10 äîì é�ì .úåéèðèå�ìéð ïðéä G ìù p-áåìéñ úåøåáç 20.9 äîâåã é�ì :(à) ⇐ (â).úéèðèå�ìéð G ïäìù
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.úåéù�åç (úåé�åìéç) úåøåáç .16ìë íà S ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ äøåáç àéä F éë øîàð .F [úé�åìéç℄ äøåáç ìù úé÷ìç äöåá÷ S éäú :16.1 äøãâä.ϕ: F → A ãéçé íæé�øåîåîåäì äáçøäì úðúéð A [úé�åìéç℄ äøåáç éäùåæéà êåúì ϕ0: S → A ä÷úòä:16.2 äîâåã.S = {1} ìò úéù�ç úé�åìéç íâ ïëìå {1} ìò úéù�ç àéä Z (1)éäú .äöåá÷ S éäú (2)
.F (S) = ⊕s∈SZ = {f : S → Z| s ∈ S ìëì èòîë f(s) = 0}éãé ìò äðåúðä F (S) êåúì S-î s 7→ ŝ ä÷úòää

ŝ(s) = 1

s′ 6= s ìëì ŝ(s′) = 0 .Ŝ-á äúðåîú úà ïîñð .ò"çç àéä.Ŝ ìò úéù�ç úé�åìéç F (S) :äðòèäøåöäî äãéçé äâöä f ∈ F (S) ìëì ,ïëà
.s ∈ S ìëì èòîë ns = 0 , ns ∈ Z , f =

∑

s∈S

nsŝ (1)çøëäá æà ϕ0: Ŝ → A áéçøîä íæé�øåîåîåä ϕ: F (S) → A íà
ϕ(f) =

∑

s∈S

nsϕ0(ŝ) (2).ϕ ìù úåãéçéä ïàëîåúà áéçøîä íæé�øåîåîåä ϕ-ù úåàøì ì÷å ,(1) äâöää úåãéçé ììâá äáåè äøãâä éäåæ ;(2) é� ìò ϕ úà øéãâð :íåé÷.ϕ0êéà äàøî äàáä äîìä ,ääæð àì íà íâ ìáà .S ìò úéù�ç úé�åìéç F (S) æà ŝ íò s ∈ S ìë ääæð íà:F (S) êåúî S ìò úéù�ç úé�åìéç äøåáç ìá÷ì
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ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ F2 æà S1 ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ F1 -å úåøåáç ìù íæé�øåîåæéà θ: F1 → F2 íà :16.3 äîì.S2 = θ(S1)úà áéçøîù íæé�øåîåîåää ψ: F1 → A éäé ,A [úé�åìéç℄ äøåáç êåúì ä÷úòä ϕ0: S2 → A íà :äçëåä
ϕ′: F2 → A íâ íà .ϕ0 úà áéçøîù íæé�øåîåîåä ϕ = ψ ◦ θ−1: F2 → A æàå ψ0 = ϕ0 ◦ θ: S1 → A

ψ = ψ′ úåãéçéä ììâá .ψ0 úà áéçøîù íæé�øåîåîåä ψ′ = ϕ′ ◦ θ: F1 → A æà ϕ0 úà áéçøîù íæé�øåîåîåä.ϕ′ = ψ ◦ θ−1 = ϕ ïàëîåíéé÷ æà ,i = 1, 2, Si ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ Fi íà .úåöåá÷ ìù ìòå ò"çç ä÷úòä θ0: S1 → S2 éäú :16.4 äîì.θ0 úà áéçøî øùà ãéçé θ: F1 → F2 íæé�øîåæéàúà áéçøîù θ: F1 → F2 ãéçé íæé�øåîåîåä íé÷ F ìù úåéù�çä é�ì (abstract nonsense) :äçëåä.θ−1
0 : S2 → S1 úà áéçøîù ρ: F2 → F1 ãéçé íæé�øåîåîåä íé÷ F2 ìù úåéù�çä é�ì .θ0: S1 → S2úåãéçéä é�ì ïëì ,id: S1 → S1 úà íéáéçøîù íéîæé�øåîåîåä idF1

: F1 → F1 íâå ρ ◦ θ: F1 → F1 úòë.θ ◦ ρ = idF2
äîåã ï�àá .ρ ◦ θ = idF1.(ãéçé) íæé�øåîåæéà éãë ãò ,äãéçé àéäå ,S ìò úéù�ç úé�åìéç äøåáç úîéé÷ S ìëì :16.5 äð÷ñî(íæé�øåîåæéà éãë ãò äãéçé) .íéøáà n úá äöåá÷ ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ äøåáç = Fn :ïåîéñ.F = 〈S〉 æà S ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ äøåáç F íà :16.6 ìéâøú.idS úà áéçøî idF : F → F íâ .idS : S → S úà áéçøî øùà ϕ: F → 〈S〉 íæé�øåîåîåä íéé÷ ,ïëà.F = ϕ(F ) ⊆ 〈S〉 ïàëîå ,ϕ = idF úåãéçéä ììâá:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .S ⊆ F ,úåé�åìéç F éäú :16.7 äð÷ñî.S ìò úéù�ç úåé�åìéç F (à).s 7→ ŝ-ù êë F → F (S) = ⊕s∈SZ íæé�øåîåæéà íéé÷ (á).∈ S ìëì 〈s〉 ∼= Z-å F = ⊕s∈S〈s〉 (â)äøåöäî äãéçé äâöä f ∈ F ìëì :F ìù ñéñá S (ã)

.s ∈ S ìëì èòîë ns = 0 , ns ∈ Z , f =
∑

s∈S

nss (1):äçëåä.úîãå÷ä äîìä é�ì :(á) ⇐ (à).s ∈ S ìëì 〈ŝ〉 = Z-å F (S) = ⊕s∈S〈ŝ〉-ù ììâá :(â) ⇐ (á)
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xs ∈ 〈s〉 øùàá ,x =
∑
s∈S xs äøåöäî äãéçé äâöä x ∈ F ìëì :øùé íåëñ ìù äðåëú :(ã) ⇐ (â).xs = nss-ù êë ãéçé ns ∈ Z ùé xs ìëì ïëì ,〈s〉 ∼= Z ìáà .s ∈ S ìëì èòîë xs = 0-å.S ìò úéù�ç úé�åìéç F (S)-ù äçëåäá åîë :(à) ⇐ (ã)

A æà A = 〈S〉 íà ,÷åéã øúéá .úéù�ç [úé�åìéç℄ äøåáç ìù äðîì úé�øåîåæéà A [úé�åìéç℄ äøåáç ìë :16.8 äîì.S ìò F úéù�ç [úé�åìéç℄ äøåáç ìù äðîì úé�øåîåæéàïëìå S ⊆ ϕ(F ) éë ,ìò àåä .ϕ: F → A íæé�øåîåîåäì áéçøäì øù�à id: S → S úà :äçëåä.A ∼= F/Kerϕ ïëì .A = 〈S〉 ⊆ ϕ(F ).G ìù äâøãä àø÷ð rk(G) = min{|S|| 〈S〉 = G} .äøåáç G éäú :16.9 äøãâä.G = {1} í"îà rk(G) = 0 :16.10 äîâåã.úéìâòî G 6= {1} í"îà rk(G) = 1.Sn = 〈(12), (12 . . . n)〉 éë ,n ≥ 3 øåáò rk(Sn) = 2ìëì .Z/pZ ìòî éøåè÷å áçøî àåä A ,ïëà) .rk(A) = n éæà .A =

n×︷ ︸︸ ︷
Z/pZ ⊕ · · · ⊕ Z/pZ éäúøçàì m ìù úéøàùä 0 ≤ r < p øùàá ,ma = ra íéé÷úî m ∈ Z ìëì ïëìå ,pa = 0 íéé÷úî a ∈ Aæà .a1, . . . , ak ∈ A åéäé .p-á ÷åìéçä

〈a1, . . . , ak〉 = {m1a1 + · · · +mkak| m1, . . . ,mn ∈ Z}

= {r1a1 + · · · + rkak| 0 ≤ r1, . . . , rn < p} = Span(a1, . . . , ak)(.rk(A) = dim(A) ïëìå.(Spn ìù úé÷ìç äøåáçë úåàøì øù�à ìéòì A úà ìùîì) rk(G) < rk(H)-å H ≤ G-ù ïëúé.rk(G) ≥ rk(G/N)-ù áì íéùð.rk(F ) = |S| æà .úé�åñ S ìò úéù�ç [úé�åìéç℄ F éäú :16.11 äîì.(úé�åñ S øåáò ÷ø) :äçëåä.rk(F ) ≤ |S| ïëì .F = 〈S〉 (à)ò"çç ä÷úòä úîéé÷ ïëì .rk(A) = |S| æà .Z/2Z ìù íé÷úòä |S| ìù øùéä íåëñä A éäú (á)àåä .ϕ: F → A íæé�øåîåîåäì äáçøäì úðúéð àéä .A ìù íéøöåé úöåá÷ ϕ0(S)-ù êë ϕ0: S → Aïàëî .F ìù äðîì úé�øåîåæéà A øîåìë ,rk(A) = |S| êà A = 〈ϕ(S)〉 ⊆ 〈ϕ(F )〉 = ϕ(F ) éë ,ìò.rk(F ) ≥ rk(A) = |S|
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íâ æà .k2, . . . kn ∈ Z åéäéå ,S = {s1, s2, . . . , sn} ñéñá íò úéù�ç úé�åìéç F éäú :16.12 ìéâøú
{s1 + k1s2 + · · · + knsn, s2, . . . , sn}, {−s1 + k1s2 + · · · + knsn, s2, . . . , sn}.F ìù íéñéñá.H = H1H2 · · ·Hn ïîñð .i = 1, . . . , n ìëìHi ⊳Gi äðééäúåG = G1×· · ·×Gn éë çéðð . :16.13 ìéâøúéæà.H ⊳ G (à)

G/H = (G1/H1) · · · × (Gn/Hn) (á)
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.úåéù�åç úåøåáç.18íâ .x 7→ x−1 :êë ïîåñú øùàX → X−1 ìòå ò"çç ä÷úòä íò äì äøæ äöåá÷X−1 éäú .äöåá÷X 6= 0 éäúúåé�åñä úåøãñä óñåà F (X) éäé .(x−1)−1 = x øîåìë ,ïåîéñä åúåàá ïîåñú X−1 → X úéë�åää ä÷úòäääìåò� øéãâð (.ïëúé n = 0 íâ) .1 ≤ i < n ìëì xi+1 6= x−1
i úåîéé÷îä X ∪X−1 éøáà ìù x1x2 · · ·xnæà u = x1 · · ·xn, v = y1 · · · ym ∈ F (X) íà :F (X) ìò ("íåöîö íò óåøéö") úéøðéá

uv = x1 · · ·xn−iyi+1yi+2 · · · ym(1) éãé ìò øãâåî i øùàá
, xn = y−1

1 , xn−1 = y−1
2 , . . . , xn−i+1 = y−1

i xn−i 6= y−1
i+1.(i = min{m,n} åà).(uv)w = u(vw) æà u, v,∈ F (X) íà : :18.1 ìéâøú.1 êøåàî u íà íâ äøåøá äðòèäù òâøì çéðð .äøåøá äðòèä ,0 êøåàî àåä íà .u ìù êøåàä ìò äéö÷åãðéàá :äçëåääéö÷åãðéàä úçðä é�ì éæà .u ìù êøåàäî íéðè÷ u1, u2 ìù íäéëøåà øùàá ,u = u1u2 áåúëðå 1 <êøåàî u éäé

(uv)w = ((u1u2)v)w = (u1(u2v))w = u1((u2v)w) = u1(u2(vw)) = (u1u2)(vw) = u(vw).1 êøåàî íäéðù u,w éë çéðäì éã ïëì .u ìù êøåàä íå÷îá w ìù êøåàä ìò äéö÷åãðéà úåùòì øù�à éâåìðà ï�àá.(1-î ìåãâå ,1, 0 êøåàî v :íéø÷îä ïéá ãéø�äì åéöø) äì÷ äðòèä æà(.0 êøåàî äøãñä àåä äãéçéä øáà) .äìù íéøöåé úöåá÷ X ,äøåáç àéä F (X) :18.2 äð÷ñî:úéìàñøáéðåàä äðåëúä äì ùé íà X ìò úéù�ç äøåáç F éæà .äöåá÷ X ⊆ F -å äøåáç F éäú :18.3 äøãâä.F → G ãéçé íæé�øåîåîåäì áéçøäì øù�à G äøåáç êåúì X → G ä÷úòä ìë.{1} ìò úéù�ç äøåáç àéä Z :18.4 äîâåãíæé�øåîåæéà íéé÷ æà ìòå ò"çç ä÷úòä àéä X1 → X2 -å ,i = 1, 2 ,Xi ìò úéù�åç äøåáç Fi íà :äøòä
F1 → F2 íéãéçé íéîæé�øåîåîåä íéîéé÷ äçðää é�ì ,ïëà .X1 → X2 úà áéçøî øùà F1 → F2 ãéçéïëìå) äæì äæ íééë�åä íä .äîàúäá ,X2 → X1 äìù éë�åää úàå X1 → X2 íéáéçøîä F2 → F1 -åúåéåäæä úà íéáéçøîä F2 → F2, F1 → F1 íéîæé�øåîåîåä íä íäìù úåáëøää éë (íæé�øåîåæéà F1 → F2ç÷ð íà) èø�á .úåäæä úå÷úòä íä ,äìàë úåáçøä ìù úåãéçéä é�ì ,ïëìå ,äîàúäá X2 → X2, X → X1.(ãéçé) íæé�øåîåæéà éãë ãò ,X äöåá÷ ìò øúåéä ìëì úçà úéù�ç äøåáç úîé÷ (X1 = X2 = X
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.X ìò úéù�åç äøåáç àéä F (X) :18.5 è�ùî
F (X) → G íæé�øåîåîåäì äáéçøäì äãéçéä úåøù�àä .G äøåáç êåúì ä÷úòä f : X → G éäú :äçëåäøùàá ,f(x1 · · ·xn) = f(x1) · · · f(xn) ë"çàå x ∈ X−1 øåáò f(x) = f(x−1)−1 äøãâää éãé ìò àéä(1) ìù ïåîéñá :íæé�øåîåîåä àéä åæ äáçøä .äáçøää ìù úåãéçéä ïàëîå ,x1, . . . , xn ∈ X ∪X−1

f(x1x2 · · ·xn · y1y2 · · · ym) = f(x1x2 · · ·xn−iyi+1yi+2 · · · ym) =

f(x1) · · · f(xn−i)f(yi+1) · · · f(ym) =

f(x1) · · · f(xn)f(y1 · · · f(ym) = f(x · · ·xn)f(y · · · ym):íà ÷øå íà X ìò úéù�åç äøåáç àéä F éæà .X ⊆ F éäúå äøåáç F éäú :18.6 äîì
F = 〈X〉 (à).n = 0 æà x · · ·xn = 1-å 1 ≤ i < n ìëì xi+1 6= x−1

i -ù êë x1, . . . , xn ∈ X ∪X−1 íà (á).ì÷ äæ æàå F = F (X) ë"äá .X ìò úéù�ç F éë çéðð :äçëåäíæé�øåîåîåä íéé÷ úéìàñøáéðåàä äðåëúä é�ì .X ìò úéù�åçä äøåáçä F (X) éäú .(á) ,(à) çéðð ,ê�éäìéæà .u = x1 · · ·xn ∈ Kerϕ éäé .ìò àåä (à) é�ì .X ìù úåäæä åðéä øùà ϕ: F (X) → F.íæé�øåîåæéà ϕ ïëì .u = 1 ïàëîå n = 0 (á) é�ì ïëì ,F -á x1 · · ·xn = ϕ(x1 · · ·xn) = 1
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.äöçîì úåøùé úåì�ëî .21ìëù êë ìáà) N ìò A ìù äìåò� øéãâî àåä .íæé�øåîåîåä ψ: A → Aut(N) éäéå ,úåøåáç A,N äðééäúäéìò øéãâðå A×N äöåá÷ä úà A⋉N -á ïîñð .(n ìù íæé�øåîåèåàë àìà ,N ìù äøåîúë ÷ø àì ìòå� a ∈ A:àáä ï�åàá ì�ë
(a1, n1)(a2, n2) = (a1a2, n1 · (a1 ∗ n2)) = (a1a2, n1 · ψ(a1)(n2)).β(n) = (1, n), α(a) = (a, 1) éãé ìò úåðåúð β: N → A⋉N,α: A→ A⋉N äðééäú:21.1 äîì.(ψ -ì ñçéá) N -å A ìù äöçîì äøùéä äì�ëîä úàø÷ð àéä .äøåáç àéä åæ äìåò� íò A⋉N (à).ò"çç íéîæé�øåîåîåä ïä β -å α úå÷úòää (á).β éãé ìò N∗ äúðåîú íò N úàå α éãé ìò A∗ äúðåîú íò A úà ääæð.A ∩N = {1} ,AN = A⋉N ,A ≤ A⋉N ,N ⊳ A⋉N (â).(α(a)β(n)α(a)−1) = β(a ∗ n) :øîåìë) ana−1 = a ∗ n (ã):éáéèàéöåñà åðä ì�ëä (à) :äçëåä

(
(a1, n1)(a2, n2)

)
(a3, n3) = (a1a2, n1(a1 ∗n2))(a3, n3) = ((a1a2)a3, (a1 ∗n2)(a1a2 ∗n3))

(a1, n1)
(
(a2, n2)(a3, n3)

)
= (a1n1)(a2a3, n2(a3 ∗n3)) = (a1(a2a3), n1(a1 ∗ (n2(a3 ∗n3))).íéååù íééåèéáä éðùù øåøáå.(a−1, (n−1)ψ(a−1)) àåä (a, n) ìù éë�åää .(1, 1) àåä äãéçéä øáàøåøá (á).A,N ≤ A⋉N -ù òáåð (á) êåúî (â)

, (a2, n2)
−1(1, n1)(a2, n2) = (a−1

2 , (n−1
2 )ψ(a−1

2
))(a2, n

ψ(a2)
1 n2) = (a−1

2 a2, n
−1
2 )n1n2) ∈ N.N ⊳ A⋉N ïëì

nψ(a) = na = a−1na éæà .A ∩ N = {1}, AN = G-ù êë N ⊳ G,A ≤ G-å äøåáç G éäú :è�ùîøùà íæé�øåîåæéà àéä (a, n) 7→ an éãé ìò äðåúðä A⋉N → G ä÷úòääå ψ: A→ Aut(N) íæé�øåîåîåä øéãâî.N ìòå A ìò úåäæ åðéä:íæé�øåîåîåä àéä äøåîàä ä÷úòää äçëåä :äçëåä
.(a1, n1)(a2, n2) = (a1a2, n

ψ(a2)
1 n2) 7→ a1a2, n

ψ(a2)
1 n2 = a1a2a

−1
2 n1a2n2 = (a1n1)(a2n2).A ∩N = {1} éë ,{1} äðéòøâå ,AN = G éë ,ìò àéä
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ìù g = an äâöää ,ïëà) .ψ(A) = {1} .à.æ ,éìàéååéøè ψ íà ÷øå íà A⋉N = A×N íéé÷úî :äøòäìëì nψ(a) = n íà ÷øå íà an = na íéé÷úî .ò"çç (a, n) 7→ an ä÷úòää éë ,äãéçé àéä g ∈ A⋉N ìë.a ∈ A,n ∈ Níæé�øåîåîåä øéãâð .2 øãñî N ìù ω íæé�øåîåèåà àåä n 7→ n−1 éæà .m > 2 øùàá ,N = Z/mZ :äîâåãøãñî äøåáç Dm = Z/2Z ⋉ Z/mZ æà .ψ(−1) = ω, ψ(1) = 1 éãé ìò ψ: Z/2Z = {±1} → N,ïëà) 2 øãñî àåä Dm rN -á øáà ìë .úéìîøåð äøåáç úúë N úà äìéëî àéä .úéøãäéã äøåáç úàø÷ðä ,2màéä D4 ,D3 = S3 .(ã) é�ì úé�åìéç äðéà àéä .((−1, n)(−1, n) = (1, nψ(−1)n) = (1, n−1n) = 1.8 øãñî úé�åìéç àì äøåáç.úéìâòî àéä 2001 øãñî G äøåáç ìë :äîâåã
n23 ≡ 1 íâå n23|3 · 29 æà (.G ìù p-áåìéñ úåøåáç ø�ñî úà np-á ïîñð) .2001 = 3 · 23 · 29 ,ïëà
PQ ⊳G ïàëî .29 øãñî Q⊳G-å 23 øãñî P ⊳G ùé ïëì .n29 = 1 ï�åà åúåàá .n23 = 1 ïëìå ,(mod 23)ìù 3-áåìéñ úøåáç S éäú .|PQ| = 23 · 29 èø�áå .PQ = P ×Q ,íéøæ íéøãñî P,Q-å P,Q⊳PQ-å úåéäïëìå ,(ïéîé óâàá íééðåùàøäî ãçà ìëá ÷ìçúî øãñä éë) |S(PQ)| = 3 · 23 · 29 ,S ∩ (PQ) = {1} æà .Gåìéàå ,S ∼= Z/3Z ìáà ψ: S → Aut(PQ) íæé�øåîåîåä äæéàì ñçéá G = S ⋉ (PQ) ïëì .S(PQ) = G

Aut(PQ) = Aut(P ) × Aut(Q) ∼= Aut(Z/23Z) × Aut(Z/29Z) ∼= Z/22Z ⊕ Z/28Z,äøòää é�ì .éìàéååéøè ψ ïëì ,3-ì øæ øãñî
.G = S × (P ×Q) ∼= Z/3Z ⊕ Z/23Z ⊕ Z/29Z ∼= Z/(3 · 23 · 29Z) ∼= Z/2001Zéãé ìò β̂: Aut(N) → Aut(N ′) íæé�øåîåæéà øéãâî β æà .úåøåáç ìù íæé�øåîåæéà β: N → N ′ éäé .à :ìéâøú(.ïéîé ãöî äèîì íéùøú íâ äàø) .ωβ̂ = β−1ωβéúù A′ ⋉ψ′

N ′ ,A ⋉ψ N äðééäú .úåøåáç ìù íéîæé�øåîåæéà éðù β: N → N ′ -å α: A → A′ åéäé .áàáä íéùøúäù êë ψ′: A′ → Aut(N ′)-å ψ: A→ Aut(N) íéîæé�øåîåîåä úøæòá úåøãâåî ,äöçîì úåøùé úåì�ëîé�åìéç ìàîù ãöî
A

α

��

ψ
// Aut(N)

β̂
��

A′
ψ′

// Aut(N ′)

N

β
��

ω // N

β
��

N ′ ωβ̂

// N ′.íæé�øåîåæéà àéä (a, n) 7→ (aα, nβ) éãé ìò äðåúðä ,A⋉ψ N → A′ ⋉ψ′

N ′ ä÷úòääù äàøä
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R → R ä÷úòä àéä Pn ìù äéøèîéñ .íéã÷ã÷ n ìòá ììëåùî òìåöî Pn ⊆ R2 éäé .úåéøèîéñä úøåáç :äøòääøåáç àåä Pn ìù úåéøèîéñä óñåà (.úåòìö-äåù ùìåùî - äîâåã) .åîöò ìò Pn úà ä÷éúòîå íé÷çøî úøîåùù.Sn-á äøåîúë äúåàøì øù�à ïëìå ,Pn éãå÷ãå÷ ìò äúìåò� éãé ìò úòá÷ð äéøèîéñ .äáëøää úçú Sym(P ).Sym(Pn) ≤ Sn ïàëî.Sym(Pn) = Dn :äðòèæëøîä êøã øáåòä øéöì ñçéá óå÷éùä ǫ ∈ Sym(Pn) éäéå π/n-á áåáéñä σ ∈ Sym(Pn) éäé äçëåä :äçëåäøîåìë .íéã÷ã÷ä ãçàå
.σ = (12 · · ·n), ǫ = (1 n− 1)(2 n− 2)(3 n− 3) · · · ∈ Sym(Pn):äàøð .H ≤ Sym(Pn) éæà .H = 〈σ, ǫ〉 éäú .ǫ2 = 1 æà;H = Dn (à).H = Sym(Pn) (á)íéé÷úî .〈σ〉 ∩ 〈ǫ〉 = 1 éàãåá .〈ǫ〉 ∼= Z/2Z ïëì ,ord(ǫ) = 2 .〈σ〉 ∼= Z/nZ ïëìå ,ord(σ) = n (à)

.σǫ = (12 · · ·n)(1 n−1)(2 n−2)(3 n−3)··· = (n− 1n− 2 · · · 21n) = σ−1ïàëî .h ∈ H ìëì σh ∈ 〈σ〉 ïëì ,σσ, σσ−1 ∈ 〈σ〉 éàãåáå ;〈σ〉ǫ = 〈σ〉 ïëì ;σǫ ∈ 〈σ〉 èø�á.〈σ〉 ⊳ H
1τ = n− 1 åà 1τ = 1 æà nτ = n íà" :(äçëåä éìá) òáåð íééøèîåàéâ íéìå÷éùî .τ ∈ Sym(Pn) éäú (á)úòë .nτσ′

= n ïëìå iσ′

= n-ù êë σ′ ∈ 〈σ〉 ≤ H ùé .nτ = i çéðð ."τ = 1 ïåùàøä äø÷îáåíà .τ = 1 ∈ H æà 1τ = 1 íà .nτ = n ë"äá ïëì .τσ′ ∈ H úåàøäì éãå , τσ′ ∈ Sym(Pn).τ = ǫ ∈ H øîåìë ,τǫ = 1 ïëìå 1τǫ = 1 æà 1τ = n− 1.(øCàøèÆè = ) äãéîøé� ìùîì ,ììëåùî óåâ ìù úåéøèîéñä úøåáçá ïåãì øù�à äîåã ï�àá :äøòä:ì�ëä ììë íò Q = {±1,±i,±j ± k} .Hamilton ìù íéðåéðøèåå÷ä úøåáç :äøòä;ij = k, jk = i, ki = j;ji = −k, kj = −i, ik = −j;(±i)2 = (±j)2 = (±k)2 = −1.ïîéñá a-î ìãáð −a øùàá ,(−1)a = −a ;1a = a.Q 6= D4 èø�á .2 øãñî ãçàå 4 øãñî íéøáà 6 äì ùé .úé�åìéç äððéà àéä .8 øãñî äøåáç àéä Q :ìéâøú
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.G = Q åà G = D4 éæà .8 øãñî úé�åìéç àì äøåáç G éäú :ìéâøú
G éë ,8 øãñî øáà ïéà ;úé�åìéç äðéà G éë ,2 øãñî íìåë àì .2, 4, 8 øãñî íä Gr{1} éøáà ìë äçëåä :äçëåä.〈σ〉 < 〈σ, τ〉 ≤ G éë ,〈σ, τ〉 = G æà .τ ∈ G/〈σ〉 éäé .〈σ〉 ⊳G æà ;4 øãñî σ ∈ G ùé ïëì .úéìâòî äðéàíéé÷úî

στ ∈ 〈σ〉 = {1, σ, σ2, σ}:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .úé�åìéç G æà éë ,ïëúé àì ïåùàøä äø÷îä .στ = σ−1 åà στ = σ ïëì ;4 øãñî στ -å.G = D4 ìéòì (à) äðòèá åîë æà .ord(τ) = 2 (à)
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.úåãù ìù úåáçøäå ïåé�à .6
F ìù (characteristic) ïåé�àä àø÷ð n1F = 0F -ù êë n øúåéá ïè÷ä éòáèä ø�ñîä .äãù F éäé :äøãâä.charF = 0 æà n1F 6= 0F éòáè n ìëì íà .charF ïîåñéå.(∞ íå÷îá 0 íéáúåë äî íåùîù ÷ø) F ìù úéøåáéçä äøåáçá 1F ìù øãñä àåä ïåé�àä (1) úåøòä :äøòä,ïëà :a ∈ F ìëì na = 0F æà charF = n > 0 íà (2)

.na =

n︷ ︸︸ ︷
a+ · · · + a =

n︷ ︸︸ ︷
(1F + · · · + 1F ) a = (n1F )a = 0Fa = 0F.charF1 = charF2 æà úåãù F1 ≤ F2 íà (3).charZ/pZ = p, charQ, charR, charC = 0 :äîâåã.éðåùàø n æà charF = n > 0 íà :äîìììâáå ,k21F = 0F åà k11F = 0F ïàëîå 0F = (k11F )(k21F ) æà n = k1k2 íà äçëåä :äçëåä.éðåùàø n ïëì .k2 = n åà k1 = n :n ìù úåéøòæîää÷úòääå ,F ìù é÷ìç äãù àåä F0 = {k1F | 0 ≤ k < p} æà .p > 0 ïåé�à ìòá äãù F éäé :äîì

F ìù øúåéá ïè÷ä é÷ìçä äãùä àåä F0 .úåãù ìù íæé�øåîåæéà àéä [k] 7→ k1F éãé ìò äðåúðä λ: Z/pZ → F0.(F ìù é÷ìç äãù ìëá ìëåî)ìù áèéä øãâåî íæé�øåîåæéà λ-ù øáòá åðçëåä .ord1F = p íéé÷úî F ìù úéøåáçä äøåáçá äçëåä :äçëåä:ì�ë øîåù íâ àåä .úåéøåáç úåøåáç
.λ([k1][k2]) = ([k1k2]) = (k1k2)1F = (k11F )(a21F ) = λ([k1])λ([k2]).{k1F | 0 ≤ k < p} úà íâ ïëìå 1F úà ìéëî F ìù é÷ìç äãù ìëù øåøá.a/b = ab−1 ïîñð ,b 6= 0, a,∈ F -å íà :ïåîéñàåä R úà ìéëîù F ìù øúåéá ïè÷ä é÷ìçä äãùä æà åìù é÷ìç âåç R-å (âåç èø�á) äãù F íà äøòä :äøòä,R úà ìéëîù F ìù é÷ìç äãù ìëá ìëåî R′ ,ïëà (.R ìù úåðîä äãù àø÷ð) .R′ = {a/b| a, b ∈ R, b 6= 0}.é÷ìç äãù àåäù úåàøì ì÷å.Q àåä åìù úåðîä äãù ,R ìù é÷ìç âåç Z :äîâåã
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øéãâð f = a1 + a1X + · · ·+ anX
n ∈ R[X] íà .u ∈ S éäéå ,äãéçé íò �åìéç âåç R éäé úåáçøä :äøòä,(f+g)(u) = f(u)+g(u) ,(fg)(u) = f(u)g(u)-ù úåàøì ì÷ .f(u) = a1+a1u+· · ·+anun ∈ R.R êåúì R[X]-î íéâåç íæé�øåîåîåä àéä f 7→ f(u) äáöää ú÷úòä øîåìëøúåéá ïè÷ä âåçä úàR[u]-á ïîñð .u ∈ S éäé .1R = 1S-ù êë äãéçé íò íé�åìéç íéâåç R ≤ S åéäé .1.2 .R[u] = {∑ aiu

i| ai ∈ R, i ≥ 0 (é�åñ íåëñ) } = {f(u)| f ∈ R[X]} :úåàøì ì÷ .R, u úà ìéëîù:úåàøì ì÷ .K,u úà ìéëîù L ìù øúåéá ïè÷ä é÷ìçä äãùä úà K(u)-á ïîñð ,u ∈ L ,úåãù K ≤ L íàäãù äø÷îá R[u] íà) R[u] ìù úåðîä äãù àåä R(u) ,úåãù R ≤ S íà .K[u] ìù úåðîä äãù àåä K(u).(R[u] = R(u) æà:äîâåã
Z[
√

2] = {a+ b
√

2 + c(
√

2)2 · · · | a, b, c, .. ∈ Z} = {a+ b
√

2| a,∈ Z}

Q(
√

2) = Q[
√

2] ïëì ,äãù àåä Q[
√

2] = {a+ b
√

2| a,∈ Q}

,Q[π] = {a+ bπ + cπ2 + · · · | a, b, c, . . . ∈ Q}.(çéëåð àì) Q(π) 6= Q[π] ìáàêë 0 6= f(X) ∈ K[X] íåðéìå� ùé íà K ìòî éøáâìà àø÷éé u ∈ L .úåãù K ≤ L åéäé :äøãâä.K ìòî éèðãðöñðøè u úøçà .(1 ïåéìò íã÷î ìòá= ï÷åúî f ë"äá) f(u) = 0-ù.(!äù÷) Q ìòî íééèðãðöñðøè e, π .(øåøá) Q ìòî íééøáâìà √
2,
√

2,
√
−1 :äîâåã;f(u) = 0-ù êë øúåéá äðè÷ä äìòîäî ï÷åúî f ∈ K[X] éäé .K ìòî éøáâìà u ∈ L ,úåãùK ≤ L åéäé :è�ùîéæà .n = deg f éäé.g = hf -ù êë ∈ K[X] ùé :f ìù äìå�ë àåä g æà g(u) = 0-ù êë g ∈ K[X] íà (à).f1 ∈ K× åà f2 ∈ K× æà ,f1, f2 ∈ K[X] øùàá ,f = f1f2 íà :÷éø� éà àåä f (á).f = g æà g(u) = 0-ù êë ï÷åúî ÷éø� éà ∈ K[X] íà (â).f = irr(u,K) :ïåîéñ .ãéçé àåä ì"ðë f :øîåìë .f = g æà g(u) = 0-ù êë ï÷åúî n äìòîî ∈ K[X] íà (ã)äçëåä :äçëåäé�ìå ,0 = g(u) = f(u)h(u) + r(u) = r(u) æà .g = fh+ r,deg r < n-ù êë h, r ∈ K[X] ùé (à).g = fh ïëì .r = 0 àöåé n ìù äøãâää.f1(u) = 0 ,ë"äá ,ïëì ,0 = f(u) = f1(u)f2(u) æà .íéð÷åúî f1, f2 ∈ K[X] øùàá ,f = f1f2 çéðð (á).g = hf -ù êë ∈ K[X] ùé (ã,â) .f2 ∈ K× æàå ,deg f1 = deg f ïëì ,f1|æ íâ êà .f |f1 (à) é�ì
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.h = 1 ïëì ,ï÷åúî çøëäá h ìáà .h ∈ K× ïëì ,f(u) = 0 éë ,f ∈ K× ,÷éø� éà g (â).h = 1 ïëì ,ï÷åúî çøëäá h ìáà .h ∈ K× ïëì ,deg h = deg g − deg f = 0 (ã)!!K ìòî éøåè÷å áçøî íâ àåä L æà (1K = 1L-å) äãù åðä K ≤ L-å (äãù èø�áå) âåç L íà.([L : K] = ∞ íâ ïëúé) [L : K] ïîåñúå ,L/K ìù äìòîä àø÷ú dimKL.K ìòî ì"úá 1, X,X2, . . . éë ,[K[X] : K] = ∞ .R ìòî C ìù ñéñá àåä 1, i éë ,[C : R] = 2 :äîâåã.(Span(1) = K ,K ìòî ì"úá àåä ,∈ L ,ïëà) K = L í"îà [L : K] = 1 :ìéâøúéæà .n äìòîî f = irr(u,K) ,K ìòî éøáâìà u ∈ L ,úåãù K ≤ L øîåìë ,úåãù úáçøä L/K éäú :è�ùî.K(u) = K[u] (à).K ìòî éøåè÷å áçøîë K[u] = Span(1, u, u2, . . . , un−1) =: S (á).[K(u) : K] = n (â)äçëåä :äçëåä(á)
,K[u] = {g(u)| g ∈ K[X]}

.S = {a01 + a1u+ · · · + an − 1un − 1| ai ∈ K} = {r(u)| r ∈ K[X],deg r < n}æà .g = fh + r,deg r < n-ù êë h, r ∈ K[X] ùé .g ∈ K[X] éäé .SaK[u]-ù øåøá.K[u]aS ïëì .g(u) = f(u)h(u) + r(u) = r(u)-ù êë a0, a1, . . . , an−1 ∈ K åéäé .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá íä 1, u, u2, . . . , un−1-ù úåàøäì éã (â).r(u) = 0,deg r < n æà .r = a0+a1X+· · · an−1X
n−1 ïîñð .a01+a1u+· · · an−1un−1 = 0.a0 = a1 = · · · = an−1 = 0 øîåìë ,r = 0 àöåé n ìù úåéìîéðéîä é�ì,α = r(u) (á) é�ì .α−1 ∈ K[u] ≤ 0 6= α ∈ K[u] øîåìë ,äãù K[u]-ù ì"ö .K[u]aK(u)-ù øåøá (à).1 = gr + hf -ù êë g, h ∈ K[X] ùé ïëì .÷éø� éà f éë ,íéøæ r, f æà .r ∈ K[X],deg r < n øùàá.α−1 = g(u) ∈ K[u] ïëì ,1 = g(u)r(u) + h(u)f(u) = g(u)r(u) ïàëî.[M : K] = [M : L][L : K] éæà .úåãù ìù úåáçøä K ≤ L ≤M äðééäú :è�ùî

K ìòî L ìù ñéñá L′ éäé [.äîåã åúçëåä íâå ,úåøåáç ìù íéñ÷ãðéà ìò è�ùîì äîåã è�ùîä℄ äçëåä :äçëåä
M ′fL′ → M ′L′ ä÷úòää éëå K ìòî M ìù ñéñá àåä M ′L′ éë çéëåð .L ìòî M ìù ñéñá M ′ éäéå.(ìòå) ò"çç àéä (x,Z).xZ éãé ìò äðåúðä
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-ù êë b1, . . . bm ∈ L-å x1, . . . xm ∈ M ′ ùé æà .α ∈ M éäé :íéøöåé úöåá÷ M ′L′ìëì bi = ai1y1 + · · · + ainyn-ù êë aij ∈ K-å y1, . . . , yn ∈ L′ ùé úòë .α = b1x1 + · · · bmxm.α = jijaij ≤ i ≥ j ïàëî .1 ≤ i ≤ míéðåù) y1, . . . , yn ∈ L′ ,(äæî äæ íéðåù) x1, . . . , xm ∈ M ′ åéäé :úéøàðéì äéåìú éúìá M ′L′ïëì ,äæî äæ íéðåù äéøáà èø�áå) úéøàðéì äéåìú éúìá (xi ≥ j)1xixm, 1 ≤ j ≤ n éë äàøð .(äæî äæ,i ìëì bi = jjaij ≥ j ∈ L éæà .jijaij ≤ i ≥ j = 0-ù êë aij ∈ K åéäé .(ò"çç M ′fL′ → M ′L′.i, j ìëì aij = 0 ïëì ,i ìëì jjaij ≥ j = 0 ïàëî .b1 = · · · = bm = 0 ïëì ,b1x1 + · · · bmxm = 0

76



.íéìéâøú .29?ïðùé äæ øãñî úåøåáç äîë .úé�åìéç àéäù äàøä .1225 øãñî äøåáç G éäú . :29.01 ìéâøúïä ïëì .B äãéçé 7-áåìéñ úøåáç íâå A äãéçé 5-áåìéñ úøåáç ùé .|G| = 1225 = 52 · 72 :ïåøú� :äçëåä
4 ùé .úé�åìéç G ïëì ,úåé�åìéç B-å A .G = A×B ïëì ,|A| · |B| = |G|-å íéøæ íéøãñî ïä .G-á úåéìîøåð.äìàë úåøåáç.5 øãñî åà 25 øãñî N ⊳ G ùéù äàøä .150 øãñî äøåáç G éäú . :29.02 ìéâøú
5-áåìéñ úåøåáç 6 ÷åéãá ùé úøçà .åðîééñ ,úçà 5-áåìéñ úøåáç ÷ø ùé íà .150 = 2 · 3 · 52 :ïåøú� :äçëåä.ïäî úçà P éäú .G-áãåò åøúåð .G-á 5 øãñî åà 25 øãñî íéøáà 6 · 24 ùé æà .éìàéååéøè àåä ïäéðéáî íéúù ìë ìù êåúéçù çéðð (à),|G/K| = 2 ·52 .K ⊳G æà .K äúåà ïîñð .úçà ÷ø ùé ïëì ,3-áåìéñ úåøåáç 1 åà 10 åà 25 ùé .íéøáà 6ìáà .PK ⊳ G-ù ïàëîå ,PK/K ⊳ G/K ïëì .PK/K àéä ,äãéçé 5-áåìéñ úøåáç G/K-ì ùéù ïàëîå.äøéúñ .P ⊳ G ïàëî .P àéä ,äãéçé 5-áåìéñ úøåáç PK-ì ùéù ïàëîå ,|PK| = 3 · 52

|〈P, P ′〉| ≥ |PP ′| = ïàëîå ,|P ∩P ′| = 5 æà .P ∩P ′ 6= {1}-ù êë P ′ 5-áåìéñ úøåáç ãåò ùéù çéðð (á)éë ,P ∩ P ′ ⊳ P, P ′ êà .〈P, P ′〉 = G àöåé ,|〈P, P ′〉| | |G|-å úåéä .|P | · |P ′|/|P ∩ P ′| = 125.P ∩ P ′ ⊳ G ïëì .úåé�åìéç P, P ′(á),(à) íå÷îá êà ,íãå÷ åîë :ú�ñåð äçëåäéäé .ψ: G → S6 íæé�øåîåîåä äøéãâî ìàîùî ì�ë éãé ìò {gP | g ∈ G} ìò G ìù äìåò�ä.K 6= 1 àöåé ,|G| = 150 6
∣∣6!-ù ïåéë .|S6| = 6! úà ÷ìçî |G/K|-å K ≤ P æà .K = Ker(ψ).íæé�øåîåæéà éãë ãò ,105 øãñî úåøåáçä ìë úà àöî . :29.03 ìéâøúïëìå ,7 åà 1 àåä 3-áåìéñ úåøåáç ø�ñî .úé�åìéç äðéà G éë çéðð .úéìâòî àéä æà úé�åìéç G íà :ïåøú� :äçëåä.5 øãñî íéøáà 84 åà 4 G-á ùé ïëìå ,21 åà 1 àåä 5-áåìéñ úåøåáç ø�ñî .3 øãñî íéøáà 14 åà 2 G-á ùééðù øåáò úåç�ìù äàøî ì÷ ïåáùç .7 øãñî íéøáà 90 åà 6 G-á ùé ïëìå ,15 åà 1 àåä 7-áåìéñ úåøåáç ø�ñî,P3, P5 6 ⊳G ,P7 ⊳ G ïëúé äøåàëì) .úåéìîøåð ïëìå ,G-á úåãéçé ïä úåîéàúîä p-áåìéñ úåøåáç íéðåù íéðåùàø

35 øãñî P5P7 ≤ G êà .àì åúå - äãéçéä øáéà ãåòå 7, 5, 3 íéøãñî íéøáéà 4 + 84 + 6 = 104 ùé æà éëéúù ìù äøùé äì�ëî àéä åæ äøåáç ;G-á úéìîøåð ïúì�ëî íâ æà (.äøéúñ ,35 øãñî øáéà äá ùé ïëìå úéìâòî äðéä:úåàáä äöçîäì úåøùéä úåì�ëîä úçà G ïëì .úéìâòî ïëìå íéøæ íéðåùàø íéøãñî úåøåáç.Z/5Z × Z/7Z ìò úìòå� Z/3Z (à)
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.Z/3Z × Z/7Z ìò úìòå� Z/5Z (á).Z/3Z × Z/5Z ìò úìòå� Z/7Z (â)íéø÷îá áöîä äæ .úé�åìéç G ïëìå ,äøùéä äì�ëîä àéä äöçîì äøùéä äì�ëîä æà úéìàéåéøè äìåò�ä íà:úéìàéåéøè àì äìåò� ïëúéú (à) äø÷îá .(â) ,(á)
ψ: Z/3Z → Aut(Z/5Z × Z/7Z) = Aut(Z/5Z) × Aut(Z/7Z) = Z/4Z ⊕ Z/6Zéãë ãò ,äãéçé äðéä úàæë ä÷úòä .ïéîé óâà ìù 3 øãñî äãéçéä úé÷ìçä äøåáçä ìò Z/3Z úà ä÷éúòîä.(èø�ì) íæé�øåîåîåä:åðéäã ,úáù úåãå÷ð àììG ìù íæé�øåîåèåà α éäéå úé�åñ äøåáçG éäú :(Schreier úøòùä) 29.04 ìéâøú

.{g ∈ G| gα = g} = {1} .äøéú�G éæàäðåëð øééøù úøòùäù ,(äçëåä àìì úàæ ìá÷ð åðàå) àåä òåãé .åæ úîñøå�î äøòùä ïàë øåú�ð àì åðàúà çéëåð (.úåèåù� úåé�åñ úåøåáç ìù ïåéîä è�ùîá ïáåîë íéùîúùî ïàë) .úåé�åìéç àì úåèåù� úåøåáç ìëì.|G| ìò äéö÷åãðéàá ,åæ äçðä úçú äøòùää:äìéçú.G ìù äøåîú àéä g 7→ g−1gα ä÷úòää :1 äðòèøîåìë ,hg−1 = 1 ïëì ,hg−1 = (hg−1)α æà ,g−1gα = h−1hα çéðð :ò"çç àéäù äàøð ,ïëà.h = g,K 6= 1 øîåìë) úéøòæî K ⊳ G ùé æà .äèåù� äðéà G éë çéðð .åðîééñ ,(àì åà úé�åìéç) äèåù� G íà.(1 < K0 < K-ù êë K0 ⊳ G ïéàå.Kα = K :äðòèíéé÷úî 1 ≤ i < n ìëì .n > 1 éë äìéìùá çéððå Kαn

= K-ù êë øúåéá ïè÷ä éòáèä ø�ñîä n éäéìëì ,ïàëî .Kαi ∩ K = 1 úåéøòæîäîå Kαi ∩ K ⊳ G ïëì ,Kαi

⊳ Gα
i

= G ìáà ;Kαi ∩ K < K.Kαi

Kαj

= Kαi ×Kαj -ù åðìáé÷ .Kαi ∩Kαj

= (K ∩Kαj−i)αi

= 1 íéé÷úî 1 ≤ i < j < n.a ∈ Kαi

, b ∈ Kαj ìëì ab = ba ïëìå,íäéðéá íé�ìçúî x, xα, . . . , xαn−1 -å úåéä .1 6= g = xxα · · ·xαn−1 ∈ G æà .1 6= x ∈ K øçáð.äøéúñ ,gα = xα · · ·xαn−1

x = g
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.úáù úåãå÷ð àìì K ìù íæé�øåîåèåà àåä K -ì α ìù íåöîöä :äð÷ñî.G/K ìù úáù úåãå÷ð àìì íæé�øåîåèåà àåä gK 7→ (gK)α = gαK :2 :äðòè.k−1kα = g−1gα-ù êë k ∈ K ùé (K øåáò) 1 äðòè é�ì .g−1gα ∈ K æà .gαK = gK éë çéðð ,ïëà.gK = K ïàëîå g = k(∈ K) ò"çç ììâá.äøéú� G ïëìå úåøéú� K,G/K äéö÷åãðéàä úçðä é�ì.a ∈ H éë çëåä .3 øãâî a ∈ Z(G) éäéå 5 ñ÷ãðéà úìòá G úé�åñ äøåáç ìù äøåáç úú H éäú :29.05 ìéâøúé�ì àì) íéé÷úî .〈a〉H ≤ G ïàëî .〈a〉 ⊳ G ïëì ,G-á úéìîøåð äðéä G ìù æëøîä ìù äøåáç úú ìë :ïåøú�åìéàå G : H = 5 úà ÷ìçî ìàîù óâà êà .(〈a〉H : H) = (〈a〉) : ((〈a〉 ∩H)) (éðùä íæé�øåîåæéàä è�ùî.〈a〉 ≤ H ïàëî .1 àåä äæ ø�ñî ïëì .|〈a〉| = 3 úà ÷ìçî ïéîé óâàêë H ≤ G éäú .G ìù øãñä úà ÷ìçîù øúåéá ïè÷ä éðåùàøä p éäéå úé�åñ äøåáç G éäú :29.06 ìéâøú.H ⊳ G éë çëåä .(G : H) = p-ùíæé�øåîåîåä äøéãâî åæ äìåò� .ìàîùî ì�ë éãé ìòX = {gH| g ∈ G} ìò (ìàîùî) úìòå� G äøåáçä :ïåøú�úà ÷ìçî Ḡ ìù øãñä æà .Ḡ = ψ(G) ≤ S(X) éäé .ψ(g′)(gH) = g′gH éãé ìò ψ: G→ S(X) ∼= Sp.p úà ÷ìçî àåä ,ïåúðä é�ì ,ïëì ,|G| úà íâå |Sp| = p!.K ≤ H ïàëî .g′ ∈ H ïëì ,1H = g′(1H) = g′H íéé÷úî g′ ∈ K ìëì æà .K = Ker(ψ) éäé
(G : K) = |G/K| úà ÷ìçî (G : H) = p ïëì.H ⊳ G èø�á .H = K ïàëîå (G : K) = p = (G : H) ïëì .G/K ∼= Ḡ ìáàéäú .B ∼= C éë çëåä .A⊕B ∼= A⊕ C éë çéðð .úé�åñ úåøöåð úåé�åìéç úåøåáç A,B,C äðééäú :29.07 ìéâøú.G ìù øãñä úà ÷ìçîù øúåéá ïè÷ä éðåùàøä p éäéå úé�åñ äøåáç G.B ∼= C òáåð ïåúðä íæé�øåîåæéàäî ïëì ,(A⊕ C)/A ∼= C ,(A⊕B)/A ∼= B :éåâù ïåøú� :ïåøú�.éðåùàø ìù ä÷æç àåäù øãñîå é�åñðéà øãñî úåéìâòî úåøåáç ìù øùé íåëñë A,B,C úà âéöð.úàæä äâöää úåãéçéî ìá÷úé ù÷åáîä íæé�øåîåæéàääòé�åî (éðåùàø p øùàá) Z/pmZ éë çéðð ,èåøé� øúéá;A ìù ÷åøé�á íéîò� a ≥ 0;B ìù ÷åøé�á íéîò� b ≥ 0.C ìù ÷åøé�á íéîò� c ≥ 0
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äòé�î àéä æà;A+B ìù ÷åøé�á íéîò� a+ c ≥ 0.A+ C ìù ÷åøé�á íéîò� b+ c ≥ 0òé�åî Z-ù íéàøî ï�åà åúåàá .b = c ïëìå a + b = a + c ,÷åøé�ä úåãéçéå ïåúðä íæé�øåîåæéàä ììâá.B ∼= C ïëìå ÷åøé� åúåà B,C-ìù ïàëî .C ìù ÷åøé�á åîë B ìù ÷åøé�á íéîò� ø�ñî åúåà:çëåä .úéìàéååéøè àì N ⊳ G éäúå G = G1 ×G2 éäú .úåèåù� G1, G2 äðééäú :29.08 ìéâøú.N ∼= G2 åà N ∼= G1 (à).G1 ìò N úà ò"çç ï�åàá ÷éúòî π åà N = G2 æà .äðåùàøä äèðéãøåàå÷ä ìò äìèää π: G→ G1 éäú (á)(.ïåùàøä ÷ìçäî øúåé ÷æç éðù ÷ìç ;úåéåìú ïðéà íé÷ìçä éðù ìù úåçëåää)ùé .úåøæç àìì úéìîøåð äøãñ 1 ⊳ N ⊳ G íâ .G1, G2 ïä äéúåðîù ,áëøä úøãñ àéä 1 ⊳ G1 ⊳ G (à) :ïåøú�
N ∼= G1 ïëì .áëøä úøãñ äîöòá øáë àéä ,÷åéãá íéîøåâ 2 ùé áëøä úøãñáù ïåéë êà ;áëøä úøãñì ïåãéò äì.(G/N ∼= G1-å) N ∼= G2 åà (G/N ∼= G2-å)äø÷îá .π(N) = G1 åà π(N) = 1 ïëì ,äèåù� G1 êà .π(N) ⊳ π(G) = G1 ïëì ,N ⊳ G (á).G2 ∩N àåä π|N ìù ïéòøâä éðùä äø÷îá .N = G2 ,äèåù� G2-ù ïåéë ,ïëìå N ≤ Kerπ = G2 ïåùàøä.1 àåä ,äèåù�ä G2-á éìîøåð àåäù ïåéë ,ïëìå ,(π(N) 6= 1 éë) N åðéà àåä
N = G1 æà .úéìàéååéøè àì N ⊳G éäúå G = G1 ×G2 éäú .úåéìáà àì úåèåù� G1, G2 äðééäú :29.09 ìéâøú.N = G2 åà29.08(á) ìéâøú é�ì .N -ì i-ä äèðéãøåàå÷ä ìò äìèää ìù íåöîöä ϕi: N → Gi éäú i = 1, 2 øåáò :ïåøú�íéé÷úîå íæé�øåîåæéà àåä ϕ = ϕ2 ◦ ϕ−1

1 : G1 → G2 æà .íéíæé�øåîåæéà ϕ1, ϕ2 éë çéðäì øù�à
N = {(g, ϕ(g))| g ∈ G1}

(g, ϕ(g))(a,1) = ïëì ,ϕ(ga) 6= ϕ(g) æà .ga 6= g-ù êë a, g ∈ G1 ùé ,úé�åìéç äðéà G1-ù ïåéë.N ⊳ G-ì äøéúñá ,(ga, ϕ(g)) /∈ N.GHK -å H ∩K = 1-ù êë úé�åñðéà úéìâòî H ≤ G ùé æà .G/K ∼= Z-ù êë K ⊳ G äðééäú :29.10 ìéâøú:ïåøú�
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