
ÆÌÈÎÂÙ‰Â ÌÈ¯˘È ˙ÂÏÂ·‚ Æ±

Æi, j ≤ k ÌÈÈ˜Ó‰ k ∈ I ÌÈÈ˜ i, j ∈ I ÏÎÏ˘ ÍÎ ¨≤ È˜ÏÁ ¯„Ò ÒÁÈ ÌÚ I ‰ˆÂ·˜ ‡È‰ ˙ÂÂÎÓ ‰ˆÂ·˜ ∫±Æ± ‰¯„‚‰

ªÏÈ‚¯‰ ¯„Ò‰ ÌÚ N, Z, R ®‡© ∫±Æ≤ ‰Ó‚Â„

Æ®im = j–˘ ÍÎ m ÌÈÈ˜ Ì‡ i ≤ j ¨¯ÓÂÏÎ© ˜ÂÏÈÁ‰ ÒÁÈ ÌÚ N ®·©

Æ⊇ ÌÚ Â‡ ⊆ ‰ÏÎ‰‰ ÒÁÈ ÌÚ ¨X ˙ÓÈÂÒÓ ‰ˆÂ·˜ Ï˘ ®˙ÂÈÙÂÒ‰© ˙ÂˆÂ·˜‰ ÏÎ ˙ÁÙ˘Ó I ®‚©

∫˙Î¯ÚÓ Ï˘ ÌÈÒ˜„È‡ ˙ˆÂ·˜Î Â˙Â‡ ˘Ó˘˙ ˙ÂÂÎÓ ‰ˆÂ·˜

Æ‰˜˙Ú‰ πij : Si → Sj È‰˙ I–· i ≥ j ÏÎÏÂ ¨‰ˆÂ·˜ Si È‰˙ i ∈ I ÏÎÏ Æ˙ÂÂÎÓ ‰ˆÂ·˜ (I,≤) È‰˙ ∫±Æ≥ ‰¯„‚‰

Ì‡ ®I ÏÚ© ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ ˙‡¯˜ (Si, πij| i, j ∈ I, i ≥ j) Ê‡

ªi ∈ I ÏÎÏ πii = id ®±©
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// Sk

ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰ ÌÈ˘¯˙‰ I–· i ≥ j ≥ k ÏÎÏ ®≤©

ÌÈ˘¯˙‰ I–· i ≥ j ÏÎÏ˘ ÍÎ {πi: S → Si}i∈I ˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ „ÁÈ S ‰ˆÂ·˜ ‡È‰ Ï¢‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ÌÒÁ
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// Sk

ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰

‰˜˙Ú‰ ˙ÓÈÈ˜ (S′, π′
i| i ∈ I) ÌÒÁ ÏÎÏ Ì‡ Ï¢‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚ ‡¯˜ (S, πi| i ∈ I) ÌÒÁ
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ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰ ÌÈ˘¯˙‰ i ∈ I ÏÎÏ˘ ÍÎ π: S ′ → S ‰„ÈÁÈ

ÆS = lim
←
i∈I

Si ∫ÔÂÓÈÒ

‰˜˙Ú‰‰ πmn: Am → An È‰˙ n|m ¯Â·Ú ÆAn = Z/nZ È‰˙ n ∈ N ÏÎÏ Æ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓÏ ‰Ó‚Â„ ∫±Æ¥‰Ó‚Â„

Æ˜ÂÏÈ‰‰ ÒÁÈ ÌÚ N ˙ÂÂÎÓ‰ ‰ˆÂ·˜‰ ÏÚ ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ (An, πmn) Ê‡ Æk (mod m) 7→ k (mod n)

¯È„‚ ®±Æ≥ ‰¯„‚‰· ÌÈˆÁ‰ ÏÎ ˙ÎÈÙ‰ È„È ÏÚ© È‚ÂÏ‡ ÔÙÂ‡·

Æ‰˜˙Ú‰ λji: Sj → Si È‰˙ I–· i ≥ j ÏÎÏÂ ¨‰ˆÂ·˜ Si È‰˙ i ∈ I ÏÎÏ Æ˙ÂÂÎÓ ‰ˆÂ·˜ (I,≤) È‰˙ ∫±Æµ ‰¯„‚‰

Ì‡ ®I ÏÚ© ‰¯˘È ˙Î¯ÚÓ ˙‡¯˜ (Si, λji| i, j ∈ I, i ≥ j) Ê‡

ªi ∈ I ÏÎÏ λii = id ®±©
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ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰ ÌÈ˘¯˙‰ I–· i ≥ j ≥ k ÏÎÏ ®≤©

ÌÈ˘¯˙‰ I–· i ≥ j ÏÎÏ˘ ÍÎ {λi: Si → S}i∈I ˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ „ÁÈ S ‰ˆÂ·˜ ‡È‰ Ï¢‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ÌÒÁ
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ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰

‰˜˙Ú‰ ˙ÓÈÈ˜ (S′, λ′
i| i ∈ I) ÌÒÁ ÏÎÏ Ì‡ Ï¢‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ¯˘È ÏÂ·‚ ‡¯˜ (S, λi| i ∈ I) ÌÒÁ
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ÈÙÂÏÈÁ ‡·‰ ÌÈ˘¯˙‰ i ∈ I ÏÎÏ˘ ÍÎ λ: S → S ′ ‰„ÈÁÈ

ÆS = lim
→
i∈I

Si ∫ÔÂÓÈÒ

ÌÈ·Á¯Ó ¨®ÌÈÓÊÈÙ¯ÂÓÂÓÂ‰ ÌÚ© ˙Â¯Â·Á ÔÂ‚Î ¨‰È¯Â‚Ë˜· ®¯˘È© ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚ ÌÈ¯È„‚Ó ¯˙ÂÈ ÈÏÏÎ ÔÙÂ‡· ∫±Æ∂ ‰¯Ú‰

ÏÎ ¨¯ÓÂÏÎ© Æß„ÎÂ ¨®˙ÂÈ¯‡ÈÏ ˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ© ÌÈÂÒÓ ‰„˘ ÏÚÓ ÌÈÈ¯ÂË˜Â ÌÈ·Á¯Ó ¨®˙ÂÙÈˆ¯ ˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ© ÌÈÈ‚ÂÏÂÙÂË

®Æ‰È¯Â‚Ë˜· ÌÈÓÊÈÙ¯ÂÓ Ô‰ ˙Â˜˙Ú‰‰ ÏÎÂ ‰È¯Â‚Ë˜‰ Ï˘ ÌÈË˜È·Â‡ Ì‰ ‰¯„‚‰· ˙ÂˆÂ·˜‰

Æ¯·Â„Ó ‰· ‰È¯Â‚Ë˜· ÌÊÈÙ¯ÂÓÂÊÈ‡ È„Î „Ú ¨„ÈÁÈ ‡Â‰ – ÌÈÈ˜ ‡Â‰ Ì‡ – ®¯˘È© ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚˘ ÁÎÂ‰ ∫±Æ∑ ÏÈ‚¯˙

Æ®¯˘È© ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚ ÌÂ˜Ó· ßß®¯˘È‰© ÍÂÙ‰‰ ÏÂ·‚‰ßß ¯ÓÂÏ ¯˘Ù‡ ‰Ê‰ ÏÈ‚¯˙‰ ˙Â·˜Ú·

È‰˙ Æ˙ÂˆÂ·˜ Ï˘ ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ {Si}i∈I È‰˙ ∫±Æ∏ ‰ÓÏ

S = {(xi)i∈I ∈
∏

i∈I

Si| i ≥ j ÏÎÏ πij(xi) = xj} (1)

ÆÏ¢‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚ ‡Â‰ (S, πi| i ∈ I) ÈÊ‡ Æ(xi)i∈I 7→ xj ‰ÏË‰‰ π: S → Sj È‰˙ j ∈ I ÏÎÏÂ

¯È„‚ ÆÛÒÂ ÌÒÁ (S ′, π′
i| i ∈ I) È‰È Æ‰ÎÂÙ‰‰ ˙Î¯ÚÓ‰ Ï˘ ÌÒÁ ‡Â‰ (S, π| i ∈ I) ¨S ˙¯„‚‰ ÈÙÏ ∫‰ÁÎÂ‰

¯Â¯·Â ¨πi(π(x′)) = π′
i(x

′) ÌÈÈ˜˙Ó i ∈ I ÏÎÏ Ê‡ Æx′ ∈ S′ ÏÎÏ π′(x′) = (π′
i(x

′))i∈I ∫ÍÎ π′: S′ → S

ÆÌÈÈ˜˙È ‰Ê ÔÂÈÂÂ˘˘ È„Î ‰„ÈÁÈ‰ ˙È¯˘Ù‡‰ ‰¯„‚‰‰ È‰ÂÊ˘

Ô‰˘ πij : Si → Sj ˙Â˜˙Ú‰‰ ÌÚ ÌÈÁÂ˙Ù ÌÈÚË˜ Ï˘ ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ {Si = (0, 1

i
)}i∈N È‰˙ ∫±Æπ ‰Ó‚Â„

Æ lim
←
i∈N

Si = ∅ Ê‡ Æ˙ÂÏÎ‰‰
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∫˙Â‡·‰ ˙ÂÈ¯Â‚Ë˜· ÌÈÈ˜ ÍÂÙ‰ ÏÂ·‚ ∫±Æ±∞ ËÙ˘Ó

®˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ© ˙ÂˆÂ·˜ ®‡©

®ÌÈÓÊÈÙ¯ÂÓÂÓÂ‰ ÌÚ© ˙Â¯Â·Á ®·©

®˙ÂÙÈˆ¯ ˙Â˜˙Ú‰ ÌÚ© ÌÈÈ‚ÂÏÂÙÂË ÌÈ·Á¯Ó ®‚©

È‚ÂÏÂÙÂË ·Á¯Ó Ì‚ ‡È‰˘ G ‰¯Â·Á ‡È‰ ˙È‚ÂÏÂÙÂË ‰¯Â·Á ÈÎ ¯ÈÚ Æ®ÌÈÙÈˆ¯ ÌÈÓÊÈÙ¯ÂÓÂÓÂ‰ ÌÚ© ˙ÂÈ‚ÂÏÂÙÂË ˙Â¯Â·Á ®„©

ÈÎÙÂ‰‰ ˙˜˙Ú‰Â (g, h) 7→ gh È„È ÏÚ G × G → G ÏÙÎ‰ ˙ÏÂÚÙ˘ ÍÎ ®Û¯Â„ÒÂ‡‰ ·Á¯Ó Â‰Ê˘ ÌÈ˘¯Â„ Î¢„·Â©

Æ˙ÂÙÈˆ¯ ˙Â˜˙Ú‰ Ô‰ g 7→ g−1 È„È ÏÚ G→ G

Â¯„‚Â‰˘ πi ˙Â˜˙Ú‰‰Â ‰È¯Â‚Ë˜· Ë˜ÈÈ·Â‡ S ÈÎ ÁÈÎÂ‰Ï ÍÈ¯ˆ ˜¯ ¨®®‡© ˙‡ ‰ÁÈÎÂÓ ¯˘‡© ˙Ó„Â˜‰ ‰ÓÏ· ÂÓÎ ∫‰ÁÎÂ‰

Ì‰ ˙ÂËÈ„¯Â‡Â˜‰ ÏÚ ˙ÂÏË‰ ÌÚ
∏

i∈I Si ÈÎ ÌÈÁÈÎÂÓ Ì„Â˜ ∫ÍÎ ˙‡Ê ÌÈÁÈÎÂÓ Î¢„· Æ‰È¯Â‚Ë˜· ˙Â˜˙Ú‰ Ô‰ Ì˘

‰È‚ÂÏÂÙÂË‰ ¨®‚© ‰¯˜Ó· ¨Ï˘ÓÏ Æ‰È¯Â‚Ë˜· Ì‰ S–Ï ˙ÂÏË‰‰ Ï˘ ÌÈÓÂˆÓˆ‰ ÌÚ S–˘ ÌÈÁÈÎÂÓ Î¢Á‡Â ¨‰È¯Â‚Ë˜·

ÌÈË¯Ù‰ Æ
∏

i∈I Si Ï˘ ·Á¯Ó ˙˙Î ÂÏ˘ ‰È‚ÂÏÂÙÂË‰ ‡È‰ S ÏÚ ‰È‚ÂÏÂÙÂË‰Â ‰ÏÙÎÓ‰ ˙È‚ÂÏÂÙÂË ‡È‰
∏

i∈I Si ÏÚ

Æ‡¯Â˜Ï ÌÈ¯‡˘ÂÓ

S = lim
←
i∈I

Si È‰È ÆSi Ï˘ ÒÈÒ· Bi È‰È i ∈ I ÏÎÏ ÆÌÈÈ‚ÂÏÂÙÂË ÌÈ·Á¯Ó Ï˘ ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ {Si}i∈I È‰˙ ∫±Æ±± ∫ÏÈ‚¯˙

Ê‡ Æ(1) ‰‡ÂÂ˘Ó È„È ÏÚ ÔÂ˙

B = {π−1

j (Vj) = S ∩ (Vj ×
∏

i6=j

Si)| Vj ∈ Bj , j ∈ I}

ÆS ÏÚ ‰È‚ÂÏÂÙÂËÏ ÒÈÒ· ‡Â‰

∫‰‡·‰ ‰¯Âˆ‰Ó ÌÈ¯·È‡ Ï˘ ÒÈÒ· È„È ÏÚ ¨ÚÂ„ÈÎ ¨‰Â˙
∏

i∈I Si ÏÚ ‰ÏÙÎÓ‰ ˙È‚ÂÏÂÙÂË‰ ∫ÔÂ¯˙Ù

, W =
∏

j∈J

Vj ×
∏

i∈I r J

Si

‰¯Âˆ‰Ó ˙ÂˆÂ·˜ Ê‡ Æj ∈ J ÏÎÏ Sj Ï˘ ‰ˆÂ·˜ ˙˙ Vj ∈ Bj –Â I Ï˘ ˙ÈÙÂÒ ‰ˆÂ·˜ ˙˙ J ¯˘‡·

W ∩ S =
⋂

j∈J

π−1

j (Vj)

‰Ê ÒÈÒ·· W ∩ S ¯·È‡ ÏÎ ¨ÍÙÈ‰Ï ¨Í‡ ÆB ˙‡ ÏÈÎÓ ‰Ê ÒÈÒ· Ë¯Ù· Æ·Á¯Ó ˙˙ Ï˘ ‰È‚ÂÏÂÙÂË· S Ï˘ ÒÈÒ· ˙ÂÂ‰Ó

‡È‰ ÔÎÏÂ Si–· ‰ÁÂ˙Ù V =
⋂

j∈J π−1

ij (Vj) ⊆ Si Ê‡ Æj ∈ J ÏÎÏ i ≥ j –˘ ÍÎ i ∈ I ˘È ¨ÔÎ‡ ÆB–· ‡ˆÓ

Ï·‡ ÆB È¯·‡ Ï˘ „ÂÁÈ‡ ‡È‰ π−1

i (V ) ÔÎÏ ÆBi È¯·‡ Ï˘ „ÂÁÈ‡

W ∩ S =
⋂

j∈J

π−1

j (Vj) =
⋂

j∈J

π−1

i

(

π−1

ij (Vj)
)

= π−1

ij

(

⋂

j∈J

π−1

ij (Vj)
)

= π−1

i (V )
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·Á¯Ó Ì‚ S = lim
←
i∈I

Si Ê‡ ÆÌÈ˜È¯ ‡Ï ÌÈÈË˜ÙÓÂ˜ Û¯Â„ÒÂ‡‰ È·Á¯Ó Ï˘ ‰ÎÂÙ‰ ˙Î¯ÚÓ {Si}i∈I È‰˙ ∫±Æ±≤ ËÙ˘Ó

Æ˜È¯ ‡Ï ÈË˜ÙÓÂ˜ Û¯Â„ÒÂ‡‰

ÆÈË˜ÙÓÂ˜ S′ ·ÂÂÎÈË ËÙ˘Ó ÈÙÏ ÆÛ¯Â„ÒÂ‡‰ S ′ 6= ∅ È‡„Â ÆS′ =
∏

i∈I Si ÔÓÒ ∫‰ÁÎÂ‰

¯˘‡· ¨S =
⋂

j≥k Xjk ÈÎ ·Ï ÌÈ˘

.j ≥ k ÏÎÏ Xjk = {(xi)i∈I ∈ S′| πjk(xj) = xk}

‰ˆÂ·˜Â ‰¯Â‚ÒÂ ‰˜È¯ ‡Ï ‰ˆÂ·˜ ‡È‰ ÈË˜ÙÓÂ˜ ·Á¯Ó· ˙Â˜È¯ ‡Ï ˙Â¯Â‚Ò ˙ÂˆÂ·˜ Ï˘ ÍÂ˙ÈÁ˘ ÔÂÈÎ ÆXjk 6= ∅ È‡„Â

ÁÈÎÂ‰Ï È„ ¨Û¯Â„ÒÂ‡‰ ·Â˘ ‡Â‰ Û¯Â„ÒÂ‡‰ ·Á¯Ó Ï˘ Â‰˘ÏÎ ·Á¯Ó ˙˙Â ˙ÈË˜ÙÓÂ˜ ‡È‰ ÈË˜ÙÓÂ˜ ·Á¯Ó· ‰¯Â‚Ò

Æ‰ÁÂ˙Ù S′ r Xjk ÈÎ ÁÈÎÂ ÍÎ Ì˘Ï ÆJ ≥ k ÏÎÏ S ′–· ‰¯Â‚Ò Xjk–˘

˙ÂÁÂ˙Ù U, V ⊆ Sk ˘È ¨Û¯Â„ÒÂ‡‰ ‡Â‰ Sk–˘ ÔÂÈÎ Æπjk(xj) 6= xk Ê‡ Æ(xi) ∈ S′ r Xjk ‰È ¨ÔÎ‡Â

¨S′–· ‰ÁÂ˙Ù ‰È‰ {x′
i)i∈I ∈ S′| x′

j ∈ π−1

jk (U), x′
k ∈ V } ‰ˆÂ·˜‰ Æxk ∈ V –Â πjk(xj) ∈ U –˘ ÍÎ ˙Â¯Ê

Æ‰ÁÂ˙Ù S′ r Xjk ÔÎÏ ÆS′ r Xjk–· ˙ÏÎÂÓÂ ¨(xi)i∈I ˙‡ ‰ÏÈÎÓ
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