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íéâåç .1.âåç àø÷ðù éøáâìà äðáî àåä íéåñî äãù ìòî íéîåðéìå�ä ìë óñåà .íéîåðéìå� ìò ãåîìì íéìéçúî åðà äæ ÷ø�áï�åàá íéâåç ìò úö÷ ãîìð ïëì .úåîéåñî úåðåëú íò íéâåçì åà íéâåçì ìéìëäì øù�à íéîåðéìå� ìò úåîéåñî úåðòè.éììëíéîé÷î øùà ,(ïåîñ àìì åà ·) ì�ëå (+) øåáéç :úåìåò� éúù úåøãâåî äéìò ,R äöåá÷ åðä (ring) âåç :1.1 äøãâä:íéàáä íé÷åçä úà.a+ b = c-ù êë ãéçé c ∈ R íéé÷ a, b ∈ R ìëì :øåáéçä úåøéù÷ (0ç).a, b, c ∈ R ìëì (a+ b) + c = a+ (b+ c) :øåáéçì óåøéöä ììë (1ç).a, b ∈ R ìëì ,a+ b = b+ a :øåáéçä ìù óåìéçä ììë (2ç).a ∈ R ìëì a+ 0 = a íé÷îäå 0-á ïîåñîä R-á ãéçé øáéà íé÷ :ñ�à øáéà íåé÷ (3ç).a+ (−a) = 0-ù êë −a ∈ R ãéçé øáéà íé÷ a ∈ R ìëì :éãâð øáéà íåé÷ (4ç).ab = c-ù êë ãéçé c ∈ R íéé÷ a, b ∈ R ìëì :ì�ëä úåøéù÷ (0ë).a, b, c ∈ R ìëì ,(ab)c = a(bc) :ì�ëì óåøéöä ììë (1ë).a, b, c ∈ R ìëì ,(a+ b)c = ac+ bc å a(b+ c) = ab+ ac :âåìé� éììë (2ë):1.2 äøãâä.a ∈ R ìëì ,a1 = a = a1 íéé÷îä 1 øáéà åá ùé íà äãéçé íò âåç àø÷éé R âåç (à).a, b ∈ R ìëì ab = ba íà é�åìéç àø÷éé R âåç (á).ab 6= 0 íéé÷úî 0-î íéðåù a, b ∈ R ìëì íà úåîìù íåçú àø÷éé ñ�àî äðåù äãéçé íò é�åìéç âåç (â).úåîìù íåçú àåä Z (à) :1.3 úåàîâåã.äãéçé àìì é�åìéç âåç àåä (íééâåæä íéø�ñîä úöåá÷=) 2Z (á)äãù) C ,(íééùîîä íéø�ñîä äãù) R ,(íééìðåéöøä íéø�ñîä äãù) Q èø�á .úåîìù íåçú àåä äãù ìë (â).úåîìù éâåç íä (éðåùàø p øùàá ,íéøáéà p ìòá äãùä) Fp-å (íéáëåøîä íéø�ñîä.éðåùàø ø�ñî åðä n íà ÷øå íà äãù åäæ .äãéçé íò é�åìéç âåç àåä Z/nZ ,n éòáè ø�ñî ìë øåáò (ã)íééìîøå�ä íééåèáä ìë úöåá÷ë øãâåîå R[X] á ïîåñî R ìòî íéîåðéìå�ä âåç .(é�åìéç à÷åã åàì) âåç R éäé (ä)
∞∑

i=0

aiX
iéãé ìò íéøãâåî ì�ëå øåáéç .ñ�àì íéååù (é�åñ ø�ñîì èø�=) íìåë èòîëå R-ì íé-ai-ä íéëéù íäáù
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:úåàçñåðä,( ∞∑

i=0

aiX
i
)

+
( ∞∑

i=0

biX
i
)

=

∞∑

i=0

(ai + bi)X
i.( ∞∑

i=0

aiX
i
)( ∞∑

j=0

bjX
j
)

=

∞∑

k=0

∑

i+j=k

aibjX
k.0 =

∑∞
i=0 0Xi àåä R[X] ìù ñ�àä øáéàåîë .∑n

i=0 aiX
i :íéé�åñ íéîåëñë íéîåðéìå�ä úà íåùøìå íéé�åñðéàä íéîåëñäî +0Xi çéðæäì âåäðìåìò øáãä .1Xi íå÷îá Xi áúëì âåäð ,äãéçé R-á ùé íà .a0X

0 íå÷îá a0-å ,X1 íå÷îá X áåúëì âåäð ïë
X íéîåðéìå�ä ìù R[X]-á íåëñ :úçàä :úåéåòîùî éúù X +X2 éåèéáì ,ìùîì ,éë ,ìåáìéáì íåøâì äøåàëìøù�à aX äîåã ï�àá .íéååù íéåèéáä éðù êà .0X0 + 1X1 + 1X2 + 0X3 + · · · íåðéìå�ä :äéðùäå ,X2-å.íéååù íéåèéáä éðù ,áåù ;X-å a íéîåðéìå�ä ìù äì�ëîë åà 0X0 + aX1 + 0X2 + · · · íåðéìå�ë ïéáäì.ïåéìòä íã÷îä àø÷ð ∑n

i=0 aiX
i ìù an íã÷îä ,an 6= 0 íà .íåðéìå�ä éîã÷î íéàø÷ð ai íéøáéàäóìçúî X = 0X0 + 1X1 + 0X2 + 0X3 + · · · íåðéìå�äù áì íéù .ï÷åúî íåðéìå�äù íéøîåà an = 1 íàéãé ìò íâ åà ,f ìùîì ,úåðè÷ úåéðéèì úåéúåà éãé ìò ïîñì âåäð R[X] éøáéà úà .R[X] éøáéà ìë íò ì�ëá.X-á f ìù úåìúä úà ùéâãäì íéöåø íà ,f(X),f 6= 0 íà ,deg(f) = max(i| ai 6= 0) :êë úøãâåî f =

∑n
i=1 aiX

i íåðéìå� ìù deg(f) äìòîä:(ìéâøúë úøàùåî íúçëåä) íéàáä íéììëä úà úîé÷î äìòîä .deg 0 = −∞ åìéàå.deg(f + g) ≤ max(deg(f),deg(g)) (1ä)àåä R[X] íâ ïëìå ïåéååù íé÷úî ,úåîìù íåçú àåä R íà ,ïë ìò øúé .deg(fg) ≤ deg(f) + deg(g) (2ä).úåîìù íåçú:øåáéçä íò ,R ìòî n × n øãñî úåöéøèîä âåç Mn(R) éäé ,(!é�åìéç çøëäá àì) âåç R íà (å)ïàë) .1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(AB)ij =
∑n

k=1(A)ik(B)kj :ì�ëäå (A + B)ij = (A)ij + (B)ij.é�åìéç R íà åìé�à ,é�åìéç åððéà Mn(R) ììë êøãá (.R-á A ìù (i, j)-ä áéëøä úà ïîñî (A)ijàéä åá äãéçéä ;äãéçé íò âåç Mn(R) íâ ,äãéçé íò âåç R íà.I = In =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · 1


äöéøèî ìë ìù íéáéëøä .R[X] íéîåðéìå�ä âåç ìòî Mn(R[X]) úåöéøèîä âåçá ïðåáúäì øù�à èø�á.R-á íéîã÷î íò íéîåðéìå� íä åæë.úåöéøèî íäéîã÷îù íéîåðéìå� íðä äæ âåç éøáéà .Mn(R)[X] âåçá ïðåáúäì øù�à äîåã ï�àá

2



T : V → V úåéøàðéìä úå÷úòää ìë úöåá÷ úà LF (V ) á ïîñð .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé (æ)ì�ëìå ,(T + S)(v) = Tv + Sv ,øåáéçì ñçéá âåç äåäî åæ äöåá÷ .(V ìù íéîæé�øåîãðà íâ úåàø÷ðä)
1-á äðîñðù (V ìù úåäæä ú÷úòä) äãéçé ùé äæ âåçì .(TS)(v) = T (S(v)) ,úå÷úòä ìù äáëøäë øãâåîä.é�åìéç åðéà LF (V ) æà dim(V ) ≥ 2 íà .V úà ïéöì íéöåø íà ,1V -á åà
V -î úåéøàðéì úå÷úòä íäéîã÷îù X-á íéîåðéìå� ìù LF (V )[X] âåçä úà úåðáì íéìåëé åðà ïàë íâ .V -ììò úøîåù àéä íà íæé�øåîåîåä àø÷ú ϕ: R → S ä÷úòä .íéâåç éðù S-å R åéäé .íæé�øåîåîåä :1.4 äøãâä
ϕ(0) = 0-ù íéìá÷î èø�á .ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)-å ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) øîåìë .ì�ëä ìòå øåáéçäìòå éëøò ãç ãç íæé�øåîåîåä .ϕ(1) = 1-ù ãéîú çéðð ,äãéçé íò íéâåç íä S-å R íà .ϕ(−a) = −ϕ(a)-å.íæé�øåîåæéà àø÷éé,LF (V ) → Mn(F ) ä÷úòää .åñéñá B éäéå F äãù ìòî n é�åñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé (à) :1.5 äîâåãìù íæé�øåîåæéà àéä ,B ñéñáì ñçéá [T ]BB äìù äöéøèîä úà T : V → V úéøàðéì ä÷úòäì äîéàúî øùà(.íéâåç íù åøãâåä àì íà íâ ,1 úéøàðéì äøáâìàá ãîìð äæ) .íéâåçøùàá) f(α) =

∑∞
i=0 aiα

i øéãâð ,f =
∑∞

i=0 aiX
i ∈ R[X] íà .α ∈ R éäéå äãéçé íò âåç R éäé (á)?íæé�øåîåîåä ϕ íàä .ϕ(f) = f(α) éãé ìò ϕ: R[X] → R äáöää ú÷úòä åðøãâä êëá .(α0 = 1.f, g ∈ R[X] åéäé .f 7→ f(α) äáöää ϕ: R[X] → R éäúå α ∈ R éäé ,äãéçé íò âåç R éäé :1.6 äðòè.ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g) (1).ϕ(fg) = ϕ(f)ϕ(g) æà g éîã÷î ìë íò ì�ëá óìçúî α íà (2).íæé�øåîåîåä ϕ æà R éøáà ìë íò ì�ëá óìçúî α íà (3).f =

∑∞
i=0 aiX

i, g =
∑∞

i=0 biX
i ∈ R[X] çéðð :äçëåä(1).ϕ(f + g) =ϕ

( ∞∑

i=0

(ai + bi)X
i
)

=
∞∑

i=0

(ai + bi)α
i =

∞∑

i=0

aiα
i +

∞∑

i=0

biα
i

=f(α) + g(α) = ϕ(f) + ϕ(g) .R-á âåìé�ä ÷åç ììâá (ø÷éòá)
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(2)
ϕ(fg) =ϕ

(
(

∞∑

i=0

aiX
i)(

∞∑

j=0

bjX
j)
)

= ϕ
( ∞∑

k=0

(
∑

i+j=k

aibj)X
k
)

=
∞∑

k=0

( ∑

i+j=k

aibj
)
αk

=
∞∑

k=0

( ∑

i+j=k

aibjα
k
) åìéàå.ϕ(f)ϕ(g) =

( ∞∑

i=0

aiα
i
)( ∞∑

j=0

bjα
j
)

=

∞∑

k=0

( ∑

i+j=k

aiα
ibjα

j
)

=

∞∑

k=0

( ∑

i+j=k

aibjα
k
).ϕ(1) = 1-ù áì íéùð .(2)-î òáåð (3)æà .aα 6= αa-ù êë α, a ∈ R ùé .äãéçé íò é�åìéç àì âåç R éäé :1.7 äîâåã.ϕ(X · a) = ϕ(aX) = aα 6= αa = ϕ(X)ϕ(a).íæé�øåîåîåä äððéà èø�áå ì�ë úøîåù äðéà ϕ äæ äø÷îá ,øîåìë:(êùîäá äöåçð êà ,úëáåñî úö÷) íæé�øåîåîåäì äîâåã ãåòéãé ìò ϕ: Mn(R)[X] → Mn(R[X]) øéãâð .âåç R éäé :1.8 äðòè

(
ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ)
)
ij

=

∞∑

µ=0

(Aµ)ijX
µ.íéâåç íæé�øåîåæéà ϕ æà .1 ≤ i, j ≤ n ìëì,n = 2-å R = Z íà ,ìùîì ,êë.ϕ(( 2 1

−3 0

)
+

(
7 0
1 1

)
X +

(
0 1
0 0

)
X2
)

=

(
2 + 7X 1 +X2

−3 +X X

) :äçëåäíà ,ïëà :ò"çç ϕ (i).ϕ(
∞∑

µ=0

AµX
µ) = ϕ(

∞∑

µ=0

BµX
µ)
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æà
∞∑

µ=0

(Aµ)ijX
µ =

∞∑

µ=0

(Bµ)ijX
µ

µ ìëì ïàëî .i, j ìëì.i, j ìëì (Aµ)ij = (Bµ)ijèø�áå .Aµ = Bµ íéé÷úî µ ìëì øîåìë. ∞∑

µ=0

AµX
µ =

∞∑

µ=0

BµX
µìëì ,R[X] ìù øáéà åäæ .(C )ij = c

(0)
ij + c

(1)
ij X + · · · éäéå C ∈ Mn(R[X]) éäú ,ïëà :ìò ϕ (ii).1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(Aµ )ij = c

(µ)
ij éãé ìò Aµ ∈ Mn(R) ,0 ≤ µ < ∞ ìëì ,øéãâð .1 ≤ i, j ≤ nìù øáéàå ∑∞

µ=0AµX
µ-ù ïàëîå .Aµ = 0 ïëìå ,1 ≤ i, j ≤ n ìëì c(µ)

ij = 0 æà ,÷é�ñî ìåãâ µ íàíéé÷úî .Mn(R)[X]

(
ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ)
)
ij

=

∞∑

µ=0

c
(µ)
ij Xµ = (C )ij.ϕ(

∑∞
µ=0AµX

µ) = C ïàëîåæà∑∞
µ=0AµX

µ,
∑∞

µ=0BµX
µ ∈ Mn(R[X]) íà :øåáéç úøîåù ϕ (iii)

(
ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ +

∞∑

µ=0

BµX
µ)
)
ij

=
(
ϕ(

∞∑

µ=0

(Aµ +Bµ)Xµ)
)
ij

=

∞∑

µ=0

(Aµ +Bµ)ijX
µ

=
∞∑

µ=0

(
(Aµ)ij + (Bµ)ij

)
Xµ =

∞∑

µ=0

(Aµ)ijX
µ +

∞∑

µ=0

(Bµ)ijX
µ

=
(
ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ)
)
ij

+
(
ϕ(

∞∑

µ=0

BµX
µ)
)
ij

=
(
ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ) + ϕ(

∞∑

µ=0

BµX
µ)
)
ijïëìå i, j ìëì.ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ +

∞∑

µ=0

BµX
µ) = ϕ(

∞∑

µ=0

AµX
µ) + ϕ(

∞∑

µ=0

BµX
µ)
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æà∑∞
µ=0AµX

µ,
∑∞

µ=0BµX
µ ∈ Mn(R[X]) íà :ì�ë úøîåù ϕ (iv)

ϕ
(
(

∞∑

µ=0

AµX
µ)(

∞∑

ν=0

BνX
ν)
)

=(1) ϕ(

∞∑

µ=0

∞∑

ν=0

AµBνX
µ+ν)

=(2)
∞∑

µ=0

∞∑

ν=0

ϕ(AµBνX
µ+ν)

ϕ(
∞∑

µ=0

AµX
µ)ϕ(

∞∑

ν=0

BνX
ν) =(2)

( ∞∑

µ=0

ϕ(AµX
µ)
)(

(
∞∑

ν=0

ϕ(BνX
ν)
)

=(1)
∞∑

µ=0

∞∑

ν=0

ϕ(AµX
µ)ϕ(BνX

ν)éë µ, ν ≥ 0 ìëì ,çéëåäì éã ïëìå [ øåáéç úøîåù ϕ-ù ììâá - (2) ;âåìé�ä ÷åç ììâá (1) ℄.ϕ(AµBνX
µ+ν) = ϕ(AµX

µ)ϕ(BνX
ν):äðåøçàä äàååùîä úà äàøð .Bν íå÷îá B-å Aµ íå÷îá A áåúëð úåèù� íùì

(
ϕ(AXµ)ϕ(BXν)

)
ij

=
n∑

k=1

(
ϕ(AXµ)

)
ik

(
ϕ(BXν)

)
kj

=
n∑

k=1

(A)ikX
µ(B)kjX

ν =

n∑

k=1

(A)ik(B)kjX
µ+ν =

( n∑

k=1

(A)ik(B)kj

)
Xµ+ν = (AB)ijX

µ+ν =
(
ϕ(ABXµ+ν)

)
ij.ϕ(1) = 1 æà ,1 ∈ R äãéçé ùé íàù áì íéùð óåñáì,øåáéç úçú äøåâñ ,ñ�àä øáéà úà äìéëî àéä íà âåç úú äðåëú R âåç ìù S äöåá÷ úú .âåç úú :1.9 äøãâä.R-î íéøùåîä ì�ëäå øåáéçì ñçéá âåç S äåäî äæ äø÷îá .ì�ëå éãâð øáéà úçé÷ì.Q ìù âåç úú àåä Z (à) :1.10 úåàîâã.äãéçéä øáéà úà ìéëî åðéàù Z ìù âåç úú àåä 2Z (á)ä÷úòääù øåøá .R[X] ìù âåç úú àåä S = {a0 + 0X + 0X2 + · · · | a0 ∈ R} æà ,âåç R íà (â)ìù âåç úú R éë øîàðå R íò S úà ääæð åðà .R→ S íæé�øåîåæéà àéä a0 7→ a0 + 0X + 0X2 + · · ·.R[X]éãé ìò ,R-ì é�øåîåæéà àåä ,áåù .Mn(R) ìù âåç úú àåä {α 0

. . .

0 α



∣∣∣ α ∈ R

} æà ,âåç R íà (ã).Mn(R) ìù âåç úú R éë øîàðå ,α 7→



α 0

. . .

0 α



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éæà ,äöéøèî A-å äãéçé íò é�åìéç âåç àåä R íà (ä)
R[A] = {a0In + a1A+ a2A

2 + · · · | 0 íìåë èòîë , ai ∈ R}úå÷æçå ìéàåä .äðúùî åðéà A éë ,R ìòî íéîåðéìå�ä âåç íò R[A] úà ìáìáì ïéà .Mn(R) ìù âåç úú àåä.é�åìéç âåç åðä R[A] ,ì�ëá åæ íò åæ úå�ìçúî A ìù úåðåùúåîìù íåçú F [X] æà ,äãù F íà èø�á .äæ äãù ìù âåç úú R-ù êë äãù íéé÷ æà .úåîìù íåçú R éäé :1.11 è�ùî.äãù åäùæéà ìù âåç úú ïëìå(.äðåîúä úîìùä íùì ÷ø ïàë úðúéðå äàöøäá àáåú àì åæ äçëåä) :äçëåä:{(a, b) ∈ R2| b 6= 0} úåâåæä óñà ìò úåìé÷ù ñçé øéãâð.(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = a′bì�ëå øåáéç øéãâð .Quot(R)-á úåìé÷ùä úå÷ìçî ìë óñà úà ïîñð .a
b
-á (a, b) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî úà ïîñð:äìéâøä êøãá Quot(R) ìò.a

b
+
a′

b′
=
ab′ + a′b

bb′
,a
b

a′

b′
=
aa′

bb′ä÷úòää .R ìù úåðîä äãù àø÷ð äæ äãù .äãùì Quot(R) úà úåë�åäå íéâöéîá úåéåìú íðéà åìà úåøãâäìù âåç úúë R úà úåàøì éãë a
1 íò a úà ääæð .Quot(R) êåúì R ìù éëøò ãç ãç íæé�øåîåîåä àéä a 7→ a

1åðä Quot(R) ,úåøçà íéìîá .Quot(R) úà íâ óé÷î L éæà R úà óé÷îä åäùìë äãù àåä L íà .Quot(R).R úà óé÷îä øúåéá ïè÷ä äãùäúåéö÷ðå�ä äãù àåä F [X] ìù úåðîä äãù ,F åäùìë äãù øåáò .Q àåä Z ìù úåðîä äãù èø�á:F ìòî úåéìðåéöøä.F (X) =

{
f(X)

g(X)

∣∣∣∣f, g ∈ F [X], g 6= 0

}
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íéîåðéìå� éâåçáå íéâåçá ÷åìéç .2íà a ìù éë�åä àø÷é b ∈ R øáéà .a ∈ R éäéå ,äãéçé íò âåç R éäé :2.1 äøãâä
ab = 1 = ba.R ìù íéëé�ää íéøáéàä úöåá÷ úà R×-á ïîñð .éë�åä åì ùé íà êé�ä àø÷é a,ab = 1 = ba íéîéé÷î b, c ∈ R íà ,ïëà .(a−1 ïîåñé àåä æàå) ãéçé àåä æà éë�åä ùé a-ì íà :2.2 äøòä.c = 1c = (ba)c = b(ac) = b1 = b æà ,ac = 1 = caæà ,R-á êé�ä g ìù ïåéìòä íã÷îä íà .ñ�àî íéðåù f, g ∈ R[X] åéäéå äãéçé íò âåç R éäé :2.3 ìéâøú.deg fg = deg f + deg g, f, g ∈ R[X] åéäéå äãéçé íò âåçR éäé :(úéøàù íò ÷åìéç) 2.4 è�ùî

g = bmX
m + · · · + b1X + b0, bm ∈ R× éæà-ù êë íéãéçé q, r ∈ R[X] íéîéé÷ (à).f = gq + r, deg r < deg g = m-ù êë íéãéçé q′, r′ ∈ R[X] íéîéé÷ (á).f = q′g + r′, deg r′ < deg g = mçéðð .q = 0, r = f ç÷éð ,(f = 0 íà èø�áå) deg f < m íà .deg f ìò äéö÷åãðéàá .íåé÷ :(à) ìù äçëåä,øîàð ,deg f = n ≥ m éë úòë

f = anX
n + · · · + a0, an 6= 0æà .n >äìòîî íéîåðéìå�ä ìëì äðåëð íåé÷ä úðòèå

f = g · (b−1
m anX

n−m) + f1
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øùàá
f1 =f − g · (b−1

m anX
n−m) = anX

n + · · · + a0 − (bmX
m + · · · + b0)(b

−1
m anX

n−m)

=anX
n + · · · + a0 − (anX

n + · · · + b0b
−1
m anX

n−m)

=(an − an)Xn + (an−1 − bm−1b
−1
m−1an)Xn−1 + · · ·-ù êë q1, r ∈ R[X] ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì ïëì .deg f1 < n ïàëîå

f1 = gq1 + r, deg r < m. f = g · (b−1
m anX

n−m) + gq1 + r = gq + r æà .q = b−1
m anX

n−m + q1 ïîñð-ù êë q0, r0 ∈ R[X] íâ ùé q, r-ì óñåðá éë çéðð .úåãéçé
.f = gq0 + r0, deg r0 < deg g = m æà

.g(q − q0) = r0 − rìéâøúä é�ì æà ,q − q0 6= 0 äéä åìéà .r = r0 íâù òáåð ïàëî æà q = q0 íà
deg g ≤ deg g + deg(q − q0) = deg g · (q − q0) = deg r − r0 ≤ max(deg r0,deg r) < deg g.q = q0 ïëì .äøéúñêë q ∈ R[X] íéé÷ íà ÷øå íà f(α) = 0 æà .f ∈ R[X] éäéå α ∈ R éäé ,äãéçé íò âåç R éäé :2.5 äð÷ñî.f = q(X) · (X − α)-ù-ù êë íéãéçé q′, r′ ∈ R[X] ùé ,g = X − α íò ,(á)2.4 è�ùî é�ì :äçëåä.f = q′(X) · (X − α) + r′, deg r′ < deg(X − α) = 1äàååùîä ìù íé�âàä éðùá α áéöð .(ïáåîë ,r′(α) = r′ ïëìå) r′ ∈ R-ù åùåøé� deg r′ ≤ 0 úòëóìçúî α-ù êëá íéùîúùî ïàë) .f(α) = q′(α) · (α− α) + r′ = r′ ìá÷ðå f = q′(X) · (X − α) + r′ïàëî (!ì�ë úøîåù äáöää (2)1.6 äðòè é�ì ïëìå ,1,−α íä ,X − α éîã÷î íò ì�ëá.f = q′(X) · (X − α) + f(α) (1).úù÷åáîä äâöää àéä (1) æà ,f(α) = 0 íà ,úòë
q′ = q òáåð úéøàù íò ÷åìéçá úåãéçéäî æà ,f = q(X) · (X − α)-ù êë q ∈ R[X] ùé íà ,ê�éäì.f(α) = 0 íâå
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êë c ∈ R ùé íà ,a|b ïîñðå ,"R-á b ÷ìçî a"-ù øîàð .a, b ∈ R åéäéå éáéèèåîå÷ âåç R éäé :2.6 äøãâä.b = ac-ù.F [X]-á (X − α)|f íà ÷øå íà f ìù ùøåù α :éæà .f ∈ F [X] éäéå α ∈ F éäé ,äãù F éäé :2.7 äð÷ñî.F -á íéðåù íéùøù n øúåéä ìëì f -ì æà .n äìòîî 0 6= f ∈ F [X] éäéå äãù F éäé : 2.8 è�ùîïéà f -ì øîåìë ,α ∈ F ìëì f(α) = f 6= 0 íéé÷úîå f ∈ F× æà n = 0 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä.n > 0 çéðð .F -á ùøåùùøåù åì ùé íà .åðîééñ æà ,F -á ùøåù ïéà f -ì íà .n − 1 äìòîî íåðéìå� ìëì äðåëð äðòèä éë çéððúçðä é�ì .n− 1 äìòîî g ,2.3 ìéâøú é�ì .g ∈ F [X] øùàá ,f = (X − α)g ìéòì äð÷ñîä é�ì æà α ∈ F

f -ì ïëì ,α-å g éùøù ÷åéãá íä f éùøùù úåàøì ì÷ .F -á íéðåù íéùøù n− 1 øúåéä ìëì g-ì ùé äéö÷åãðéàä.F -á íéðåù íéùøù n øúåéä ìëìíéùøù n ùé f -ì éë çéðð .åìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F× éäéå ,n ≥ 0 äìòîî f ∈ F [X] éäé ,äãù F éäé :2.9 äð÷ñîéæà .F -á α1, . . . , αn íéðåù.f = c(X − α1) · · · (X − αn) éäé :äçëåä.g := c(X − α1) · · · (X − αn) ∈ F [X]íìåà .n − 1 ≥ äìòîî f − g ∈ F [X] ïëì .c ïåéìò íã÷î íò ,n äìòîî íåðéìå� g-ù øåøá.F -á íéðåù íéùøù n úåç�ì f − g íåðéìå�ì øîåìë ,1 ≤ i ≤ n ìëì (f − g)(αi) = f(αi) − g(αi) = 0.f = g øîåìë ,f − g = 0 íà ÷ø ïëúé äæ è�ùîä é�ì.éøàðéì íåðéìå� àø÷ð äðåùàø äìòîî íåðéìå� :2.10 äøãâä.F -á (ãçà úåç�ì) ùøåù ùé 0 < äìòîî f ∈ F [X] ìëì íà úéøáâìà øeâñ àø÷ð F äãù :2.11 äøãâä(."äøáâìà ìù éãåñéä è�ùîä" !äçëåä àìì) .úéøáâìà øåâñ C : 2.12 äîâåã.íäá ùøåù ïéà X2 + 1-ì :úéøáâìà íéøåâñ íðéà Q,R.åìù é÷ìç äãù àåä F -ù êë úéøáâìà øåâñ äãù íéé÷ F äãù ìëì (äçëåä àìì) : 2.13 è�ùîà÷ååã åàì) α1, . . . , αn ∈ F íéîéé÷ éæà .n ≥ 0 äìòîî f ∈ F [X] éäéå úéøáâìà øåâñ äãù F éäé : 2.14 è�ùî-ù êë c ∈ F× íéé÷å (äæî äæ íéðåù.f = c(X − α1) · · · (X − αn)
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ìëì úåðåëð çéððå n > 0 çéðð .úù÷åáîä äøåöäî f = c ∈ F× æà n = 0 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåäùé ,øîåìë ,F [X]-á (X − αn)|f ïëì .(úéøáâìà øåâñ F éë) αn ∈ F ùøåù ùé f -ì .n− 1 äìòîî íåðéìå�-ù êë g ∈ F [X]

.f = (X − αn)g-ù êë ,c ∈ F× ,α1, . . . , αn−1 ∈ F ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì ïëìå ,n− 1 äìòîî g-ù øåøá
.g = c(X − α1) · · · (X − αn−1).f = c(X − α1) · · · (X − αn−1)(X − αn) ïàëî
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íéîåðéìå� éâåçá úå÷éø� .3íà R ìù ìàãéà úàø÷ð I ⊆ R äöåá÷ .äãéçé íò âåç R éäé :3.1 äøãâä;0 ∈ I (à).a+ b ∈ I íâ æà a, b ∈ I íà (á).ra, ar ∈ I æà r ∈ R-å a ∈ I íà (â).−a = (−1)a ∈ I æà a ∈ I íà :áì íéù:3.2 úåàîâåã-ù úåàøì ì÷ æà a ∈ R-å äãéçé íò éáéèèåîå÷ âåç R íà (1)
(a) := {ra| r ∈ R} = {b ∈ R| a|b}.éùàø àø÷ð (a) äøåöäî ìàãéà .a úà ìéëî øùà R ìù ìàãéà àåäæà ,íéâåç ìù íæé�øåîåîåä ϕ: R→ S íà (2)

Kerϕ := {r ∈ R| ϕ(r) = 0}(.ϕ(0) = 0-ù úòãì êéøö !÷åãá) .R-á ìàãéàæà ,I 6= {0} íà :ïë ìò øúé .éùàø àåä R = F [X]-á I ìàãéà ìë æà .äãù F éäé :3.3 è�ùî.I = (g)-ù êë ãéçé ï÷åúî g ∈ F [X] íéé÷ (à).m := min(deg h| h ∈ I r{0}) äìòîî I -á ãéçéä ï÷åúîä íåðéìå�ä àåä g (á).m äìòîî 0 6= g ∈ I ùé úøçà .éùàø I = (0) æà I = {0} íà .ìàãéà I ⊆ R éäé :äçëåä.I = (g) := {rg| r ∈ R} :äðòèíò ÷åìéçä è�ùî é�ì .f ∈ I éäé ,ê�éäì .R éøáàá ì�ëä úçú øåâñ I-å ,g ∈ I-ù êëî úòáåð "⊇" äìëää ,ïëàå-ù êë q, r ∈ R ùé úéøàù.f = gq + r, deg r < deg g = m.f = gq ∈ (g) ïëì .r = 0 :àöåé m úøãâä é�ì .r = f − gq = f + (−q)g ∈ I ïëì ,f, g ∈ R ,úòë.äìòîä äúåàîå ,ï÷åúî c−1g ∈ I æà ,g ìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F× íà :ï÷åúî g ë"äá,ïàëî .g′|g äîåã ï�åàá .g|g′ ïëìå g′ ∈ (g) æà ,I = (g) = (g′) ,ï÷åúî g′ íâ íà :(à)-á úåãéçéä.g = g′ ,íéð÷åúî g, g′-å úåéä.g′ = g (à) é�ì ïëìå ,I = (g′) äçëåää é�ì æà ,m äìòîî g′ ∈ I íâ íà :(á)-á úåãéçéä
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.êé�ä àì 0 6= q ∈ R éäé .úåîìù íåçú R éäé :3.4 äøãâä.a ∈ R× åà b ∈ R× æà q = ab íà :íéé÷úî a, b ∈ R ìëì íà ÷éø� éà àø÷ð q (à).q|a åà q|b æà q|ab íà :íéé÷úî a, b ∈ R ìëì íà éðåùàø àø÷ð q (á).úåîìù íåçú R éäé :3.5 ìéâøú.a = b æà c 6= 0-å ac = bc íà : R-á íåöîöä ììë ùé (à).u ∈ R× øùàá b = ua æà b|a íâå a|b íà .0-î íéðåù a, b ∈ R åéäé (á).q ∈ R ,úåîìù íåçú R éäé :3.6 ìéâøú.÷éø� éà àåä æà éðåùàø q íà (à).÷éø� éà qu íâ æà ,u ∈ R× ,÷éø� éà q íà (á).éðåùàø q æà .÷éø� éà q ∈ R éäé .éùàø ìàãéà ìë åá úåîìù íåçú R éäé :3.7 è�ùîäöåá÷ä .q|ab-ù êë a, b ∈ R åéäé :äçëåä
I = {c ∈ R| q|cb}.I = (c0)-ù êë c0 ∈ R ùé ïëìå (!÷åãá) R-á ìàãéà àéä.a = rc0-ù êë r ∈ R ùé ïëì ,a ∈ Iïåùàøä äø÷îá .êé�ä u åà êé�ä c0 ,÷éø� éà q-å úåéä .q = uc0 -ù êë u ∈ R ùé ïëì ,(q|qb éë) q ∈ I.q|a ïëìå ,a = rc0 = (ru−1)q éðùä äø÷îá .q|b øîåìë ,1 = c−1

0 c0 ∈ Iíã÷î éìòá=) íéð÷åúîä íé÷éø� éàä íéîåðéìå�ä ìë ìù óñåàä {qi}i∈I éäé .R = F [X] éäéå äãù F éäé :3.8 è�ùî,íéãéçé ,0 íìåë èòîë ,i ∈ I ìëì ,mi ∈ N ∪ {0}-å ãéçé c ∈ R× = F× ùé 0 6= f ∈ R ìëì æà .R-á (1 ïåéìò-ù êë.f = c
∏

i∈I

qmi

i (∗)

f íà .åìù äâöää àéä f = f
∏

i∈I q
0
i æà ,êé�ä f íà .íééèø� íéø÷î éðù íãå÷ :(∗) äâöää íåé÷ (à) :äçëåäøåáò ,c−1f = qi0 ïëì .(á)3.6 ìéâøú é�ì ,÷éø� éà íâå ï÷åúî c−1f æà ,åìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F×-å ,÷éø� éà.åìù (∗) äâöää àéä f = cqi0 æàå ,i0 ∈ I äæéà

f ,ìéòì øåîàä é�ì .úéøòæî äìòîî åúåà øçáðå ,(∗) äâöä åì ïéàù 0 6= f ∈ R ùéù äìéìùá çéððïàëîå deg f1,deg f2 ≥ 1 èø�á .íéëé�ä àì f1, f2 ∈ R øùàá f = f1f2 ïëì .÷éø� éà åðéàå êé�ä åðéà
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úì�ëî ìáà ;(∗) úåâöä f2-ì íâå f1-ì íâ ïëì .(deg f1 + deg f2 = deg f éë) deg f1,deg f2 < deg f.äøéúñ ,f øåáò (∗) äâöä úðúåð äìàä úåâöääíâ íéé÷úî (∗)-ì óñåðá éë çéðð :(∗) äâöää úåãéçé (á),f = d
∏

i∈I

qni

i (∗∗).0 íìåë èòîë ,ni ∈ N ∪ {0}-å ,d ∈ R× = F× øùàá
c = d ïëì .f ìù ïåéìòä íã÷îä àåä d-ù øåøá (∗∗) êåúî .f ìù ïåéìòä íã÷îä àåä c-ù øåøá (∗) êåúî.∏i∈I q

mi

i =
∏

i∈I q
ni

i íâ ïàëîåïåéååéùä úà íöîöð .mj < nj (äéøèîéñ éîòèî) ë"äáå ,mj 6= nj -ù êë j ∈ I ùéù äìéìùá çéðð:qmj

j -á ïåøçàä.∏
i∈I

i6=j

qmi

i = q
nj−mj

j

∏

i∈I

i6=j

qni

iêë ,i 6= j ,i ∈ I ùé ïëì ,éðåùàø qj ,3.7 è�ùî é�ì ìáà .qj |∏ i∈I

i6=j

qmi

i ïëì ,íøåâë qj òé�åî ïéîé óâàáïëì ,íéð÷åúî qi, qj ìáà .u ∈ R× = F× ïëì ,÷éø� éà qi úòë .u ∈ R øùàá ,qi = qju øîåìë .qj |qi-ù.i 6= j-ì äøéúñá ,qi = qj ïàëî .u = 1.E[X]-á f |g -ù çëåä .F [X]-á f |g éë çéðð .f, g ∈ E[X] åéäéå F äãù ìù äãù úú E éäé :3.9 ìéâøú,f = X − α ⇐⇒ ÷éø� éà f æà .(0-î äðåù èø�á) ï÷åúî f ∈ F [X] éäéå úéøáâìà øåâñ äãù F éäé :3.10 ìéâøú.α ∈ F øùàá.R[X]-á ÷éø� éà f = X2 + bX + c-ù çëåä .b2 − 4c < 0 -ù êë b, c ∈ R åéäé :3.11 ìéâøúíà ÷øå íà ÷éø� éà f æà .ï÷åúî f ∈ R[X] éäé :3.12 è�ùîåà ;α ∈ R øùàá ,f = X − α (à).b2 − 4c < 0-ù êë b, c ∈ R øùàá ,f = X2 + bX + c (á).3.11 ìéâøú é�ì ÷éø� éà àåä (á) äøåöäî àåä íà .÷éø� éà àåäù øåøá ,(à) äøåöäî f íà :äçëåä,2.14 è�ùî é�ì ïëì ,f ∈ C[X] æà .÷éø� éàå ï÷åúî f éë çéðð ,ê�éäì
f = c(X − α1) · · · (X − αn).êé�ä åðéà f éë ,n ≥ 1-ù øéòð .ï÷åúî f éë ,c = 1 ïàë ;α1, . . . , αn ∈ C-å c ∈ C× øùàá
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íà ,ïëàå .(úáëåøîä äãîöää úà ïîñî ââä) f(α1) = 0 íâù äàøð .f(α1) = 0 íéé÷úîæà ,a0, a1, . . . ∈ R øùàá ,f =
∑∞

i=0 aiX
i

f(α1) =
∞∑

i=0

aiα1
i =

∞∑

i=0

aiαi
1 =

∞∑

i=0

aiαi
1 =

∞∑

i=0

aiαi
1 = f(α1) = 0 = 0.øåáéçå ì�ë úøîåù äãîöää éë:úåéåøù�à éúù äðëúéú úòë .α1 = αj -ù êë (ãéçé çøëäá àì) 1 ≤ j ≤ n ùé ïëì

f -ù ììâá ,X − α1 = f ïàëîå ,f(α1) = 0 éë R[X]-á (X − α1)|f æà .α1 ∈ R øîåìë ,α1 = α1 (1).(!÷åãá) ï÷åúîå ÷éø� éàïàëî .j > 1 øùàá ,α1 = αj æà .(Imα1 6= 0 èø�áå) ,α1 6= α1 (2)
q := (X − α1)(X − αj) = (X − α1)(X − α1) = X2 + bX + cïëìå ,b = −(α1 + α1), c = α1α1 ∈ R øùàá

b2 − 4c = (α1 + α1)
2 − 4α1α1 = (α1 − α1)

2 = (2i Imα1)
2 = −4(Imα1)

2 < 0.ï÷åúîå ÷éø� éà f éë ,f = q ïàëîå R[X]-á íâ ,3.9 ìéâøú é�ì ïëì ,C[X]-á q|f úòë:íéîøåâì Q[X]-á íåðéìå� ÷ø�ì íéöåø øùàë éùåîéù àáä è�ùîä.g, h ∈ Z[X] æà ,f = gh-ù êë íéð÷åúî g, h ∈ Q[X] ùéå ,ï÷åúî f ∈ Z[X] íà :(ñåàâ ìù äîì) 3.13 äîì.α ∈ Z æà .åùøù α ∈ Q éäéå ,ï÷åúî f ∈ Z[X] éäé :3.14 äð÷ñî
h-ù øåøá .f = (X − α)h-ù êë h ∈ Q[X] ùé øîåìë ,Q[X]-á (X − α)|f ïëì ,f(α) = 0 :äçëåä.α ∈ Z ,øîåìë ,X − α ∈ Z[X] ,3.13 äîì é�ì ,ïëì ,ï÷åúîóúåùî ÷ìçî àø÷éé d ∈ F [X] ï÷åúî íåðéìå� .äãù F øùàá ,f1, . . . , fk ∈ F [X] åéäé :3.15 äøãâäïîåñéå øúåéá ìåãâä àø÷éé f1, . . . , fk ìù óúåùî ÷ìçî .F [X]-á d|f1, . . . , fk íà ,f1, . . . , fk ìù,øîåìë ,f1, . . . , fk ìù d′ óúåùî ÷ìçî ìëá ÷ìçúî àåä íà ,gcd(f1, . . . , fk).d′|d æà d′|f1, . . . , fk -å ï÷åúî d′ íà.f1 ìù ïåéìòä íã÷îä c øùàá ,gcd(f1) = c−1f1 æà .f1 6= 0 ,k = 1 :3.16 äîâåã
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éðù ìù d øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä úàéöîì íúéøåâìà åäæ .(Euclides) ñãéì÷åà ìù íúéøåâìàä :3.17 äéðá.ñ�à íäéðù àì ,F äãù ìòî f1, f2 ∈ F [X] íéîåðéìå�:F [X]-á úéøàù íò íé÷åìéç ìù äøãñ òöáð .f2 6= 0 çéðð
(1)

(2)...
(r − 2)

(r − 1)

f1 = f2q1 + f3,

f2 = f3q2 + f4,...
fr−2 = fr−1qr−2 + fr,

fr−1 = frqr−1 + fr+1,

deg f3 < deg f2,

deg f4 < deg f3,...
deg fr < deg fr−1,

f3 6= 0

f4 6= 0...
fr 6= 0

fr+1 = 0,fr+1 = 0-ù êë r ùé ,øîåìë ,íééúñäì áééç êéìäúä .ñ�àì äååùä åæ äøãñá äðåùàøä úéøàùä àéä fr+1 ïàë.ùîî úãøåé {deg fi}∞i=2 äøãñä éë ,(!ì"ðä úåàååùîä úøãñ úà ïéáäì ùé êëå r = 2 éë ïëúéå)éë áì íéùð .åäùìë ï÷åúî d ∈ F [X] éäé úòë
d|f2, f3 ⇐⇒ d|f1, f2

d|f3, f4 ⇐⇒ d|f2, f3...
d|fr, 0 ⇐⇒ d|fr−1, fr

:òáåð (1) êåúî:òáåð (2) êåúî...:òáåð (r − 1) êåúî
gcd(f1, f2) = ,3.16 äîâåã é�ì .gcd(f1, f2) = gcd(fr) ïàëî .d|fr ⇐⇒ d|fr, 0 ⇐⇒ d|f1, f2 ïëì.fr ìù ïåéìòä íã÷îä u ∈ F× øùàá ,u−1fr-ù êë (íéãéçé çøëäá àì) g, h ∈ F [X] íéîé÷ éæà .d = gcd(f1, f2) éäé :3.18 äîì.d = gf1 + hf2-ù êë gi, hi ∈ F [X] íéîéé÷ 1 ≤ i ≤ r ìëìù (ìéòìã íéðåîéñá) äàøð :äçëåä

d = gifi + hifi+1 (∗i).i ìò úãøåé äéö÷åãðéàá àéä äçëåää .(g = g1, h = h1 ç÷ð æàå)
(i− 1) äàååùîä é�ì æà .íééåñî 1 ≤ i ≤ r øåáò úåðåëð çéðð .gr = u−1, hr = 0 ç÷ð i = r øåáòìá÷ðå (∗i) äàååùîá úàæ áéöð íà .fi+1 = fi−1 − fiqi−1 íéé÷úî ìéòì.d = gifi + hi(fi−1 − fiqi−1) = hifi−1 + (gi − hiqi−1)fi
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æà ,hi = gi−1, hi = gi − hiqi−1 ïîñð íà ïëì.d = gi−1fi−1 + hi−1fi (∗i−1).gcd(f1, f2) = 1 íà íéøæ íéàø÷ð f1, f2 íéîåðéìå�.f1|f3 æà íéøæ f1, f2 -å f1|f2f3 íà .ñ�àî íéðåù f1, f2, f3 ∈ F [X] åéäéå ,äãù F éäé :3.19 ìéâøú.1 = gf1 +hf2-ù êë g, h ∈ F [X] ùé 3.18 äîì é�ì .qf1 = f2f3-ù êë q ∈ F [X] ùé äçðää é�ì :äçëåäïëì
f3 = (gf1 + hf2)f3 = f1gf3 + hf2f3 = gf1f3 + hqf1 = (gf3 + hq)f1.f1-á ÷ìçúî,ñ�àî íéðåù f, g ∈ F [X] åéäéå ,äãù F éäé :3.20 ìéâøú

f = c
∏

i∈I

qni

i , c ∈ F× g = d
∏

i∈I

qmi

i , d ∈ F×éæà .F [X]-á íé÷éø� éà íéîøåâì íäìù íé÷åøé�ä
.i ∈ I ìëìmi ≤ ni ⇔ F [X]-á g|f.g|f ïëì .hg = f -å h ∈ F [X] æà ,h = cd−1

∏
i∈I q

ni−mi

i éäé :"⇒" :äçëåääâöä åì ùé ïëì ,h 6= 0 æà .hg = f -ù êë h ∈ F [X] éäé :"⇐"
h = u

∏

i∈I

qki

i , u ∈ F×, ki ≥ 0èø�á ,i ∈ I ìëì mi + ki = ni òáåð äâöää ìù úåãéçéäî .f = hg = ud
∏

i∈I q
mi+ki

i -ù øåøáå.ni −mi = ki ≥ 0øîàð ,F [X]-á íé÷éø� éà íéîøåâì ñ�àî íéðåù f1, f2 ∈ F [X] íéîåðéìå� éðù ÷ø�ì íéòãåé íà :3.21 äøòä,f1 = c1
∏

i∈I

qmi

i , c1 ∈ F×, mi ≥ 0,f2 = c2
∏

i∈I

qni

i , c2 ∈ F×, ni ≥ 0
(1):àáä ï�åàá d = gcd(f1, f2) úà àåöîì øù�à 3.20 ìéâøú é�ì æà

.d =
∏

i∈I

q
min(mi,ni)
i
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æà ,ï÷åúî d ∈ F [X] íà ,ïëà,d =
∏

i∈I

qki

i,3.20 ìéâøú é�ì .ñ�à àåä ki ìë èòîëå i ∈ I ìëì ki ≥ 0 øùàá.k ≤ min(mi, ni) ⇐⇒ ki ≤ mi, ni ⇐⇒ d|f1, f2.k = min(mi, ni) íà ÷øå íà äæë øúåéá ìåãâ d-ù øåøá ïàëîú�úåùî äìå�ë àø÷éé m ∈ F [X] ï÷åúî íåðéìå� .f1, . . . , fk ∈ F [X] åéäéå äãù F éäé :3.22 äøãâäïîåñúå ,øúåéá äðè÷ä àø÷éú f1, . . . , fk ìù ú�úåùî äìå�ë .F [X]-á f1, . . . , fk|m íà ,f1, . . . , fk ìù,øîåìë ,f1, . . . , fk ìù m′ ú�úåùî äì�ë ìë ú÷ìçî àéä íà ,lcm(f1, . . . , fk).m|m′ æà f1, . . . , f ′k|m′ -å ï÷åúî m′ íàäøòäá åîë - äçëåää .m =
∏

i∈I q
max(mi,ni)
i æà .3.21 äøòä ìù (1) äàååùîá åîë f1, f2 åéäé :3.23 äøòä.úîãå÷ääìå�ëä m éäúå øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä d éäé .íéð÷åúî f1, f2 ∈ F [X] åéäéå äãù F éäé :3.24 äøòä.dm = f1f2 æà .íäìù øúåéá äðè÷ä ú�úåùîä

d =
∏

i∈I q
min(mi,ni)
i æà .c1 = c2 = 1 ïëì ,íéð÷åúî íä .(1) éãé ìò íéðåúð f1, f2 åéäé ,ïëà.äð÷ñîä ïàëîå ,max(mi, ni) + min(mi, ni) = mi + ni ìáà .m =

∏
i∈I q

max(mi,ni)
i -å
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íééîöò íéøåè÷åå íééîöò íéëøò .4äöåá÷ä .øàì÷ñ λ ∈ F éäéå ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.1 äøãâä
Vλ = {v ∈ V | T (v) = λv}

(eigenvector) T ìù éîöò øåè÷å àø÷éé v ∈ V øåè÷å .λ-ì êééùä (eigenspace) T ìù éîöòä áçøîä àø÷ú
λ øàì÷ñä (.ïàë úàæ äùòð àì åðà êà ,v 6= 0 íâ íéùøåã ë"ãá) .v ∈ Vλ øîåìë ,T (v) = λv íà ,λ-ì êééùä.Vλ 6= 0 íà ,øîåìë ,T (v) = λv-ù êë 0 6= v ∈ V ùé íà T ìù (eigenvalue) éîöò êøò àø÷ééøåè÷å (x, 0)-å T ìù éîöò êøò 1 æà .T ((a, b)) = (a,−b) éãé ìò äðåúð T : R2 → R2 éäú :4.2 äîâåã.y ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò øåè÷å (0, y)-å ,T ìù éîöò êøò −1 ,ïë åîë .x ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò:äîåã ï�åàáæà .øàì÷ñ λ ∈ F éäéå ,A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :4.3 äøãâä

Vλ = {v ∈ Fn| Av = λv}

λ ∈ F ïë åîë .Av = λv íà λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å v ∈ Fn øåè÷å .λ-ì êééùä A ìù éîöò áçøîä.Av = λv-ù êë 0 6= v ∈ Fn ùé íà ,A ìù éîöò êøò
B = (v1, . . . , vn) éäé .λ ∈ F éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå ,F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.4 äîìéæà .A = [T ]BB ∈ Mn(F ) éäú .V ìù øåãñ ñéñá.λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä [v]B ∈ Fn íà ÷øå íà λ-ì êééùä T ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V (à).A ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ (á)æà .v ∈ V éäéå λ ∈ F éäé .íæé�øåîåæéà àéä v 7→ [v]B éãé ìò äðåúðä V → Fn ä÷úòääù øåëæð :äçëåäïëìå [T (v)]B = A[v]B ïë åîë .(ìéòì øåîàä é�ì) [λv]B = λ[v]B

A[v]B = λ[v]B ⇐⇒ [T (v)]B = [λv]B ⇐⇒ T (v) = λv.äð÷ñîä úåì÷á ïàëî .v 6= 0 ⇐⇒ [v]B 6= 0-åéãé ìò úøãâåî TA: Fn → Fn øùàá ,TA ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ èø�á(.éèøãðèñä ñéñáä é�ì TA ìù äöéøèîä àéä A éë) .v ∈ Fn ìëì ,TA(v) = Av
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:4.5 è�ùîèø�á .Vλ = Ker(T − λ1V ) æà .λ ∈ F ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ,F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé (à).ò"çç äðéà T − λ1V ä÷úòää íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ ïëì .V ìù áçøî úú Vλúåéøàðéì úåàååùî ìù úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøú�ä áçøî àåä Vλ æà .λ ∈ F ,A ∈ Mn(F ) ,äãù F éäé (á).det(A− λI) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ ïëì .(A− λI)X = 0æà .v ∈ V éäé (à) :äçëåä
v ∈ Vλ ⇐⇒ T (v) = λv ⇐⇒ (T − λ1V )(v) = 0 ⇐⇒ v ∈ Ker(T − λ1V )

T −λ1V ä÷úòää íà ÷øå íà Vλ 6= {0} íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ úòë .Vλ = Ker(T − 1V ) ïëì.ò"çç äðéàøîåìë ,éìàéáéøè àì ñ�àî A − λIn äöéøèîì íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ äîåã ï�àá (á).det(A− λIn) = 0.A =



λ1 0

. . .

0 λn


 øîåìë ,i 6= j ìëì (A)ij = 0 íà úéðåñëìà úàø÷ð A ∈ Mn(F ) äöéøèî:øúåé úåèåù� úåéðåñëìà úåöéøèî ïéá ì�ëäå øåáéçä úìåò�æà .α1, . . . , αn, β1, . . . βn ∈ F åéäé :4.6 ìéâøú



α1 0

. . .

0 αn


 +

·



β1 0

. . .

0 βn


 =



α1

+
· β1 0

. . .

0 αn
+
· βn


 ,

.



α1 0

. . .

0 αn




−1

=



α−1

1 0
. . .

0 α−1
n


 æà α1, . . . , αn ∈ F× íàåä÷úòä T : V → V éäú .åìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.7 è�ùîäæ íà .i = 1, . . . , n ìëì ,λi -ì êééùä T ìù éîöò øåè÷å vi íà ÷øå íà [T ]BB =



λ1 0

. . .

0 λn


 æà .úéøàðéì.T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn æà äøå÷:äçëåä,[T ]BB = ([T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B),λ1 0

. . .

0 λn


 = (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1[v1]B, . . . , λn[vn]B)
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ììâá) íà ÷øå íà 1 ≤ j ≤ n ìëì [T (vj)]B = λj [vj ]B íà ÷øå íà [T ]BB =



λ1 0

. . .

0 λn


 ïëììù äðåøçàä äðòèä .úåìé÷ùä ïàëî .1 ≤ j ≤ n ìëì T (vj) = λjvj (íæé�øåîåæéà àéä v 7→ [v]B ä÷úòääù.ñéñá éøáà íä éë ,ñ�àî íéðåù v1, . . . , vn-ù êëî úòáåð è�ùîäíééîöò íéøåè÷åî áëøåîä ñéñá ùé V -ì íà ÷øå íà úéðåñëìà äâöä ùé T : V → V úéøàðéì ä÷úòäì :4.8 äð÷ñî.T ìù

P−1AP =-ù êë äëé�ä P ∈ Mn(F ) ùé íà .A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :4.9 äð÷ñî
vj øùàë ,A ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä Fn ìù ñéñá v1, . . . , vn äéúåãåîò æà ,λ1 0

. . .

0 λn


æà ,P = (v1, . . . , vn) ∈ Mn(F ) øéãâðå äæë ñéñá ùé íà ,ê�éäì .1 ≤ j ≤ n ìëì ,λj -ì êééù.P−1AP =



λ1 0

. . .

0 λn


úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vn æà .äéúåãåîò v1, . . . , vn ∈ Fn åéäéå ,äëé�ä P ∈ Mn(F ) éäú :äçëåä(λ1, . . . , λn ∈ F ìëì) íéé÷úî .Fn ìù ñéñá èø�áå ,F ìòî,AP = A(v1, . . . , vn) = (Av1, . . . , Avn).P λ1 0

. . .

0 λn


 = P (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1Pe1, . . . , λnPen) = (λ1v1, . . . , λnvn)ïëì

P−1AP =



λ1 0

. . .

0 λn


⇐⇒ AP = P (λ1e1, . . . , λnen)

⇐⇒ A(v1, . . . , vn) = (λ1v1, . . . , λnvn)

⇐⇒ 1 ≤ j ≤ n ìëì Avj = λjvj .äð÷ñîä ïàëîñ�àî íéðåùä T ìù íééîöò íéøåè÷å v1, . . . , vm ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ,éøåè÷å áçøî V éäé :4.10 è�ùîíééåìú éúìá v1, . . . , vm æà .äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λm -ù çéðð .äîàúäá ,λ1, . . . , λm íééîöò íéëøòì íéëééùäå.F ìòî úéøàðéì
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.íéøåè÷å m − 1 øåáò úåðåëð çéðð .ì"úá v1 ïëì ,v1 6= 0 :øåøá äæ m = 1 øåáò .m ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä-ù êë α1, . . . , αm ∈ F åéäé.α1v1 + · · · + αm−1vm−1 + αmvm = 0 (1)ìá÷ðå íé�âàä éðù ìò T ìéò�ð.α1λ1v1 + · · · + αm−1λm−1vm−1 + αmλmvm = 0 (2):(2)-î äúåà øéñçðå λm-á (1) úà ìé�ëð.α1(λ1 − λm)v1 + · · · + αm−1(λm−1 − λm)vm−1 = 0;αi(λi − λm) = 0 ,1 ≤ i ≤ m− 1 ìëì ,ïëì ,úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vm−1 äéö÷åãðéàä úçðä é�ì.vm 6= 0 éë ,αm = 0 ïàëîå ,αmvm = 0 ìá÷ð ,(1)-á úàæ áéöð íà .αi = 0 àöåé ,λi − λm 6= 0 -å úåéä.äæî äæ íéðåù ,T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ,éøåè÷å áçøî V éäé :4.11 äð÷ñîäøãñä éæà .Vλi
-á úéøàðéì íééåìú éúìá íéøåè÷å ìù äøãñ vi1, vi2, . . . , viki

éäú 1 ≤ i ≤ n ìëì
v11, v12, . . . , v1k1 , v21, v22, . . . , v2k2 , . . . , vn1, vn2, . . . , vnkn .úéøàðéì äéåìú éúìá-ù êë α11, α12, . . . , α1k1 , α21, α22, . . . , α2k2 , . . . , αn1, αn2, . . . , αnkn

∈ F åéäé : äçëåä.(α11v11 + · · · + α1k1v1k1) + · · · + (αn1vn1 + · · · + αnkn
vnkn

) = 0 (3)ïîñð.wi = αi1vi1 + · · · + αiki
viki

, i = 1, . . . , n (4)êë íåùøì øù�à (3) úà .j ìëì vij ∈ Vλi
-å V ìù áçøî úú Vλi

éë ,wi ∈ Vλi
æà.w1 + w2 + · · · + wn = 0 (3′)(4) é�ì æà w1 = w2 = · · · = wn = 0 íà

αi1vi1 + · · · + αiki
viki

= 0, i = 1, . . . , n
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.åðîééñ æàå ,úéøàðéì íééåìú éúìá vi1, . . . , viki
éë ,αi1 = · · · = αiki

= 0 ïàëîåè�ùîä é�ì .íëåúî ñ�àî íéðåùä wj1 , . . . , wjm
åéäé .ñ�à íìåë àì w1, . . . , wn-ù äìéìùá çéðð

(3′) é�ì ìáà .úéøàðéì íééåìú éúìá íä íãå÷ä,1wj1 + · · · + 1wjm
= 0 .äøéúñ
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úéøàðéì äøáâìà ìù ùåîéùì äîâåã � Google ìù ùå�éçä íúéøåâìà .5êåúî çå÷ì
Kurt Bryan, Tanya Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector, SIAM Review 48 (2006),

569–581.ãåñ .íúåà âéöäì êéøö æàå åúåà íéìéëîù íéøúàä ìë úà àöåî áùçîä ,èðøèðéàá éåèéá íéù�çî øùàëíà .íäìù úåáéùçä øãñ é�ì íéøúàä úà âéöäì ïåùàøä äéä àåäù êëá àåä Google ìù ùå�éçä òåðî ìù äçìöää?äæ ø�ñî øúàì ñçééì ãöéë ,(øúåé áåùç øúàäù ìëë ,øúåé ìåãâ) éìéìù éà éùîî ø�ñî àéä øúàä úåáéùçù çéðð(.êùîäá – ÷åéãá ãöéë) .íéøçà íéøúàî åéìà (íé÷ðéì) úåéð�§ä é�ì òá÷éú øúà ìù úåáéùçäéð�ä ìë øåáò (i, j) úåâåæ íä úåúù÷ .íéøúà íä 1, . . . , n åéã÷ã÷ :ïååëî óøâë èðøðèéàä úà äàøð.xi ≥ 0 éùîî ø�ñî éãé ìò ïîåñú i øúà úåáéùç .j øúàì i øúàî:5.1 äîâåã;2, 3, 4 íéøúàì äð�î 1 øúà;3, 4 íéøúàì äð�î 2 øúà;1 íéøúàì äð�î 3 øúà.1, 3 íéøúàì äð�î 4 øúà 1

��   

**
3

jj

2 //

88
q

q
q

q
q

q
q

q
q

q
q

q
q

4

OO``(!åîöòì øúàî úåéð�§ä íéçéðæî úåùéâä ìëá) .xi øéãâäì äñðð :5.2 äøãâä.x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 2 ,ìéòì äîâåãá .i ìà úåéð�§ää ø�ñî =xi :ãàî äèåù� äøãâä (à):ø�ùð .xi-ì øúåé íåøúú i-ì áåùç øúàî äéð�äù éåöø ;êøò úååù íéøúàä ìëî úåéð�§ä :ïåøñç.i ìà íéð�îä íéøúàä úöåá÷ Li ⊆ {1, . . . , n} øùàá ,xi =
∑

j∈Li
xj (á):ø�ùð .ïâåä àì – íéáø íéøúàì úåéð�§ä úøéöé éãé ìò òé�ùî øúà ;ìàîù óâàá éåìú ïéîé óâà :úåðåøñçïéîé óâà ïàë íâ íðîà .(äìåë úùøì) j øúàî úåàöåéù úåéð�§ää ø�ñî nj øùàá ,xi =

∑
j∈Li

xj/nj (â):ìéòì äîâåãá .øåú�ì øù�à éìåàù íéîìòð n-á úåàååùî n ìù úëøòî íöòá éäåæ êà ,ìàîù óâàá éåìú
x1 =x3/1 + x4/2

x2 =x1/3

x3 =x1/3 + x2/2 + x4/2

x4 =x1/3 + x2/2.A =




0 0 1 1/2
1/3 0 0 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0


-å v =




x1

x2

x3

x4


 øùàá ,v = Av ,øîåìë.λ = 1 éîöò êøòì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V1(A) ,øîåìë
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.øì÷ñá ì�ë éãë ãò ãéçé v = (12, 4, 9, 6)t ïåøú� ïúåð áåùéçäð�·î àåäù ììâá äàøðë) ?òåãî .1 øúàî (úåéð�§ä øúåé åéìà ùéù úåøîì) úåç� áåùç 3 øúàù áì íéù(.ãàî áåùçì 1 úà äùåò äæå 1 øúàì:éììëä äø÷îì äîâåãäî ìéìëðéãé ìò úøãâåîä A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî àéä úùøä ìù úåéøåùé÷ä úöéøèî (à) :5.3 äøãâä.aij =
i øúàì j øúàî úåéð�ää ø�ñîíéøúàä øàùì j øúàî úåéð�ää ø�ñî (1)êééùä A ìù éîöò øåè÷å 0 6= v-ù êë ,v = (x1, . . . , xn)t ∈ Rn äãåîò àéä úåáéùçä øåè÷å (á).∑i xi = 1-ù êë åúåà ìîøðì âåäð .i ìëì xi ≥ 0-å ,λ = 1-ì.úåéð�§ä ïäùæéà úåàöåé øúà ìëîù çéðð ,ñ�àá ÷ìçð àì (1)-áù éãë (à) :5.4 úåøòä.i ìëì aii = 0 ïëì .åîöòì øúàî úåéð�§ä íéçéðæî ,øåëæë (á)?íééìéìù éà íéáéëø ìòá v ∈ V1(A) ùé íàä ,ïë íàå ?dimV1(A) = 1 íàä :øîåìë ?ãéçéå íéé÷ v íàä (â)úàø÷ð A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî :5.5 äøãâä;j ìëì∑n
i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij ≥ 0 íà úåãåîò é�ì úéèñëåèñ (à).j ìëì∑n

i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij > 0 íà úéáåéç úåãåîò é�ì úéèñëåèñ (á).úåãåîò é�ì úéèñëåèñ àéä úåéøåùé÷ä úöéøèî :5.6 ìéâøú.dimV1(A) ≥ 1 èø�áå ,V1(A) 6= 0 æà ,úåãåîò é�ì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) íà :5.7 äðòè
A − I ìù úåøåù (ìùîì) ,øîåìë ,det(A − 1 · I) = 0 ,øîåìë ,A ìù éîöò êøò 1 éë çéëåäì éã :äçëåäúåøåùä íåëñ ,øîåìë ,∑n

i=1 aij − 1 = 0 àåä A − I ìù j-ä äãåîòá íéáéëøä íåëñ ,ïëàå .úéøàðéì úåéåìú.0 àåä A− I ìù:çøëäá àì ?dimV1(A) ≤ 1 íàäé�ì úéèñëåèñ A íâ æà .úåãåîò é�ì úåéèñëåèñ A1, A2 øùàá ,A = Diag(A1, A2) çéðð :5.8 äîâåãúéøàðéì íééåìú éúìá (v1

0

)
,
(

0
v2

)
∈ Rn æà ìáà .i = 1, 2 øåáò ,Aivi = vi-ù êë 0 6= vi ùé ïëì .úåãåîò.1-ì íéëééùä A ìù íééîöò íéøåè÷å íäéðùå?úåéøåùé÷ úöéøèî äéäú úàæë A-ù ïëúé íàä.ïëúé äæå .ïäéðéá úåéããä úåéð�§ä ïéàù úåãø�ð úåúùø éúùì ÷ìåçî èðøèðéàä øùàë äøå÷ äæ ,ïë:äøå÷ åðéà äæ ,úéáåéç A íà ,éðù ãöî
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.úéáåéç úåãåîò é�ì úéèñëåèñ A ∈ Mn(R) éäú :5.9 è�ùî.dimV1(A) = 1 (à).(íééìéìù íìåë åà íééáåéç íìåë) ïîéñ åúåà éìòá åéáéëø ìë æà 0 6= v ∈ V1(A) íà (á),xk > 0 ,úåéììëä úìáâä éìá .xk 6= 0-ù êë k ùé æà .0 6= v = (x1, . . . , xn)t ∈ V1(A) éäé (á) :äçëåäïëìå ,xi =
∑n

j=1 aijxj ìá÷ð v = Av êåúî .i ìëì xi > 0 éë çéëåäì êéøö .(−1)-á v ìé�ëð úøçà
xj ≥ 0 íà ÷øå íà ïåéååù ïàë ùéå ,i ìëì |xi| = |∑n

j=1 aijxj | ≤
∑n

j=1 |aijxj | =
∑n

j=1 aij |xj |äàååùîá ïëìå∑n
i=1 |xi| ≤

∑n
i=1

∑n
j=1 aij |xj | =

∑n
j=1(

∑n
i=1 aij)|xj | =

∑n
j=1 |xj | ìáà .j ìëì.xi =

∑n
j=1 aijxj ≥ aikxk > 0 ìáà .j ìëì xj ≥ 0 ,øîåìë ,i ìëì = àåä ≤ úîãå÷ä:çéëåäì éã (á) é�ì (à).íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø ùé αu+ βv øåè÷åìù êë α, β ∈ R ùé æà .úéøàðéì íééåìú éúìá u, v ∈ Rn åéäé :äðòèçøëäá ùé w-ì æà ,0 6= w ∈ W íà .Rn ìù áçøî úú åäæ .W = {v ∈ Rn| ∑i(v)i = 0} ïîñð :äçëåä.0 6= αu+ βv ∈W -ù êë α, β ∈ R àåöîì éã ïëì .íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø.αu+ βv = u éë ,α = 1, β = 0 ç÷ð ,u ∈W íàíéé÷úîå αu+ βv 6= 0 ïëì ,β 6= 0 æà v ìù åéáéëø íåëñ −α-å u ìù åéáéëø íåëñ β éäé úøçà. n∑

i=1

(αu+ βv)i =

n∑

i=1

α(u)i + β(v)i = α

n∑

i=1

(u)i + β
∑

i=1

(v)i = αβ + β(−α) = 0

i, j ìëì bij = 1/n-ù êë B = (bij) ∈ Mn(R) éäú .úåãåîò é�ì úéèñëåèñ A ∈ Mn(R) éäú :5.10 è�ùîæà .0 < m < 1 éäéå.úåãåîò é�ì úéèñëåèñ B (à).úéáåéç úåãåîò é�ì úéèñëåèñ M = (1 −m)A+mB (á).øåøá (à) :äçëåäåìéàå ,(M)ij = (1 −m)aij +m/n ≥ m/n > 0 (á).∑
i

(M)ij =
∑

i

(
(1−m)aij +m/n

)
= (1−m)

∑

i

aij +n ·m/n = (1−m)+m = 1:úåáéùçä øåè÷å úà (áøå÷î ï�åàá) áùçì øù�à êéà äàøð úòë.v = 0 ⇐⇒ ||v|| = 0 íéé÷úîå ||v|| ≥ 0 æà .||v|| =
∑n

i=1 |(vi)| ïîñð v ∈ Rn øåè÷å øåáò
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íéé÷úî v ∈W ìëì æà .úéáåéç úåãåîò é�ì úéèñëåèñ äöéøèî A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :5.11 äîì;Av ∈W (à)øùàá ,||Av|| ≤ c ||v|| (á).0 ≤ c < 1 ,c := maxj(1 − 2mini aij) (â).∑n
i=1(Av)i =

∑n
i=1

∑n
j=1 aij(v)j =

∑n
j=1(

∑n
i=1 aij)(v)j =

∑n
j=1(v)j = 0 (à) :äçëåäæà ,akj = mini aij íà .∑n

i=1 aij = 1 æà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð (â).0 ≤
∑

i 6=k

aij − akj = 1 − 2akj = 1 − 2min
i
aij < 1 .0 ≤ c < 1 ïàëî

k ùé ïëì .∑i(w)i = 0 ,(à) é�ì .w 6= 0 éë çéðð ïëì .äøåøá äðòèä ,w = 0 íà .w = Av ïîñð (á),úòë .εℓ = −1-å εk = 1 æà .εi =

{
+1 (w)i ≥ 0
−1 (w)i < 0

éäé .(w)ℓ < 0-ù êë ℓ ùéå (w)k > 0-ù êë.||w|| =
n∑

i=1

|(w)i| =
n∑

i=1

εi(w)i =
n∑

i=1

εi

n∑

j=1

aij(v)j =
n∑

j=1

( n∑

i=1

εiaij

)
(v)jæà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð,∑

i

εiaij =
∑

i 6=ℓ

εiaij − aℓj ≤
∑

i 6=ℓ

aij − aℓj = 1 − 2aℓj ≤ 1 − 2min
i
aij ≤ cäîåã ï�åàáå.∑

i

εiaij =
∑

i 6=k

εiaij + akj ≥
∑

i 6=k

−aij + akj ≥ −1 + 2akj ≥ −1 + 2min
i
aij ≥ −c.||w|| ≤ c |∑j(v)j | ≤ c

∑
j |(v)j | = c ||v|| ïëì

v ∈ Rn éäé .úéáåéç úåãåîò é�ì úéèñëåèñ äöéøèî A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :5.12 è�ùîæà .||v0|| = 1-å i ìëì (v)i ≥ 0-ù êë v0 ∈ Rn éäé .||v|| = 1-å i ìëì (v)i ≥ 0-å Av = v -ù êë.limk→∞ ||Akv0 − v|| = 0 ,øîåìë ,v = limk→∞Akv0.w ∈ W ïëì ,∑i(w)i =
∑

i(v0)i −
∑

i(v)i = ||v0|| − ||v|| = 0 æà .w = v0 − v éäé (à) :äçëåäïëì ,||Akw|| ≤ ck||w|| ,5.11 äîì é�ì .Akv0 − v = Akw ïëìå Akv0 = Ak(w+ v) = Akw+ v ,úòë.Akv0 → v ïàëî .Akw → 0
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éøòæîå éðéé�åà íåðéìå� .6.C(λ) = (gij(λ)) ∈ Mn(F ) øéãâð λ ∈ F øåáòå C =
(
gij(X)

)
∈ Mn(F [X]) äöéøèî øåáòéæà .C = (gij(X)) ∈ Mn(F [X]) éäúå äãù F éäé :6.1 äîì;det(C) ∈ F [X] (à);di = max1≤j≤n deg gij øùàá ,deg(det(C)) ≤ d1 + · · · + dn (á).(detC)(λ) = det(C(λ)) :λ ∈ F ìëì (â),(gij(X)) ∈ Mn(L) ïëì .åìù âåç úú F [X] ⊆ L-ù êë L äãù ùéù - äçëåä àìì íðîà - åðãîì) :äçëåä(! F [X] ìù øáéà åäæ òåãî øåøá àì ïééãò êà .L ìù øáéà åäæå ,úåòîùî ùé det(gij(X)) -ì ïëìå.n ìò äéö÷åãðéàá :(â) + (á) + (à).øåøá ìëäù êë ,g(λ) = det(g(λ))-å detC = g ∈ F [X] ïëì ,C = (g) ,n = 1 øåáòäðåøçàä äøåùä é�ì çåúé� äùòð n > 1 øåáò, det(C) = det(gij(X)) =

n∑

j=1

(−1)n+jgnj detAnj (1)äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .(n, j)-ä íå÷îä ìù øåðéîä Anj ∈ Mn−1(F [X]) øùàá,detAnj ∈ F [X] ('à);deg detAnj ≤ d1 + · · · + dn−1 ('á).i, j ìëì ( detAnj

)
(λ) = det

(
Anj(λ)

) ('â):(1) é�ì ,ïàëî;F ìòî íåðéìå� ïëì ,F ìòî íéîåðéìå� ìù úåì�ëî ìù íåëñ àåä det(C) (à);deg(det(C)) ≤ maxj(deg gnj
+ deg detAnj) ≤ dn + (d1 + · · · + dn−1) (á).(detC)(λ) =

∑n
j=1(−1)n+jgnj(λ)

(
detAnj

)
(λ) = (â)

=
∑n

j=1(−1)n+jgnj(λ) det
(
Anj(λ)

)
= det(C(λ))äöéøèîä éæà .A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann


 ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :6.2 äøãâä

XIn −A =




X 0 · · · 0
0 X · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · X


−A =




X − a11 −a12 · · · −a1n

−a21 X − a22 · · · −a2n... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · X − ann



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-å ,A ìù úéðéé�åàä äöéøèîä àø÷ú Mn(F [X])-á
fA(X) := det(XIn −A) ∈ F [X] .A ìù éðéé�åàä íåðéìå�ä àø÷ééïëìå XI2 −A =

(
X−1
−3

−2
X−4

) æà A =
(

1
3

2
4

) íà :6.3 äîâåã.fA(X) = (X − 1)(X − 4) − 2 · 3 = X2 − 5X − 2øùàá ,fA(X) = cnX
n + cn−1X

n−1 + · · · + c0 æà .A = (aij) ∈ Mn(F ) éäú :6.4 äîì;n äìòîî ï÷åúî fA(X) ,øîåìë ;cn = 1 (1);cn−1 = − trA = −(a11 + a22 + · · · + ann) (2).c0 = (−1)n detA (3).c0 = fA(0) = det(0In −A) = det(−A) = (−1)n detA ,(â)6.1 äîì é�ì :(3) :äçëåä.n ìò äéö÷åãðéàá :(1) + (2).fA(X) = X − a11 ,n = 1 øåáòäðåøçàä äøåùä é�ì B := XIn −A ìù çåúé� äùòð n > 1 øåáò
, fA(X) = det(XIn −A) = (−1)n+1(−an1) detBn1 + (−1)n+2(−an2) detBn2 + · · ·

+(−1)n+n−1(−an n−1) detBn n−1 + (−1)n+n(X − ann) detBnn:áì íéùð .j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò B-î úìá÷úî Bij ∈ Mn−1(F [X]) øùàáé�ì ïëìå ,j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò A-î úìá÷úî Aij øùàá ,Bnn = XIn−1 − Ann (à)äéö÷åãðéàä úçðä.detBnn = Xn−1 − (a11 + a22 + · · · + an−1 n−1)X
n−2 + · · · ( n− 2 > äìòîî íåðéìå� )ùé XIn − A-á ,ïëà) .0 ≥äìòîî øúéä ìëå ,1 äìòîî íéáéëø n − 2 ÷åéãá ùé ,j < n øåáò ,Bnj -á (á)äãåîò åð÷çî øùàëå ,íäî ãçà åð÷çî , n äøåù åð÷çî øùàë ;éùàøä ïåñëìàá - 1 äìòîî íéáéëø n ÷åéãá.(á)6.1 äîì é�ì deg detBnj ≤ n− 2 ïëì (.øçà åð÷çî ,jïàëî.fA(X) =

(
X − ann)(Xn−1 − (a11 + · · · + an−1 n−1)X

n−2 + · · ·(n− 2 > äìòîî íåðéìå�))
= Xn − (a11 + a22 + · · · + an−1 n−1)X

n−1 + · · ·(n− 2 ≥ äìòîî íåðéìå�)
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æà .B = XIn −A éäú :ú�ñåð äçëåä.(B)ij =

{
X − aij i 6= j

− aij i = j
øùàá ,fA(X) =

∑

σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(B)iσ(i) (2).fA(X) ∈ F [X]-ù øåøá ,i, j ìëì (B)ij ∈ F [X]-ù ïåéëæà σ 6= 1 íà .Sgn(σ)
∏n

i=1(B)iσ(i) = 1 · (X − a11) · · · (X − ann) æà ,σ = 1 íà :(1) + (2),0 ≥ äìòîî∏n
i=1(B)iσ(i)-á íéîøåâäî íéðù úåç�ì ïëìå ,σ(i) 6= i íøåáò i íéðåù íéñ÷ãðéà éðù úåç�ì ùéïàëî .deg

∏n
i=1(B)iσ(i) ≤ n− 2 ïëì .1 ≥ äìòîî øàùä ìëå.fA(X) = (X − a11) · · · (X − ann) + · · · + ( n− 2 ≥ äìòîî íåðéìå� )

= Xn − (a11 + a22 + · · · + an−1 n−1)X
n−1 + · · · ( n− 2 ≥ äìòîî íåðéìå� ):(2)-á X = 0 áéöð :(3).c0 = fA(0) =

∑

σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(B(0))iσ(i) =
∑

σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(
− aiσ(i)

)
=

(−1)n
∑

σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

aiσ(i) = (−1)n detA.fA(λ) = 0⇔ A ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F éäéå ,A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :6.5 è�ùî,((2)-á λ úáöä éãé ìò ,ïé�åìéçì) (â)6.1 äîì é�ì .det(λIn −A) = 0⇔ éîöò êøò λ ,4.5 è�ùî é�ì :äçëåä.fA(λ) = det(λIn −A)äîåã A æà ,äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λn ∈ F øùàá ,fA(X) = (X − λ1) · · · (X − λn) íà :6.6 äð÷ñî.úéðåñëìà äöéøèîì,4.10 è�ùî é�ì .0 6= vi ∈ Vλi
ùé ïëì .A ìù éîöò êøò ïëìå fA ìù ùøù àåä λi ,1 ≤ i ≤ n ìëì : äçëåä.úéðåñëìàì äîåã A ,4.9 äð÷ñî é�ì .Fn ìù ñéñá ïëìå ,úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vn.éðéé�åà íåðéìå� åúåà úåîåã úåöéøèîì :6.7 è�ùî.fP−1AP = fA æà äëé�ä P -å ,A,P ∈ Mn(F ) íà :çéëåäì êéøö :äçëåä,ïëàå

P−1(XI −A)P = XP−1IP − P−1AP = XI − P−1AP
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ïàëî .(F [X] úà ìéëî øùà L äãù ìòî úåöéøèî ìù úåðåéååùë ïéáäì ùé äìà úåðåéååù øùàë).fP−1AP (X) =det(XI − P−1AP ) = detP−1 det(XI −A) detP

=detP−1 detP det(XI −A) = det I fA(X) = fA(X)øéãâð ,A ∈ Mn(F )-å ,g =
∑∞

i=0 aiX
i ,äãù F íà .íåðéìå�á äöéøèî úáöä :6.8 äøãâä

.g(A) :=

∞∑

i=0

aiA
i ∈ Mn(F )ïëìå (αIn úéøì÷ñä äöéøèîä íò α øì÷ñ íéäæî øùàë) Mn(F ) ìù âåç úú F :äáöäë åæ äøãâä ïéáäì øù�àäáöää ìù äàöåúä .A ∈ Mn(F ) úà äæ íåðéìå�á áéöäì øù�à úòë .g =

∑∞
i=0 aiInX

i ∈ Mn(F )[X].A íò íé�ìçúî (úåéøì÷ñ úåöéøèî) g éîã÷îù áì íéù .∑∞
i=0(aiIn)Ai =

∑∞
i=0 aiA

i àéäæà f, g ∈ F [X] íà :(1.6(3) äðòè– äáöää úåðåëú ììâá ìùîì) íéé÷úî.(f + g)(A) = f(A) + g(A) , (fg)(A) = f(A)g(A).(cg)(A) = c(A)g(A) = cg(A) :íéé÷úî c ∈ F ìëì èø�á.fA(A) = 0 æà .A ∈ Mn(F ) éäú :(Cayley-Hamilton) 6.9 è�ùî,ïëìå ,F [X] ìòî úåöéøèî íä XIn − A ìù íéøåðéîä íâ æà .XIn − A ∈ Mn(F [X]) -á ïðåáúð :äçëåä,òåãéë .adj(XIn −A) ∈ Mn(F [X]) íâ ,(à)6.1 äîì é�ì.adj(XIn −A)(XIn −A) = det(XIn −A)In = fA(X)In (5)äàååùîä éãé ìò äðåúðä ϕ: Mn(F )[X] → Mn(F [X]) ä÷úòää 1.8 äðòè é�ìéë úåàøì ì÷ .íéâåç ìù íæé�øåîåæéà àéä (ϕ(
∑∞

µ=0AµX
µ)
)
ij

=
∑∞

µ=0(Aµ)ijX
µ,XIn −A = ϕ(X −A) = ϕ(InX −AX0) ,fA(X)In = ϕ

(
fA(X)

)-ù êë q(X) ∈ Mn(F )[X] íåðéìå� ùé ,ìò ϕ-ù ïåéë .fA(X) ∈ F [X] ⊆ Mn(F )[X] øùàë:êë áåúëì øù�à (5) úà .adj(XIn −A) = ϕ
(
q(X)

).ϕ(q(X)(X −A)
)

= ϕ
(
q(X)

)
ϕ(X −A) = ϕ

(
fA(X)

),úéëøò ãç ãç ϕ-ù ïåéë ,ïëì.q(X)(X −A) = fA(X) (6).fA(A) = 0 íéé÷úî ,R = Mn(F ) âåçä øåáò 2.5 äð÷ñî é�ì ,ïàëî
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.f(A) = 0-ù êë n ≥äìòîî 0 6= f ∈ F [X] íåðéìå� íéé÷ .A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :6.10 äð÷ñîùéù ,Cayley-Hamilton è�ùî ìò êîúñäì éìáî ,äàøä .A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :6.11 ìéâøú.g(A) = 0-ù êë n2 ≥äìòîî 0 6= g ∈ F [X],g 6= 0 íéé÷î g(X) = a0 + a1X + · · · an2Xn2 íåðéìå�äù êë ,a0, a1, . . . , an2 ∈ F ùé :ì"ö :äçëåä,úåøçà íéìîá .a0I+a1A+ · · ·+an2An2

= 0-å ñ�à íìåë àì a0, a1, . . . , an2 -ù êë ,øîåìë ,g(A) = 0.F ìòî úéøàðéì úåéåìú I, A, . . . , An2 ∈ Mn(F ) :çéëåäì êéøö.dimMn(F ) = n2 éë ,ïåëð ïëà äæåíà A ìù éøòæî íåðéìå� àø÷éé mA(X) ∈ F [X] íåðéìå� .A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :6.12 äøãâä.ñ�àî íéðåùäå A úà íéñ�àîä F [X]-á íéîåðéìå�ä ìë ïéáî úéøòæî äìòî ìòáå ï÷åúî àåä ,mA(A) = 0(.äð÷ñîä é�ì åà ìéâøúä é�ì íéîéé÷ äìàë íéîåðéìå�)(.A ìù éøòæîä íåðéìå�ä àø÷éé àåä ïëì) .ãéçé àåäå íéé÷ A ìù éøòæî íåðéìå� :6.13 äîìíã÷îá f úà ÷ìçð íà .f(A) = 0-ù êë k äìòîî 0 6= f ∈ F [X] ùé åøåáò øúåéá ïè÷ä íìùä k éäé :äçëåä.A ìù éøòæî íåðéìå� m ïëì .m(A) = 0 íâù êë ,k äìòîî ï÷åúî m(X) ∈ F [X] ìá÷ð ,åìù ïåéìòä
k >äìòîî m −m′ ∈ F [X] æà ,m′(A) = 0-ù êë ,k äìòîî ,ï÷åúî m′(X) ∈ F [X] íâ íà.m = m′ øîåìë ,m−m′ = 0 çøëäá ïëìå ,(m−m′)(A) = 0 íéé÷úîå.A = λIn íà ÷øå íà mA = X − λ ;degmA ≥ 1 :äøòä.mA|fA ,èø�á .mA|f ⇐⇒ f(A) = 0 :íéé÷úî f ∈ F [X] ìëì :6.14 è�ùî-ù êë íéãéçé q, r ∈ F [X] ùé :äçëåä.f = qmA + r, deg r < degmA ïàëî.f(A) = q(A)mA(A) + r(A) = q(A)0 + r(A) = r(A)úåéøòæîä ììâá ;r(A) = 0 æà f(A) = 0 íà ,ê�éäì .f(A) = r(A) = 0 ïëìå r = 0 æà mA|f íà ,úòë.mA|f øîåìë ,f = qmA ïëì .r = 0-ù àöåé degmA ìù.F [X] âåçá fA|mn

A æà .A ∈ Mn(F ) éäú :6.15 è�ùî-ù êë q(X) ∈ Mn(F )[X] ùé 2.5 äð÷ñî é�ì .mA(A) = 0-å mA(X) ∈ F [X] ⊆ Mn(F )[X] :äçëåä.mA(X) = q(X)(X −A) (7)
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,ϕ(X − A) = XIn − A æà .íãå÷ øãâåäù íæé�øåîåæéàä ϕ: Mn(F )[X] → Mn(F [X]) éäé
(7) é�ì éæà .B = ϕ

(
q(X)

) éäéå ,ϕ(mA(X)
)

= mA(X)In.mA(X)In = B(XIn −A) ìá÷ðå íé�âàä éðùî äèððéîøèã ç÷éð.mn
A = (detB)fA(X).äð÷ñîä ïàëî ,detB ∈ F [X] ,(à)6.1 äîì é�ìå úåéäíà ,èø�á .F [X]-á íéð÷åúî íé÷éø� éà íéîøåâ íúåà mA -å fA -ì æà .A ∈ Mn(F ) éäú :6.16 è�ùî,fA = qk1

1 qk2
2 · · · qkr

ræà ,k1, . . . , kr ≥ 1 ,äæî äæ íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà q1, . . . , qr ∈ F [X] øùàá,mA = qℓ1
1 q

ℓ2
2 · · · qℓr

r .1 ≤ i ≤ r ìëì 1 ≤ ℓi ≤ ki øùàá,q|mn
A æà q|fA íà .6.14 è�ùî é�ì ,mA|fA éë q|fA æà q|mA íà .ï÷åúî ÷éø� éà q ∈ F [X] éäé :äçëåä.q|fA ⇐⇒ q|mA :åðçëåä ,ïë íà .q|mA (éðåùàø q-å úåéä) ïàëî .6.15 è�ùî é�ì ,fA|mn

A éë.3.20 ìéâøú ìù úå÷ìçúää ïåéøèéø÷ é�ì ,mA|fA-ù êëîå äðåùàøäî úòáåð äéðù äðòèä.mA(λ) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F éäéå A ∈ Mn(F ) éäú :6.17 äð÷ñî,íãå÷ä è�ùîä ìù íéðåîéñá :äçëåä
.mA(λ) = 0 ⇐⇒ qi(λ) = 0-ù êë 1 ≤ i ≤ r ùé ⇐⇒ fA(λ) = 0 ⇐⇒ A ìù ò"ò λ.A2 6= −I3 :çëåä .A ∈ M3(R) éäúå :6.18 ìéâøú.mA = f ïëì ,ï÷åúî ,÷éø� éà f ìáà .mA|f æà .f(A) = 0 äìéìùá çéðð .f(X) = X2 + 1 éäé :äçëåäíéùøù ïéà fA-ì ,úåøçà íéìéîá ,åà íééùîî íééîöò íéëøò ïéà A-ì ïëì ,íééùîî íéùøù ïéà mA-ìù ïàëî.äøéúñ .éùîî ùøåù åì ùé ïëì ,3 äìòîî ï÷åúî fA ∈ R[X] ìáà .íééùîî
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íéùåâ úåöéøèî M =




A1 B · · · C
0 A2 · · · D
· · · · · ·
0 0 · · · An


 , M ′ =




A1 0 · · · 0
B′ A2 · · · 0
· · · · · ·
C ′ D′ · · · An


 äðééäú :6.19 ìéâøú.úåéòåáéø úåöéøèî A1, . . . , An øùàá ,F äãù ìòî.det(M ′) = det(M) = det(A1) · · ·det(An)-ù çëåä (à).fM ′ = fM = fA1 · · · fAn

-ù çëåä (á).rankM =
∑

i rankAi -ù çëåä ,(B = · · · = C = · · · = D = 0 ,øîåìë) ïåñëìàá íéùåâ úöéøèîM íà (â)úåöéøèî A1, . . . , An øùàá ,F äãù ìòî íéùåâ úöéøèî M =




A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · An


 éäú :6.20 è�ùî.mA1 , . . . ,mAn

ìù h øúåéá äðè÷ä ú�úåùîä äìå�ëä àåä mM éæà .úåéòåáéøì�ë ìò åðì òåãéù äî é�ì æà åäùìë íåðéìå� g(X) =
∑∞

i=0 aiX
i ∈ F [X] íàù áì íéùð äìéçú :äçëåäíéùåâ ìù úåöéøèî ìù øåáéçå.g(M) =

∞∑

i=0

aiM
i =

∞∑

i=0

ai



Ai

1 0. . .
0 Ai

n


 =

∞∑

i=0



aiA

i
1 0. . .

0 aiA
i
n


 =

=




∑∞
i=0 aiA

i
1 0. . .

0
∑∞

i=0 aiA
i
n


 =



g(A1) 0. . .

0 g(An)


.g(A1) = 0, . . . , g(An) = 0 ⇐⇒ g(M) = 0 :êë é�ìïàëî .g = h øåáòå g = mM øåáò èø�á ïåëð äæ .h|g ⇐⇒ mA1 , . . . ,mAn

|g ⇐⇒ mM |g :øîåìë.mM = h ,íéð÷åúî íäéðùù ïåéë .mM |h íâå h|mM.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n é�åñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé êùîäáñéñá B øùàá ,[T ]BB äöéøèîä ìù éðéé�åàä íåðéìå�ä àåä T ìù fT ∈ F [X] éðéé�åàä íåðéìå�ä :6.21 äøãâä(.deg fT = dimV èø�á) .V ìù øåãñøùàá ,[T ]AA = P−1[T ]BBP æà ,V ìù øçà øåãñ ñéñá A íà :B ñéñáá äéåìú äðéà åæ äøãâä.éðéé�åà íåðéìå� åúåà ïäì ùé 6.7 è�ùî é�ì ;úåîåã [T ]BB, [T ]AA ïëì .äëé�ä P ∈ Mn(F )úéøàðéì ä÷úòä íéøéãâî g(X) =
∑∞

i=0 aiX
i ∈ F [X] ìë øåáò :6.22 äøãâä

g(T ) =
∞∑

i=0

aiT
i: V → V
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.(T i =

i︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T -å V ìù úåäæä àéä T 0 øùàá)

f, g ∈ F [X] øåáò íéé÷úî (LF (V )-á Mn(F ) íé�éìçî) 6.8 äøãâäì äîåãá.(f + g)(T ) = f(T ) + g(T ) (fg)(T ) = f(T )g(T ) = f(T ) ◦ g(T ).f(T ) ◦ T = T ◦ f(T ) èø�áå .fg = gf éë ,f(T ) ◦ g(T ) = g(T ) ◦ f(T ) èø�á
[g(T )]BB = g([T ]BB) æà .V ìù øåãñ ñéñá B éäé :6.23 äðòèøåáò ïëì ,øì÷ñá ì�ëå ì�ë ,øåáéç úøîåù Mn(F ) êåúì L(V, V ) êåúî S 7→ [S]BB ä÷úòää :äçëåä

.[g(T )]BB =
∑∞

i=0 ai[T
i]BB =

∑∞
i=0 ai([T ]BB)i = g([T ]BB) íéé÷úî g =

∑∞
i=0 aiX

i.fT (T ) = 0 :(úå÷úòäì Cayley-Hamilton è�ùî) 6.24 è�ùî,6.23 äðòè é�ì .fT = fC ,äøãâää é�ì .C = [T ]BB éäúå V ìù øåãñ ñéñá B éäé :äçëåäïëì .fC(C) = 0 (6.9 è�ùî) úåöéøèîì ïåèìéîä-éìéé÷ è�ùî é�ìå [fT (T )]BB = fT (C) = fC(C).fT (T ) = 0 ïàëîå [fT (T )]BB = 0ìù ÷åøé�á (X − λ) òé�åî åîò k êéøòîä àåä λ ìù éøáâìàä éåáéøä .T ìù éîöò êøò λ ∈ F éäé :6.25 äøãâä.Vλ = {v ∈ V | T (v) = λv} ìù ãîéîä àåä λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä .íéðåù íé÷éø� éà íéîøåâ ìù úå÷æçì fT.λ ìù éøáâìàä éåáéøì äååù åà ïè÷ λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä æà .T ìù éîöò êøò λ ∈ F éäé :6.26 äîìñéñáì åúåà íéìùð .Vλ ìù ñéñá v1, . . . , vr éäéå λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä r = dimVλ ≥ 1 éäé :äçëåäàéä äæ ñéñá é�ì T ìù äöéøèîä .r + s = n æà .V ìù v1, . . . , vr, w1, . . . , ws

C =




λ 0 · · · 0
0 λ · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · λ

∗

0 0 · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · 0

∗




=

(
λIr A
0 B

)

.fT (X) = fC(X) = fλIr
(X)fB(X) = (X − λ)rfB(X) ,6.19 ìéâøú é�ì ïëì

F [X]-á úçà äìòîî íéîøåâ ìù äì�ëî àåä fT íà ÷øå íà úéðåñëìà äâöä ùé T : V → V ä÷úòäì :6.27 è�ùî.åìù éøèîåàéâä éåáéøì äååù éøáâìàä éåáéøä T ìù éîöò êøò ìëìå.λi ìù éøáâìàä éåáéøä ki éäé i ìëìå T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä λ1, . . . , λr ∈ F åéäé :äçëåä
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óøöð íà .i ìëì dimVλi
= ki-å fT (X) =

∏r
i=1(X − λi)

ki ,øîåìë ,íéé÷úî éàðúäù çéððìù úéøàðéì äéåìú éúìá B äøãñ ìá÷ð 4.11 äð÷ñî é�ì ,úçà äøãñì Vλ1 , . . . , Vλr
ìù íéøåãñ íéñéñáäâöä T -ì 4.8 äð÷ñî é�ìå V ìù ñéñá B ïëì .T ìù íééîöò íéøåè÷å ∑r

i=1 ki = deg fT = dimV.úéðåñëìà
fT = f[T ]B

B
=
∏n

j=1(X − αj) æà ,[T ]BB =



α1 0

. . .

0 αn


-ù êë ñéñá B íà ,ê�éäìíéøåè÷å íä B éøáà ,4.7 è�ùî é�ì .fT (X) =

∏r
i=1(X − λi)

ki ïëì .1 äìòîî íéîøåâ ìù äì�ëî
Bi ïëì ,Bi ⊆ B íéé÷úî i ìëì .i ìëì Bi = B ∩ Vλi

øùàá ,B =
⋃r

i=1 Bi ïëìå T ìù íééîöòæà dimVλj
< kj -ù êë j äéä åìéà .6.26 äîì é�ì ,|Bi| ≤ dimVλi

≤ ki ïëìå ,úéøàðéì äéåìú éúìá.íéøáà dimV ùé íéñáÀáù êëì äøéúñá ,|B| =
∑r

i=1 |Bi| <
∑r

i=1 ki ≤ deg fT = dimVäìòî ìòáå ï÷åúî àåä m ,m(T ) = 0 íà T ìù éøòæî íåðéìå� àø÷éé m(X) ∈ F [X] íåðéìå� :6.28 äøãâä.mT åðîñð ,ãéçéå íéé÷ àåä íà .T úà íéñ�àîäå 0-î íéðåùä F [X]-á íéîåðéìå�ä ìë ïéáî úéøòæî÷åéã øúéá .ãéçéå íéé÷ T ìù éøòæî íåðéìå� :6.29 è�ùî.mT = 1 æà ,V = {0} íà (à).mT = mC æà .C = [T ]BB éäúå V ìù ñéñá B éäé ,V 6= {0} íà (á).V → V äãéçéä úéøàðéìä ä÷úòää àéä ñ�à éë ,m(T ) = 0 íéé÷úî m ∈ F [X] ìëì (à) :äçëåäï÷åúî g ïëì .g(C) = 0 ⇐⇒ [g(T )]BB = 0 ⇐⇒ g(T ) = 0 ,6.23 äðòè é�ì .g ∈ F [X] éäé (á).äðòèä ïàëî .C úà ñ�àîù úéøòæî äìòîîå ï÷åúî g íà ÷øå íà T úà ñ�àîù úéøòæî äìòîîå.éøòæî íåðéìå� åúåà úåîåã úåöéøèîì :6.30 è�ùîíéîéé÷å T : V → V ä÷úòä úîéé÷å F ìòî V éøåè÷å áçøî íéé÷ ,úåîåã A,B ∈ Mn(F ) íà :'à äçëåä.mA = mT = mB ,6.29 è�ùî é�ì .[T ]AA = A, [T ]BB = B-ù êë V ìù A,B íéñéñáæà .äëé�ä P øùàá ,A,P ∈ Mn(F ) äðééäú :'á äçëåä
(P−1AP )i = (P−1AP )(P−1AP ) · · · (P−1AP ) = P−1AiPíéé÷úî g =

∑∞
i=0 aiX

i ∈ F [X] ìëì ïëì
g(P−1AP ) =

∞∑

i=0

aiP
−1AiP = P−1(

∞∑

i=0

aiA
i)P = P−1g(A)P.äð÷ñîä ïàëî .g(A) = 0 ⇐⇒ g(P−1AP ) = 0 ïëì
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.mT |f ⇐⇒ f(T ) = 0 :íéé÷úî f ∈ F [X] ìëì :6.31 ìéâøúæà V = {0} íà :è�ùîäî åúåà ÷éñð åðà êà ï�åà åúåàá åúåà çéëåäì øù�àå ,6.14 è�ùî ìù âåìðà åäæ :äçëåäé�ì .C = [T ]BB éäúå V ìù ñéñá B éäé ,V 6= {0} íà .äðåëð äðòèä ïëì ,f ∈ F [X] ìëì 1|f -å f(T ) = 0.mC |f ⇐⇒ f(C) = 0 ,6.14 è�ùî é�ì .f(C) = 0 ⇐⇒ f(T ) = 0 ïëì .[f(T )]BB = f(C) ,6.23 äðòè.mT |f ⇐⇒ f(T ) = 0 ïëì .mT = mC 6.29 è�ùî é�ì êàäøåöäî A ,øîåìë ,i > j ìëì (A)ij = 0 íà (äðåéìò) úéùìåùîî úàø÷ð A ∈ Mn(F ) äöéøèî :6.32 äøãâä.A =




a1n a2n · · · ann

0 a2n · · · ann

· · · · · ·
0 0 · · · ann


íò C ∈ Mn(F ) äðåéìò úéùìåùî äöéøèî ùé æà .λ1, . . . , λn ∈ F åéäéå A ∈ Mn(F ) éäú :6.33 è�ùî.fA(X) = (X − λ1) · · · (X − λn) íà ÷øå íà äì äîåã A-ù (λ1, . . . , λn) éùàø ïåñëìàæà .(λ1, . . . , λn) éùàø ïåñëìà íò äðåéìò úéùìåùî C-ì äîåã A éë çéðð :⇐ :äçëåä.fA(X) = fC(X) = det



X − λ1 ∗. . .

0 X − λn


 = (X − λ1) · · · (X − λn)êøò λ1 ïëì ,fA(λ1) = 0 æà .n > 1 çéðð .úéùìåùî A ∈ M1(F ) ìë ,n = 1 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :⇒

Fn ìù v1, v2, . . . , vn ñéñáì v1 úà íéìùð .Av1 = λ1v1-ù êë 0 6= v1 ∈ Fn ùé ,øîåìë ,A ìù éîöò
Q−1v1 = e1-å ,úéøàðéì úéåìú éúìá äéúåãåîòù ïåéë ,äëé�ä Q æà .Q = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Mn(F ) éäúåïëìå ,Qe1 = v1 éë,Q−1AQ = Q−1(Av1, . . . , Avn) = Q−1(λ1v1, Av2, . . . , Avn) = (λ1e1, ∗ · · · ∗) =

=




λ1 ∗ · · · ∗
0...
0

A1




(8)(á)6.19 ìéâøú é�ì ïàëî .A1 ∈ Mn−1(F ) øùàá,(X − λ1) · · · (X − λn) = fA(X) = fQ−1AQ(X) = (X − λ1)fA1(X) ïëìå.fA1(X) = (X − λ2) · · · (X − λn) (9)
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-ù êë äëé�ä Q1 ∈ Mn−1(F ) ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì.Q−1
1 A1Q1 =



λ2 ∗. . .
0 λn


 (10),( 1 0

0 Q1

)(
1 0
0 Q−1

1

)
=

(
1 0
0 In−1

)
= In -ù áì íéùð .Q2 =

(
1 0
0 Q1

)
∈ Mn(F ) øéãâðíéé÷úî .äëé�ä P = QQ2 íâù ïàëî .Q−1

2 =

(
1 0
0 Q−1

1

)-å äëé�ä Q2 ïëì.P−1AP = (Q−1
2 Q−1)A(QQ2) = Q−1

2 (Q−1AQ)Q2 =
(

1 0
0 Q−1

1

)(
λ1 ∗
0 A1

)(
1 0
0 Q1

)
=

(
1 0
0 Q−1

1

)(
λ1 ∗
0 A1Q1

)
=

(
λ1 ∗
0 Q−1

1 A1Q1

)
=




λ1 ∗
λ2 . . .

0 λn


.úéùìåùîì äîåã A ∈ Mn(F ) ìë æà ,úéøáâìà øåâñ äãù F íà :6.34 äð÷ñîäîåã A ,6.32 è�ùî é�ì ïëì .fA = (X − λ1) · · · (X − λn) ,2.14 è�ùî é�ì ,ï÷åúî fA-ù ïåéë :äçëåä.úéùìåùîì.λ1, . . . , λn ∈ F åéäéå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,F äãù ìòî n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :6.35 äð÷ñîíà ÷øå íà (λ1, . . . , λn) éùàø ïåñëìà íò úéùìåùî [T ]BB -ù êë V ìù B ñéñá íéé÷ æà.fT = (X − λ1) · · · (X − λn).fT = f[T ]B

B
= (X − λ1) · · · (X − λn) :⇐ :äçëåäéùàø ïåñëìà íò C úéùìåùîì äîåã [T ]AA è�ùîä é�ì ïëì ,f[T ]A

A
= fT æà .V ìù åäùìë ñéñá A éäé :⇒.[T ]BB = C-ù êë B ñéñá ùé æà .(λ1, . . . , λn)
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éøîéø�ä ÷åøé�ä .7íâ çéðð mT øëæåîù íå÷î ìëá .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá.(øãâåî mT æàå) úé�åñ øöåð V -ù.w ∈ W ìëì T (w) ∈ W íà ,øîåìë ,T (W ) ⊆ W íà T -øeî°ù àø÷ð V ìù W áçøî úú :7.1 äøãâäìëì T ′(w) = T (w) éãé ìò úøãâåîä T ′: W → W ä÷úòää ,øîåìë ,W -ì T ìù íåöîöä äæë äø÷îá.T |W ïîåñú àéä ;úéøàðéì ä÷úòä àéä ,w ∈W.T ìëì T -éøåîù íéáçøî úú íä 0, V (à) :7.2 äîâåã
w ∈W íà ,ïëà :T -øåîù àåä W æà ,(W = Vλ ,ìùîì) Vλ ìù áçøî úú W -å T ìù éîöò êøò λ íà (á).T (w) = λw ∈W æàíâ .T -øåîù àåä (Sp(e3)=) z-ä øéö æà ,z-ä øéö áéáñ θ úéåæá áåáéñä àåä T : R3 → R3 íà (â).T -øåîù àåä ,Sp(e1, e2) ,øîåìë ,(x, y)-øåùéîæà .TS = ST -ù êë úåéøàðéì úå÷úòä éúù T, S: V → V äðééäú :7.3 ìéâøú.T -éøåîù íä Ker(S), Im(S) (à).T -øåîù áçøî úú S(W ) íâ æà T -øåîù áçøî úú W ⊆ V íà (á).T -éøåîù W1 +W2 -å W1 ∩W2 íâ æà T -éøåîù íéáçøî úú W1,W2 ⊆ V íà (â).V ìù T -éøåîù íéáçøî úú íä Ker f(T ), Im f(T ) æà .f ∈ F [X] éäé :7.4 äð÷ñî.äðòèä úòáåð (à)7.3 ìéâøú é�ì ïëì .f(T ) ◦ T = T ◦ f(T ) ,6.22 äøãâäá åðøòäù é�ë :äçëåäìù øùéä íåëñä àåä V -ù øîàð .åìù íéáçøî úú W1, . . . ,Ws åéäéå éøåè÷å áçøî V éäé :7.5 äøãâääøåöäî äãéçé äâöä ùé v ∈ V ìëì íà V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws :êë úàæ áåúëðå W1, . . . ,Ws.v = w1 + · · · + ws, w1 ∈W1, . . . , ws ∈Ws

Bi = (wi1, . . . , wini
) éäé 1 ≤ i ≤ s ìëì .åìù íéáçøî úúW1, . . . ,Ws åéäéå éøåè÷å áçøî V éäé :7.6 è�ùîäìàä íéñéñáä óåøéö íà ÷øå íà V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws éæà .(ni = dimWi øùàá) Wi ìù øåãñ ñéñá

B = (w11, . . . , w1n1 , . . . , ws1, . . . , wsns
) .V ìù ñéñá àåä.10.7 ìéâøú ,õéù�éì ìù "úéøàðéì äøáâìà" íâ äàø .ìéâøú :äçëåä
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.f, g ∈ F [X] åéäéå V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :7.7 ìéâøú.g(T )-øåîù W éë çëåä (à)
g(T )-øåîù f(T )(W ) éë çëåä (á)æà ,T -éøåîù W1, . . . ,Ws øùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws íà (â).f(T )(V ) = f(T )(W1) ⊕ · · · ⊕ f(T )(Ws)êë ,Wi ìù ñéñá Bi = (wi1, . . . , wini

) éäé 1 ≤ i ≤ s ìëì .V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws éë çéðð :7.8 è�ùî.V ìù ñéñá B = (w11, . . . , w1n1 , . . . , ws1, . . . , wsns
)-ùòá÷ð .1 ≤ i, j ≤ s ìëì Aij ∈ Mni×nj

(F ) øùàá ,[T ]BB = (Aij) ,íéùåâ úöéøèîë [T ]BB úà íåùøð (à)æà ,íéîéé÷úî äìà íéìå÷ù íéàðú íà .i 6= j ìëì Aij = 0 íà ÷øå íà T -øåîù Wj æà .1 ≤ j ≤ s.Ajj = [T |Wj
]
Bj

Bj.1 ≤ j ≤ s ìëìAj ∈ Mnj
(F ) øùàá [T ]BB =



A1 0

. . .

0 As


 íà ÷øå íà T -éøåîùW1, . . . ,Ws (á).1 ≤ j ≤ s ìëì Aj = [T |Wj

]
Bj

Bj
æà ,íéîéé÷úî (á)-á íéìå÷ùä éàðúä íà (â),B éøáà ìù éøàðéì óåøéöë ,T (wjl) ìù çåúé�á íã÷îä àåä (Aij)kl ,[T ]BB ìù äøãâää é�ì (à) :äçëåäíà ÷øå íà i 6= j ìëìå k, l ìëì (Aij)kl = 0 íà ÷øå íà i 6= j ìëì Aij = 0 ïëì .wik éð�ì ãîåòù.T (Wj) ⊆Wj íà ÷øå íà l ìëì T (wjl) ∈ Sp(wjk| 1 ≤ k ≤ nj) = Wjéøàðéì óåøéöë T (wjl) ìù çåúé�á íã÷îä àåä ([T |Wj

]
Bj

Bj
)kl æà ,øãâåî T |Wj

ïëìå T -øåîù Wj íà.Ajj = [T |Wj
]
Bj

Bj
,äçëåää ìù ïåùàøä è�ùîä é�ì .wjk éð�ì ãîåòù Bj éøáà ìù.(à)-î íéòáåð (â) ,(á)ìëì Ti = T |Wi

ïîñð .T -éøåîù íä W1, . . . ,Ws øùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws éë çéðð :7.9 äð÷ñîæà .1 ≤ i ≤ s

fT (X) = fT1(X) · · · fTs
(X).mT (X) = lcm(mT1(X) · · ·mTs

(X)),mTi
= mAi

-å ,fTi
= fAi

,mT = mA ,fT = fA æà .A = [T ]BB éäú è�ùîä ìù íéðåîéñá :äçëåäçéëåäì êéøö ïëì .i ìëì
fA(X) = fA1(X) · · · fAs

(X).mA(X) = lcm
(
mA1(X) · · ·mAs

(X)
)
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.A =



A1 0. . .
0 As


 éë ,6.20 è�ùîå 6.19 ìéâøú é�ì ïåëð äæåæà .W -ì T ìù íåöîöä S = T |W : W →W éäé .T -øåîù áçøî úú W ⊆ V éäé :7.10 äîì.f(T |W ) = f(T )|W ,øîåìë .f(S)(w) = f(T )(w) íéé÷úî w ∈W ìëì æà .f ∈ F [X] éäé (à).mS |mT (á),i = 0 øåáò ,ïëàå .i ≥ 0 ìëì Si(w) = T i(w) ∈ W éë äéö÷åãðéàá äàøð äìéçú (à) :äçëåäæà ,i− 1 øåáò úåðåëð çéðð .S0(w) = w = T 0(w) ïëì ,S0 = 1W , T 0 = 1V.Si(w) = S(Si−1(w)) = S(T i−1(w)) = T (T i−1(w)) = T i(w)æà f =

∑∞
i=0 aiX

i íàù ïàëî.f(S)(w) = (

∞∑

i=0

aiS
i)(w) =

∞∑

i=0

aiS
i(w) =

∞∑

i=0

aiT
i(w) = (

∞∑

i=0

aiT
i)(w) = f(T )(w)ìëì mT (S)(w) = mT (T )(w) = 0(w) = 0 ,ïëàå .mT (S) = 0 éë çéëåäì éã 6.31 ìéâøú é�ì (á).mT (S) = 0 ,øîåìë ,w ∈Wøîåìë) íéøæ g, h ∈ F [X] åéäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :7.11 è�ùî.V = Ker g(T ) ⊕ Kerh(T ) æà .(gh)(T ) = 0-ù êë (1 àåä íäìù øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîäïàëî .rg + sh = 1-ù êë r, s ∈ F [X] ùé ,íéøæ g, h-å úåéä :äçëåä.r(T )g(T ) + s(T )h(T ) = 1V (1)

(1) é�ì .v ∈ V éäé.v = 1V (v) = r(T )g(T )(v) + s(T )h(T )(v)éë ,r(T )g(T )(v) ∈ Kerh(T ) ìáà.h(T )r(T )g(T )(v) = r(T )g(T )h(T )(v) = r(T )(gh)(T )(v) = r(T )(0) = 0äâöä ùé v-ì ïëì .s(T )h(T )(v) ∈ Ker g(T ) äîåã ï�åàáå.v = u+ w, u ∈ Ker g(T ), w ∈ Kerh(T ) (2)

41



(2) é�ì .äãéçé àéäù äàøðå úîéé÷ (2) äâöäù çéðð.r(T )g(T )(v) = r(T )g(T )(u) + r(T )g(T )(w) = 0 + r(T )g(T )(w)ìá÷ð ,w ìò (1) ìù íé�âàä éðù úà ìéò�ð íàå.w = 1V (w) = r(T )g(T )(w) + s(T )h(T )(w) = r(T )g(T )(w) + 0

u íâ äîåã ï�åàá .v éãé ìò ãéçé ï�åàá òá÷ð w ,øîåìë ,w = r(T )g(T )(v) åðìáé÷ úåðåøçàä úåàååùîä éúùî.ãéçé
T ìù íéîåöîöä úà T1, T2 -á ïîñð .mT = gh-ù êë íéøæå íéð÷åúî g, h ∈ F [X] åéäé :7.12 äð÷ñî.g = mT1 , h = mT2 æà .äîàúäá Ker g(T ),Kerh(T )-ì,6.31 ìéâøú é�ì ïëì .g(T1)(u) = g(T )(u) = 0 íéé÷úî u ∈ Ker g(T ) ìëì éë g(T1) = 0 :äçëåä
s ∈ F [X] øùàá ,h = smT2 ï�åà åúåàá .ï÷åúî r çøëäá ;r ∈ F [X] øùàá ,g = rmT1 øîåìë ,mT1 |g,7.9 äð÷ñî é�ì ,úòë .ï÷åúî

rsmT1mT2 = gh = mT = lcm(mT1 ,mT2)|mT1mT2.äð÷ñîä ïëì .r = s = 1 øîåìë ,rs|1-ù øåøá ïàëîå-ù êë úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :(éøîéø�ä ÷åøé�ä) 7.13 è�ùî.i = 1, . . . , s øåáò ,Wi = Ker gi(T ) ïîñð .äæì äæ íéøæå íéð÷åúî g1, . . . , gs øùàá mT = g1 · · · gséæà;T -éøåîùW1, . . . ,Ws øùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws (à).i = 1, . . . , s ìëì gi = mT |Wi
(á)éðùå úåéä .s − 1 øåáò úåðåëð çéðð .øåøá ìëäå W1 = V æà s = 1 íà .s ìò äéö÷åãðéàá äçëåä,W1 = Ker g1(T ) øùàá ,V = W1 ⊕ V ′ íéé÷úî íãå÷ä è�ùîä é�ì ,íéøæ g1, g2 · · · gs íéîåðéìå�ä,mS = g2 · · · gs ,äð÷ñîä é�ì .S = T |V ′ ïîñð .T -éøåîù íä W1, V

′ ,ïë åîë .V ′ = Ker(g2 · · · gs)(T ).mT |W1
= g1ìëì gi = mS|Wi

-å Wi = Ker gi(S) øùàá ,V ′ = W2 ⊕ · · · ⊕ Ws äéö÷åãðéàä úçðä é�ì.2 ≤ i ≤ s éäé .V = W1 ⊕ (W2 ⊕ · · · ⊕Ws) = W1 ⊕ · · · ⊕Ws ,7.6 è�ùî é�ì ïàëî .i = 2, . . . , sêà .Ker gi(S) = Ker gi(T ) éë çéëåäì øúåð .gi = mT |Wi
ïëìå ,T |Wi

= S|Wi
-ù øåøá

(g2 · · · gs)(T ) = (g2 · · · gi−1gi+1 · · · gsgi)(T ) = (g2 · · · gi−1gi+1 · · · gs)(T )gi(T )
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7.10 äîì é�ì ïëìå ,Ker gi(T ) ⊆ Ker(g2 · · · gs)(T ) = V ′ ïëì
.Ker gi(T ) = {v ∈ V ′| gi(T )(v) = 0} = {v ∈ V ′| gi(S)(v) = 0} = Ker gi(S),íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà q1, . . . , gs øùàá , ,mT = qr1

1 · · · qrs
s íà :è�ùîä ìù éø÷éòä ùåîéùä.íéøæå g1, . . . , gs æà .gi = qri

i ç÷ð.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :(éøîéø� ÷åøé� é�ì äöéøèî) 7.14 äð÷ñîïîñð .r1, . . . , rs ≥ 1-å íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà íéîåðéìå� q1, . . . , qs øùàá ,mT = qr1
1 · · · qrs

s éë çéððéæà .i ìëìWi = Ker qri

i (T )íéé÷îù V ìù ñéñá àåä ,äîàúäá ,W1, . . . ,Ws ìù B1, . . . ,Bs íéñéñá ìù B óåøéö (à).i ìëìmAi
= qri

i -å [T |Wi
]Bi

Bi
= Ai øùàá ,[T ]BB = Diag(A1, . . . , As)íé÷éø� éà íéîåðéìå� ìù úå÷æçmA1 , . . . ,mAt

øùàá ,[T ]BB = Diag(A1, . . . , At)-ù êë V ìù ñéñá B éäé (á)øùàá ,B1, . . . ,Bt úåøãñ ìù (øåùøù) óåøéöë B úà áåúëð .i ìëì Ai ∈ Mni
(F ) éë çéðð .íéðåù íéð÷åúî.mAi

= qri

i -å ,[T |Wi
]Bi

Bi
= Ai ,Wi ìù ñéñá Bi :øãñä éãë ãò ,i ìëì íéé÷úîå ,t = s æà .i ìëì |Bi| = ni

[T ]BB = ,7.8 è�ùî é�ì .V ìù ñéñá ïëà B ,7.6 è�ùî é�ì :7.13 è�ùîî òáåð äæ (à) :äçëåä.mAi
= mT |Wi

= qri

i ,6.29 è�ùî é�ì ïàëî .i ìëì Ai = [T |Wi
]Bi

Bi
øùàá ,Diag(A1, . . . , As),íéøæ mA1 , . . . ,mAt

-ù ïåéëå ,6.20 è�ùî é�ì (á)
.qr1

1 · · · qrs
s = mT = lcm(mA1 , . . . ,mAt

) = mA1 · · ·mAtíéé÷úî 7.6 è�ùî é�ì .øãñä éãë ãò ,mAi
= qri

i -å t = s íé÷éø� éà íéîøåâì ÷åøé�ä úåãéçé é�ìïëì .[T |Sp(Bi)]
Bi

Bi
= Ai ,7.8 è�ùî é�ì .i ìëì T -øåîù àåä Sp(Bi)-å V = Sp(B1) ⊕ · · · ⊕ Sp(Bt),qri

i (T )(v) = qri

i (T |Sp(Bi))(v) = 0 ,7.10 äð÷ñî é�ì æà ,v ∈ Bi íà ïëì .mT |Sp(Bi)
= mAi

= qri

iïëì ,∑i |Bi| = n =
∑

i dimWi ìáà .|Bi| ≤ dimWi èø�áå ,Sp(Bi) ⊆ Wi ïàëî .v ∈ Wi ,øîåìë.Wi ìù ñéñá Bi ïëì .i ìëì |Bi| = dimWi

[T ]BB -ù êë V ìù B ñéñá ùé éæà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :7.15 è�ùî.äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ F øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) íà ÷øå íà úéðåñëìàæà .A = [T ]BB =



λ1 0

. . .

0 λn


 çéðð :äçëåä

,mT = mA = lcm(m(λ1), . . . ,m(λn)) = lcm(X − λ1, . . . , X − λn)
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.{λ1, . . . , λn} äöåá÷á íéðåùä íéøáàä ìë µ1, . . . , µs øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) ïëìé�ì .äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ F øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) éë çéðð ,ê�éäìøùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws ,7.13 è�ùî
.Wi = Ker(T − µi1V ) = {v ∈ V | T (v) = µiv} = Vµiíééîöò íéøåè÷åî áëøåî B ñéñá ùé V -ì ïëì ,V ìù ñéñá àåä Vµ1 , . . . , Vµs

ìù íéñéñáä ãåçéàù øîåà äæ.úéðåñëìà [T ]BB ,4.8 äð÷ñî é�ì ,ïàëî .V ìùøùàá mA(X) = (X − µ1) · · · (X − µs) íà ÷øå íà úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A ∈ Mn(F ) :7.16 äð÷ñî.äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ Fé�ì .[T ]CC = A-ù êë V ìù C ñéñáå ,T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ,F ìòî V éøåè÷å áçøî ùé :äçëåä.mT = mA ,6.29 è�ùîäöéøèîì äîåã A ïëì .[T ]BB = D-ù êë V ìù B ñéñá ùé íà ÷øå íà A-ì äîåã (éäùìë) D äöéøèîìå÷ù äæ (mT = mA-ù ììâáå) ,7.15 è�ùî é�ì .úéðåñëìà [T ]BB-ù êë V ìù B ñéñá ùé íà ÷øå íà úéðåñëìà.mA ìò ù÷åáîä éàðúì
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ïãøå'æ úøåö .8øîåçäî ÷ìç) .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî é�åñ ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá(.ùøå�îá úàæ ïééöð àì êà ,é�åñðéà ãîéî ìòá V øåáò íâ ïåëð.λ ∈ F éäé :8.1 äøãâä.Jn(λ) ïîåñúå λ-ì êééùä n øãñî ïãøå'æ ùåâ úàø÷ð λ 0 · · · 0 0

1 λ
. . . .... . . . . . 0 0

0 · · · 1 λ 0

0 0 · · · 1 λ




∈ Mn(F ) äöéøèîä (à)
úàø÷ð ,n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 1 øùàá ,J(λ) =



Jn1(λ) 0

. . .

0 Jnt
(λ)


 äøåöäî äöéøèî (á).êøòîä ìù ñ÷ãðéàä àø÷ð n1 ø�ñîä .λ-ì êééùä ïãøå'æ êøòîäæ íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá J =



J(λ1) 0

. . .

0 J(λs)


 äøåöäî äöéøèî àéä ïãøå'æ úöéøèî (â).λi-ì êééùä ïãøå'æ êøòî àéä J(λi) äöéøèîä 1 ≤ i ≤ s ìëìå äæî:àáä éæëøîä è�ùîä úà çéëåð äæä ÷ø�ä óåñá.r1, . . . , rs ≥ 1-å íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mT = (X − λ1)

r1 · · · (X − λs)
rs çéðð :8.2 è�ùîúàø÷ð åæ äöéøèî) .[T ]BB = J -ù êë V ìù B ñéñá ùé äøåáò J (äéëøòî øãñ éãë ãò) äãéçé ïãøå'æ úöéøèî úîéé÷ æà.ri ñ÷ãðéà ìòáå λi -ì êééù é-i-ä êøòîä (øãñä éãë ãò) øùàë ,ïãøå'æ éëøòî s ùé J -á (.T ìù ïãøå'æ úøåö:úéãééî úòáåð åðîîíéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mA = (X − λ1)

r1 · · · (X − λs)
rs çéðð .A ∈ Mn(F ) éäú :8.3 äð÷ñîïãøå'æ úøåö úàø÷ð åæ äöéøèî) .A-ì äîåã J (äéëøòî øãñ éãë ãò) äãéçé ïãøå'æ úöéøèî úîéé÷ æà .r1, . . . , rs ≥ 1-å.ri ñ÷ãðéà ìòáå λi -ì êééù é-i-ä êøòîä (øãñä éãë ãò) øùàë ,ïãøå'æ éëøòî s ùé J -á (.A ìùàéä (äì äîåãù ïãøå'æ úöéøèî=) äìù ïãøå'æ úøåö æà ,mA = X2(X − 1)2-å A ∈ M5(F ) íà :8.4 äîâåã
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úåàáä íééúùä ïéá úçà (äéëøòî øãñ éãë ãò) çøëäá
, J2(0) 0 0

0 J2(1) 0
0 0 J1(1)


 =




0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1


. J2(0) 0 0

0 J1(0) 0
0 0 J2(1)


 =




0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1




.(íéëøòîä øãñ éãë ãò ÷ø àì ,ùîî) úåðåù ïãøå'æ úåöéøèî ïä úåàáä úåöéøèîä éúù :8.5 äîâåã
A =




1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1


 B =




1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




.mA = mB = (X − 1)2-å ,fA = fB = (X − 1)4 íéé÷úî êà .8.3 äð÷ñîá úåãéçéä é�ì ,úåîåã ïðéà ïëì.ïãøå'æ úøåö úà íéòáå÷ íðéà éøòæîäå éðéé�åàä íåðéìå�äù äàøî äæéäú äìéçú .ïãøå'æ úöéøèî ìù ä÷æçá äàìòä :8.6 äøòä
.N = Jn(0) =




0 0 0 · · · 0 0

1 0 0
. . . ...

0 1 0
. . . .... . . . . . . . . 0 0

0 · · · 0 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0




= (e2, e3, . . . , en, 0)
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éë (k ìò äéö÷åãðéàá) úåàøì ì÷ ,Ne1 = e2, Ne2 = e3, . . . , Nen−1 = en, Nen = 0-ù ïåéëî
N2 =




0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . . ...

1 0 0
. . . .... . . . . . . . . 0 0

0 · · · 1 0 0 0
0 0 · · · 1 0 0




, N3 =




0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . . ...

0 0 0
. . . ...

1 0 0
. . . .... . . . . . . . . 0 0

0 · · · 1 0 0 0




,

Nn−2 =




0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . . ...

0 0 0
. . . .... . . . . . . . . 0 0

1 · · · 0 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0




, Nn−1 =




0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . . ...

0 0 0
. . . .... . . . . . . . . 0 0

0 · · · 0 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0




,.k ≥ n ìëì Nk = 0-åíéé÷úî ,(λIn)N = N(λIn)-ù ïåéë .ìéòì åîë N øùàá ,Jn(λ) = N + λIn-ù áì íéùð úòë
Jn(λ)k =

k∑

i=0

(
k

i

)
N i(λIn)k−i =

k∑

i=0

λk−i

(
k

i

)
N i =

∞∑

i=0

λk−i

(
k

i

)
N i =

=




λk 0 · · · 0 0
(
k
1

)
λk−1 λk

. . . ...
(
k
2

)
λk−2

(
k
1

)
λk−1 . . . .... . . . . . 0 0(

k
n−2

)
λk−(n−2)

(
k
1

)
λk−1 λk 0(

k
n−1

)
λk−(n−1)

(
k

n−2

)
λk−(n−2) · · ·

(
k
1

)
λk−1 λk


.(i > k øåáò (k

i

)
= 0-ù øåëæì ùé øùàë)

n ≥ 0 äæéà øåáò Jn(λ) äøåöî ùåâ ìë øùàë ,ïåñëìàá íéùåâ úöéøèî àéä J éäùìë ïãøå'æ úöéøèî ,úòë.Jn(λ)k äøåöî ùåâ ìë øùàë ,ïåñëìàá íéùåâ úöéøèî àéä Jk ïëì .λ ∈ F äæéàåúöéøèî J = P−1AP -ù êë äëé�ä P ∈ Mn(F ) àåöîì íéòãåé åðàù çéððå A ∈ Mn(F ) éäú ,óåñáìïëìå ,A = PJP−1 æà .(8.3 äð÷ñî äàø) ïãøå'æ.Ak = (PJP−1)k = PJkP−1.ãàî ìåãâ k øåáò íâ ,Ak úà áùçì ìëåð ,úîãå÷ä ä÷ñ�ä é�ì ,ïàëî
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.íìù k ≥ 0 éäéå λ ∈ F éäé ,ïãøå'æ úöéøèî J éäú :8.7 äð÷ñî.rankJn(λ)k = n æà λ 6= 0 íà ;rankJn(0)k =
{
n− k k ≤ n
0 k > n

(à).k ≤ øãñî íðéäå λ-ì íéëééùä J -á ïãøå'æ éùåâ ø�ñî àåä rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k (á).8.6 äøòäî òáåð (à) :äçëåä,(à) é�ì .ïãøå'æ ùåâ íâ J − λI = Jn(µ− λ) æà .J = Jn(µ) ,ïãøå'æ ùåâ J éë äìéçú çéðð (á).rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k =

{
1 k ≤ n , µ = λ
0 úøçà (1)æà .ïãøå'æ éùåâ J1, . . . , Jm øùàá ,J = Diag(J1, . . . , Jm) éììë ï�åàá.(J − λI)k = Diag((J1 − λI)k, . . . , (Jm − λI)k) ïëì .J − λI = Diag(J1 − λI, . . . , Jm − λI)ïëì .k íå÷îá k − 1 íò ä�÷ú äçñåðä äúåàå rank(J − λI)k =
∑

i rank(Ji − λI)k ,(â)6.19 ìéâøú é�ì.rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k =
∑

i

(rank(Ji − λI)k−1 − rank(Ji − λI)k).äð÷ñîä (1) é�ì ïàëî.ïãøå'æ úöéøèî J éäú :8.8 äð÷ñî.mJn(λ) = (X − λ)n (à)æà .äîàúäá ,r1, . . . , rs íéñ÷ãðéà éìòá íäå äæî äæ íéðåùä λ1, . . . , λs ∈ F -ì íéëééù J éëøòîù çéðð (á).mJ = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs.r1, . . . , rs ≥ 1-å äæî äæ íéðåùä λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mJ = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs -ù çéðð (â).äîàúäá ,r1, . . . , rs íéñ÷ãðéà éìòá íäå ,λ1, . . . , λs -ì íéëééù J éëøòî æà,øîåìë .N,N2, . . . , Nn−1 6= 0 êà ,Nn = 0 éë ,8.6 äøòäá åðéàø .N = Jn(λ) − λI éäú (à) :äçëåäúà ÷ìçî mJn(λ) ïëì .àì (X − λ), (X − λ)2, . . . , (X − λ)n−1 êà ,Jn(λ) úà ñ�àî (X − λ)n.mJn(λ) = (X − λ)n ïëì .(X − λ), (X − λ)2, . . . , (X − λ)n−1 åðéà êà ,(X − λ)n.7.9 äð÷ñî é�ì (à)-î òáåð (á).äîàúäá ,r̄1, . . . , r̄t íéñ÷ãðéà éìòá íäå äæî äæ íéðåù λ̄1, . . . , λ̄t ∈ F -ì íéëééù J éëøòîù çéðð (â)
t = s íéé÷úî íé÷éø� éà íéîøåâìmJ ìù ÷åøé�ä úåãéçé ììâá .mJ = (X − λ̄1)

r̄1 · · · (X − λ̄t)
r̄t ,(á) é�ì.øãñä éãë ãò ,r1 = r̄1, . . . , rs = r̄s-å ,λ1 = λ̄1, . . . , λr = λ̄s-åàåä J ìù Jk(λ) ïãøå'æ éùåâ ø�ñî æà ,ïãøå'æ úöéøèî J = [T ]BB -ù êë V ìù ñéñá B íà :8.9 äð÷ñî.rank(T − λ1V )k−1 − 2rank(T − λ1V )k + rank(T − λ1V )k+1
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.(8.2 è�ùîá ïòèðù é�ë) äéëøòî øãñ éãë ãò ,äãéçé J ,èø�áàåä λ-ì íéëééùä k øãñî J -á ïãøå'æ éùåâ ø�ñî ,(á)8.7 äð÷ñî é�ì :äçëåä
(
rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k

)
−
(
rank(J − λI)k − rank(J − λI)k+1

)
=

rank(J − λI)k−1 − 2rank(J − λI)k + rank(J − λI)k+1,[(T − λ1V )m]BB = ([(T − λ1V ]BB)m = ([T ]BB − λ[1V ]BB)m = (J − λI)m íéé÷úî íìù m ìëì êà.rank(J − λI)m = rank(T − λ1V )m ïëì.8.2 è�ùîá íåé÷ä úà çéëåé íâ äæ .ïãøå'æ úöéøèî [T ]BB-ù êë V ìù B ñéñá úàéöîì êøã øàúð óåñáìíà λ-ì úëééùä T ìù ïãøå'æ úøùøù úàø÷ð v1, . . . , vn ∈ V äøãñ :8.10 äøãâä.T (v1) = λv1 + v2, T (v2) = λv2 + v3, . . . , T (vn−1) = λvn−1 + vn, T (vn) = λvnìù ïãøå'æ úøùøù B íà ÷øå íà [T |W ]BB = Jn(λ) æà .åñéñá B éäéå V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :8.11 ìéâøú.λ-ì úëééùä Túàø÷ð v1, . . . , vk ∈ V äøãñ .áçøî úú W ⊆ V éäé :8.12 äøãâäíéé÷úî α1, . . . , αk ∈ F ìëì íà (W åìåãåî úéøàðéì íééåìú éúìá =) W î"ìúá (à). k∑

i=1

αivi ∈W ⇒ α1 = · · · = αk = 0.v −∑k
i=1 αivi ∈W -ù êë α1, . . . , αk ∈ F ùé v ∈ V ìëì íà W åìåãåî V úùøå� (á).W åìåãåî V úùøå� íâå W î"ìúá àéä íà W åìåãåî V ìù ñéñá (â)éæà .W ìù ñéñá w1, . . . , wl éäé :8.13 äîì.ì"úá v1, . . . , vk, w1, . . . , wl ⇐⇒ W î"ìúá v1, . . . , vk ∈ V (à).V úùøå� v1, . . . , vk, w1, . . . , wl ⇐⇒ W åìåãåî V úùøå� v1, . . . , vk ∈ V (á).V ìù ñéñá v1, . . . , vk, w1, . . . , wl ⇐⇒ W åìåãåî V ìù ñéñá v1, . . . , vk ∈ V (â).W åìåãåî V ìù ñéñáì äîìùäì úðúéð V -á W î"ìúá äøãñ ìë ,dimV <∞ íà (ã).v /∈W ⇐⇒ W î"ìúá v ∈ V (:ãçà øáéà úá äøãñ) (ä)éë çéðð :"⇐" (à) :äçëåä. k∑

i=1

αivi +
l∑

j=1

βjwj = 0 (8)

49



ìá÷ðå (8)-á úàæ áéöð .α1 = · · · = αk = 0 ïëì .∑k
i=1 αivi = −∑l

j=1 βjwj ∈ W æà.ì"úá w1, . . . , wl-ù ïåéë ,β1 = · · · = βl = 0íéìîá .∑k
i=1 αivi =

∑l
j=1 βjwj -ù êë β1, . . . , βl ∈ F ùé æà .∑k

i=1 αivi ∈ W çéðð :"⇒".α1 = · · · = αk = 0 ,ïåúðä é�ì .∑k
i=1 αivi +

∑l
j=1(−βj)wj = 0 ,úåøçàùé ïëì .v −∑k

i=1 αivi ∈ W -ù êë α1, . . . , αk ∈ F ùé äçðää é�ì .v ∈ V éäé :"⇐" (á).v =
∑k

i=1 αivi +
∑l

j=1(−βj)wj ïàëî .v −∑k
i=1 αivi =

∑l
j=1 βjwj -ù êë β1, . . . , βl ∈ F.v =

∑k
i=1 αivi +

∑l
j=1 βjwj -ù êë α1, . . . , αk, β1, . . . , βl ∈ F ùéù ïåúð .v ∈ V éäé :"⇒".v −∑k

i=1 αivi =
∑l

j=1(−βj)wj ∈W ïàëî.(á) ,(à)-î íéòáåð (ã) ,(â).äøéúñ ,1 6= 0 ,1v ∈W æà .v ∈W éë (äìéìùá) çéðð :"⇐" (ä).α = 0 ïëì .äøéúñ ,v = α−1(αv) ∈W æà α 6= 0 íà .αv ∈W çéðð :"⇒".i ≥ 1 éäéå úéøàðéì ä÷úòä N : V → V éäú :8.14 äîì
{0} = KerN0 ⊆ KerN ⊆ KerN2 ⊆ · · · (à).N(v) ∈ KerN i−1 ⇐⇒ v ∈ KerN i (á).KerN i−1 î"ìúá N(v1), . . . , N(vk) æà KerN i î"ìúá v1, . . . , vk ∈ V íà (â):äçëåä.øåøá (à).N i−1

(
N(v)

)
= 0 ⇐⇒ N i(v) = 0 (á)íéé÷úî (á) é�ì .N(

∑
j αjvj) ∈ KerN i−1 æà .∑j αjN(vj) ∈ KerN i−1 çéðð (â).α1 = · · · = αk = 0 ïëì .∑j αjvj ∈ KerN ié�ì .äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mT = (X − λ1)

r1 · · · (X − λs)
rs çéðð :8.15 äéðáïîñð .1 ≤ k ≤ s éäé .V = ⊕s

k=1 Ker(T − λk1V )rk ,(7.13 è�ùî) éøîéø�ä ÷åøé�ä è�ùî,øîåìë ,úåøãñ øåùøù ïîñî ∨ ïìäì) íéáìù r-á Wk = KerNr-ì ñéñá àöîð .r = rk-å N = T − λk1V:((a1, . . . , aν) ∨ (b1, . . . , bµ) = (a1, . . . , aν , b1, . . . , bµ).KerNr−1 åìåãåî KerNr ìù Br ñéñá àöî .1-ì äúåà íìùä .KerNr−2 î"ìúá N(Br) ⊆ KerNr−1 æà .2.KerNr−2 åìåãåî KerNr−1 ìù Br−1 ∨N(Br) ñéñá-ì äúåà íìùä .KerNr−3 î"ìúá N(Br−1) ∨N2(Br) ⊆ KerNr−2 æà .3.KerNr−3 åìåãåî KerNr−2 ìù Br−2 ∨N(Br−1) ∨N2(Br) ñéñá
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. . . . .-ì äúåà íìùä .KerN1 î"ìúá N(B3) ∨ · · · ∨Nr−3(Br−1) ∨Nr−2(Br) ⊆ KerN2 æà .r − 1.KerN1 åìåãåî KerN2 ìù B2 ∨N(B3) ∨ · · · ∨Nr−3(Br−1) ∨Nr−2(Br) ñéñá-ì äúåà íìùä .KerN0 = {0} î"ìúáN(B2)∨ · · · ∨Nr−2(Br−1)∨Nr−1(Br) ⊆ KerN æà .r.KerN0 åìåãåî KerN ìù B1 ∨N(B2) ∨ · · · ∨Nr−2(Br−1) ∨Nr−1(Br) ñéñá.(íéãçà íé-j øåáò Bj = ∅ ïëúé),∅ íò ãçé) äðåøçàä äøãñä ,ïëà .8.13 äîì é�ì ,Wk = KerNr ìù B ñéñá àåä ì"ðä úåøãñä ìë óåøéöäðåøçàä íò ãçé äðåøçàä éð�ìä äöåá÷ä ïëì .KerN ìù ñéñá àéä (åéãòìá íâ ïëìå KerN0 = {0} ìù ñéñá.äàìä ïëå .KerN2 ìù ñéñá àéä:(úåøãñ ìù øåùøù íéðîñî ∨-å ∨ ïìäì äàååùîáå äøãñ àéä Bj ìë) àáä øãñá äæ ñéñá øãñð
B =

∨

v∈Br

(
v,N(v), . . . , Nr−1(v)

)
∨

∨

v∈Br−1

(
v,N(v), . . . , Nr−2(v)

)
∨ · · ·

· · · ∨
∨

v∈B2

(
v,N(v)

)
∨
∨

v∈B1

(
v
)íéé÷úî .úîéé÷ [N |Wk

]BB ïëì .{0} 6= Vλk
⊆Wk éë ,Wk 6= 0-ù áì íéùð

[N |Wk
]BB = Diag

(
|Br|︷ ︸︸ ︷

Jr(0), . . . , Jr(0),

|Br−1|︷ ︸︸ ︷
Jr−1(0), . . . , Jr−1(0) , . . . ,

|B1|︷ ︸︸ ︷
J1(0), . . . , J1(0)

) ïàëî
[T |Wk

]BB = [N |Wk
+ λk1V |Wk

]BB = [N |Wk
]BB + λkI =

= Diag
(

|Br|︷ ︸︸ ︷
Jr(λk), . . . , Jr(λk),

|Br−1|︷ ︸︸ ︷
Jr−1(λk), . . . , Jr−1(λk), . . . ,

|B1|︷ ︸︸ ︷
J1(λk) , . . . , J1(λk)

).ïãøå'æ úöéøèî àéä ,1 ≤ k ≤ s ìëì ,B åîë íéñéñá óåøéö àåäù ñéñá é�ì T ìù äöéøèîä ïëì.8.15 äéðáá çëåä ïãøå'æ úöéøèî J := [T ]BB-ù êë B ñéñá íåé÷ :8.2 è�ùî úçëåä
T -á ÷ø éåìú J -á Jk(λ) ïãøå'æ éùåâ ø�ñî ,8.9 äð÷ñî é�ì .ïãøå'æ úöéøèî J := [T ]BB-ù êë ñéñá B éäé :úåãéçé.B-á àì ,λ-áå,r1, . . . , rs ñ÷ãðéàî íäå λ1, . . . , λs-ì íéëééù J éëøòî (â)8.8 äð÷ñî é�ì ,mT = mJ -ù ïåéë ,óåñáì.øãñä éãë ãò ,äîàúäá
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.T -á λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä àåä λ-ì íéëééùä J -á ïãøå'æ éùåâ ø�ñî æà .T ìù ïãøå'æ úøåö J éäú :8.16 ìéâøúäæ íéðåù çøëäá àì λ1, . . . , λs øùàá) J = Diag(Jn1(λ1), . . . , Jns
(λs)) ∈ Mn(F ) çéðð :äçëåäàåä T -á λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä æà .(äæî

dim Ker(T − λ1V ) = dimKer(J − λI) = n− rank(J − λI) =

s∑

i=1

ni −
s∑

i=1

rankJni
(λi − λ) =

s∑

i=1

(
ni − rankJni

(λi − λ)
).äàöåúä ïàëî .ni − rankJni

(λi − λ) =

{
1 λ = λi

0 úøçà ,k = 1 øåáò ,(à)8.7 äð÷ñî é�ìå
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(ïåñáå÷òé úøåö) úéìðåéöøä äøåöä .9.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî úé�åñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá.d äìòîî ï÷åúî q = a0 + a1X + · · · + ad−1X
d−1 +Xd ∈ F [X] éäé :9.1 äøãâääàáä äöéøèîä àéä q-ì úé�åì�ðä äöéøèîä (à).C1(q) =




0 0 0 · · · 0 −a0

1 0 0 · · · 0 −a1

0 1 0

· · . . . . . . ·
...

1 0 −ad−2

0 0 0 · · · 1 −ad−1




∈ Md(F ).C1(X − λ) = (λ) ∈ M1(F ) ,èø�á
q-ì êééùä r êøåàî ïåñáå÷òé ùåâ àø÷éú rd× rd øãñî äàáä äöéøèîä .r ∈ N éäé (á)




0 · · · 0 −a0

1
. . . ... ... 0. . . 0

...
0 · · · 1 −ad−1

1 0 · · · 0 −a0

1
. . . ... .... . . 0

...
0 · · · 1 −ad−1

1 . . .
1 0 · · · 0 −a0

1
. . . ... ...

0
. . . 0

...
0 · · · 1 −ad−1


:êë íéùåâ úöéøèîë äúåà áåúëì øù�à .Cr(q) ïîåñú àéä,Cr(q) =




C1(q) 0 · · · 0 0

M C1(q)
. . . .... . . . . . 0 0

0 · · · M C1(q) 0

0 0 · · · M C1(q)




∈ Mdr(F )
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øùàá.M =




0 0 · · · 0 1

0 0
. . . .... . . . . . 0 0

0 · · · 0 0 0

0 0 · · · 0 0




∈ Md(F ).(8.1 äøãâä) r øãñî ïãøå'æ ùåâ ,Jr(λ) àéä Cr(X − λ)-ù áì íéù:ïåñáå÷òé úöéøèî øéãâð ïãøå'æ úöéøèîì äîåãáúàø÷ð ,n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 1 øùàá ,C(q) =



Cn1(q) 0

. . .

0 Cnt
(q)


 äøåöäî äöéøèî (â).êøòîä ìù ñ÷ãðéàä àø÷ð n1 ø�ñîä .q-ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî

q1, . . . , qs ∈ F [X] øùàá , C =



C(q1) 0

. . .

0 C(qs)


 äøåöäî äöéøèî àéä ïåñáå÷òé úöéøèî (ã).qi-ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî àéä C(qi) äöéøèîä 1 ≤ i ≤ s ìëìå äæî äæ íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà:àåä ,êùîäá çéëåð åúåà ,÷ø�ä ìù éæëøîä è�ùîäúàø÷ð åæ äöéøèî) .äìù íéëøòîä øãñ éãë ãò ,äãéçé àéä .ïåñáå÷òé úöéøèî [T ]BB -ù êë B ñéñá ùé V -ì :9.2 è�ùîêøòîä øùàë ,ïåñáå÷òé éëøòî s ùé åæ äöéøèîá æà ,mT = qr1

1 · · · qrs
s íà (.T ìù úéìðåéöø äøåö åà ïåñáå÷òé úøåö.(øãñä éãë ãò) ri ñ÷ãðéàî qi ì êééù é-i-ä:úéãééî úòáåð åðîîåæ äöéøèî) .äìù íéëøòîä øãñ éãë ãò ,äãéçé A-ì äîåã ïåñáå÷òé úöéøèî úîéé÷ æà .A ∈ Mn(F ) éäú :9.3 äð÷ñîøùàë ,ïåñáå÷òé éëøòî s ùé åæ äöéøèîá æà ,mA = qr1

1 · · · qrs
s íà (.A ìù úéìðåéöø äøåö åà ïåñáå÷òé úøåö úàø÷ð.(øãñä éãë ãò) ri ñ÷ãðéàî qi ì êééù é-i-ä êøòîä.qr = mC = fC æà .C = Cr(q) ∈ Mdr(F ) éäúå d äìòîî ï÷åúî q ∈ F [X] éäé :9.4 ìéâøú,äøãâää é�ì .r = 1 éë çéðð äìéçú :äçëåä.fC = det(XId − C) = det




X 0 0 · · · 0 a0

−1 X 0 · · · 0 a1

0 −1 X

· · . . . . . . ·
...

−1 X ad−2

0 0 0 · · · −1 X + ad−1



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äøåùì íéîò�-X äðåøçàä éð�ìù äøåùä úà óéñåð ë"çà ,úîãå÷ä äøåùì íéîò�-X äðåøçàä äøåùä úà óéñåðæà .äðåùàøì íéîò�-X äéðùä äøåùä úà óéñåðù ãò ,äàìä ïëå ,úîãå÷ä.fC = det




0 0 0 · · · 0 q(X)
−1 0 0 · · · 0 Xd−1 + ad−1X

d−2 + · · · + a1

0 −1 0

· · . . . . . . ·
...

−1 0 X2 + ad−1X + ad−2

0 0 0 · · · −1 X + ad−1


ïúåð äðåùàøä äøåùä é�ì çåúé�.fC = (−1)d+1q(X) det(−Id−1) = (−1)d+1q(X)(−1)d−1 = q(X).6.19 ìéâøú é�ì fC = qr ,åäùìë r íà ,úòë.degmC = deg fC éë çéëåäì éã ,mC |fC -å íéð÷åúî mC , fC -ù ïåéë .mC = fC éë çéëåäì øúåð.øúåé éììë úö÷ ,àáä ìéâøúäî òáåð äæ.íäéúçúî íéñ�àå éùàøä ïåñëìàì úçúîù ïåùàøä ïåñëìàá ñ�àî íéðåù íéáéëø úìòá A ∈ Mn(F ) éäú :9.5 ìéâøú.degmA = n æà.0 ≤ k ≤ n− 1 éäé :äçëåä

A0
e1 = e1 :k = 0 øåáò ,ïëà .åéúçúî íéñ�àå k + 1 äøåùá ñ�àî äðåù áéëø ùé Ak

e1 äãåîòì :1 äðòèíéé÷úîù êë ak 6= 0 øùàá ,a1, . . . , ak−1, ak ∈ F ùé æà .k − 1 øåáò úåðåëð çéðð .äðòèä úà íéé÷î,Ak−1
e1 = (a1, . . . , ak−1, ak, 0, . . . , 0)t = a1e1 + . . .+ ak−1ek−1 + akekúåðåùàøä úåãåîòä k ïäAe1, . . . , Aek−1, Aek êà .Ak

e1 = a1Ae1+. . .+ak−1Aek−1+akAek ïëìíù ùé äì ,Aek äãåîòì èø� ,k + 1 äøåùá ñ�à íâå ,k + 2, . . . , n úåøåùá íéñ�à ïäì ùé ,ïåúðä ð�ì .A ìù.úù÷åáîä äøåöäî Ak
e1 ïëì .ñ�àî äðåù áéëøáéëø k + 1 äøåùá ùé Ak

e1 äãåîòì ,ïëà .A0
e1, Ae1, . . . , A

k−1
e1 ìù éøàðéì óåøéö åðéàAk

e1 :2 äðòè.0 íù ùé ,íäìù éøàðéì óåøéö ìëì íâ ïëìå ,A0
e1, Ae1, . . . , A

k−1
e1 úåãåîòìù ãåòá ,ñ�àî äðåùøùàá ,mA =

∑d
i=0 aiX

i éäé .degmA ≤ deg fA = n ïëì ,mA|fA ,ïëà .degmA = n :3 äðòè.Ad
e1 =

∑d−1
i=0 −aiA

i
e1 ïàëî .∑d

i=0 aiA
i
e1 = 0 ïëìå ∑d

i=0 aiA
i = mA(A) = 0 æà .ad = 1.degmA = d ≥ n ïëì .d ≤ n− 1 íà ïëúé àì äæ 2 äðòè é�ì
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æà .i ìëì ,ri ñ÷ãðéàî qi -ì êééù Ci øùàá ,äìù íéëøòîä C1, . . . , Cs åéäé .ïåñáå÷òé úöéøèî C éäú :9.6 äð÷ñî.mC = qr1
1 · · · qrs

s.ri = n1 ≥ · · · ≥ nt øùàá Ci = Diag(Cn1(q), . . . , Cnt
(q)) æà .1 ≤ i ≤ s òá÷ð :äçëåäé�ì .mCi

= lcm(mCn1 (q), . . . ,mCnt
(q)) = lcm(qn1 , . . . , qnt) = qri ,9.4 ìéâøúå 6.7 è�ùî é�ì.mC = lcm(mC1 , . . . ,mCs

) = qr1
1 · · · qrs

s ,6.7 è�ùî
v ∈ V ìëì æà .N = q(T ) éäú .d äìòîî ,9.1 äøãâäá åîë q ∈ F [X] éäé äúòî .ïåîéñ :9.7 äøòä.T d(v) = −

d−1∑

i=0

aiT
i(v) +N(v) (1)ïîñð V -á íéøåè÷å ìù A = (v1, . . . , vk) äøãñ øåáòå ṽ =
(
v, T (v), . . . , T d−1(v)

) ïîñð v ∈ V øåáò.Ã =
(
v1, . . . , vk, T (v1), . . . , T (vk) , . . . , T d−1(v1), . . . , T

d−1vk)ïëì .(f = Xi, g = qj øùàá f(T )g(T ) = g(T )f(T ) éë) T iN j = N jT i íéé÷úî i, j ìëì.N(Ã) = Ñ(A)ïîñð .D ìù ïåùàøä øáéàä v éäé .åñéñá D éäéå V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :9.8 ìéâøúæà .B′ =
(
ṽ ∨ Ñ(v) ∨ . . . ∨ Ñr−1(v)

) -å B =

˜︷ ︸︸ ︷
(v,N(v), . . . , Nr−1(v)).v ∈ KerNr -å D = B′ íà ÷øå íà [T |W ]DD = Cr(q) (à).[N |W ]BB = Diag

(
d︷ ︸︸ ︷

Jr(0), . . . , Jr(0)
) -å W ìù ñéñá B íâ æà ,v ∈ KerNr -å W ìù ñéñá B′ íà (á):V -á íéøåè÷å d× r ìù àáä ïáìîá ïðåáúð :äçëåä

v N(v) . . . Nr−1(v)
T (v) T (N(v)) . . . T (Nr−1(v))
T 2(v) T 2(N(v)) . . . T 2(Nr−1(v))

. . .
T d−1(v) T d−1(N(v)) . . . T d−1(Nr−1(v))

(2)äøåù ïáìîä éøáà úà íéç÷åì íà ìá÷úî B åìéàå ,äãåîò éøçà äãåîò ïáìîä éøáà úà íéç÷åì íà ìá÷úî B′ æà.ñéñá B íâ æà ñéñá B′ íàù øåøá ïëì .äøåù éøçà.(1) úøæòá ,äøéùé ä÷éãá (à)é�ì .0-ì úëééùä N ìù r êøåàî ïãøå'æ úøùøù àéä (2) ïáìîá äøåù ìë .T i-øåîù KerNr (á).äðòèä úòáåð 8.11 ìéâøú:ìéâøúä úà ìéìëð
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æà .W ìù ñéñá B′ éäéå V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :9.9 äð÷ñî
[T |W ]B

′

B′ = Diag
(

ℓr︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

ℓr−1︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

ℓ1︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

) (à)-ù êë ℓi êøåàî Ai ⊆ KerN i äøãñ ùé 1 ≤ i ≤ r ìëì íà ÷øå íà.B′ =
∨

v∈Ar

(
ṽ ∨ Ñ(v)∨ . . .∨ Ñr−1(v)

)
∨

∨

v∈Ar−1

(
ṽ ∨ Ñ(v)∨ . . .∨ Ñr−2(v)

)
∨ . . .∨

∨

v∈A1

ṽæà (à)-á åîë B′ íà (á)
B :=

∨

v∈Ar

˜︷ ︸︸ ︷(
v,N(v), . . . , Nr−1(v)

)
∨

∨

v∈Ar−1

˜︷ ︸︸ ︷(
v,N(v), . . . , Nr−2(v)

)
∨ · · · ∨

∨

v∈A1

ṽ:ïãøå'æ êøòî àåä [N |W ]BB -å W ìù ñéñá íâ.[N ]BB = Diag
(

dℓr︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0),

dℓr−1︷ ︸︸ ︷
Jr−1(0), . . . , Jr−1(0) , . . . ,

dℓ1︷ ︸︸ ︷
J1(0), . . . , J1(0)

),qℓ(T ) = 0 ,÷éø� éà q éë çéðð .äøãñ A ⊆ V éäú .V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :9.10 äîì.q(T )(A) ⊆W -å.W î"ìúá Ã ∨ ṽ æà .W î"ìúá Ã ∨ (v)-ù êë v ∈ V éäé (à).W åìåãåî V ìù ñéñá Ã ∨ B̃ -ù êë B ⊆ V ùé ,W î"ìúá Ã íà (á)-ù êë aij ∈ F åéäé .vk = v ïîñðå A = (v1, . . . , vk−1) çéðð (à) :äçëåä. k∑

i=1

d−1∑

j=0

aijT
j(vi) ∈W (3),∑k−1

i=1

∑d−1
j=0 aijT

j(vi) ∈ W æà éë ,j ìëì akj = 0 éë çéëåäì éã êà .i, j ìëì aij = 0 éë çéëåäì åðéìò.i ≤ k − 1 ìëìå j ìëì aij = 0 íâ ,W î"ìúá Ã-ù ïåéë ,ïàëîå.deg fk < d = deg q ,fk 6= 0 æà .fi =
∑d−1

j=0 aijX
j ∈ F [X] éäé 1 ≤ i ≤ k ìëì .äìéìù çéððïàëî .1 = gkq

ℓ + hfk-ù êë gk, hk ∈ F [X] ùé æà .íéøæ fk, q
ℓ íâ ïëìå ,íéøæ fk, q ,÷éø� éà q-ù ïåéë.v = 1V (v) = gk(T )qℓ(T )(v) + hk(T )fk(T )(v) = hk(T )fk(T )(v) (4)
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íéé÷úîù êë gi ∈ F [X]-å a′ij ∈ F ùé 1 ≤ i ≤ k − 1 ìëì úéøàù íò ÷åìéçä é�ì ïë åîë,T -øåîù W -ù ïåéëå ,∑k
i=1 fi(T )(vi) ∈W ,(3) é�ì .hkfi = giq +

∑d−1
j=0 a

′
ijX

j

W ∋ hk(T )
( k∑

i=1

fi(T )(vi)
)

=

k∑

i=1

hk(T )fi(T )(vi) =

k−1∑

i=1

gi(T )q(T )(vi) +
k−1∑

i=1

d−1∑

j=0

a′ijT
j(vi) + hk(T )fk(T )(v)ïëì ,v àåä ïåøçàä øáåçîä ,(4) é�ì ;W êåúá ïéîé óâàá ïåùàøä øáåçîä ,q(T )(Ã) ⊆W -ù ïåéë

k−1∑

i=1

d−1∑

j=0

a′ijT
j(vi) + 1v ∈W.W î"ìúá Ã ∨ (v) äçðäì äøéúñ ,1 6= 0-åúîéé÷îå W î"ìúá ,.à.æ ,úéáøî W î"ìúá Ã ∨ B̃-ù êë B ⊆ V àåöîì êéøö (á), dimV = dimW + |Ã| + |B̃| = dimW + d|A| + d|B|.nA ìò äéö÷åãðéàá äçëåää .|B| = 1

d
(dimV − dimW ) − |A| =: nA ,øîåìë.B = ∅ ç÷éð ,nA = 0 íà

Ã∨ ṽ ,(à) é�ì .W î"ìúá Ã∨ (v)-ù êë v ∈ V ùé ,øîåìë ,úéáøîW î"ìúá äðéà Ã æà ,nA > 0 íàé�ì ïëì ,nA∨(v) = nA − 1 ìáà .(øãñä éãë ãò ,úåäæ úåøãñä éúù) W î"ìúá Ã ∨ (v) ,øîåìë .W î"ìúá.äùéøãä úà úîéé÷î B = B′ ∨ (v) æà .úéáøî W î"ìúá Ã ∨ ṽ ∨ B̃′-ù êë B′ ùé äéö÷åãðéàä úçðä:9.2 è�ùî ìù éèø� äø÷î çéëåð úòë
C äãéçé ïåñáå÷òé úöéøèî ùé æà .d äìòîî ï÷åúî ÷éø� éà íåðéìå� q ∈ F [X] øùàá mT = qr éë çéðð :9.11 è�ùî.q -ì êééùä r ñ÷ãðéà ìòá ïåñáå÷òé êøòî C ,ïë ìò øúé .[T ]B

′

B′ = C -ù êë (ãéçé çøëäá àì) V ìù B′ ñéñá ùé äøåáòñ�àî Xr ïëì Nr = q(T )r = mT (T ) = 0 ,ïëà .mN = Xr-ù äàøð äìéçú .N = q(T ) ïîñð :äçëåääëåîð äìòîî àåäå ,T úà ñ�àî qr′ æà ,r′ < r íà .r′ ≤ r øåáò mN = Xr′ ïëì ,mN |Xr ïàëî .N úà.mN = Xr ïëì .mT ìù úåéøòæîì äøéúñá ,mT ïî øúåé.Ai äæéà øåáò Bi = Ãi-ù êë Bi úà øåçáì øù�àù äàøð êà ,N øåáò 8.15 äéðáá ùîúùð :íåé÷.T -øåîù KerN j ,7.3 ìéâøú é�ì .q(T )(KerN j) = N(KerN j) ⊆ KerN j−1 æà .j ≥ 0 éäé.N j(Ã) = Ñ j(A) æà äøãñ A ⊆ V íà ,9.7 äøòä é�ì
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(ℓ = r, V = KerNr,W = KerNr−1,A = ∅ íò) (á)9.10 äîì é�ìúîéé÷î Br := Ãr-ù êë Ar ⊆ KerNr ùé.KerNr−1 åìåãåî KerNr ìù ñéñá Br ⊆ KerNr .1.N(Br) = Ñ(Ar) æà .(8.15 äéðá êåúî èåèéö) ".KerNr−2 î"ìúá N(Br) ⊆ KerNr−1 æà"ùé (ℓ = r − 1, V = KerNr−1,W = KerNr−2,A = N(Ar) íò) (á)9.10 äîì é�ìúîéé÷î Br−1 := Ãr−1-ù êë Ar−1 ⊆ KerNr−1.KerNr−2 åìåãåî KerNr−1 ìù ñéñá Br−1 ∨N(Br) ⊆ KerNr−1 .2æà .(8.15 äéðá êåúî èåèéö) ".KerNr−3 î"ìúá N(Br−1) ∨ N2(Br) ⊆ KerNr−2 æà".N(Br−1) ∨N2(Br) = ˜N(Ar−1) ∨ Ñ2(Ar)(ℓ = r−2, V = KerNr−2,W = KerNr−3,A = N(Ar−1)∨N2(Ar) íò) (á)9.10 äîì é�ìúîéé÷î Br−2 := Ãr−2-ù êë Ar−2 ⊆ KerNr−2 ùé.KerNr−3 åìåãåî KerNr−2 ìù ñéñá Br−2 ∨N(Br−1) ∨N2(Br) .3.(äéö÷åãðéàá) äàìä ïëå8.15 äéðá é�ì
B :=

∨

v∈Br

(
v,N(v), . . . , Nr−1(v)

)
∨

∨

v∈Br−1

(
v,N(v), . . . , Nr−2(v)

)
∨ · · ·

· · · ∨
∨

v∈B2

(
v,N(v)

)
∨
∨

v∈B1

(
v
):àáä øãñá åúåà øãñð .0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî àéä äæ ñéñá é�ì N ìù äöéøèîäå V = KerNr ìù ñéñá àåä.B′ =

∨

v∈Ar

(
ṽ ∨ Ñ(v)∨ . . .∨ Ñr−1(v)

)
∨

∨

v∈Ar−1

(
ṽ ∨ Ñ(v)∨ . . .∨ Ñr−2(v)

)
∨ . . .∨

∨

v∈A1

ṽ,(à)9.9 äð÷ñî é�ì æà.[T ]B
′

B′ = Diag
(

|Ar|︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

|Ar−1|︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

|A1|︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

)

C ,9.6 äð÷ñî é�ì ïëì ,mC = mT = qr æà .ïåñáå÷òé úöéøèî C := [T ]B
′

B′ -ù êë ñéñá B′ éäé :úåãéçé:q-ì êééùä r ñ÷ãðéàî ïåñáå÷òé êøòî.[T ]B
′

B′ = Diag
(

ℓr︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

ℓr−1︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

ℓ1︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

)
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-ù êë ø¥çà B ñéñá ùé ,9.9 äð÷ñî é�ì.[N ]BB = Diag
(

dℓr︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0),

dℓr−1︷ ︸︸ ︷
Jr−1(0), . . . , Jr−1(0) , . . . ,

dℓ1︷ ︸︸ ︷
J1(0), . . . , J1(0)

)úòá÷ð ,ℓ1, . . . , ℓr äøãñä íâ ïëìå ,dℓ1, . . . , dℓr íéø�ñîä úøãñ (8.9 äð÷ñî) ïãøå'æ úøåö ìù úåãéçéä é�ì.ãéçé ï�åàáéäé :äâöää íåé÷ :9.2 è�ùî úçëåä
mT = qr1

1 · · · qrs
s.i ìëì ri ≥ 1 øùàë ,íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà íéîøåâ ìù úå÷æçì T ìù éøòæîä íåðéìå�ä ìù ÷åøé�ä

mT |Wi
= qri

i -å Wi = Ker qri

i (T ) øùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws ,éøîéø�ä ÷åøé�ä è�ùî é�ì7.6 è�ùî é�ì .qri

i -ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî ,Ci := [T |Wi
]Bi

Bi
-ù êë Bi ñéñáWi ìëì ùé 9.11 è�ùî é�ì .i ìëì.ïåñáå÷òé úöéøèî [T ]BB = Diag(C1, . . . , Cs) ,7.8 è�ùî é�ìå V ìù ñéñá àåä B1, . . . ,Bs ìù B óåøéöäìù úå÷æçì íéëééùä ïåñáå÷òé éëøòî C1, . . . , Ct øùàá ,[T ]BB = Diag(C1, . . . , Ct) íà :äâöää úåãéçé.íéðåù íé÷éø� éà íéîåðéìå� ìù úå÷æç mC1 , . . . ,mCt

,9.6 äð÷ñî é�ì æà ,íéðåù íéð÷åúî íé÷éø� éà íéîåðéìå�é�ì .i ìëì Ci = [T |Wi
]Bi

Bi
-ù êë Wi = Ker qri

i (T ) ìù Bi ñéñá ùéå t = s ,(á)7.14 äð÷ñî é�ì ïëì.äãéçé Ci ,9.11 è�ùîæà .A ∈ Mn(F ) éäú :9.12 ìéâøú.fA = fAt (à).mA = mAt (á).Bt -ì äîåã At æà B -ì äîåã A íà (â).fAt = det(XIn −At) = det
(
(XIn −A)t

)
= det(XIn −A) = fA (à) :äçëåä,ïëà .(g(A))t = g(At) æà ,åäùìë g =
∑m

i=0 ciX
i ∈ F [X] íà (á).(g(A)

)t
=
( m∑

i=0

ciA
i
)t

=

m∑

i=0

ci(A
i)t =

m∑

i=0

ci(A
t)i = g(At).mA = mAt -ù òáåð ïàëî .g(A) = 0 íà ÷øå íà g(At) = 0 ,èø�áäëé�ä P t-ù çéëåäì éã ïëì .P tAt(P−1)t = Bt æà .P−1AP = B-ù êë äëé�ä P ùé äçðää é�ì (â).(P−1)tP t = It

n = In ïëì ,PP−1 = In ,ïëàå .(P t)−1 = (P−1)t-å(.ïåéîãä ñçé ∼-á ïîñð)
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(.äìù ú�ìçåîä äöéøèîì äîåã úéòåáéø äöéøèî ìë) .A ∼ At æà .A ∈ Mn(F ) éäú :9.13 ìéâøúé�ì ,A ∼ C-ù êë C ïåñáå÷òé úöéøèî ùé 9.3 äð÷ñî é�ì ,ïëà .ïåñáå÷òé úöéøèî A éë çéðäì éã :äçëåä.A ∼ At ,úåìé÷ù ñçé àåä úåöéøèî ïåéîãù ïåéë ,æà ,C ∼ Ct íà .At ∼ Ct ,9.12 ìéâøúíà .ïåñáå÷òé éùåâ C1, . . . , Ct øùàá ,A = Diag(C1, . . . , Ct) ,ïëà .ïåñáå÷òé ùåâ A éë çéðäì éãúîéé÷î P := Diag(P1, . . . , Pt) æà ,P−1
i CiPi = Ct

i -ù êë äëé�ä Pi ùé i ìëì.P−1AP = Diag(P−1
1 C1P1, . . . , P

−1
t CtPt) = Diag(Ct

1, . . . , C
t
t ) = Atïåñáå÷òé úøåö B éäú .mAt = qr ,9.12 ìéâøú é�ì .mA = qr ,9.4 ìéâøú é�ì .A = Cr(q) éë ,ïë íà ,çéðð,øãñä åúåàî A,B ìáà .Cr(q) ùåâ ùé B-á ,9.6 äð÷ñî é�ì .mB = qr íâ ïëìå At ∼ B æà ,At ìù.A ∼ At ,øîåìë .A = B ïëì ,A = Cr(q)-å.F ìòî íâ úåîåã ïä æà .F ′ ìòî úåîåã A,B ∈ Mn(F ) äðééäú .úåãù éðù F ⊆ F ′ åéäé :9.14 ìéâøú
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.úéîéð� äì�ëî éáçøî .10.F = C åà F = R äéäé äæ ÷ø�áéãé ìò íéøãâåîä |z| åìù èìçåîä êøòäå z åìù ãåîöä íéé÷ z ∈ C ìëìù øåëæð
x, y ∈ R , |x+ iy| =

√
x2 + y2 , x+ iy = x− iy :úåéñéñáä úåðåëúä;z1 ± z2 = z1 ± z2 (à);z1z2 = z1z2 (á).zz = |z|2 (â);z ìù éùîîä ÷ìçä Re(z) = z+z

2 (ã);z = z íà ÷øå íà éùîî z (ä);|z| = 0 íà ÷øå íà z = 0 (å).z = z (æ)âåæ ìëì äîéàúîù V × V → F ä÷úòä àéä V ìò úéîéð� äì�ëî .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :10.1 äøãâä
α ∈ F ìëìå u, v, v′ ∈ V ìëì íéé÷úîù êë 〈u, v〉 ∈ F øì÷ñ V -á íéøåè÷å ìù (u, v).〈u, v + v′〉 = 〈u, v〉 + 〈u, v′〉 (1).〈u, αv〉 = α〈u, v〉 (2).〈v, u〉 = 〈u, v〉 (3)(.〈v, v〉 ∈ R ,(3) é�ì :áì íéù) .0 6= v ∈ V ìëì 〈v, v〉 > 0 (4),øîåìë ,〈u, v〉st = utv øéãâðå ,V = Fn :úéøì÷ñ íâ úàø÷ð ,úéèøãðèñä äì�ëîä (à) :10.2 äîâåã

〈




a1

a2...
, an


 ,




b1
b2...
, bn


〉st = (a1, a2, . . . , an)




b1
b2...
bn


 = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn =

n∑

i=1

aibiæà .ñ�à íìåë àì a1, a2, . . . , an ∈ F çéðð :úîéé÷úî äøãâäá (4) äðåëúäù ÷åãáð
〈




a1

a2...
, an


 ,




a1

a2...
, an


〉st =

n∑

i=1

aiai =
n∑

i=1

|ai|2 > 0.ai 6= 0 íà |ai|2 > 0-å |ai|2 ≥ 0 éë
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.〈( a1

a2

)
,

(
b1
b2

)
〉 = 2a1b1 + a1b2 + a2b1 + a2b2 ,V = F 2 (á):äøãâäá (4) äðåëúä úà ÷åãáð

〈
(
a1

a2

)
,

(
a1

a2

)
〉 = 2a1a1 + a1a2 + a2a1 + a2a2 = (a1 + a2)(a1 + a2) + a1a1

= |a1 + a2|2 + |a1|2 > 0.a1 6= 0 åà a2 6= 0 øùàë ,øîåìë ,a1 + a2 6= 0 åà a2 6= 0 øùàë:10.3 äîì;〈u+ u′, v〉 = 〈u, v〉 + 〈u′, v〉 (1);〈αu, v〉 = α〈u, v〉 (2).〈0, v〉 = 〈u, 0〉 = 0 (3):10.4 äøãâä.v ìù (êøåàä) äîøåðä àø÷ð ||v|| =
√
〈v, v〉 (1).〈v, u〉 = 0-ì ìå÷ù äæ .〈u, v〉 = 0 íà − u⊥v áåúëð − v-ì áö�ð u (2).i 6= j ìëì ui⊥uj íà úéìðåâåúøåà úàø÷ð u1, u2, . . . , un ∈ V äøãñ (3),úåøçà íéìîá .i ìëì ||ui|| = 1-å úéìðåâåúøåà àéä íà úéìîøåðåúøåà úàø÷ð u1, u2, . . . , un ∈ V äøãñ (4)

.〈ui, uj〉 = δij =

{
1 i = j
0 i 6= j.úéèøãðèñä äì�ëîì ñçéá éìîøåðåúøåà åðéä Fn ìù e1, e2, . . . , en éèøãðèñä ñéñáä :10.5 äîâåãæà A = (a1, a2) íà .úéùàøäî íéöçë V éøáà úà äàøð .úéèøãðèñä äì�ëîä íò V = R2 éäé :10.6 äøòä.B = (b1, b2) íâ éäú ,ïë åîë . ~OA ìù äîøåðä ,øîåìë ,√a2

1 + a2
2 àåä ~OA ìù åëøåà ñøåâúé� è�ùî é�ì,øîåìë ,AB2 = OA2 + OB2 íà ÷øå íà äæì äæ íéëðåàî ~OA, ~OB ,ñøåâúé� è�ùî é�ì áåù ,æà,øîåìë ,a1b1 + a2b2 = 0-ì ìå÷ù äæ .(b1 − a1)

2 + (b2 − a2)
2 =

(
a2
1 + a2

2

)
+
(
b21 + b22

).〈 ~OA, ~OB〉st = 0åðì íéøëåîä úåáöéðäå êøåàä íä úéèøãðèñä äì�ëîì ñçéá V = R3-á úåáöéðäå êøåàä äîåã ï�åàá.äéøèîåàéâîåéäé .V úéîéð� äì�ëî áçøîá úéìðåâåúøåà äøãñ u1, u2, . . . , un éäú :(ïåé�éàä úîì) 10.7 äîì
.u = a1u1 + · · · + anun, v = b1u1 + · · · + bnun ∈ V.ai = 〈ui, u〉 æà ,i ìëì ||ui|| = 1 íà ,èø�áå .ai = 〈ui,u〉

||ui||2 æà ,ui 6= 0 íà ,èø�á .ai||ui||2 = 〈ui, u〉 (à)
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.〈u, v〉 =
∑n

i=1 aibi æà ,i ìëì ||ui|| = 1 íà ,èø�á .〈u, v〉 =
∑n

i=1 aibi||ui||2 (á).||u||2 =
∑n

i=1 |ai|2 æà ,i ìëì ||ui|| = 1 íà ,èø�á .||u||2 =
∑n

i=1 |ai|2||ui||2 (â).〈ui, u〉 = a1〈ui, u1〉 + a2〈ui, u2〉 + · · · + an〈ui, un〉 = ai〈ui, ui〉 = ai||ui||2 (à) :äçëåä.〈u, v〉 =
∑n

i=1

∑n
j=1 aibj〈ui, uj〉 =

∑n
i=1 aibi||ui||2 (á).íãå÷ä ÷ìçá v = u áöä (â)

〈u, v〉 = 〈[u]B, [v]B〉st æà .u, v ∈ V åéäé .V úéîéð� äì�ëî áçøî ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :10.8 äð÷ñî.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá äðéä ñ�àî íéðåù äéøáàù u1, u2, . . . , un úéìðåâåúøåà äøãñ :10.9 è�ùî.i ìëì ,ai = 〈ui,0〉
||ui||2 = 0

||ui||2 = 0 äîìä é�ì .a1u1 + a2u2 + · · · + anun = 0 çéðð :äçëåä:(éìðåâåúøåà ñéñá úàéöîì Gram-Schmidt êéìäú) 10.10 äéðá:íéé÷úîù êë V -á u1, u2, . . . , un úéìðåâåúøåà äøãñ àöîð .V -á v1, v2, . . . , vn äøãñ äðåúð.1 ≤ k ≤ n ìëì ,Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk) (1k).1 ≤ k ≤ n ìëì ,vk ∈ Sp(v1, v2, . . . , vk−1) íà ÷øå íà uk = 0 (2k)èø�á.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá v1, v2, . . . , vn íà ÷øå íà ñ�àî íéðåù u1, u2, . . . , un (3).V ìù ñéñá u1, u2, . . . , un æà V ìù ñéñá v1, v2, . . . , vn íà (4).(1)-î òáåð (4)-å (2)-î òáåð (3)-ù áì íéùð äìéçú :äéðáäïëå ,(2k) ,(1k) íéàðú åîéé÷úéù êë äøãñä úà k ìò äéö÷åãðéàá äðáð.úéìðåâåúøåà u1, u2, . . . , uk (0k).u1 = v1 = 0 ⇐⇒ v1 ∈ Sp(∅) :(21) ;íéøåøá (11) ,(01) æà .u1 = v1 øéãâð k = 1 øåáòøéãâð .(2k) ,(1k) ,(0k) úà íéîéé÷îù u1, u2, . . . , uk åðéðá øáëù äéö÷åãðéàá çéðð
(∗) uk+1 = vk+1 − (c1u1 + c2u2 + · · · + ckuk).1 ≤ i ≤ k ìëì ci =

{ 〈ui,vk+1〉
||ui||2 ui 6= 0

0 ui = 0
øùàá.1 ≤ i ≤ k ìëì ci||ui||2 = 〈ui, vk+1〉 æà:(2k+1) ,(1k+1) ,(0k+1) úà çéëåðïëàå .1 ≤ i ≤ k ìëì 〈ui, uk+1〉 = 0 çéëåäì éã :úéìðåâåúøåà u1, u2, . . . , uk, uk+1 (0k+1)

.〈ui, uk+1〉 = 〈ui, vk+1〉 −
k∑

j=1

cj〈ui, uj〉 = 〈ui, vk+1〉 − ci||ui||2 = 0
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:(1k) é�ìå (∗) é�ì (1k+1)
.Sp(u1, u2, . . . , uk, uk+1) = Sp(u1, u2, . . . , uk, vk+1) = Sp(v1, v2, . . . , vk, vk+1)

(∗) é�ì æà uk+1 = 0 íà (2k+1)
vk+1 = c1u1 + c2u2 + · · · + ckuk ∈ Sp(u1, u2, . . . , uk) = Sp(v1, v2, . . . , vk)øåáò vk+1 =

∑k
i=1 aiui æà vk+1 ∈ Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk) íà ,ê�éäì

uk+1 = 0 ,(∗) é�ì .ui 6= 0 íà ai = ci ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì .a1, a2, . . . , ak ∈ F äæéàäì�ëîä é�ì v1 = (0, 3, 4), v2 = (1, 2, 1), v3 = (0, 0, 2) ìò R3-á èãéîùÎíøâ êéìäú äùòð :10.11 äîâåã.úéèøãðèñä,||u1||2 = 02 + 32 + 42 = 25 ,u1 = v1 = (0, 3, 4) (à),〈u1, v2〉st = 0 · 1 + 3 · 2 + 4 · 1 = 10 (á),u2 = (1, 2, 1) − 10
25 (0, 3, 4) = (1, 2, 1) − (0, 6

5 ,
8
5 ) = (1, 4

5 ,
−3
5 ) = 1

5 (5, 4,−3).||u2||2 = 25
25 + 16

25 + 9
25 = 2.〈u1, v3〉st = 0 · 0 + 3 · 0 + 4 · 2 = 8 ,〈u2, v3〉st = 1 · 0 + 4

5 · 0 + −3
5 · 2 = −6

5 (â).u3 = (0, 0, 2) − 8
25 (0, 3, 4) − − 6

5

2 (1, 4
5 ,

−3
5 ) = 1

25 (15,−12, 9).éìîøåðåúøåà ñéñá åì ùé æà .úé�åñ øöåð úéîéð� äì�ëî áçøî V éäé :10.12 äð÷ñî÷åãáì ì÷ .u1, u2, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñá åì ùé íãå÷ä è�ùîä é�ì .v1, v2, . . . , vn ñéñá ùé V -ì :äçëåä.úéìîøåðåúøåà äøãñ 1
||u1||u1,

1
||u2||u2, . . . ,

1
||un||un éëïîñð .(∗) äçñåðá ïðåáúð .èãéîùÎíøâ êéìäú ìù úéøèîåàéâä úåòîùîä :10.13 äøòä

.u = c1u1 + c2u2 + · · · + ckuk , U = Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk).(êùîäá 10.19 ìéâøú äàø) U -á íéøåè÷åä ìëì áöéð uk+1-å ,u ∈ U ,vk+1 = uk+1 + u æàæà .úéùàøä êøã øùé åà øåùéî àåä U -å V = R3 éë çéðð,U ìò vk+1 ìù ìèéää àåä u (à)ïéá ÷çøîä àåä ||uk+1|| åëøåà èø�á .vk+1 ìù äö÷ä ìà U -ì áöéð ,U -á äãå÷ð éäùåæéàî õçä àåä uk+1 (á).vk+1 ìù äö÷ä úãå÷ðì U
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U = Sp((0, 3, 4), (1, 2, 1)) øåùéîäî (0, 0, 2) äãå÷ðä ìù ÷çøî úà àöî :10.14 ìéâøúåðàöî .v1 = (0, 3, 4), v2 = (1, 2, 1), v3 = (0, 0, 2) ìò èãéîùÎíøâ êéìäú åðéùò 10.11 äîâåãá :ïåøú�ù÷åáîä ÷çøîä .||u3||2 = 1
252 (225 + 144 + 81) = 1

252 (450) = 18
25 ïëì .u3 = 1

25 (15,−12, 9)-ù.||u3|| =
√

18
25 = 3

5

√
2 àåäæà ,úéìðåâåúøåà äøãñ v1, . . . , vr -å v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn ìò èãéîùÎíøâ êéìäú íéòöáî íà :10.15 ìéâøú.u1 = v1, u2 = v2, . . . , ur = vr.u1 = v1 ãéîú ,äéðáä é�ì :äéö÷åãðéàá :äçëåä

, uk+1 = vk+1−(c1u1+c2u2+· · ·+ckuk) æà .1 ≤ k < r øùàá ,u1 = v1, . . . , uk = vk çéðð.uk+1 = vk+1 ïëì .ci =

{ 〈vi,vk+1〉
||vi||2 = 0 ui 6= 0

0 ui = 0
øùàáæà .ñ�àî íéðåù äéøáéàù ,úéìðåâåúøåà äøãñ v1, . . . , vr éäú .úé�åñ øöåð úéîéð� äì�ëî áçøî V éäé :10.16 äð÷ñî.V ìù éìðåâåúøåà ñéñáì äîéìùäì øù�à.V ìù v1, . . . , vr, . . . , vn ñéñáì äîéìùäì ïúéð ïëì .úéøàðéì äéåìú éúìá v1, . . . , vr ,10.9 è�ùî é�ì :äçëåä.u1 = v1, . . . , ur = vr ,10.15 ìéâøú é�ì .u1, . . . , ur, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñá ïúé åéìò èãéîùÎíøâ êéìäúæà .V -á íéøåè÷å éðù v1, v2 åéäéå úéîéð� äì�ëî áçøî V éäé :(Cauchy-Schwarz ïåéååù éà) 10.17 è�ùî.úéøàðéì íééåìú v1, v2 íà ÷øå íà ïåéååù ïàë ùéå |〈v1, v2〉| ≤ ||v1|| · ||v2|| íéé÷úî.v1 6= 0 çéðð ïëì .úéøàðéì íééåìú v1, v2-å ïåéååù ùé ,v1 = 0 íà :äçëåäøùàá ,u2 = v2 − c1u1 ,u1 = v1 äá ,u1, u2 úéìðåâåúøåà äøãñ ïúåð v1, v2 ìò èãéîù-íøâ êéìäú,(â)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì .v2 = c1u1 + u2 ìá÷ðå éðù óâàì c1u1 øéáòð .c1 = 〈u1,v2〉

||u1||2

||v2||2 = |c1|2 · ||u1||2 + 1 · ||u2||2 =
|〈v1, v2〉|2
||u1||2

+ ||u2||2 ≥ |〈v1, v2〉|2
||u1||2,v2 ∈ Sp(v1) ,(èãéîù-íøâ êéìäú ìù íéàðúä é�ì) øîåìë ,u2 = 0 ,øîåìë ,||u2|| = 0 íà ÷øå íà ïåéååù ùéå.ù÷åáî úà ìá÷ì éãë ||u1||2-á ïåéååù éàä úà ìé�ëð .úéøàðéì íééåìú v1, v2 ,øîåìë.||v1+v2|| ≤ ||v1||+||v2|| æà .v1, v2 ∈ V åéäéå úéîéð� äì�ëî áçøîV éäé :(ùìåùîä ïåéååù éà) 10.18è�ùî:(||v1 + v2||)2 ≤ (||v1|| + ||v2||)2 çéëåäì éãë õøååù-éùå÷ ïåéååù éàá ùîúùð :äçëåä

(||v1 + v2||)2 = 〈v1 + v2, v1 + v2〉 = 〈v1, v1〉 + 〈v1, v2〉 + 〈v2, v1〉 + 〈v2, v2〉 =

||v1||2 + 〈v1, v2〉 + 〈v1, v2〉 + ||v2||2 = ||v1||2 + 2Re(〈v1, v2〉) + ||v2||2 ≤

||v1||2 + 2|〈v1, v2〉| + ||v2||2 ≤ ||v1||2 + 2||v1|| · ||v2|| + ||v2||2 = (||v1|| + ||v2||)2
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.Sp(u1, . . . , uk)-á u ìëì áöéð àåä æà u1, . . . , uk -ì áöéð v íà :10.19 ìéâøúàåä (éìðåâåúøåàä) áöéðä íéìùîä .åìù áçøî úú U éäéå úéîéð� äì�ëî áçøî V éäé :10.20 äøãâä
.U⊥ = {v ∈ V | u ∈ U ìëì 〈u, v〉 = 0};V ìù áçøî úú àåä U⊥ (à) :10.21 äîì.U ∩ U⊥ = {0} (á),u ∈ U ìëì ,æà .α ∈ F éäéå v, v′ ∈ U⊥ åéäé (à) :äçëåä

〈u, v + v′〉 = 〈u, v〉 + 〈u, v′〉 = 0 + 0 = 0 .v + v′ ∈ U⊥ ïëìå.αv ∈ U⊥ ïëìå 〈u, αv〉 = α〈u, v〉 = α0 = 0 ïë åîë.0 ∈ U⊥ïëì ,u ∈ U ìëì 〈u, 0〉 = 0 ,óåñáì.u = 0 ïëìå ,||u||2 = 〈u, u〉 = 0 æà .u ∈ U ∩ U⊥ éäé (á):úé�åñ øöåð áçøîá áöéðä íéìùîä úàéöîïúé èãéîùÎíøâ êéìäú .V ìù v1, . . . , vr, . . . , vn ñéñáì åúåà íéìùð .U ìù ñéñá v1, . . . , vr éäé:æàå .U = Sp(v1, . . . , vr) = Sp(u1, . . . , ur)-ù êë u1, . . . , ur, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñáìéòì íéðåîéñá æà .úé�åñ øöåð úéîéð� äì�ëî áçøî V éäé :10.22 è�ùî.dimU⊥ = dimV − dimU èø�á ,U⊥ = Sp(ur+1, . . . , un) (à).U ⊕ U⊥ = V ïëìå ,U + U⊥ = V (á).r + 1 ≤ k ≤ n ìëì uk ∈ U⊥-ù çéëåäì éã êë íùì .U⊥ ⊇ Sp(ur+1, . . . , un) äàøð äìéçú (à) :äçëåäïàëî .u = a1u1 + · · · + arur-ù êë a1, . . . , ar ∈ F ùé æà .u ∈ U éäé
, 〈uk, u〉 = a1〈uk, u1〉 + · · · + ar〈uk, ur〉 = 0 .uk ∈ U⊥ ïëìéäé .v = a1u1 + · · · + anun-ù êë a1, . . . , an ∈ F ùé ïëìå v ∈ V æà .v ∈ U⊥ éäé ,ê�éäì

v = ar+1ur+1 + · · · + anun ∈ ïàëî .ai = 0 ,10.7 ïåé�éàä úîì é�ì ,ïëìå v⊥ui æà .1 ≤ i ≤ r.Sp(ur+1, . . . , un).U + U⊥ = Sp(u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un) = V ,(à) é�ì (á).(U⊥)⊥ = U æà úé�åñ øöåð V íà :10.23 äð÷ñî
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úéîéð� äì�ëî éáçøîá úå÷úòä .11
T : V → V éäú .F ìòî é�åñ ãîéî ìòá úéîéð� äì�ëî áçøî àåä V -å ,F = C åà F = R éäé äæ ÷ø�á.úéøàðéì ä÷úòäíéé÷îù ãéçé w = T ∗(v) ∈ V íéé÷ v ∈ V ìëì :11.1 è�ùî

.u ∈ V ìëì 〈T (u), v〉 = 〈u,w〉 = 〈u, T ∗(v)〉 (1).úéøàðéì T ∗: V → V ä÷úòää ,ïë ìò øúé.V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éäé :äçëåäæà ,(1) íéé÷î w íà .w =
∑n

i=1〈ui, w〉ui ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì .v, w ∈ V éäé :w úåãéçé
w =

n∑

i=1

〈T (ui), v〉ui (2).úåãéçéä ïàëîåúîì é�ì ïëì .i ìëì 〈ui, w〉 = 〈T (ui), v〉 ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì .(2) éãé ìò w øéãâð :w íåé÷,(á)10.7 ïåé�éàä
〈u,w〉 =

n∑

i=1

〈ui, u〉〈ui, w〉 =
n∑

i=1

〈ui, u〉〈T (ui), v〉ïàëî .T (u) =
∑n

i=1〈ui, u〉T (ui) ïëì ,u =
∑n

i=1〈ui, u〉ui ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì ,éðù ãöî êà
〈T (u), v〉 =

n∑

i=1

〈ui, u〉〈T (ui), v〉 .íéé÷úî (1) ïëì
u ∈ V ìëì æà .a ∈ F éäé :úéøàðéì T ∗

〈T (u), av〉 = a〈T (u), v〉 = a〈u, T ∗(v)〉 = 〈u, aT ∗(v)〉.T ∗(av) = aT ∗(v) ïàëîåæà .v1, v2 ∈ V åéäé
〈T (u), v1+v2〉 = 〈T (u), v1〉+〈T (u), v2〉 = 〈u, T ∗(v1)〉+〈u, T ∗(v2)〉 = 〈u, T ∗(v1)+T

∗(v2)〉.T ∗(v1 + v2) = T ∗(v1) + T ∗(v2) ïàëîå
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.T ìù äãåîöä ä÷úòää úàø÷ð T ∗ (à) :11.2 äøãâäéãé ìò úøãâåî A∗ ∈ Mn(F ) äì äãåîöä äöéøèîä æà ,A ∈ Mn(F ) íà (á)
1,≤ i, j ≤ n ìëì (A∗)ij = (A)ji.A∗ = At æà ,F = R íà (.A∗ = At ,øîåìë).([T ]BB íå÷îá) [T ]B-á B ñéñá é�ì T ä÷úòä ìù äöéøèîä úà ïîñð êùîäá.[T ∗]B = [T ]∗B æà .V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B = (u1, . . . , un) éäé :11.3 è�ùîïëì .〈uj , T (ui)〉 àåä [T ]B ìù i-ä äãåîòä ìù j-ä áéëøä ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì :äçëåä

([T ]∗B)ij = ([T ]B)ji = 〈uj , T (ui)〉 = 〈T (ui), uj〉 = 〈ui, T
∗(uj)〉 = ([T ∗]B)ijæà .úåéøàðéì úå÷úòä T, S: V → V äðééäúå a ∈ F éäé :11.4 äîì
(T + S)∗ = T ∗ + S∗ (à)

(aT )∗ = aT ∗ (á)
(TS)∗ = S∗T ∗ (â)

(T ∗)∗ = T (ã),[T + S]B = A + B æà .A = [T ]B, B = [S]B äðééäúå V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :äçëåäçéëåäì éã ïëìå ,[TS]B = [T ]B[S]B = AB ,[aT ]B = aA

(A+B)∗ = A∗ +B∗ ('à)
(aA)∗ = aA∗ ('á)

(AB)∗ = B∗A∗ ('â)
(A∗)∗ = A ('ã)('â) ,ìùîì .ì÷ äæå

(
(AB)∗

)
ij

= (AB)ji =
n∑

k=1

(A)jk(B)ki =
n∑

k=1

(A)jk(B)ki =
n∑

k=1

(A)jk (B)ki =

=
n∑

k=1

(B∗)ik(A∗)kj = (B∗A∗)ij .(AB)∗ = B∗A∗ ïëìå i, j ìëì
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u ∈ V ìëì :(ã) ,ìùîì .úåöéøèîä êøã àì ,äøéùé äçëåä íâ úúì øù�à
〈T ∗(u), v〉 = 〈v, T ∗(u)〉 = 〈T (v), u〉 = 〈u, T (v)〉.(T ∗)∗(v) = T (v) äøãâää é�ì ïàëîå.A ∈ Mn(F ) éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :11.5 äøãâä.(A = A∗) T = T ∗ íà äîöòì äãåîö úàø÷ð (A) T.(A∗A = I) T ∗T = 1V íà úéøèéðåà úàø÷ð (A) T.(A∗A = AA∗) T ∗T = TT ∗ íà úéìîøåð úàø÷ð (A) T."äîöòì äãåîö" íå÷îá úéèéîø�ä íâ íéøîåà ,F = C íà."äîöòì äãåîö" íå÷îá úéøèîéñ íâ íéøîåà ,F = R íà."úéøèéðåà" íå÷îá úéìðåâåúøåà íâ íéøîåà ,F = R íàíà ÷øå íà úéìîøåð/úéøèéðåà/äîöòì äãåîö T æà .A = [T ]B éäúå V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :11.6 äð÷ñî.åæë A.T = 0 æà u, v ∈ V ìëì 〈u, T (v)〉 = 0 íà :11.7 ìéâøú.T = 0 ïàëî .T (v) = 0 ïëì ,〈T (v), T (v)〉 = 0 æà .u = T (v) ç÷ð .v ∈ V éäé :äçëåäéëå v ∈ V ìëì 〈v, T (v)〉 = 0 çéðð :11.8 äîìåà ;F = C (à).äîöòì äãåîö T -å F = R (á).T = 0 æà.a ∈ F éäéå u, v ∈ V åéäé :äçëåä

0 = 〈u+ av, T (u+ av)〉 = 〈u, T (u)〉 + ā〈v, T (u)〉 + a〈u, T (v)〉 + āa〈v, T (v)〉 =

= ā〈v, T (u)〉 + a〈u, T (v)〉ìá÷ð ,a = i ë"çàå a = 1 ìéòì áåùéçá áéöð íà .F = C éë çéðð (à)
〈v, T (u)〉 + 〈u, T (v)〉 = 0

−i〈v, T (u)〉 + i〈u, T (v)〉 = 0.T = 0 ,ìéâøúä é�ì .u, v ∈ V ìëì 〈u, T (v)〉 = 0 ïàëîå
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(b ∈ R ìëì b̄ = b-ù ïåéë) æà .T = T ∗-å F = R éë çéðð (á)
〈v, T (u)〉 = 〈v, T ∗(u)〉 = 〈T (v), u〉 = 〈u, T (v)〉é�ì .u, v ∈ V ìëì 〈u, T (v)〉 = 0 ïàëîå ,2〈u, T (v)〉 = 0 ìá÷ð ,a = 1 ìéòì áåùéçá áéöð íà ïëì.T = 0 ,ìéâøúäêà ,T 6= 0 æà .úéùàøä áéáñ 90◦-á áåáéñä T : R2 → R2 éäé :íéöåçð ïëà (á) åà (à) íéàðú :11.9 äîâåã.v ∈ V ìëì 〈v, T (v)〉 = 0.v ∈ V ìëì 〈v, T (v)〉 ∈ R ⇐⇒ T = T ∗ æà .F = C éë çéðð :11.10 è�ùî.éùîî 〈v, T (v)〉 ïëì .〈v, T (v)〉 = 〈v, T ∗(v)〉 = 〈T (v), v〉 = 〈v, T (v)〉 æà .T ∗ = T çéðð :äçëåä

v ∈ V ìëì æà .v ∈ V ìëì 〈v, T (v)〉 ∈ R çéðð ,ê�éäì
〈v, (T−T ∗)(v)〉 = 〈v, T (v)〉−〈v, T ∗(v)〉 = 〈v, T (v)〉−〈T (v), v〉 = 〈v, T (v)〉−〈v, T (v)〉 = 0.T = T ∗ ,øîåìë ,T − T ∗ = 0 äîìä é�ì ïëìå.ïîöòì úåãåîö T ∗T − 1V ,TT ∗ ,T ∗T úå÷úòää :11.11 ìéâøú:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä :11.12 è�ùî.T ∗T = 1V ,øîåìë ,úéøèéðåà T (1). TT ∗ = 1V (2).V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá�ì V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá ìë ä÷éúòî T (3).V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá�ì V ìù íéåñî éìîøåðåúøåà ñéñá ä÷éúòî T (4).u, v ∈ V ìëì 〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉 :øîåìë ,úéîéð� äì�ëî úøîùî T (5).u ∈ V ìëì ||T (u)|| = ||u|| :øîåìë ,äîøåð úøîùî T (6).u, v ∈ V ìëì ||T (u) − T (v)|| = ||u− v|| :øîåìë ,÷çøî úøîùî T (7):äçëåäïàëî .T ∗ = T−1 ïëì (!÷åãá .ìò T ∗-å ò"çç T ) úåëé�ä T ∗, T æà ,T ∗T = 1V íà :(2)⇐ (1).TT ∗ = 1V.(T ∗ ïéáì T ïéá óìçä) ï�åà åúåàá :(1)⇐ (2)
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1 ≤ i, j ≤ n ìëì æà .V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éäé :(3)⇐ (1)
, 〈T (ui), T (uj)〉 = 〈ui, T

∗T (uj)〉 = 〈ui, 1V (uj)〉 = 〈ui, uj〉 = δij.ñéñá óà àéä ,n = dimV -å úåéä :úéøàðéì äéåìú éúìá àéä ïëì .úéìîøåðåúøåà T (u1), . . . , T (un).éìàéáéøè :(4)⇐ (3)åéäé .éìîøåðåúøåà ñéñá T (u1), . . . , T (un) íâå éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éë çéðð :(5)⇐ (4)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì æà .u =
∑n

i=1 aiui, v =
∑n

i=1 biui

〈T (u), T (v)〉 = 〈
n∑

i=1

aiT (ui),
n∑

i=1

biT (ui)〉 =
n∑

i=1

aibi

〈u, v〉 = 〈
n∑

i=1

aiui,
n∑

i=1

biui〉 =
n∑

i=1

aibi.〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉 ,øîåìë.||T (u)|| = ||u|| ïëì ,||T (u)||2 = 〈T (u), T (u)〉 = 〈u, u〉 = ||u||2 :(6)⇐ (5).||T (u) − T (v)|| = ||T (u− v)|| = ||u− v|| :(7)⇐ (6)ïëì .||T (u)|| = ||u|| :(v = 0 íò) äçðää é�ì .u ∈ V éäé :(1)⇐ (7)
〈u, T ∗T (u)〉 = 〈T (u), T (u)〉 = ||T (u)||2 = ||u||2 = 〈u, u〉 = 〈u, 1V (u)〉 ïàëî

u ∈ V ìëì 〈u, (T ∗T − 1V )(u)〉 = 0.T ∗T = 1V ïëì .T ∗T − 1V = 0 ,(á)11.8 äîì é�ì ïëì ,äîöòì äãåîö T ∗T − 1V ,11.11 ìéâøú é�ì:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä úùåìù A ∈ Mn(F ) øåáò :11.13 è�ùî.(AA∗ = I ,øîåìë) A∗A = I ,øîåìë ,úéøèéðåà A (à).(Fn ìò úéèøãðèñä äì�ëîì ñçéá) Fn ìù éìîøðåúøåà ñéñá úååäî A ìù úåãåîòä (á).(Fn ìò úéèøãðèñä äì�ëîì ñçéá) Fn ìù éìîøðåúøåà ñéñá úååäî A ìù úåøåùä (â)(.äìù k-ä áéëøä (u)k-á ïîñð ,äöéøèî ìù äãåîò åà äøåù u íà) :äçëåä
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:(á)⇔ (à)ïàëî .A∗ ìù úåøåùä ïä ut
1 . . . , u

t
n æà .A ìù úåãåîòä u1, . . . , un äðééäú

(A∗A)ij =
n∑

k=1

(ut
i)k

(uj)k =
n∑

k=1

(ui)k (uj)k = 〈ui, uj〉st.A∗A = I ⇐⇒ i, j ìëì 〈ui, uj〉st = δij ⇐⇒ úéìîøåðåúøåà u1, . . . , un ïëìïàëî .A∗ ìù úåãåîòä ïä vt
1 . . . , v

t
n æà .A ìù úåøåùä v1, . . . , vn äðééäú :(â)⇔ (à)

(AA∗)ij =
n∑

k=1

(vi)k (vt
j)k

=
n∑

k=1

(vj)k
(vi)k = 〈vj , vi〉st.úéìîøåðåúøåà v1, . . . , vn⇔ i, j ìëì 〈vj , vi〉st = δji⇔ AA∗ = I ïëìéìîøåðåúøåà B′ æà .V ìù B′ ñéñáì V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñáî øáòîä úöéøèî A ∈ Mn(F ) éäú :11.14 ìéâøú.úéøèéðåà A⇔

(A)ij áéëø ,øîåìë ,A =
(
[u′1]B, . . . , [u

′
n]B
) æà .B′ = (u′1, . . . , u

′
n) ,B = (u1, . . . , un) çéðð :äçëåäúîì é�ì ïàëî .(A)ij = 〈ui, u

′
j〉 ,(à)10.7 ïåé�éàä úîì é�ì ,ïëì .B ñéñá é�ì u′j ìù i-ä áéëøä àåä A ìù(á)10.7 ïåé�éàä

(A∗A)ij =

n∑

k=1

(A∗)ik(A)kj =

n∑

k=1

(A)ki(A)kj =

n∑

k=1

〈uk, u′i〉 〈uk, u
′
j〉 = 〈u′i, u′j〉.úéìîøåðåúøåà u′1, . . . , u′n⇔ i, j ìëì (A∗A)ij = δij⇔ A∗A = I ïëì.|λ| = 1 íà ÷øå íà úéøèéðåà A = (λ) ∈ M1(F ) äöéøèî :11.15 äîâåãäøåöäî àéä íà ÷øå íà (R ìòî úéøèéðåà=) úéìðåâåúøåà A ∈ M2(R) (11.13 è�ùî é�ì)

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

) åà A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(.úéùàøä êøã øéö�ì ñçéá óå÷éù úéìàîùä ,úéùàøä áéáñ áåáéñ úâöééî úéðîéä) .θ ∈ R äæéà øåáò.T ∗ -øåîù àåä W⊥ æà .T -øåîù áçøî úú W éäéå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :11.16 ìéâøú,øîåìë ,0 = 〈T (w), v〉 = 〈w, T ∗(v)〉 ïëìå T (w) ∈ W íéé÷úî w ∈ W ìëì æà .v ∈ W⊥ éäé :äçëåä.T ∗(v) ∈W⊥ ïàëî .W -á øåè÷å ìëì áöéð T ∗(v)
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.T ∗(v) = λ̄v æà T (v) = λv íà .v ∈ V ,λ ∈ F åéäéå úéìîøåð T : V → V éäú :11.17 äîìïàëî .T (v) = 0 æà .λ = 0 éë çéðð äìéçú :äçëåä
||T ∗(v)||2 = 〈T ∗(v), T ∗(v)〉 = 〈v, (T ∗)∗T ∗(v)〉 = 〈v, TT ∗(v)〉 =

= 〈v, T ∗T (v)〉 = 〈T (v), T (v)〉 = ||T (v)||2 = 0 .ùøãðë ,T ∗(v) = 0 ïëìåïëì .N∗ = T ∗ − λ̄1∗V = T ∗ − λ̄1V æà .N = T − λ1V ïîñð :éììëä äø÷îä
NN∗ =(T − λ1V )(T ∗ − λ̄1V ) = TT ∗ − λT ∗ − λ̄T + λλ̄1V =

=T ∗T − λ̄T − λT ∗ + λ̄λ1V = (T ∗ − λ̄1V )(T − λ1V ) = N∗N,øîåìë ,N∗(v) = 0 ,íãå÷ä äø÷îä é�ì ïëì .N(v) = T (v) − λv = 0 ,úòë .úéìîøåð N øîåìë.T ∗(v) = λ̄v ,øîåìë ,T ∗(v) − λ̄v = 0.äæì äæ íéáöéð íðéä íéðåù íééîöò íéëøòì íéëééùä T ìù íééîöò íéøåè÷å .úéìîøåð T : V → V éäú :11.18 äîì,úîãå÷ä äîìä é�ì .íéðåù λ, µ ∈ F øùàá ,T (w) = µw ,T (v) = λv-ù êë v, w ∈ V åéäé :äçëåäïëì .T ∗(v) = λ̄v

µ〈v, w〉 = 〈v, µw〉 = 〈v, T (w)〉 = 〈T ∗(v), w〉 = 〈λ̄v, w〉 = λ〈v, w〉

〈v, w〉 = 0 ïëì ,λ− µ 6= 0 ìáà .(λ− µ)〈v, w〉 = 0 ïàëîøåáò éðùäå F = C øåáò ãçàä ,÷ø�ä ìù úåéæëøîä úåàöåúä íä (11.23-å 11.20) íéàáä íéè�ùîä éðù:úåãùä éðùì ãçåàî ï�åàá - äàáä äîìá úéùòð äçëåää ø÷éò .F = R

T æà .λ ∈ F ,X − λ äøåöäî íéîøåâ ìù äì�ëî àåä fT -ù êë úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :11.19 äîì.(úéðåñëìà [T ]BB ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåðé�ì .A = [T ]BB éäú .1 ≤ i ≤ n ìëì T (ui) = λiui øùàá ,B = (u1, . . . , un) çéðð :⇒ :äçëåäïàëî .A∗ = Diag(λ̄1, . . . , λ̄n) ïëìå .A = Diag(λ1, . . . , λn) ,4.7 è�ùî
, AA∗ = Diag(λ1λ̄1, . . . , λnλ̄n) = Diag(λ̄1λ1, . . . , λ̄nλn) = A∗A.úéìîøåð T ,11.6 äð÷ñî é�ì .úéìîøåð A ,øîåìëñéñá øçáð Vλi

éîöò áçøî ìëì .T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä λ1, . . . , λk ∈ F åéäé :⇐íéùð .W = Sp(B) éäéå ,B äðîñð .úéìîøåðåúøåà äøãñ àéä äìàä íéñéñáä óåøéö ,11.18 äîì é�ì .éìîøåðåúøåà.10.9 è�ùî é�ì ,V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá àéä B æàå W = V -ù äàøð .i ìëì Vλi
⊆W -ù áì.W = (W⊥)⊥ = {0}⊥ = V ,10.23 äð÷ñî é�ì æà éë ,W⊥ = {0} éë úåàøäì éã
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.T -øåîù àåäW⊥ :äðòè
T ∗(u) ∈ Sp(B) = èø�áå ,T ∗(u) = λiu ,11.17 äîì é�ì ;T (u) = λiu-ù êë i ùé æà ,u ∈ B íà,(ã)11.4 äîì é�ì .T ∗-øåîù àåä W ,øîåìë ,T ∗(W ) = T ∗(Sp(B)) = Sp(T ∗(B)) ⊆ W ïëì .W.T -øåîù àåä W⊥ ,11.16 ìéâøú é�ì ïëì .(T ∗)∗ = T,10.22 è�ùî é�ì .deg fS ≥ 1 æà .W⊥-ì T ìù íåöîöä S éäé .W⊥ 6= {0} éë äìéìùá çéððäøåöäî íéîøåâ ìù äì�ëî àåä fS íâù ïàëî .fT úà ÷ìçî fS ,7.9 äð÷ñî é�ì ïëì ,V = W ⊕W⊥êë 0 6= u ∈ W⊥ ⊆ V ùé ,øîåìë ,S ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F ùøåù ùé fS -ì èø�á .λ ∈ F ,X − λìáà .u ∈ Vλi

⊆W ïëìå .λ = λi-ù êë i ùé øîåìë ,T ìù éîöò êøò íâ λ-ù ïàëî .T (u) = S(u) = λu-ù.äøéúñ ,0 6= u ∈W ∩W⊥ = {0} æà:åðçëåä ïëì .äøáâìà ìù éãåñéä è�ùîä ììâá íéé÷úî 11.19 äîìá fT ìò éàðúä ,F = C íà
V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåð àéä T : V → V úéøàðéì ä÷úòä .F = C çéðð :11.20 è�ùî.(úéðåñëìà [T ]BB ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä-ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C) úîéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåð A æà .A ∈ Mn(C) éäú :11.21 äð÷ñî.úéðåñëìà P−1AP = P ∗APéãé ìò äðåúð T : V → V éäú .éìîøåðåúøåà St æà ;åìù éèøãðèñä ñéñáä St éäéå V = Cn éäé :äçëåä
T íãå÷ä è�ùîä é�ì .úéìîøåð T íà ÷øå íà úéìîøåð A ,11.6 äð÷ñî é�ì .[T ]St

St = A æà ;T (v) = Av.úéðåñëìà [T ]BB-ù êë V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá ùé íà ÷øå íà úéìîøåð,P−1AP = [T ]BB ,òåãéë .úéøèéðåà P ,11.14 ìéâøú é�ì ;B-ì St-î øáòîä úöéøèî P éäú ,äøå÷ äæ íà.úéðåñëìà P−1AP ïëì
B äøãñì St-î øáòîä úöéøèî P æà .úéðåñëìà P−1AP -ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C) éë çéðð ,ê�éäì.[T ]BB = P−1AP ,òåãéë .éìîøåðåúøåà ñéñá B ,11.14 ìéâøú é�ì ;(P ìù úåãåîòä úøãñ B ,÷åéã øúéá) éäùìë.úéðåñëìà [T ]BB ïëìæà .úéìîøåð A ∈ Mn(F ) éäú :11.22 äð÷ñî.íééùîî íä (!) C-á fA(X) éùøù ìë íà ÷øå íà äîöòì äãåîö A (à).1 èìçåî êøò éìòá íä (!) C-á fA(X) éùøù ìë íà ÷øå íà úéøèéðåà A (á)ùé 11.21 äð÷ñî é�ì ïëì ,úéìîøåð A æà .(F = R íà íâ) C ìòî äöéøèîë A-á ïðåáúð :äçëåäøùàá ,D = Diag(λ1, . . . , λn) ,øîàð ,úéðåñëìà D = P ∗AP = P−1AP -ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C):úåì÷á ïàëîå D∗ = P ∗A∗P æà .λ1, . . . , λn ∈ C
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. úéøèéðåà D íà ÷øå íà úéøèéðåà A ;äîöòì äãåîö D íà ÷øå íà äîöòì äãåîö A.úéðåñëìà A = D úåéììëä úìáâä éìá ïëì .úåîåã A,D éë fA = fD ïë åîë
1 ≤ i ≤ n ìëì λi = λi⇔ Diag(λ1, . . . , λn) = Diag(λ1, . . . , λn)⇔ äîöòì äãåîö D (à).íééùîî λ1, . . . , λn⇔
Diag(λ1, . . . , λn)Diag(λ1, . . . , λn) = Diag(1, . . . , 1) ⇔ D∗D = In⇔ úéøèéðåà D (á).|λ1| = · · · = |λn| = 1⇔ 1 ≤ i ≤ n ìëì |λi|2 = λiλi = 1⇔

B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà äîöòì äãåîö àéä T : V → V úéøàðéì ä÷úòä .F = R çéðð :11.23 è�ùî.(úéðåñëìà [T ]BB ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä V ìù.11.6 äð÷ñî é�ì äîöòì äãåîö T ïëìå ,äîöòì äãåîö àéä ,úéðåñëìà [T ]BB ∈ Mn(R) íà :⇒ :äçëåä.λ ∈ R ,X −λ äøåöäî íéîøåâ ìù äì�ëî àåä fT 11.22 äð÷ñî é�ì .úéìîøåð ïëì ,äîöòì äãåîö T :⇐.11.19 äîìî úòáåð äðòèä ïëì-ù êë úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) úîéé÷ íà ÷øå íà úéøèîéñ àéä A ∈ Mn(R) äöéøèî :11.24 äð÷ñî.úéðåñëìà P tAP = P−1AP.(äîöòì äãåîö =) úéøèîéñ áåúë úéìîøåð íå÷îáå R-á C óìçä :10.21 äð÷ñî ìù äçëåää åîë :äçëåä
[T ]BB -ù êë V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ éæà .úéìðåâåúøåà ä÷úòä T : V → V éäú .F = R çéðð :11.25 è�ùîäøåöäî




1 . . . 0

1
−1 . . .

−1
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

0
. . .

cos θr − sin θr

sin θr cos θr


.p, q, r ≥ 0 øùàë ,ïåñëìàá 2 × 2 øãñî úåöéøèî r å íé-(−1) q ,íé-1 p äá ùé ,øîåìëåäùìë éìîøåðåúøåà ñéñá øçáð .dimV = 2 åà dimV = 1 éë íãå÷ çéðð .dimV ìò äéö÷åãðéàá :äçëåäåà A = (−1) åà A = (1) äøåöäî àéä ,11.15 äîâåã é�ì .úéìðåâåúøåà [T ]BB ,11.6 äð÷ñî é�ì .V ìù B
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ïåøçàä äø÷îá êà .A =
(

cos θ
sin θ

sin θ
− cos θ

) åà A =
(

cos θ
sin θ

− sin θ
cos θ

)

, fT = fA = X2 − tr(A)X + detA = X2 − 1 = (X − 1)(X + 1).[T ]B
′

B′ =
(

1
0

0
−1

)-ù êë B′ øçà éìîøåðåúøåà ñéñá ùé 11.19 äîì é�ì ïëì.dimV > ãîéîî áçøî ìë øåáò çëåä è�ùîä éëå dimV ≥ 3 éë çéðð úòë,0 6= w éîöò øåè÷å ùé T -ì íà ,ïëà .0 < dimW < dimV -ù êë T -øåîùW ⊆ V áçøî úú ùé :à äðòè.ñ�àî íéðåù íééîöò íéøåè÷å ïéà T -ìù ,ïë íà ,çéðð .1 ãîéîî T -øåîù àåä W = Sp(w) æàé�ì ïëì ,S∗ = (T + T ∗)∗ = T ∗ + T = S æà .S = T + T ∗ = T + T−1: V → V éäéàåä W = {v ∈ V | S(v) = λv} = Ker(S − λ1V ) æà .λ ∈ R éîöò êøò S-ì ùé ,(à)11.22 äð÷ñîíéé÷úî ,T ∗T = TT ∗-ù ïåéë .1 ≤ ãîéîî
.(S − λ1V )T = (T + T ∗ − λ1V )T = T (T + T ∗ − λ1V ) = T (S − λ1V )éë ,ïë íà ,çéðð .äðòèä úà åðçëåä ,W 6= V íà ïëì .T -øåîù àåä W = Ker(S − λ1V ) ,7.3 ìéâøú é�ì ïëì.W = V

T -á úàæ ìé�ëð .T + T−1 − λ1V = 0 ïëìå ,(T + T−1)(v) = S(v) = λv íéé÷úî v ∈ V ìëììá÷ðå ìàîùî
T 2 − λT + 1V = 0éúìá v, T (v) ïëì ,(äøéúñ ,T ìù éîöò øåè÷å äéä v úøçà) åìù äìå�ë åðéà T (v) æà .0 6= v ∈ V øçáðíâå T (v) ∈W ′ éë ,T -øåîù àåäå 2 ãîéî ìòá W ′ æà .W ′ = Sp(v, T (v)) ïîñð .úéøàðéì íééåìú

.T (T (v)) = T 2(v) = (λT − 1V )(v) = λT (v) − λv ∈W ′ .à äðòè äçëåä úàæá
W⊥ ,11.16 ìéâøú é�ì .u ∈ W⊥ éäé ,ïëà .T -øåîù W⊥ íâ æà ,T -øåîù áçøî úú W ⊆ V íà :á äðòèìò W⊥ úà ä÷éúòî àéä ,W⊥ êåúì W⊥ úà ä÷éúòîå (TT ∗ = 1V éë) úéëøò ãç ãç T ∗-å úåéä .T ∗-øåîù.T (u) = TT ∗(v) = 1V (v) = v ∈W⊥ æà .u = T ∗(v)-ù êë v ∈W⊥ ùé ïëì .W⊥é�ì .T -éøåîù W1,W2 æà .W1 = W,W2 = W⊥ ïîñð .à äðòèá åîë W éäé .äçëåää íåéñ :â äðòè.(dimV = dimW1 + dimW2 éë) dimW1,dimW2 < dimV -å ,V = W1 ⊕W2 ,(á)10.22 è�ùîàåä B = B1 ∪ B2 æà .úù÷åáîä äøåöäî [T ]Bi

Bi
-ù êë Wi ìù Bi éìîøåðåúøåà ñéñá ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì.(B éøáà ìù øãñä éãë ãò) úù÷åáîä äøåöäî àéä [T ]BB =

(
[T ]

B1
B1
0

0
[T ]

B2
B2

) -å ,éìîøåðåúøåà àåä ,V ìù ñéñá
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úåéøàðéìéá úåéðáú .12.F äãù ìòî é�åñ ãîéîî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé äæ ÷ø�áúîéé÷îä f : V ×W → F ä÷úòä àéä V ×W ìò úéøàðéìéá úéðáú :12.1 äøãâä,f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w),f(αv,w) = αf(v, w),f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′),f(v, αw) = αf(v, w).w,w′ ∈W ,v, v′ ∈ V ,α ∈ F ìëì.V ìò úéøàðéìéá úéðáú ,øåöé÷á ,íâ úàø÷ð V × V ìò úéøàðéìéá úéðáú:12.2 úåàîâåã.v ∈ V,w ∈W ìëì f(v, w) = 0 :ñ�àä úéðáú (à).úéøàðéìéá úéðáú àéä F = R ìòî úéîéð� äì�ëî áçøîá úéîéð� äì�ëî (á)æà ,W ìò éøàðéì ìðåéö÷ðå� ψ-å (ϕ: V → F úéøàðéì ä÷úòä ,øîåìë) V ìò éøàðéì ìðåéö÷ðå� ϕ íà (â).úéøàðéìéá úéðáú àéä ,f(v, w) = ϕ(v)ϕ(w) éãé ìò äðåúðä ,f : V ×W → F

f : Fm ×Fn → ä÷úòä äì íéàúð .A ∈ Mm×n(F ) éäú .(úåãåîò éáçøî) V = Fm,W = Fn åéäé (ã),A = (aij) íà :ùøå�îá .(F íò M1(F ) íéäæî) f(v, w) = vtAw ∈ M1(F ) = F éãé ìò Fæà ,w = (y1, . . . , yn)t ,v = (x1, . . . , xm)t

f(v, w) = (x1, . . . , xm)



a11 · · · a1n

−− · · · −−
am1 · · · amn






y1...
yn


 =

(x1, . . . , xm)




∑n
j=1 a1jyj...∑n
j=1 amjyj


 =

m∑

i=1

n∑

j=1

xiaijyj:øì÷ñá ì�ëå øåáéç V ×W ìò úåéøàðéìéáä úåéðáúä óñåà ìò øéãâð
(f + g)(v, w) =f(v, w) + g(v, w)

(αf)(v, w) =αf(v, w)úåéðáúä óñåà ,ïë ìò øúé .úåéøàðéìéá úåéðáú f + g, αf íâ æà ,úåéøàðéìéá úåéðáú f, g íàù ÷åãáì ì÷.Bil(V,W ) åðîñð .ì"ðä úåìåò�ì ñçéá F ìòî éøåè÷å áçøî àåä V ×W ìò úåéøàðéìéáä
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f ∈ Bil(V,W ) ìëì .W ìù ñéñá C = (w1, . . . , wn)-å V ìù ñéñá B = (v1, . . . , vm) åéäé :12.3 è�ùîéãé ìò A = θ(f) ∈ Mm×n(F ) äöéøèî íéàúð
.(A)ij = f(vi, wj) 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n (1)íéé÷úî v ∈ V,w ∈W ìëì (à)

.f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C (2).A = θ(f)-å úøéàðéìéá úéðáú f æà .(2) éãé ìò f : V ×W → F øéãâð .A ∈ Mm×n(F ) éäú (á).θ: Bil(V,W ) → Mm×n(F ) íééøåè÷å íéáçøî ìù íæé�øåîåæéà àéä ì"ðä f 7→ A äîàúä (â)æà .v =
∑m

i=1 xivi, w =
∑n

j=1 yjwj çéðð (à) :äçëåä
f(v, w) = f

( m∑

i=1

xivi,
n∑

j=1

yjwj

)
=

m∑

i=1

n∑

j=1

xiyjf(vi, wj)

(
[v]B

)t
A[w]C = (x1, . . . , xm)A



y1...
yn


 =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi(A)ijyj =
m∑

i=1

n∑

j=1

xiyjf(vi, wj).f(vi, wj) =
(
[vi]B

)t
A[wj ]C = e

t
iAej = (A)ij ,(2) é�ì .úøéàðéìéá úéðáú f -ù úåàøì ì÷ (á).θ(f) = A ïëì.úéëøò ãç ãçå úéøàðéì àéäù äàøð .ìò θ ,(á) é�ì (â)æà .α ∈ F éäé .A = θ(f), B = θ(g) äðééäúå ,f, g ∈ Bil(V,W ) äðééäú .úéøàðéì θ :äðòè

, (f + g)(vi, wj) =f(vi, wj) + g(vi, wj) = (A)ij +Bij = (A+B)ij

, (αf)(vi, wj) =αf(vi, wj) = α(A)ij = (αA)ij.θ(αf) = αA ,θ(f + g) = A+B ,øîåìë
v ∈ V,w ∈W ìëì íéé÷úî (à) é�ì æà ,θ(f) = θ(g) = A íà .úéëøò ãç ãç θ :äðòè

.f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C = g(v, w) .f = g ïëì
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.dimBil(V,W ) = dimV · dimW (à) :12.4 äð÷ñî.dimBil(V, V ) = (dimV )2 (á)é�ì f -ì äîéàúîä äöéøèîä A éäú .W ìù íéñéñá éðù C, C′ åéäéå V ìù íéñéñá éðù B,B′ åéäé :12.5 è�ùîøáòîä úöéøèî P øùàá ,A′ = P tAQ æà .B′, C′ íéñéñáä é�ì f -ì äîéàúîä äöéøèîä A′ éäúå ,B, C íéñéñáä.C′ -ì C -î øáòîä úöéøèî Q -å ,B′ -ì B -î
(2) é�ì ïëì .w ∈W ìëì [w]C = Q[w]C′ ï�åà åúåàáå ,v ∈ V ìëì [v]B = P [v]B′ íéé÷úîù øåëæð :äçëåä

f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C =

(
P [v]B′

)t
A
(
Q[w]C′

)
=
(
[v]B′

)t
P tAQ[w]C′.A′ = P tAQ ,(á)12.3 è�ùî é�ì ,ïàëîúåëé�ä P ∈ Mm(F ), Q ∈ Mn(F ) ùé íà úåìå÷ù úåàø÷ð A,A′ ∈ Mm×n(F ) úåöéøèî :12.6 äøãâä.A′ = P tAQ-ù êë.A′ = P tAP -ù êë äëé�ä P ∈ Mn(F ) ùé íà úå��åç úåàø÷ð A,A′ ∈ Mn(F ) úåéòåáéø úåöéøèîñéñáì ñçéá à"ë) úéøàðéìéá úéðáú äúåà úåâöééî ïä íà ÷øå íà úåìå÷ù A,A′ ∈ Mm×n(F ) (à) :12.7 äð÷ñî.(íéàúî.rkA = rkA′ íà ÷øå íà úåìå÷ù A,A′ ∈ Mm×n(F ) (á)ñçéá à"ë) n ãîéîî V éøåè÷å áçøî ìò úéøàðéìéá úéðáú äúåà úåâöééî ïä íà ÷øå íà úå��åç A,A′ ∈ Mn(F ) (â).(íéàúî ñéñáì,A′ = P tAP æà ,B′ ñéñá é�ì A′-å B ñéñá é�ì f úà úâöééî A íà ,12.5 è�ùî é�ì :(â) ÷ø çéëåð :äçëåä.úå��åç A,A′ ïëì .B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P øùàáãéçé ñéñá íéé÷ éæà .V ìù åäùìë ñéñá B éäé .äëé�ä P ∈ Mn(F ) øùàá ,A′ = P tAP çéðð ,ê�éäì

B é�ì äìù äöéøèîäù êë f ∈ Bil(V, V ) ùé 12.3 è�ùî é�ì .B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P -ù êë V ìù B′.B′ é�ì f ìù äöéøèîä àéä A′ ,12.5 è�ùî é�ì .A àéä.C -ì ú��åç A æà C -ì ú��åç B -å B -ì ú��åç A íà :èø�á .úåìé÷ù ñçé àéä ä�é�ç :12.8 ìéâøúäæéà øåáò detA′ = c2 detA-å rkA′ = rkA æà .úå��åç A,A′ ∈ Mn(F ) äðééäú :12.9 äðòè.0 6= c ∈ Fäöéøèîá ì�ëå äëé�ä P t íâ æà .A′ = P tAP -ù êë äëé�ä P ∈ Mn(F ) úîéé÷ äçðää é�ì :äçëåä
detA′ = detP t detAdetP = ïë åîë .rkA′ = rkP tAP = rkA ïëì ,äâøãä úà äðùî åðéà äëé�ä.(detP )2 detA
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.úåéòåáéø úåéðáúå úåéøèîéñ úåéøàðéìéá úåéðáúúàæë f øåáò .v, w ∈ V ìëì f(v, w) = f(w, v) íà úéøèîéñ úàø÷ð f ∈ Bil(V, V ) úéðáú :12.10 äøãâä.úéòåáéø úéðáú úàø÷ð ,q(v) = f(v, v) éãé ìò úøãâåîä ,q: V → F äéö÷ðå�ä
A íà ÷øå íà úéøèîéñ f éæà .B é�ì f ìù äöéøèîä A éäúå V ìù ñéñá B éäé ,f ∈ Bil(V, V ) éäú :12.11 äîì.(A = At ,øîåìë) úéøèîéñ.B = (v1, . . . , vn) øùàá ,1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(A)ij = f(vi, vj) äøãâää é�ìù øåëæð :äçëåä.At = A ïëì ,(At)ij = (A)ji = f(vj , vi) = f(vi, vj) = (A)ij æà ,úéøèîéñ f íà

(2) é�ì æà ,úéøèîéñ A íà
f(w, v) =

(
[w]B

)t
A[v]B =

((
[w]B

)t
A[v]B

)t

=
(
[v]B

)t
At[w]B =

(
[v]B

)t
A[w]B = f(v, w)éæà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú :12.12 äîì.v, w ∈ V ìëì 2f(v, w) = f(v + w, v + w) − f(v, v) − f(w,w) (:áåèé÷ä úîì) (à).f(u, u) 6= 0-ù êë u ∈ V ùé æà ,f 6= 0-å charF 6= 2 íà (á)(à) :äçëåä

f(v + w, v + w) = f(v, v) + f(v, w) + f(w, v) + f(w,w) = f(v, v) + 2f(v, w) + f(w,w)

2 6= 0 ìáà .v, w ∈ W ìëì 2f(v, w) = 0 ,(à) é�ì .u ∈ V ìëì f(u, u) = 0-ù äìéìùá çéðð (á).äøéúñ ,f = 0 ïàëî .v, w ∈W ìëì f(v, w) = 0 ïëì ,F -áêë ,V ìù B = (u1, . . . , un) ñéñá íéé÷ ,charF 6= 2 íà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú :12.13 è�ùîèø�á .i 6= j ìëì f(ui, uj) = 0-ù.i ìëì ci = f(ui, ui) øùàá ,Diag(c1, . . . , cn) úéðåñëìà àéä B é�ì f ìù äöéøèîä (à).f(v, w) =
∑n

i=1 aibici æà ,v =
∑n

i=1 aivi, w =
∑n

i=1 bivi íà (á).12.3 è�ùî é�ì äðåùàøä äðòèäî úåòáåð (á) ,(à) úåðòè :äçëåä.n = dimV ìò äéö÷åãðéàá B íåé÷ úà çéëåðùé äîìä é�ì ,f 6= 0 íà .åäùìë B øçáð ,f = 0 íà .n > 1 éë çéðð .çéëåäì äî ïéà n = 1 øåáòéäéå V1 = Sp(u1) ïîñð .u1 6= 0 èø�á .c1 = f(u1, u1) 6= 0-ù êë u1 ∈ V

.V2 = {v ∈ V | f(u1, v) = 0}
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.(!÷åãá) V ìù áçøî úú V2-ù øåøáåæ äâöäù äàøð .v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 øùàá ,v = v1 + v2-ù êë v ∈ V éäé ,ïëà .V = V1 ⊕ V2 :äðòèæà .v1 = au1-ù êë a ∈ F ùé :äãéçé äðéä v ìù
f(u1, v) = f(u1, au1 + v2) = af(u1, u1) + f(u1, v2) = ac1 + 0 = ac1ïëìå ,a = c−1

1 f(u1, v) ïàëîå
.v1 = c−1

1 f(u1, v)u1, v2 = v − c−1
1 f(u1, v)u1 (3).úåãéçéä ïàëî.v = v1 + v2 íéé÷úîå ,(!÷åãá) v2 ∈ V2 ,v1 ∈ V1 æà .(3) é� ìò v1, v2 øéãâð :äâöää íåé÷íåöîöä .dimV2 = n − 1 ïëì ,dimV1 = 1,dimV = n-å ,dimV = dimV1 + dimV2 úòë

V2 ìù u2, . . . , un ñéñá íéé÷ äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .V2 ìò úéøèîéñ úéøàðéìéá úéðáú àéä V2-ì f ìùíâ íéé÷úî V2 úøãâä é�ìå ,V ìù ñéñá u1, u2, . . . , un ,äðòèä é�ì .i 6= j ìëì f(ui, uj) = 0-ù êë.i 6= 1 ìëì f(u1, ui) = f(ui, u1) = 0.úéðåñëìà äöéøèîì ú��åç A æà .charF 6= 2-å úéøèîéñ A ∈ Mn(F ) éäú :12.14 äð÷ñîäöéøèîä àéä A-ù êë f ∈ Bil(V, V ) ùé 12.3 è�ùî é�ì .åñéñá B éäéå n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :äçëåä.úéðåñëìà àéä åé�ì A′ äöéøèîäù êë B′ ñéñá ùé 12.13 è�ùî é�ì .úéøèîéñ f ,12.11 äîì é�ì .B é�ì f ìù.úå��åç ïä ,f úéðáú äúåà úåâöééî A,A′-ù ïåéëñéñá é�ì f úà úâöééîä äöéøèîä ìù äâøãä àéä úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) ìù rk f äâøãä :12.15 äøãâä(.äâøã úÛåù ïëìå úå��åç ïä íéðåù íéñéñá é�ì f úà úåâöééîä úåöéøèîä :äáåè äøãâää) .V ìù åäùìëæà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå C ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :12.16 è�ùî.Dr = Diag(

r︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, . . . , 0) äøåöäî àéä åé�ì f ìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé (à).(f éãé ìò òá÷ð ïëìå) r = rk f (á)

ci := ïîñð .i 6= j øåáò ,f(ui, uj) = 0-ù êë V -ì u1, . . . , un ñéñá ùé 11.13 è�ùî é�ì (à) :äçëåä.c1, . . . , cr 6= 0, cr+1, . . . , cn = 0 ,ñéñáä éøáà ìù ùãçî øåãéñ éøçà ,úåéììëä úìáâä éìá .f(ui, ui)ìëì f(u′i, u
′
j) = 0-ù øåøá æà .u′i =

{
1√
ci
ui 1 ≤ i ≤ r

ui r < i ≤ n
éãé ìò V ìù u′1, . . . , u′n øçà ñéñá øéãâðæà 1 ≤ i ≤ r íà .i 6= j

f(u′i, u
′
i) = f(

1√
ci
ui,

1√
ci
ui) = (

1√
ci

)2f(ui, ui) =
1

ci
ci = 1
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.Dr éãé ìò u′1, . . . , u′n é�ì úâöåéî f ïëì .f(u′i, u
′
i) = f(ui, ui) = ci = 0 æà r < i íàå.rk f = rkDr = r (á).Dr äøåöäî äãéçé äöéøèîì ú��åç C ìòî úéøèîéñ äöéøèî ìë (à) :12.17 äð÷ñî.rkA = rkB⇔úå��åç A,B æà .úåéøèîéñ A,B ∈ Mm(C) äðééäú (á).úå��åç ïëìå ,Dr-ì úå��åç A,B æà .rkA = rkB = r çéðð :⇒ ;12.9 äðòè :⇐ (á) :äçëåäìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé æà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå R ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :12.18 è�ùîàéä åé�ì f ìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé æà ,íééìéìù q -å íééáåéç íéáéëø p åæ äöéøèîá íà .úéðåñëìà àéä åé�ì f.Dp,q = Diag(

p︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

q︷ ︸︸ ︷
−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)äöéøèîä .ci := f(ui, ui) ïîñð .f(ui, uj) = 0-ù êë V -ì u1, . . . , un ñéñá ùé 11.13 è�ùî é�ì :äçëåä,ñéñáä éøáà ìù ùãçî øåãéñ éøçà ,úåéììëä úìáâä éìá .Diag(c1, . . . , cn) :úéðåñëìà àéä äæ ñéñá é�ì f ìù

.c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q < 0, cp+q+1 = · · · = cn = 0

u′i =





1√
ci
ui 1 ≤ i ≤ p

1√−ci
ui p < i ≤ p+ q

ui p+ q < i ≤ n

éãé ìò V ìù u′1, . . . , u′n øçà ñéñá øéãâðéæà.i 6= j ìëì f(u′i, u
′
j) = 0-ù øåøá •;f(u′i, u

′
i) = ( 1√

ci
)2f(ui, ui) = 1 æà 1 ≤ i ≤ p íà •;f(u′i, u

′
i) = ( 1√−ci

)2f(ui, ui) = −1 æà p < i ≤ p+ q íà •.f(u′i, u
′
i) = f(ui, ui) = 0 æà p+ q < i íàå •.Dp,q àéä äæ ñéñá é�ì f ìù äöéøèîä ïëìçéðð .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå R ìòî n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :(Sylvester è�ùî) 12.19 è�ùîñéñá é�ìå ,íééìéìù íéáéëø q-å íééáåéç íéáéëø p úìòáD′

p,q úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò u1, . . . , un ñéñá é�ì úâöåéî f -ù.p = s, q = t æà .íééìéìù íéáéëø t-å íééáåéç íéáéëø s úìòáD′
s,t úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò v1, . . . , vn.p = s éë çéëåäì éã ïëì .p+ q = rkD′

p,q = rk f = rkD′
s,t = s+ t :äçëåä

1 ≤ i ≤ p øåáò f(ui, ui) = (D′
p,q)ii > 0 úåéììëä úìáâä éìá .p > s ,ìùîì ,éë äìéìùá çéðð.íéñéñáä éðùá íéøáéàä ìù øãñä úà äðùð úøçà ,s < i ≤ n øåáò f(vi, vi) = (D′

s,t)ii ≤ 0-å
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ùé ïëì .R ìòî úéøàðéì äéåìú ïëìå ,íéøáà n-î øúåé úá V -á äøãñ u1, . . . , up, vs+1, . . . , vn æà-ù êë ,0 íìåë àì ,a1, . . . , ap, bs+1, . . . , bn

.

p∑

i=1

aiui +

n∑

i=s+1

bivi = 0 (4)ïàëîå ,∑n
i=s+1 bivi = 0 ,(4) é�ì úøçà ,ïëà .ai 6= 0-ù êë 1 ≤ i ≤ p ùéù òáåð ïàëî ,ïë ìò øúé,úòë .äøéúñ ,úéøàðéì íééåìú éúìá vs+1, . . . , vn éë ,bs+1 = · · · = bn = 0

f(

p∑

i=1

aiui,

p∑

i=1

aiui) =

p∑

i=1

a2
i f(ui, ui) > 0.ai 6= 0-ù êë 1 ≤ i ≤ p ùéå 1 ≤ i ≤ p ìëì f(ui, ui) > 0 éë,(4) é�ì ,éðù ãöî

f(

p∑

i=1

aiui,

p∑

i=1

aiui) = f(−
m∑

i=s+1

bivi,−
n∑

i=s+1

bivi) =
n∑

i=s+1

b2i f(vi, vi) ≤ 0.p = s ïëì .äøéúñ .s+ 1 ≤ i ≤ n ìëì f(vi, vi) ≤ 0 éëæà .úéùîî úéøèîéñ äöéøèî A ∈ Mn(R) éäú :12.20 äð÷ñî.Dp,q äøåöäî äãéçé äöéøèîì ú��åç A (à)ïðéä úåéøèîéñ A,B ∈ Mn(R) æà .A ìù äøåèðâéñä úåéäì σ(A) = p − q øéãâð ,Dp,q -ì ú��åç A íà (á).äøåèðâéñä äúåàå äâøãä äúåà ïäì ùé íà ÷øå íà úå��åçúàø÷ð úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) úéðáú .R ìòî é�åñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :12.21 äøãâä;v ∈ V ìëì f(v, v) ≥ 0 íà (positive) úéáåéç •.0 6= v ∈ V ìëì f(v, v) > 0 íà (positive definite) äøåîâ úéáåéç •äöéøèîä A ∈ Mn(R) éäúå úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú R ìòî é�åñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :12.22 è�ùî:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä éàðúä .V ìù B ñéñá åäùæéà é�ì f ìù.0 6= v ∈ V ìëì f(v, v) > 0 øîåìë ,äøåîâ úéáåéç f (1).c1, . . . , cn > 0 øùàá ,D = Diag(c1, . . . , cn)-ì ú��åç A (2).In -ì ú��åç A (3).äëé�ä P ∈ Mn(R) øùàá ,A = P tP (4).(A ìù äøåèðâéñä=) σ(A) = n (5)
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.V ìò úéîéð� äì�ëî àéä f (6).íééáåéç íééùîî íä C-á fA éùøù ìë (7):äçëåäíéé÷úîù øåëæð .úéðåñëìà àéä åé�ì f ìù D äöéøèîäù êë V ìù u1, . . . , un ñéñá ùé :(2)⇐ (1)êà .i ìëì ci = f(ui, ui) > 0 ,(1) é�ì ,øùàá ,D = Diag(c1, . . . , cn) ïëì .i, j ìëì (D)ij = f(vi, vj).úå��åç ïëì ,f úà úåâöééî A,D
f -å ,V ìù ñéñá 1√

c1
u1, . . . ,

1√
cn
un íâ .u1, . . . , un ñéñá äæéà é�ì D éãé ìò úâöåéî f :(3)⇐ (2).úå��åç D, In ïëì .åé�ì In éãé ìò úâöåéî,0 6= v ∈ V éäé .f(ui, uj) = δij ,øîåìë ,In éãé ìò úâöåéî f åé�ì u1, . . . , un ñéñá ùé :(1)⇐ (3).f(v, v) =

∑
i,j aiajδij =

∑n
i=1 a

2
i > 0 ïàëî .ai 6= 0-ù êë i ùé æà .v =

∑n
i=1 aiui ,øîàð.P tP = P tInP éë ,øåøá :(4)⇔ (3).Dn,0 = In-ì ú��åç A íà ÷øå íà σ(A) = n ,äøåèðâéñä úøãâä é�ì :(5)⇔ (3).úéîéð� äì�ëî úøãâä é�ì :(6)⇔ (1)úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) ùé 11.24 äð÷ñî é�ì ïëì ,úéøèîéñ A-ù øåëæð ,(7)⇔ (2) çéëåäì éãë ,óåñáìåúåà ïäì ùé ïëì ,úåîåã A,D′ ,úòë .D′ = Diag(λ1, . . . , λn) ,øîàð ,úéðåñëìà P tAP = P−1AP -ù êë:ïëì .úå��åç íâ A,D′ ìáà .fA = fD′ = (X − λ1) · · · (X − λn) ,éðéé�åà íåðéìå�.λ1, . . . , λn > 0 øèñáìéñ è�ùî é�ì ïëìå ,úå��åç D,D′ :(7)⇐ (2).D = D′ ç÷ð :(2)⇐ (7)ïîñð A = (aij) ∈ Mn(R) øåáò :12.23 ïåîéñ

Ak =



a11 · · · a1k

− · · · −
ak1 · · · akk


 ∈ Mk(R), k = 1, . . . , n.A ìù íééùàøä íéøåðéîä úåàø÷ð (ïäìù úåèððéîøèãä åà) äìà úåöéøèî

q øùàá ,Dp,q -ì ú��åç A éæà .detA1, . . . ,detAn 6= 0 éë çéðð úéøèîéñ A ∈ Mn(R) éäú :12.24 è�ùî.åæ äøøãñ ïîéñä úå�ìçä éà ø�ñî àåä p-å 1,detA1,detA2, . . . ,detAn äøãñá ïîéñä úå�ìçä ø�ñî àåä.A = (aij) áåúëð :äçëåä
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øéñçð êë øçàå úåøçàä úåãåîòäî äðåùàøä äãåîòä ìù úåîéàúî úåìå�ë øéñçð .a11 = detA1 6= 0 æà .1,detA1, . . . ,detAn úà úåðùî ïðéà äìà úåìåò� .A ìù úåøçàä úåøåùäî äðåùàøä äøåùä ìù úåìå�ëä ïúåà,ïéîéî P úéøèðîìà äöéøèîá äì�ëäì äîéàúî úåãåîòä ìò úéøèðîìà äìåò� éë) ú��åç äöéøèîì øåáòú A-åúåéììëä úìáâä éìá ïëì .(P t-á äì�ëäì äîéàúî úåøåùä ìò äìéá÷î äìåò�å
A =




a11 0 · · · 0
0 a22 · · · a2n... ... ...
0 an2 · · · ann


úåãåîòäî äéðùä äãåîòä ìù úåîéàúî úåìå�ë øéñçð .a22 6= 0 èø�á .a11a22 = detA2 6= 0 æà .2úà úåðùî ïðéà äìà úåìåò� .A ìù äéúçúîù úåøåùäî äéðùä äøåùä ìù úåìå�ëä ïúåà øéñçð êë øçàå äéøçàù.ú��åç äöéøèîì øåáòú A-å ,(A ìù äðåùàøä äãåîòä úàå äðåùàøä äøåùä úà àì íâå) detA1, . . . ,detAnúåéììëä úìáâä éìá ïëì

A =




a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · a3n... ... ... ...
0 0 an3 · · · ann


ø�ñî àåä p ïëì .a11, . . . , ann 6= 0 øùàá ,A = Diag(a11, . . . , ann) ,úåéììëä úìáâä éìá ,äéö÷åãðéàá .3ìáà .a11, . . . , ann äøãñá íééìéìùä ø�ñî q-å íééáåéçäääæ ïîéñ éìòádetAk−1,detAk ⇐⇒ detAk

detAk−1
> 0 ⇐⇒ akk > 0, k = 1, . . . , n.äð÷ñîä ïàëî .(k = 1 øåáò íâ úåòîùî äéäú åæ äàååùîìù éãë ,detA0 = 1 åðøãâä)æà .0 6= α ∈ R éäéå úéøèîéñ A ∈ Mn(R) éäú :12.25 ìéâøú

σ(αA) =

{
σ(A) α > 0

−σ(A) α < 0
(à).fαA(X) = αnfA(α−1X) (á),fαA(X) =

∏n
i=1(X − αλi) æà ,fA(X) =

∏n
i=1(X − λi) íà ,èø�á.A àéä éèøãðèñä ñéñáä é�ì f ìù äöéøèîäù êë Rn ìò f úéøàðéìéá úéðáú ùé 12.3 è�ùî é�ì (à) :äçëåäåé�ì f ìù äöéøèîäù êë Rn ìù B = (u1, . . . , un) ñéñá ùé 12.18 è�ùî é�ì .úéøèîéñ f ,12.11 äîì é�ì.Dp,q àéäæà ,α > 0 íà .äîàúäá ,αDp,q-å αA ïä B é�ìå éèøãðèñä ñéñáä é�ì αf ìù úåöéøèîä ,úòëïëì .Dp,q-ì ú��åç øèñáìéñ è�ùî é�ì ïëì ,íééìéìù íéáéëø q-å íééáåéç íéáéëø p úìòá ,úéðåñëìà αDp,q
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ïëì ,íééìéìù íéáéëø p-å íééáåéç íéáéëø q úìòá ,úéðåñëìà αDp,q æà ,α < 0 íà .σ(αA) = p− q = σ(A).σ(αA) = q − p = −σ(A) ïëì .Dq,p-ì ú��åç øèñáìéñ è�ùî é�ì.fαA(X) = det(XI − αA) = αn det(α−1XI −A) = αnfA(α−1X) (á)
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úåéøàðéì úå÷úòäå øáòî úåöéøèî :ç�ñð .15.øáòî úöéøèî úåãåà 1 úéøàðéì äøáâìàî øîåç ìéëî äæ ç�ñð.åìù ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäéúàø÷ð P =
(
[v′1]B, . . . , [v

′
n]B
)
∈ Mn(F ) æà .V éøáà ìù äøãñ B′ = (v′1, . . . , v

′
n) éäú :15.1 äøãâä.B′-ì B-î øáòîä úöéøèî.( 1 1

0 −2

) àéä (( 1
1

)
,

(
1
−1

))-ì (( 1
1

)
,

(
0
1

))-î øáòîä úöéøèî :15.2 äîâåãøáòîä úöéøèî àéä P -ù êë V éøáà ìù B′ = (v′1, . . . , v
′
n) äøãñ úîéé÷ æà .P ∈ Mn(F ) éäú :15.3 ìéâøú.B′ -ì B -î

j-ä äãåîòä àéä [v′j ]B-ù êë v′j ∈ V íéé÷ 1 ≤ j ≤ n ìëì ïëì .Fn ìò àéä v 7→ [v]B ä÷úòää :ïåøú�.B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P æà ,B′ = (v′1, . . . , v
′
n) øéãâð .P ìù.ñéñá B′ íà ÷øå íà äëé�ä B′ -ì B -î P øáòîä úöéøèî :15.4 è�ùî

dim(Sp([v′1]B, . . . , [v
′
n]B)) = dim(C(P )) = rkP = n⇔ äëé�ä P :äçëåä(.P ìù úåãåîòä áçøî àåä C(P ) ïàë) .Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v

′
n]B⇔íéñéñá íé÷éúòî Fn → V åìù éë�åää íâå v 7→ [v]B éãé ìò ïåúðä V → Fn íæé�øåîåæéàä êà.V ìù ñéñá v′1, . . . , v′n⇔ Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v

′
n]B ïëì .íéñéñáì.[v]B = P [v]B′ æà .v ∈ V éäéå V ìù ñéñá B′ = (v′1, . . . , v

′
n) éäé :15.5 äðòèïëì ,[v′j ]B′ = ej æà .v = v′j ∈ B′-ù äìéçú çéðð : :äçëåä.P [v′j ]B′ = Pej = P ìù j-ä äãåîòä = [v′j ]B,íãå÷ä äø÷îä é�ì ,æà .v =

∑n
j=1 ajv

′
j -ù êë a1, . . . , an ∈ F ùé éììëä äø÷îá

P [
n∑

j=1

ajv
′
j ]B′ = P

( n∑

j=1

aj [v
′
j ]B′

)
=

n∑

j=1

ajP [v′j ]B′ =
n∑

j=1

aj [v
′
j ]B = [

n∑

j=1

ajv
′
j ]B.P [v]B′ = [v]B ,øîåìë

88



úåéðåéðù ïåéî .13íéáéëøäù v =

(
x1...
xn

)
∈ Rn ìù X äöåá÷ àéä Rn áçøîá X (quadric) úéðåéðù :13.1 äøãâä:äøåöäî äàååùî íéîéé÷î íäìù x1, . . . , xn

a+

n∑

i=1

2bixi +

n∑

i=1

aiix
2
i +

∑

1≤i<j≤n

2aijxixj = 0 (1)

2 íéîã÷îä) .x1, . . . , xn-á äéðù äìòîî åäùìë íåðéìå� àåä äàååùîä ìù ìàîù óâà .0 íìåë àì aij -å(.êùîäá øøáúé íãé÷�ú ,íééúåøéøù.(øåãë éð�) äTÅ�Àñ éäåæ .R3-á úåðåéðù úøàúî x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1 = 0 äàååùî (à) :13.2 äîâåã.(R3-á íéøåùéî âåæ åà) R2-á íéøùé âåæ úøàúî (x1 + x2 + 1)(x1 + x2 − 1) = 0 äàååùî (á).(R3-á ãéàåìåáø�éä åà) øåùéîá äìåáø�éä úøàúî x1x2 − 1 = 0 äàååùî (â),1 ≤ i < j ≤ n ìëì aji = aij øéãâð ,(1) éãé ìò äðåúð X íà .úåéðåéðù ìù úåøçà íåùéø úåèéù :13.3 äøòäúà ääæð) êë íåùøì øù�à (1) úà .A 6= 0 ,úéøèîéñ A æà .A = (aij) ∈ Mn(R) ,u =

(
b1...
bn

)
∈ Rn:(R íò M1(R)

.a+ 2utv + vtAv = 0 (2).úéðåéðùä ìù úîöîåöîä äöéøèîä àø÷ú Aàéä íâ .úéðåéðùä ìù úáçøåîä äöéøèîä àø÷ú Ã =




1 n

1 a ut

n u A


 ∈ Mn+1(R) íéùåâä úöéøèî:êë äúøæòá íåùøì øù�à (2) úà .úéøèîéñ

.

(
1
v

)t

Ã

(
1
v

)
= 0 (3):úåàáä úåìåò�ä ìù äøãñ éãé ìò X ìù øúåé äèåù� äàååùîì òéâäì åðúøèî .úåéðåéðù ìò úåìåò� :13.4 ïåéãäðåúðù åæá úéøå÷îä íéøéöä úëøòî úà óéìçðå Rn ìù B éìîøåðåúøåà éñéñá øçáð :éìîøåðåúøåà ñéñá éåðéù (I)æà v′ = [v]B íà .úéìððåâåúøåà àéä B-ì éèøãðèñä ñéñáäî P ∈ Mn(R) øáòîä úöéøèî .B éãé ìòøîåìë ,a+ 2utPv′ + (Pv′)tA(Pv′) = 0 -ì äìå÷ù (2) ïëìå ,v = Pv′

.a+ 2(P tu)tv′ + (v′)t(P tAP )v′ = 0 (2′)
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úåèðéãøåàå÷á úéðåéðùä ìù úîöîåöîä äöéøèîä .v′ ìù úåèðéãøåàå÷á äéðù äìòîî íåðéìå� àåä ìàîù óâàúáçøåîäå ,A′ = P tAP àéä úåùãçä
, Ã′ =

(
a utP
P tu P tAP

)
=

(
1 0
0 P t

)(
a ut

u A

)(
1 0
0 P

)
= P̃ tÃP̃.äëé�ä P̃ =

(
1 0
0 P

)
∈ Mn+1(R) øùàáæà ,úææåîä úëøòîá v ìù úåèðéãøåàå÷ä øåè÷å àåä v′′ íà .w ∈ Rn-ì íéøéöä úéùàø úà æéæð :íéøéö úææä (II),øîåìë ,a+ 2ut(w + v′′) + (w + v′′)tA(w + v′′) = 0 -ì äìå÷ù (2) ïëì ,v′′ = v − w

.(a+ 2utw + wtAw) + 2(u+Aw)tv′′ + v′′tAv′′ = 0 (2′′)úáçøåîä äöéøèîäå A úîöîåöîä äöéøèîä íò ,(2) äøåöäî ,úéðåéðù ìù äàååùî áåù éäåæ
,

(
a+ 2utw + wtAw ut + wtA

u+Aw A

)
=

(
1 wt

0 In

)(
a ut

u A

)(
1 0
w In

)
= P̃ tÃP̃.(w 6= 0 íà ,úéìðåâåúøåà àì êà) äëé�ä P̃ =

(
1 0
w In

)
∈ Mn+1(R) øùàá,X úà úøàúî úìá÷úîä äàååùîä .0 6= c ∈ R øì÷ñá úéðåéðùä ìù äàååùîä úà ìé�ëð .òåá÷á äì�ëä (III).cÃ ,cA ïä äìù úáçøåîäå úîöîåöîä äöéøèîäåíðéà íéàáä íéìãâä ìáà ,úåøçà úåèðéãøåàå÷á äàååùîì úéðåéðùä ìù äàååùîä úà øéáòî II ,I òåöéá :13.5 äð÷ñî:íéðúùî,rk(A), rk(Ã) (1),σ(A), σ(Ã) (2).det Ã ,detA ìù ïîéñä (3).A ìù íééîöòä íéëøòä (4),−1-á (2) äìé�ëî àéä ,c < 0 íà .(3) ,(2) íâ úøîåù àéä ,c > 0 íà .c-á (4) úà äìé�ëîå (1) úøîåù 0 6= c-á äì�ëä.äîàúäá ,(−1)n+1, (−1)n -á (3)-åúìá÷úî X ′ æà .äîàúäá ,ïäìù úåáçøåîä úåöéøèîä Ã, Ã′ äðééäúå úåéðåéðù X,X ′ ∈ Rn äðééäú :13.6 äîìúöéøèî P̃ =

(
1 0
w P

)
∈ Mn+1(R) øùàá ,Ã′ = P̃ tÃP̃ íà ÷øå íà II ,I âåñî úåìåò� ìù äøãñ éãé ìò X -î.äãåîò w ∈ Rn -å úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) äá ,íéùåââåñî äìåò�ä íà ,ïëà .úçà äìåò� éãé ìòX-î úìá÷úîX ′ íà íéé÷úî éàðúäù åðéàø ìéòì ïåéãá ":⇐" :äçëåä.úéùàøä ìù äææää øåè÷å w-å P = In ç÷éð ,II âåñî äìåò�ä íà ;w = 0-å øáòîä úöéøèî úåéäì P ç÷ð ,I
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úìá÷úî X ′-ù çéððå ,úåìåò� k éãé ìò úøçàî úìá÷úî úçà úéðåéðù íà ïåëð éàðúäù äéö÷åãðéàá ,çéððäöéøèîä B̃ éäúå ,úåðåùàøä úåìåò�ä k éãé ìò X-î úìá÷úîù úéðåéðùä Y éäú .úåìåò� k + 1 éãé ìò X-îíò P̃1 =

(
1 0
w1 P1

) ùé äéö÷åãðéàä úçðä é�ì .úçà äìåò� éãé ìò Y -î úìá÷úî X ′ æà .äìù úáçøåîä
P2 íò P̃2 =

(
1 0
w2 P2

) ùé (úçà äìåò� ìù) íãå÷ä äø÷îä é�ì .B̃ = P̃ t
1ÃP̃1-ù êë úéìðåâåúøåà P1øùàá Ã′ = P̃ t

2P̃
t
1ÃP̃1P̃2 = P̃ tÃP̃ ïàëî .Ã′ = P̃ t

2B̃P̃2-ù êë úéìðåâåúøåà
P̃ = P̃1P̃2 =

(
1 0
w1 P1

)(
1 0
w2 P2

)
=

(
1 0

w1 + P1w2 P1P2

).(úåéìðåâåúøåà ìù äì�ëî àéä éë) úéìðåâåúøåà P1P2 íòøùàá ,Ã′ = P̃ tÃP̃ ìéòì ïåéãä é�ì .P é�ì ñéñá éåðéù êë øçàå w-ì úéùàøä úææä äùòð ":⇒"
P̃ =

(
1 0
w In

)(
1 0
0 P

)
=

(
1 0
w P

)äöéøèîä A øùàá σ̃ = σ(Ã), r̃ = rk(Ã), σ = σ(A), r = rk(A) ïîñð .úéðåéðù X éäú :13.7 è�ùî.σ ≥ 0 çéðð .X ìù úáçøåîä äöéøèîä Ã-å úîöîåöîäøåöäî äãéçé äàååùî úìòá úéðåéðùì X úøáåò ìéòì II ,I úåìåò� éãé ìò (à)øùàá , λ1x
2
1 + · · · + λsx

2
s = Φ (4)

, 0-î íéðåù λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs , 1 ≤ s ≤ n (5).β > 0 ,Φ = 2βxs+1 åà Φ = α ∈ R-å.(íäééåáéø ìò) 0-î íéðåùä A ìù íééîöòä íéëøòä íä λ1, . . . , λr -å s = r íéé÷úî (á)
Φ =





0 r̃ = r
α > 0 r̃ = r + 1, σ̃ = σ − 1
α < 0 r̃ = r + 1, σ̃ = σ + 1
2βxr+1 r̃ = r + 2

(â)úìáâä éìáå úéðåñëìà P tAP = D = Diag(λ1, . . . , λn)-ù êë úéìðåâåúøåà P ùé :íåé÷ (à) :äçëåä.A = D úåéììëä úìáâä éìá ,13.4 ïåéã é�ì ,ïëì .λr+1 = · · · = λn = 0-å s = r íò (5) íéé÷úî úåéììëä.u+Aw =




b1...
br
br+1...
bn



−




λ1 . . .
λr

0. . .
0







b1
λ1...
br

λr

0...
0




=




0...
0

br+1...
bn




æà .w =




− b1
λ1...

− br

λr

0...
0




øçáð.b1 = · · · = br = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,13.4 ïåéã é�ì ,ïëì
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øù�à ïëì ,|| − 1
β
ū|| = 1 æà .β = ||ū|| > 0 éäé .0 6= ū =

(
br+1...
bn

)
∈ Rn−r æà ,u 6= 0 íàêë úéìðåâåúøåà P̄ ∈ Mn−r(R) ùé 11.13 è�ùî é�ì ïëì .Rn−r ìù éìîøåðåúøåà ñéñáì − 1

β
ū úà íéìùäìæà .P̄ tū = P̄−1ū =




−β
0...
0


 ïàëî .P̄  1

0...
0


 = − 1

β
ū ,øîåìë ,äìù äðåùàøä äãåîòä àéä − 1

β
ū-ùíéé÷úîå úéìðåâåúøåà P =

(
Ir 0
0 P̄

)

P tAP = A ,P tu =

(
Ir 0
0 P̄ t

)(
0
ū

)
=

(
0
P̄ tū

)
= −βer+1.β > 0 øùàá ,u = −βer+1 åà u = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,I âåñî äìåò� éøçà ,ïëì.Φ = α ∈ R íò (4) úà åðìáé÷ ,u = 0 íà •.Φ = 2βxr+1 íò (4) úà åðìáé÷ ,a = 0-å u = −βer+1 íà •-å Aw = 0 æà .w = a

2β
er+1 øéãâð ,a 6= 0-å u = −βer+1 íà •

, a′ = a+ 2utw + wtAw = a+ 2(−βer+1)
t a

2β
er+1 = a+ 2(−β)

a

2β
e

t
r+1er+1 = 0äöéøèîä ìù íéáéëøîä øàùå) a = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,äæ w íò II âåñî äìåò� äùòðù éøçà ,ïëì.(åðúùé àì úéðåéðùä ìù úáçøåîä:ïëì. A-ì äîåã àéä .Diag(λ1, . . . , λs, 0, . . . , 0) àéä (4) ìù úîöîåöîä äöéøèîä (á).(íäééåáéø ìò) A ìù íééîöòä íéëøòä íä λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0-å s = r,Φ ìù íéðåùä íéø÷îä é�ì ,àéä (4) ìù úáçøåîä äöéøèîä (â)




0 0 · · · 0
0... λ1 . . .

λs

0

0. . .
0




Φ = 0
r̃ = r, r = s
σ̃ =? (áåùç àì)




−α 0 · · · 0
0... λ1 . . .

λs

0

0. . .
0




Φ = α > 0
r̃ = r + 1, r = s
σ̃ = σ − 1æà σ 6= 0 íà
|σ̃| = |σ| − 1




−α 0 · · · 0
0... λ1 . . .

λs

0

0. . .
0




Φ = α < 0
r̃ = r + 1, r = s
σ̃ = σ + 1æà σ 6= 0 íà
|σ̃| = |σ| + 1




0 0 −β
0 λ1 . . .

λs

−β 0. . .
0




Φ = 2βxr+1

r̃ = r + 2, r = s
σ̃ =? (áåùç àì)(.àáä è�ùîä ìéáùá åãòåð úåðåøçàä úåøåùä éúù) .(â) ,13.5 äð÷ñî é�ì ,ïàëîå

92



íàù çéëåäì ÷ø øúåð Φ ìù "âåñä" òá÷ð (â) é�ì .λ1, . . . , λr ,r ãéçé ï�åàá íéòá÷ð (á) é�ì :úåãéçé (à)øåáòì äìåëé X;α = α′ æà ,Φ = α′ íò (4) úéðåéðùì íâå Φ = α íò (4) úéðåéðùì (i).β = β′ æà ,Φ = −2β′xr+1 íò (4) úéðåéðùì íâå Φ = −2βxr+1 íò (4) úéðåéðùì (ii)
II ,I âåñî úåìåò�á øåáòì øù�àù ïåéë .äìàä úåéðåéðùä éúù ìù úåáçøåîä úåöéøèîä Ã, Ã′ äðééäúêë úéìðåâåúøåà P -å w = (w1, . . . , wn)t ∈ Rn íò P̃ =

(
1 0
w P

) ùé 13.6 äîì é�ì ,äéðùì úçàî:íéø÷îä éðù ïéá ìéãáð .Ã′ = P̃ tÃP̃ -ùïëì .A = Diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) øùàá ,Ã =

(
−α 0
0 A

)
, Ã′ =

(
−α′ 0
0 A

) (i)
(
−α′ 0
0 A

)
=

(
1 wt

0 P

)(
−α 0
0 A

)(
1 0
w P

)
=

(
−α+ wtAw wtAP

P tAw P tAP

).α = α′ ïàëî .wtAw = 0 ïëì .(äëé�ä P t éë) Aw = 0 ïëìå P tAw = 0 ïàëîåîë A-å u′ = −β′
er+1 ,u = −βer+1 øùàá ,Ã =

(
0 ut

u A

)
, Ã′ =

(
0 (u′)t

u′ A

) (ii)æà .β′ ≤ β úåéììëä úìáâä éìá .íãå÷
(

0 (u′)t

u′ D

)
=

(
1 wt

0 P

)(
0 ut

u A

)(
1 0
w P

)
=

(
2utw + wtAw utP + wtAP
P tu+ P tAw P tAP

)é�ì .(11.6 äð÷ñî) úéøèéðåà àéä v 7→ P tv ä÷úòää ,úéìðåâåúøåà P t-ù ïåéë .u′ = P t(u + Aw) ïàëîïëì .äîøåð úøîùî àéä 11.12 è�ùî
(β′)2 = ||u′||2 = ||u+Aw||2 = || − βet

r+1 + (λ1w1, . . . , λrwr, 0, . . . , 0)t||2 =

= ||(λ1w1, . . . , λrwr,−β, 0, . . . , 0)t||2 = λ2
1w

2
1 + . . .+ λ2

rwr + β2 ≥ β2.β′ = β ïàëî .β′ ≥ β ïëì,åøîùéé àì úîöîåöîä äöéøèîä ìù íééîöòä íéëøòä (ñ�àî äðåù øì÷ñá äì�ëä) III äìåò� íâ äùøð íà:("ìîøåðî" øåàéú) β = 1 ,α = 0 åà α = ±1 ìá÷ì øù�à êà.σ̃ = σ(Ã), r̃ = rk(Ã), σ = σ(A), r = rk(A) ïîñð .úéðåéðù X éäú :13.8 è�ùîäøåöäî äàååùîì X ìù äàååùîä úà øéáòäì øù�à ìéòì III ,II ,I úåìåò� éãé ìò (à)
, λ1x

2
1 + · · · + λpx

2
p + λp+1x

2
p+1 + · · · + λp+qx

2
p+q = Φ (4′)

p ≥ 1, p ≥ q ≥ 0 , λ1, . . . , λp > 0 > λp+1, . . . , λp+q øùàá (5′)

.Φ = 2xp+q+1 åà Φ = ±1 åà Φ = 0-å
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:àáä ïáåîá äãéçé àéä – (5′) éàðú úçú – (4′) äàååùî ,ïìò øúé;p− q = |σ| ,p+ q = r (1á);(íäééåáéø ìò) A ìù íééîöòä íéëøòä íä γλ1, . . . , γλp+q, 0, . . . , 0 -ù êë 0 6= γ ∈ R ùé (2á)
.Φ =





0 r̃ = r
+1 r̃ = r + 1, σ 6= 0, |σ̃| = |σ| − 1
−1 r̃ = r + 1, σ 6= 0, |σ̃| = |σ| + 1
±1∗) r̃ = r + 1, σ = 0
2xp+q+1 r̃ = r + 2

(â)
X-ì íà ,ïëà .Φ = −1 íò íâå Φ = 1 íò (4′) äøåöì òéâäì øù�à ,r̃ = r + 1, σ = 0 øùàë :äøòä*äàååùî

λ1x
2
1 + · · · + λpx

2
p + λp+1x

2
p+1 + · · · + λ2px

2
2p = 1:X úà úøàúî äàáä äàååùîä íâ æà

(−λp+1)x
2
p+1 + · · · + (−λ2p)x

2
2p + (−λ1)x

2
1 + · · · + (−λp)x

2
p = −1.(4′) äøåöäî àéä ñéñáä éøáà ìù øãñä éåðéù øçàìå.σ(A) ≥ 0-ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì øù�à ,êéøö íà ,−1-á äàååùîä úì�ëä éãé ìò (à) :è�ùîä úçëåääàååùîì II ,I úìåò� éãé ìò øåáòì øù�à íãå÷ä è�ùîä é�ì ïëì (.|σ|-á σ úà óéìçîå r úà äðùî åðéà äæ øáã).σ ≥ 0 úàå r úà úåðùî ïðéà äìà úåìåò� .β > 0 ,Φ = 2βxp+q+1 åà Φ = α ∈ R-å (5) éàðú íò (4)æà ,λ1, . . . , λs íééîöòä íéëøòä úøãñá íééìéìùäå íééáåéçä íéøáéà ø�ñî úà p-á ïîñð íàå s = r ïëìíà , 1

|α| ) γ 6= 0 íéàúî øì÷ñá (4) úà ìé�ëð .p ≥ 1 ïëì ,p+ q = r ≥ 1-å ,p ≥ q ïëì ,p− q = |σ| ≥ 0.ù÷åáîë Φ ìá÷ðå (Φ = 2βxp+q+1 íà , 1
β

åà Φ = α 6= 0.øì÷ñá ì�ë éãë ãò ,A ìù íééîöòä íéëøòä úøãñ úàå r, |σ| úà úåðùî ïðéà III ,II ,I úåìåò� (á)øáë äùòîì .Φ ìù íéðåùä íéø÷îä é�ì (4′) ìù úáçøåîä äöéøèîä úà ïçáð .íãå÷ä è�ùîá åîë (â).íéøîùð |σ|, |σ̃|-ù øåëæð .íù úàæ åðéùòæà .det Ã 6= 0 ,detA 6= 0 çéðð 13.8 è�ùî ìù íéðåîéñá :13.9 ìéâøú.Φ = −1 åà Φ = +1 ïëìå, r̃ = n+ 1 ,r = n (à):çëåä .σ = σ(A) > 0 éë íâ çéðð.Φ = −1 æà ,ïîéñ úååù det Ã,detA íà (á).Φ = +1 æà ,ïîéñ úåãâåðî det Ã,detA íà (â)
94



øúé íò äðåùàøä äøåùä úà óéìçð êë øçàå úåãåîòä øúé íò Ã ìù äðåùàøä äãåîòä úà óéìçð (â) ,(á) :äçëåääøåèðâéñ äúåà úìòá èø�áå Ã′ :=

(
A u
ut a

) ú��åç äöéøèî Ã =

(
a ut

u A

)-î ìá÷ð êë éãé ìò .úåøåùä.Ã′-á Ã úà óéìçäì øù�à ,úåøåèðâéñä é�ì òá÷ð Φ-ù ïåéë .äèððéîøèã ìù ïîéñ åúåà íâå,12.24 è�ùî é�ì .det Ã′ ú�ñåúá ,A ìù íééùàøä íéøåðéîä úøãñ àéä Ã′ ìù íééùàøä íéøåðéîä úøãñïàëî .ïîéñ úåãâåðî det Ã′,detA íà σ(Ã′) = σ − 1-å ,ïîéñ úååù det Ã′,detA íà σ(Ã′) = σ + 1.13.8 è�ùî é�ì äð÷ñîäíéøúàá .úéðåð÷ äàååùî úìòá úåðåéðù ìù úéøèîåàéâä äøåöä úà úøàúî äàáä äìáèä
http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcIII/QuadricSurfaces.aspx.äìà úåøåöî ÷ìç ìù íéøåéö íâ íéòé�åî

95



úåéðåéðù ïåéî ìù äìáè.ñ�àî íéðåù α, β, γ ∈ R ,r = rk(A), r̃ = rk(Ã), σ = Sign(A), σ̃ = Sign(Ã) :àø÷î:R3 -á •(ìîøåðî) éðåð÷ øåàéú r |σ| r̃ |σ̃| úéðåéðùä íù
α2x2 + β2y2 + γ2z2 = 0 3 3 3 3 äãå÷ð
α2x2 + β2y2 + γ2z2 = 1 3 3 4 2 ãéàåñ�éìà
α2x2 + β2y2 + γ2z2 = −1 3 3 4 4 ä÷éø äöåá÷
α2x2 + β2y2 − γ2z2 = 0 3 1 3 1 éè�éìà èåøç
α2x2 + β2y2 − γ2z2 = 1 3 1 4 0 úçà äòéøé ìòá éè�éìà ãéàåìåáø�éä
α2x2 + β2y2 − γ2z2 = −1 3 1 4 2 úåòéøé éúù ìòá éè�éìà ãéàåìåáø�éä

α2x2 + β2y2 = 0 2 2 2 2 øùé
α2x2 + β2y2 = 1 2 2 3 1 éè�éìà ìéìâ
α2x2 + β2y2 = −1 2 2 3 3 ä÷éø äöåá÷
α2x2 + β2y2 = 2z 2 2 4 2 éè�éìà ãéàåìåáø�
α2x2 − β2y2 = 0 2 0 2 0 íéëúçð íéøåùéî éðù
α2x2 − β2y2 = ±1 2 0 3 1 éìåáø�éä ìéìâ
α2x2 − β2y2 = 2z 2 0 4 0 éìåáø�éä ãéàåìåáø�

α2x2 = 0 1 1 1 1 (ìå�ë) øåùéî
α2x2 = 1 1 1 0 0 íéìéá÷î íéøåùéî éðù
α2x2 = −1 1 1 2 2 ä÷éø äöåá÷
α2x2 = 2y 1 1 3 1 éìåáø� ìéìâ:R2-á •(ìîøåðî) éðåð÷ øåàéú r |σ| r̃ |σ̃| úéðåéðùä íù

α2x2 + β2y2 = 0 2 2 2 2 äãå÷ð
α2x2 + β2y2 = 1 2 2 3 1 äñ�éìà
α2x2 + β2y2 = −1 2 2 3 3 ä÷éø äöåá÷
α2x2 − β2y2 = 0 2 0 2 0 íéëúçð íéøùé éðù
α2x2 − β2y2 = ±1 2 0 3 1 äìåáø�éä

α2x2 = 0 1 1 1 1 ìå�ë øùé
α2x2 = 1 1 1 0 0 íéìéá÷î íéøùé éðù
α2x2 = −1 1 1 2 2 ä÷éø äöåá÷
α2x2 = 2y 1 1 3 1 äìåáø�
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?R2-á −2 + 4x− 4y + 3x2 + 2y2 = 0 úéðåéðùä úøàúî äî :13.10 äîâåãèø�á .Ã =




−2 2 −2
2 3 0

−2 0 2


 úáçøåîäå A =

(
3 0
0 2

) àéä äìù úîöîåöîä äöéøèîäøù�à ,øîåìë ,Φ = +1 ,13.9 ìéâøú é�ì ïëì ,det Ã = −8 < 0 ,detA = 6 > 0 ïë åîë .σ(A) = 2 > 0äøåöì úéðåéðùä úà àéáäì
λ1x

2 + λ2y
2 = 1, λ1, λ2 > 0.(λ1 : λ2) = (3 : 2) ,ïë ìò øúé .äñ�éìà ìù äàååùî éäåæ?R3-á 1 + 2z + 4xy − 4xz − 2x2 + 3y2 + 2z2 = 0 úéðåéðùä úøàúî äî :13.11 äîâåã.Ã =




1 0 0 1
0 −2 2 −2
0 2 3 0
1 −2 0 2


 úáçøåîäå A =




−2 2 −2
2 3 0

−2 0 2


 àéä äìù úîöîåöîä äöéøèîäåîë .σ(A) = 2 − 1 = 1 ïëì ,−2,−10,−8 àéä A ìù íééùàøä íéøåðéîä (ìù úåèððéîøèãä) úøãñúéðåéðùä úà àéáäì øù�à ,øîåìë ,Φ = +1 ,13.9 ìéâøú é�ì ïëì ,det Ã = 2 > 0 ,detA = −8 < 0 ïëäøåöì

αx2 + βy2 − γz2 = 1, α, β, γ > 0.úçà äòéøé ìòá éè�éìà ãéàåìåáø�éä åäæ
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íéùåâ ìù úåöéøèî ìù ì�ë :ç�ñð .14êë úéàøð äöéøèîä :íéùåâ r × s-ì ÷ìçì ïúéð F ìòî∑r
k=1mk ×∑s

k=1 nk øãñî äöéøèî .äãù F éäé



n1 n2 . . . ns

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars


äöéøèî .i, j ìëì Aij ∈ Mmi×nj

(F ) (íéùåâä éìãâ úà íéðñîñî äöéøèîì ìòîå ìàîùî íéø�ñîä) øùàá.íéùåâ ìù äöéøèî úàø÷ð êë äîåùøù:íéùåâ úöéøèî àéä íéùåâ úåöéøèî ìù äì�ëî :(íéùåâ ìù úåöéøèî ìù äì�ëî) 14.1 è�ùî



p1 p2 . . . ps

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars







n1 n2 . . . nt

p1 B11 B12 . . . B1t

p2 B21 B22 . . . B2t... . . . . . . . . . . . .

ps Bs1 Bs2 . . . Bst




=

=




n1 n2 . . . nt

m1 C11 C12 . . . C1t

m2 C21 C22 . . . C2t... . . . . . . . . . . . .

mr Cr1 Cr2 . . . Crt


.i, j ìëì Cij = Ai1B1j +Ai2B2j + . . .+AisBsj =

∑s
k=1AikBkj øùàá

2 × 2 úåìòá úåöéøèî ìù éèø� äø÷îá íãå÷ ì�èð (íéñ÷ãðéà äáøä ììâá) íéëáåñî íéðåîéñäù ïåéë :äçëåä:êë è�ùîä úà çñðì øù�à äæ äø÷îá .íéùåâ



p1 p2

m1 A B

m2 C D







n1 n2

p1 P Q

p2 R S


 =




n1 n2

m1 AP +BR AQ+BS

m2 CP +DR CQ+DS



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íéøãâåî ïëå úåøãâåî AP,BR,AQ,BS,CP,DR,CQ,DS úåì�ëîäù áì íéùð äìéçú :åæ äçñåð çéëåðøãñä åúåàî íé�âàä éðùá äöéøèîäå ,AP +BR,AQ+BS,CP +DR,CQ+DS íéîåëñä.íéååù íé�âàä éðùá íéîéàúîä íéáéëøäù ÷åãáì øúåð .(m1 +m2) × (n1 + n2).1 ≤ i ≤ m2, 1 ≤ j ≤ n1 øùàá ,íé�âàä éðùá (m1 + i, j)-ä áéëøä úà áùçð ,ìùîìàéäù (A B
C D

) ìù m1 + i-ä äøåùä úì�ëä éãé ìò ìá÷úî äæ áéëø ìàîù óâàá
(
(C)i1, (C)i2, . . . , (C)i p1 , (D)i1, (D)i2, . . . , (D)i p2

)àéäù (P Q
R S

) ìù j-ä äãåîòá
.
(
(P )1j , (P )2j , . . . , (P )p1 j , (R)1j , (R)2j , . . . , (R)p2 j

)t àéä ïúì�ëî
(C)i1(P )1j + (C)i2(P )2j + · · · + (C)i p1(P )p1 j+

+(D)i1(R)1j + (D)i2(R)2j + · · · + (D)i p2(R)p2 j = (CP )ij + (DR)ij = (CP +DR)ij.éèø�ä äø÷îä ìù äçëåää äîééúñä úàæá .ïéîé óâàá (m1 + i, j)-ä áéëøä ÷åéãá äæå
∑s

k=1AikBkj íéîåëñä íéøãâåî ïëå úåøãâåî AikBkj úåì�ëîäù áì íéùð äìéçú :äîåã éììëä äø÷îä÷åãáì øúåð .(m1 + m2 + . . . + mr) × (n1 + n2 + . . . + nt) øãñä åúåàî íé�âàä éðùá úåöéøèîäå.íéååù íé�âàä éðùá íéîéàúîä íéáéëøäù.1 ≤ i ≤ m2, 1 ≤ j ≤ n1 øùàá ,íé�âàä éðùá (m1 + i, j)-ä áéëøä úà áùçð ,ìùîìàéäù (Aij ) äöéøèîä ìù m1 + i-ä äøåùä úì�ëä éãé ìò ìá÷úî äæ áéëø ìàîù óâàá
(
(A21)i1, (A21)i2, . . . , (A21)i p1 , . . . , (A2s)i1, (A2s)i2, . . . , (A2s)i ps

)àéäù (Bij ) äöéøèîä ìù j-ä äãåîòá
.
(
(B11)1j , (B11)2j , . . . , (B11)p1 j , . . . , (Bs1)1j , (Bs1)2j , . . . , (Bs1)ps j

)tàéä ïúì�ëî
(A21)i1(B11)1j + (A21)i2(B11)2j + · · · + (A21)i p1(B11)p1 j + . . .+

(A2s)i1(Bs1)1j + (A2s)i2(Bs1)2j + · · · + (A2s)i ps
(Bs1)ps j =

p1∑

k=1

(A21)ik(B11)kj + · · · +
ps∑

k=1

(A2s)ik(Bs1)kj.(Cij ) äöéøèîä ìù (m1 + i, j)-ä áéëøä ÷åéãá äæå
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-å ,A ìù úåãåîòä A1, . . . , Ap äðééäú ,B ∈ Mp×n(F ) ,A ∈ Mm×p(F ) äðééäú :14.2 äð÷ñîæà .B ìù úåøåùä B1, . . . , Bp

.AB = (A1, . . . , Ap )



B1...
Bp


 = (

∑p
k=1AkBk ) ∈ Mm×n(F ).r = 1, s = p, t = 1, p1 = · · · = ps = 1 íò è�ùîä úà ìò�ä :äçëåäæà .c1, . . . , cn ∈ F åéäéå ,A ∈ Mm×n(F ) ìù úåãåîòä v1, . . . , vn ∈ Fm äðééäú :14.3 ìéâøú

.A



c1...
cn


 = c1v1 + · · · + cnvn

civi = vi(ci)-ù áì íéùì êéøö ÷ø úòë .v1(c1)+ · · ·+vn(cn) äöéøèîì äååù ïéîé óâà ,äð÷ñîä é�ì :äçëåä.(1×1 øãñî (ci) äöéøèîám×1 øãñî vi äöéøèîä úì�ëî ,m×1 øãñî äöéøèî àåä vi(ci)) i ìëìæà .A ìù úåøåùä A1, . . . , Am ∈ Fn äðééäú .P ∈ Mm(F )-å A ∈ Mm×n(F ) äðééäú :14.4 ìéâøúïä PA ìù úåøåùä
(P )i1A1 + (P )i2A2 + · · · + (P )imAm =

m∑

k=1

(P )ikAk, i = 1, 2, . . . ,m

PA =




(P )11 . . . (P )1m

. . . . . . . . .
(P )m1 . . . (P )mm





A1...
Am


 =




∑m
k=1(P )1kAk...∑m
k=1(P )mkAk


 ,è�ùîä é�ì :äçëåä

æà äøå÷ äæ íàå úåëé�ä A,D íà ÷øå íà äëé�ä M =




m n

m A B

n 0 D


 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :14.5 ìéâøú.äìù éë�åää N =




m n

m A−1 −A−1BD−1

n 0 D−1




.M−1
0 =




m n

m A−1 0

n 0 D−1


 æàå úåëé�ä A,D íà ÷øå íà äëé�ä M0 =




m n

m A 0

n 0 D


 ,èø�á

100



,øîåìë ,(A B
0 D

)(
P Q
R S

)
= Im+n íéé÷úîå M−1 =




m n

m P Q

n R S


 æà äëé�ä M íà :äçëåä,è�ùîä é�ì

.

(
AP +BR AQ+BS

DR DS

)
=

(
Im 0
0 In

) ïàëî
.AP +BR = Im , DS = In , DR = 0 , AQ+BS = 0.R = D−1(DR) = 0-ù ÷éñð ,DR = 0 êåúî ,ïàëî .S = D−1-å äëé�ä D-ù ÷éñð DS = In êåúîêåúî ,óåñáì .P = A−1-å äëé�ä A-ù ÷éñð ïàëîå AP = Im-ì úåéäì ê�åä AP + BR = Im ïëì.M−1 = N -å úåëé�ä A,D :íåëéñá .Q = −A−1BS = −A−1BD−1 éë ÷éñð AQ+BS = 0(

A B
0 D

)(
A−1 −A−1BD−1

0 D−1

)
= ,è�ùîä é�ì æà ,úåëé�ä úåöéøèî A,D íà ,ê�éäì.M−1 = N -å äëé�ä M ïëì ,( Im 0

0 In

)
= Im+næà äøå÷ äæ íàå úåëé�ä B,C íà ÷øå íà äëé�ä M =




n m

m A B

n C 0


 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :14.6 ìéâøú.äìù éë�åää N =




m n

n 0 C−1

m B−1 −B−1AC−1




.M−1
0 =




m n

n 0 C−1

m B−1 0


 æàå úåëé�ä B,C íà ÷øå íà äëé�ä M0 =




n m

m 0 B

n C 0


 ,èø�áäì�ëîä êà ,M -á íéùåâä ìù íéøãñäî íéðåù N ìù íéùåâä éøãñù áì íéùì ùé .íãå÷ä ìéâøúá åîë :äçëåä.è�ùîä éàðúì äîéàúîå úøãâåî MN. 



n m

n D 0

m 0 A


 äöéøèîì äîåã 



m n

m A 0

n 0 D


 éë çëåä :14.7 ìéâøú
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è�ùîä é�ì .äìù éë�åää 


m n

n 0 In

m Im 0


 -å äëé�ä 



n m

m 0 Im

n In 0


 ,14.6 ìéâøú é�ì :äçëåä




m n

n 0 In

m Im 0







m n

m A 0

n 0 D







n m

m 0 Im

n In 0


 =




n m

n D 0

m 0 A



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