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.úåòù 3 :ïçáîä êùî
.åäùìë øæò øîåçá ùîúùäì ïéà

(.êøò úååù ïä úåìàùä ìë) .úåàáä úåìàùä ùù êåúî (ãáìá) òáøà ìò åðò
.äàöøäá åéäù íéèôùî ïä úåðåùàøä úåìàùä éúù

úé÷ìç äøåáç ÷åéãá 〈g〉 -ì úîé÷ n ìù d ÷ìçî ìëì .n éôåñ øãñî úéìâòî äøåáç 〈g〉 éäú :åçéëåä :1 äìàù
.〈g〉 ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë äìà ,ïë åîë .〈g n

d 〉 àéä ,d øãñî úçà

.d øãñî ïëà 〈g n
d 〉 ïëì . n

gcd(n,n/d) = n
n/d = d øãñî åðéä äæ øáéàå ord g

n
d øãñî äðéä 〈g n

d 〉 :ïåøúô
úåàøäì éã íéøãñä ïåéååù ììâá .H = 〈g n

d 〉 éë äàøð .n úà ÷ìçî d øùàá ,d øãñî äøåáç úú H éäú

.H ⊆ 〈g n
d 〉

ïàëî ,n/gcd(n,m) | d øîåìë ,ordh | |H| íéé÷úî .0 ≤ m < n øùàá ,h = gm æà ;h ∈ H éäé

.h = gm ∈ {(g n
d )k| k ∈ Z} = 〈g n

d 〉 ïëì . n
d | m èøôáå , n

d | gcd(n,m) ïëìå ,n | gcd(n,m)d

.H ⊆ 〈g n
d 〉 ïàëî

.n úà ÷ìçîù øãñî àéä 〈g〉 ìù úé÷ìç äøåáç ìë 'æðøâì èôùî éôì ,óåñáì

,A∩N /A ,AN = NA = 〈A,N〉 ≤ G :åçéëåä .A ≤ G éäúå N /G éäú ,äøåáç G éäú :2 äìàù
.a(A ∩N) 7→ aN éãé ìò A/A ∩N ∼= AN/N -å

.AN =
⋃

a∈A aN =
⋃

a∈ANa = NA ïëì .a ∈ G ìëì aN = Na íéé÷úî ,N /G -ù ïååéë :ïåøúô
úúä àéä 〈A,N〉 -ù ïååéëî ,æà ,G ìù äøåáç úú AN -ù çéëåð íà ïëì N,A ⊆ NA ⊆ 〈A,N〉 -ù øåøá

.AN = 〈A,N〉 ïàëîå 〈A,N〉 ≤ AN ìá÷ð ,A,N úà äìéëîù G ìù øúåéá äðè÷ä äøåáç

ïëì .(AN)−1 = N−1A−1 = NA = AN ,(AN)(AN) = (AA)(NN) = AN ,1 ∈ AN ,ïëàå

.G ìù äøåáç úú AN

åúðåîú .íæéôøîåîåä àåä A -ì θ: A → G/N åîåöîö .N åðéòøâ .éòáèä íæéôøåîéôàä π: G → G/N éäé

àéä [N ≤ H ≤ A øùàá H/N äøåöäî úåéäì éùéìùä íæéôøîåæéàä èôùî éôì äøåîàù]

. Im θ = {π(a)| a ∈ A} = {π(a)π(n)| a ∈ A,n ∈ N} = AN/N
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ùé ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .Ker θ = {a ∈ A| π(a) = e} = A ∩ Kerπ = A ∩ N ïë åîë

.a(A ∩N) 7→ θ(a) = aN éãé ìò ïåúðä θA∩N : A/A ∩N → AN/N íæéôøåîåæéà

.D4 -ì úåéôøåîåæéà úåøåáç úú 3 äìéëî S4 -ù åçéëåä :3 äìàù

,〈σ〉 ∼= Z/4Z ïëì ,ordσ = 4 ,ord τ = 2 æà .P = 〈σ, τ〉 -å τ = (13) ,σ = (1234) ïîñð :ïåøúô
åìéàå,σσ = σ ∈ 〈σ〉 ,ïáåîë .〈τ〉 ∼= Z/2Z

,τσ =
(
τ(1) τ(2) τ(3) τ(4)

)
= (3214) = σ−1 ∈ 〈σ〉

íéé÷úî ,(σ2 = (13)(2, 4) àåä 〈σ〉 ìù 2 øãñî ãéçéä øáéàä) τ /∈ 〈σ〉 -ù ïååéë .〈σ〉 / P -å ïëì

ïàëî .(−1) -á äìôëä éãé ìò Z/4Z ìò úìòåô Z/2Z øùàë ,P ∼= Z/4Z o Z/2Z ïëì .〈σ〉 ∩ 〈τ〉 = 1

.P ∼= D4 -ù

,n = 1 äéä åìéà .n = 3 åà n = 1 ïëì ,n | |S4|
|P | = 24

8 = 3 æà .S4 ìù 2 -áåìéñ úåøåáç øôñî n éäé

,íéðå÷åùéç äùéù ,4 êøåàî íé÷åùéç äùéù ùé S4 -á ìáà .2 ìù ä÷æç íäù íéøãñî íéøáéà 8 ÷åéãá S4 -á åéä

.n = 3 ïëì .äøéúñ ,íéøáéà 16 ë"äñ ,äéãéçéä øáéàå ,íéðå÷åùéç éðù ìù úåìôëî ùåìù

.äì úåéôøåîåæéà ïëì ,P -ì úåãåîö úåøçàä éúù .P ïäî úçà ,8 øãñî úåøåáç 3 ÷åéãá S4 -á ùé ïëì

.D4 -ì úåéôøåîåæéà ïìåë ,8 øãñî úåøåáç 3 ÷åéãá S4 -á ùé ïëì

íéîæéôøåîåèåàä éãé ìò úåøîùð ,.à.æ) äìù úåéðééôåà úåøåáç úú H,K äðééäúå äøåáç G éäú :4 äìàù
.Aut(G) ∼= Aut(H)×Aut(K) -ù åçéëåä .H ∩K = {1} -å G = HK -ù êë (G ìù

,úéðééôåà K -ù ïååéë .α ∈ Aut(G) éäé [.(á)10.4 äîì ìù äçëåää ìò úéìåìéî èòîë äøæç] :ïåøúô
.α|H ∈ Aut(H) ääæ ïôåàá .α|K ∈ Aut(K) ïëì .α(K) = K

ä÷úòä øéãâð

:éæà .ϕ(α) = (α|H , α|K) éãé ìò ϕ: Aut(G) → Aut(H)×Aut(K)

ïëì ,(αβ)|K = α|KβK ,(αβ)|H = α|HβH æà .α, β ∈ Aut(G) åéäé ,ïëà :íæéôøåîåîåä ϕ (1)

.ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β)

ìò úåäæ åðéä α ïëìå úåäæ úå÷úòä íä H,K -ì α ìù íéîåöîöä æà ϕ(α) = (1, 1) íà :ò"çç ϕ (2)

.HK = G

:àáä ïôåàá α: G→ G ä÷úòä øéãâð ,β ∈ Aut(H) ,γ ∈ Aut(K) åéäé :ìò ϕ (3)

.h ∈ H ,k ∈ K øùàá ,α(hk) = β(h)γ(k)

,g = hk, h ∈ H, k ∈ K äãéçé äâöä ùé g ∈ G ìëì :äáåè äøãâä éäåæ (à)
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,g2 = h2k2 -ù êë ,h1, h2 ∈ H ,k1, k2 ∈ K ùé æà .g1, g2 ∈ G åéäé :íæéôøåîåîåä α (á)

ïëì ,g1g2 = h1h2k1k2 æà .g1 = h1k1

.α(g1g2) = β(h1h2)γ(k1k2) = β(h1)β(h2)γ(k1)γ(k2) =

β(h1)γ(k1)γ(h2)γ(k2) = ϕ(g1)ϕ(g2)

β(h) ∈ H, γ(k) ∈ K -ù ïååéë .β(h)γ(k) = 1 æà .α(hk) = 1 -ù êë h, k åéäé :ò"çç α (â)

ïëì ,ò"çç β, γ ìáà .(β(h) = 1, γ(k) = 1 àöåé ,H,K éøáà ìù äìôëîë äãéçé äâöä ùé 1 -ìå

.hk = 1 ïàëîå h = 1, k = 1

ïëì ,α(h) = β(h)γ(1) = β(h)1 = β(h) íéé÷úî h ∈ H ìëì ,ïëà :ϕ(α) = (β, γ) (ã)

.α|K = γ äîåã ïôåàá .α|H = β

.ìò ϕ -ù çéëåî (ã) íò ãçé ,äæ .α ∈ Aut(G) -ù òáåð (â) ,(á) ,(à) êåúî

.íæéôøåîåæéà ϕ -ù òáåð ,(3) ,(2),(1) êåúî

.b = 3e2+5e3 éäéå a = 2e1+7e3 éäé .äìù ñéñá {e1, e2, e3} éäéå úéùôç úéìáà äøåáç A éäú :5 äìàù
.ϕ(a) = b -ù óë A ìù ϕ íæéôøåîåèåà íéé÷ù åçéëåä

íéîéé÷ æà ,ïëà .A ìù b1 = b, b2, b3 ñéñáì b1 úàå a1 = a, a2, a3 ñéñáì a úà íéìùäì éã :ïåøúô
ϕ ◦ ψ úåáëøää .i = 1, 2, 3 ,ψ(bi) = ai ,ϕ(ai) = bi -ù êë ϕ,ψ: A → A íéãéçé íéîæéôøåîåîåä

ùé ϕ -ì èøôá . idA -ì úååù ïä ,íéîæéôøåîåîåä ìù úåãéçéä éôì ,ïëìå ,åîöò ìò A ìù ñéñá úå÷éúòî ψ ◦ ϕ -å

.íæéôøåîåèåà àåä ïëìå ψ éëôåä

íâ æàå ,ñéñá e1 + αe3, e2, e3 íâ ,α, β ∈ Z ìëì ,äàöøäá ìéâøú éôì ,ïëì ,ñéñá e1, e2, e3 ,úòë

.a àåä äæ ñéñáá ïåøçàä øáéàä æà β = 2, α = 3 ç÷ð íà .ñéñá e1 + αe3, e2, e3 + β(e1 + αe3)

α, β ∈ Z ïéà êà) .ñéñá e2 +αe3, e1, e3 + β(e2 +αe3) éë ìá÷ð ,e2 -ì e1 ïéá úîãå÷ä ä÷ñôá óéìçð íà

òöáð (:ïëì .äøéúñ ,3α = 4 ,øîåìë ,αβ + 1 = 5 -å ,β = 3 äéä úøçà ,b àåä äæ ñéñáá ïåøçàä øáéàäù êë

.γ ∈ Z ìëì ,ñéñá e2 + αe3 + γ
(
e3 + β(e2 + αe3)

)
, e1, e3 + β(e2 + αe3) :ñéñá ìù ãçà éåðéù ãåò

íéé÷úäì êéøö ,b -ì äååù äéäé àåäù éãë .(1 + βγ)e2 + (α + γ + αβγ)e3 àåä äæ ñéñáá ïåùàøä øáéàä

,β = 1 ,α = 1 ,γ = 2 ,ìùîì ,ç÷éð .5 = α+ γ+αβγ = 3α+ γ æàå ,βγ = 2 ,øîåìë ,1 + βγ = 3

.íéîéé÷úî íéàðúä æà

.77 = 7 · 11 øãñî äøåáç úú ùé 154 = 2 · 7 · 11 øãñî äøåáç ìëìù åçéëåä (à) :6 äìàù
.154 øãñî úåøåáç ,íæéôøåîåæéà éãë ãò ,åðééî (á)

Pp éäúå G ìù p -áåìéñ úåøåáç øôñî np -á ïîñð p = 2, 7, 11 øåáò .2 · 7 · 11 øãñî G éäú (à) :ïåøúô
.n11 = 1 ïëì ,n11| |G||P11| = 2 · 7 íâå n11 ≡ 1 (mod 11) ,áåìéñ ìù éùéìùä èôùîä éôì .ïäî úçà
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.P7 ∩ P11 = 1 ,íéøæ íéøãñî P7, P11 -ù ïååéë .(2 äìàù) H := P7P11 ≤ G ïëì .P11 / G -ù ïàëî

èøôá .H = P7 × P11 ,[13.10 ìéâøú] äàöøäá ìéâøú éôì ,7 - 11 − 1 -ù ïååéë êà .H = P11 o P7 ïëì

. |H| = 77 ïëì .H ∼= Z/7Z× Z/11Z ∼= Z/77Z

,H ∩ P2 = 1 ïëì ,íéøæ íéøãñî P2,H ìáà .HP2 ≤ G ïëì .H /G íéé÷úî ,(G : N) = 2 -ù ïååéë (á)

.G = H o P2 ïëì , |P2| · |H| = 2 · 77 = |G| øãñî àéä G ìù åæ äøåáç úú .HP2 = H o P2 ïëìå

æà ;P2 ìù øöåéä z éäé .ψ: P2 → Aut(H) íæéôøåîåîåä éãé ìò òá÷ð äøùé éöç äìôëîë G ìù äðáîä

íéøæ íéøãñî P7, P11 -ù ïååéë .(ψ(1) = 1 -å) ε2 = 1 íéé÷îä ε := ψ(z) éãé ìò ïåúð äæë ψ -å P2 = {1, z}
Aut(H) → Aut(P7)×Aut(P11) íæéôøåîåæéà ùé [(á)10.4 äîì] äàöøäá èôùî éôì ,H = P7 × P11 -å

.(α|P7)
2 = 1 ,(α|P11)

2 = 1 íà ÷øå íà α2 = 1 íéé÷úî ;α 7→ (α|P7 , α|P11) éãé ìò

ãéçéä íæéôøåîåèåàä åäæ ;h 7→ h−1 éãé ìò ïåúðä ,2 øãñî β íæéôøåîåèåà äì ùéå ,7 øãñî úéìâòî P7 ,úòë

β(h) = h íéé÷úî .2 øãñî äãéçé äøåáç úú äì ùé ïëìå úéìâòî Aut(Z/7Z) ∼= Z/6Z éë ,äìù 2 øãñî

h 7→ h−1 éãé ìò ïåúð àåä íâ ;P11 ìù 2 øãñî ãéçéä íæéôøåîåèåàä γ éäé ,ïôåà åúåàá .h = 1 íà ÷øå íà

.h = 1 íà ÷øå íà γ(h) = h íéé÷úîå

:ε2 = 1 -ù êë H ìù ε íéîæéôøåîåèåà 4 ÷åéãá ùé ïëì

,h1 ∈ P7, h2 ∈ P11 øùàá ,ε(h1, h2) = (h1, h2) éãé ìò ïåúðä ε := ε1 = (1, 1) (à)

,ε(h1, h2) = (h−1
1 , h2) éãé ìò ïåúðä ε := ε2 = (β, 1) (á)

,ε(h1, h2) = (h1, h
−1
2 ) éãé ìò ïåúðä ε := ε3 = (1, γ) (â)

,ε(h1, h2) = (h−1
1 , h−1

2 ) éãé ìò ïåúðä ε := ε4 = (β, γ) (ã)

.úåéôøåîåæéà úåøåáç ïäéðéá ïéàù çéëåäì åðéìò .úåøåáç 4 ïúåð äæ

íæéôøåîåæéàä èôùî éôì æà (G : N) = 2 íà ,ïëà .2 ñ÷ãðéàî G ìù äãéçéä äøåáç úúä àéä H -ù áì íéùð

éà (H : (H ∩N)) íâ ïëì ,éâåæ éà øãñî H ìáà ,(H : (H ∩N)) = (NH : N)|(G : N) = 2 éðùä

.H = N ïëìå H ≤ N èøôá .H = H ∩N ïàëîå .1 àåä ïëìå éâåæ

,c′ ∈ G r H íà éë ,c úøéçáá äéåìú äðéà åæ äøãâä .C = {h ∈ H| ch = h} øéãâðå c ∈ G r H øçáð

úåéììëä úìáâä éìá ïëì .úéôåìéç H éë ,h ∈ H ìëì ,hc′ = (hh′)c = hc æàå c′ = h′c -ù êë h′ ∈ H ùé

.c = ψ(z) = ε

úåøåáçù ïåééë .C = {1} (ã) ,C = P7 (â) ,C = P11 (á) ,C = H (à) ,ìéòì íéø÷îä éôì ,àåä C úòë

.úåéôøåîåæéà ïðéà íéø÷îä úòáøàá úåøåáçä ,íéðåù íéøãñî äìà

!äçìöäá
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