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àåáî

àåáî

ìòî ïéèåìçì ÷éøô éà íåðéìåô f øùàá ("éøáâìà íå÷ò") f(X,Y ) = 0 äøåöäî äàååùî ø÷éòá øå÷çð ñøå÷á

ìòî ÷éøô éà àåä ìå÷ù ïôåàá ;K ìù éäùìë äáçøä ìòî ÷øôúî åðéàù åùåøéô– ïéèåìçì ÷éøô éà) .åäùìëK äãù

íéøåù÷ù ,íéøçà íéøáãá íâ êà ,("f ìù íéñôà") ì"ðä äàååùîä ìù úåðåøúôá ïééðòúð (.K ìù éøáâìàä øåâñä

.äàååùîá

,K[X,Y ]/(f) âåçä ìù úåðîä äãù úà íéîéàúî ì"ðä äàååùîì :úåãù ìò øáãð ,äàååùîä ìò øáãì íå÷îá

.f ìù "úåéö÷ðåôä äãù"

.(êåø-ïîéø úøåú) äìàë úåãù ìù ïåéî ìù úéøáâìà äøåú úîéé÷

:ì"ðä äàååùîä ìù ("íéñôà") úåðåøúôä øôñî ìò ãåîìì íéöåø åðà êëì óñåðá

Fq äáçøä øåáò .F̃q0 ìòî ÷éøô éà f ∈ Fq0 [X,Y ] éäé .íéøáéà q ïá äãùä úà Fq -á ïîñð :íéîå÷òì ïîéø úøòùä

éæà .Fq ìòî f ìù íéñôàä øôñî úà Nq -á ïîñð Fq0 ìù

|Nq(f)− (q + 1)| ≤ 2g
√
q

.q -á àì êà ,f -á éåìú g øùàá

øùàë ,(Lang-Weil) äæ èôùî ìù äììëä íâ ùé .1949 úðùá André Weil éãé ìò äçëåä åæ äøòùä

.íéðúùî øúåéá íéîåðéìåô øúåé íéç÷åì íéðúùî éðùá íåðéìåô íå÷îá

ìù úéèéìðà äëùîäë úøãâåî úéñàì÷ä ïîéø ìù àúéæ úééö÷ðåô ,òåãéë

ζ(s) =
∞∑
n=0

1

ns
, s > 1

ìëù úøîåà ïîéø úøòùä .("íééìàéáéøèä íéñôàä") s = −2,−4, . . . øåáò úñôàúî àéä .áëåøîä øåùéîì

.Re s = 1
2 øùéä ìò íéàöîð ζ ìù íéøçàä íéñôàä

ïîéø úøòùäì äìå÷ù àéä .äîåã äøòùä ùé äøåáò ,íééøáâìà íéîå÷ò øåáò àúéæ úééö÷ðåô êùîäá øéãâð åðà

.íéîå÷òì

íâ àéä .1971 úðùá Pierre Deligne éãé ìò äçëåä (íéîå÷ò íå÷îá) úåòéøéì åæ äøòùä ìù äììëä

.íéñôàä øôñî ìò äëøòää úà úøôùî
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íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

åà α ≤ β íéé÷úî α, β ∈ Γ ìëì :éìàèåè=) àìî ≤ øãñ ñçé íò (+ :äìåòô íò) Γ úéìáà äøåáç :1.1 äøãâä

.α, β, γ ∈ Γ ìëì α+γ ≤ β+γ ⇐ α ≤ β ,øîåìë ,øåáéç øîåù øãñä ñçé íà äøåãñ äøåáç àø÷éú (β ≤ α

.α 6= β ìáà α ≤ β íà α < β áåúëð

.ìéâøä øãñä íò ,R ,Z (à) :1.2 úåàîâåã

.α1 = β1, α2 ≤ β2 åà α1 < β1 íà (α1, α2) ≤ (β1, β2) :éôøâå÷éñ÷ìä øãñä íò Z⊕ Z (á)

.äøåãñ äøåáç àéä éôøâå÷éñ÷ìä øãñä íò Γ1 ⊕ Γ2 æà úåøåãñ úåøåáç Γ1,Γ2 íà ,øúåé éììë ïôåàá (â)

.−γ ≤ 0 æà γ ≥ 0 íà .γ ∈ Γ éäé (à) .äøåãñ äøåáç Γ éäú :1.3 ìéâøú

.Γ ìù (0 äìéëîå øåáéçä úçú äøåâñ äöåá÷-úú) ãéàåðåî-úú àéä Γ+ := {γ ∈ Γ| γ ≥ 0} (á)

.{0} = −Γ+ ∩ Γ+ ,Γ = −Γ+ ∪ Γ+ (â)

.{0} = −∆+ ∩∆+ ,∆ = −∆+ ∪∆+ íéé÷úîù êë äìù ãéàåðåî úú ∆+ éäúå úéìáà äøåáç ∆ éäú (ã)

.≤-ì ñçéá äøåãñ äøåáç ∆ æà .β − α ∈ ∆+ íà α ≤ β :éãé ìò ∆ ìò ≤ ñçé øéãâð

.ϕn: Γ→ Γ øãñ øîåù íæéôøåîåðåî àéä γ 7→ nγ ä÷úòää n ∈ N ìëì æà .äøåãñ äøåáç Γ éäú :1.4 ìéâøú

.úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä àåä ϕn ,úéìáà Γ-ù ïååéë :äçëåä

äéö÷åãðéàá ,æà .(−α-á α óéìçð úøçà) α ≥ 0 úåéììëä úìáâä éìá .α = 0 æà α ∈ Kerϕn íàù äàøð

.α = 0 ïàëîå 0 = nα ≥ α ≥ 0 ïëì .nα ≥ α íéé÷úî ,n ìò

.(n−1)α ≤ (n−1)β äéö÷åãðéàä úçðä éôì .nα ≤ nβ æà α ≤ β íàù ,n ìò äéö÷åãðéàá ,äàøð úòë

ïëì

.nα = (n− 1)α+ α ≤ (n− 1)β + α ≤ (n− 1)β + β = nβ

.Γ = {0} åà úéôåñðéà Γ ,èøôá .éôåñðéà øãñî 0 6= γ ∈ Γ ìë .äøåãñ äøåáç Γ éäú :1.5 äð÷ñî

.γ = 0 ïëì .Kerϕn = {0} ,1.4 ìéâøú éôì .γ ∈ Kerϕn æà .n <∞ øãñî γ éë çéðð :äçëåä

ìò Γ ∪· {∞} (!äøåáç àì) äöåá÷ä ìò ≤,+ úà áéçøðå ∞ óñåð øáéà Γ äøåãñ äøåáçì óéñåð íéîòôì

.γ ∈ Γ ìëì ,γ <∞ ,γ +∞ =∞+ γ =∞+∞ =∞ éãé

ìëì úîéé÷îä ,Γ äøåãñ äøåáç êåúì v: F× → Γ ä÷úòä àéä F äãù ìò (valuation) äëøòä :1.6 äøãâä

a, b ∈ F

,v(ab) = v(a) + v(b) (à)

v(a+ b) ≥ min
(
v(a), v(b)

)
(á)

:ìáà .(a+ b 6= 0 íâ (á) éàðúáå a, b ∈ F× ,øîåìë) íéøãâåî íééåèéáä ìëù éàðúá
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íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

éãé ìò v: F → Γ ∪· {∞} ä÷úòäì v úà áéçøð íà

.a = 0⇔ v(a) =∞ (â)

.(úåìáâä àìì) a, b ∈ F ìëì íéîéé÷úî (á) ,(à) æà

.äëøòä àéä æà a, b ∈ F ìëì (â) ,(á) ,(à) úîéé÷î v: F → Γ ∪· {∞} íà ,êôéäì

.a ∈ F× ìëì v(a) ≥ 0⇔ v′(a) ≥ 0 íà úåìå÷ù úåàø÷ð F ìù v, v′ úåëøòä éúù

.a ìëì v(a) = 0 ìù éãé ìò v: F× → Γ øéãâð Γ éäùìë äøåãñ äøåáçå F åäùìë äãù øåáò (1) :1.7 úåàîâåã

.F ìò úéìàéáéøèä äëøòää éäåæ

,b > 0 ,p-ì íéøæ a, b ∈ Zr{0} øùàá ,ab p
n äøåöäî äãéçé äâöä Q× ìù øáéà ìëì .éðåùàø p éäé (2)

.úéãà-p-ä äëøòää úàø÷ð (!åçéëåä) ;äëøòä v: Q× → Z æà .v(ab p
n) = n øéãâð .n ∈ Z-å

øãñä íò) Γ ⊕ Z éäú .äëøòä w: F× → Γ éäú .F äãù ìòî éèðãðöñðøè x éäé (3)

,0 6= f =
∑
i aix

i ∈ F [x] íà :àáä ïôåàá v: F (x)× → Γ ⊕ Z øéãâðå äøåãñ äøåáç (éôøâå÷éñ÷ìä

úåàøäì øùôà .v(f/g) = v(f) − v(g) øéãâð 0 6= f, g ∈ F [x] øåáòå ,v(f) = mini
(
w(ai), i

)
éäé

(.êùîäá øîåçä ìò êîúñî ,éìàéáéøè éøîâì àì ìéâøú) .äëøòä v-å äáåè äøãâääù

ìëì |a| = cv(a) øéãâðå éùîî 0 < c < 1 øçáð .Γ ≤ R éë çéððå äëøòä v: F → Γ ∪· {∞} éäú :1.8 äøòä

.|a+ b| ≤ |a|+ |b| èøôáå ,|a+ b| ≤ max(|a|, |b|) |ab| = |a| · |b| æà .(|0| = c∞ = 0 èøôá) a ∈ F

.(éìôë àì ,éøåáéç ïôåàá áåúë) ,èìçåî êøò ìù éèøô äø÷î àéä äëøòä ,Γ ≤ R íà ,øîåìë

øùôà .v ìù äëøòää úøåáç úàø÷ðù ,Γ ìù äøåãñ äøåáç úú v(F×) æà ,äëøòä v: F× → Γ íà :1.9 äøòä

.v(F×) ∼= Z íà äãéãá úàø÷ð v äëøòä .ìò v-ù çéðäì ïëìå äá Γ úà óéìçäì

a, b, a1, . . . an ∈ F ìëì æà .äëøòä v: F → Γ ∪· {∞} éäú :1.10 äðòè

.v(1) = 0 (à)

.v(−1) = 0 èøôá .v(−a) = v(a) (á)

.v(a+ b) = v(a) æà v(a) < v(b) íà (â)

.v(
∑n
i=1 ai) ≥ min(v(ai)) (ã)

.v(ai) = v(aj)-ù êë i 6= j ùé æà ,n ≥ 2 øùàá ,
∑n
i=1 ai = 0 íà (ä)

.éìøèéð øáéàì éìøèéð øáéà øéáòî ïëì ,úåøåáç íæéôøåîåîåä àåä v: F× → Γ (à) :äçëåä

.0 = v(1) = v(−1) + v(−1) ,ïëàå .v(−1) = 0 éë çéëåäì éã ïëì ,v(−a) = v(−1) + v(a) (á)

.v(−1) = 0 ,1.5 äð÷ñî éôì .(1 åà 2) éôåñ øãñî v(−1) ïëì

æà .v(a+ b) > v(a) äìéìùá çéðð .v(a+ b) ≥ min
(
v(a), v(b)

)
= v(a) (â)

.äøéúñ ,v(a) = v(a+ b− b) ≥ min
(
v(a+ b), v(b)

)
> v(a)

.n ìò äéö÷åãðéàá (ã)
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íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

,(â) éôì ,n ìò äéö÷åãðéàá .v(a1) < v(a2) < · · · < v(an) úåéììëä úìáâä éìá æà .àìù çéðð (ä)

.äøéúñ .
∑n
i=1 ai 6= 0 ïëì ,v(a1) 6=∞ êà .v(

∑n
i=1 ai) = v(a1)

íéàðúä úà úîéé÷îù ä÷úòä v: F → Γ ∪· {∞} éäúå ,åìù úåðîä äãù K éäé ,úåîìù íåçú F éäé :1.11 ìéâøú

.v: K → Γ ∪· {∞} äëøòäì ãéçé ïôåàá äáçøäì úðúéð v æà .1.6 äøãâä ìù (â) ,(á),(à)

åà a ∈ R :íéé÷úî a ∈ F× ìëì íà äëøòä âåç àø÷ð F úåðî äãù ìòá R úåîìù íåçú :1.12 äøãâä

.a−1 ∈ R

àåä ;F úåðî äãù ìòá äëøòä âåç àåä Ov := {a ∈ F | v(a) ≥ 0} æà .F äãù ìò äëøòä v éäú :1.13 ìéâøú

.äëøòä âåç åúåà úåìå÷ù úåëøòäì .O×v = {a ∈ F | v(a) = 0} íéé÷úî .v ìù äëøòää âåç àø÷ð

æà .åìù úåðîä äãù F éäéå äëøòä âåç R éäé :1.14 äîì

.R× = {a ∈ R| a−1 ∈ R} (à)

.Ṙ ∩ Ṙ−1 = R× ,F× = Ṙ ∪ Ṙ−1 æà .Ṙ = R r{0} ïîñð (á)

.R ìù ãéçé éáøî ìàãéà àåä m = R rR× (â)

.íéøåøá (á) ,(à) :äçëåä

.ìàãéà m-ù äàøð (â)

.ra ∈ m ïëì ;äøéúñ ,a−1 = (ra)−1r ∈ R úøçà ,ra /∈ R× ìáà ,ra ∈ R æà .r ∈ R ,a ∈ m åéäé

.a/b ∈ R ë"äá .b/a ∈ R åà a/b ∈ R ,äçðää éôì .a, b 6= 0 ë"äá .a+ b ∈ m çéëåäì êéøö ;a, b ∈ m åéäé

.a+ b = b(1 + a/b) ∈ m ìéòì øåîàä éôì ïëì .1 + a/b ∈ R æà

,ãéçé éáøî àåä .R ìù úåàð ìàãéà óàì êééù åðéà ïëìå R-á êéôä åðéä Rrm-á øáéà ìë éë ,éáøîm ,úòë

.RrR× = m-á ìëåî R ìù úåàð ìàãéà ìë éë

äëøòä éâåç ïéáì F äãù ìò úåëøòää ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî ïéá ò"çç äîàúä àéä v 7→ Ov ä÷úòää :1.15 èôùî

.F úåðîä äãù éìòá

.úéëôåä ä÷úòä øéãâð :äçëåä

ìù íéãéàåðåî úú Ṙ, Ṙ−1 æà .Ṙ = Rr{0} ïîñð .åìù úåðîä äãù F -ù äëøòä âåç R ⊆ F éäé

,F×/R× = Ṙ/R× ∪ Ṙ−1/R× ,1.14 äîì éôì .R× ⊆ Ṙ, Ṙ−1 ⊆ F× íéé÷úîå F× úéìôëä äøåáçä

àì ,éìôë áéúëá íðîà) äøåãñ äøåáç F×/R× ,1.3 ìéâøú éôì .Ṙ/R× ∩ Ṙ−1/R× = R×/R× = {1}

.(éøåáéç

1.3 ìéâøúá øãñä úøãâä éôì .äðîä ú÷úòä w: F× → F×/R× éäú

.w(a) ≤ w(b)⇔ w(b)

w(a)
∈ Ṙ/R× ⇔ w(b/a) ∈ Ṙ/R× ⇔ b/a ∈ Ṙ⇔ b/a ∈ R

4



íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

,b 6= −a-å ,b/a ∈ Ṙ ,øîåìë ,w(a) ≤ w(b) íàå ,íæéôøåîåîåä w éë ,w(ab) = w(a)w(b) :äëøòä w æà

.w(a+ b) ≥ w(a) = min
(
w(a), w(b)

)
,øîåìë ,(a+ b)/a = 1 + b/a ∈ Ṙ æà

.Ow = {a ∈ F | w(a) ≥ 1 = w(1)} = {a ∈ F | a ∈ R} = R íéé÷úî .F ìò äëøòä w ïëì

.w(a) ≥ 0⇔ a ∈ R⇔ v(a) ≥ 0 ,ïëà .v-ì äìå÷ù w æà ,äëøòä v øùàá ,R = Ov íà

.v 7→ Ov-ì úéëôåä ìéòì åðøãâäù R 7→ w ïëì

K ∪· {∞}-ìK-î úåìåòô úà áéçøðå (Γ-ì åðôñåäù∞-ì øù÷ ïéà)∞ óñåð øáéà åéìà óéñåð .äãùK éäé

b ∈ K× ,a ∈ K øåáò :àáä ïôåàá

.a±∞ =∞± a =∞ , b · ∞ =∞ · b =∞ ·∞ =∞ , a/∞ = 0 , b/0 =∞

.íéøãâåî íðéà∞±∞, 0 · ∞,∞ · 0, 0/0,∞/∞ íééåèéá

ïëå ϕ(1) = 1 úîéé÷îù ϕ: F → K ∪· {∞} ä÷úòä àéä K äãù êåúì F äãùî (place) øúà :1.16 äøãâä

,ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) ,ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (1)

.ϕ(a/b) = ϕ(a)/ϕ(b) íâ æà ϕ(b) 6= 0,∞ íàù áì íéù .øãâåî ïéîé óâà íøåáò a, b ∈ F ìëì

.a ∈ F ìëì ϕ(a) 6=∞⇔ ϕ′(a) 6=∞ íà íéìå÷ù íéàø÷ð F äãù ìù ϕ,ϕ′ íéøúà éðù

øúàì áéçøäì ïúéð ψ: Z → Fp äðîä ú÷úòä úà .Fp := Z/pZ ïîñð .éðåùàø p éäé (à) :1.17 äîâåã

åà íéøæ a, b-å ,b > 0 ,a, b ∈ Z øùàá ,ab äøåöäî äãéçé äâöä Q ìù øáéà ìëì :ϕ: Q → Fp ∪· {∞}

.øúà ϕ æà .ϕ(ab ) =

{
ψ(a)
ψ(b) p - b
∞ p|b

øéãâð .a = 0, b = 1

ìù ïåëéù ϕ: F → K æà .a ∈ F ìëì ϕ(a) 6=∞ íà éìàéáéøè àø÷ð ϕ: F → K ∪· {∞} øúà (á)

.F → F úåäæì ìå÷ù éìàéáéøè øúà ìë .éìàéáéøè øúàì äîâåã àåä äæë ïåëéù ,êôéäì .úåãù

æà .F äãù ìò øúà ϕ éäé :1.18 äîì

.(−∞ =∞ øùàë) a ∈ F ìëì ϕ(−a) = −ϕ(a)-å ϕ(0) = 0 (à)

.ϕ ìù (residue field) úåéøàùä äãù àø÷ð .K ìù äãù úú àåä F̄ := ϕ(F ) r{∞} (á)

(∞-î äðåù àåä ïëìå ,ϕ(1) = 1 6= ∞ éë ,øãâåî ïéîé óâàù áì íéùå) ,ϕ(1) = ϕ(1) + ϕ(0) (à) :äçëåä

.ϕ(0) = 0 ïëì

.ϕ(−a) = −ϕ(a) ïëì ,øãâåî ìàîù óâà íà ,ϕ(a) + ϕ(−a) = ϕ(0) = 0 åìéàå

(.ϕ(−a) =∞ = −∞ æà ϕ(a) =∞ íà)

æà c := ϕ(a) 6= 0,∞ íà .éãâðä úçú øåâñ àåä (à) éôì .ìôëäå øåáéçä úçú øåâñ F̄ ,(1) éôì (á)

.c−1 = ϕ(a−1) ∈ F̄ ïëì .c · ∞ =∞ åìéàå ϕ(a)ϕ(a−1) = ϕ(1) = 1 éë ,ϕ(a−1) 6=∞
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íéøúàå äëøòä éâåç ,úåëøòä ,úåøåãñ úåøåáç .1

àåä ;F úåðî äãù ìòá äëøòä âåç àåä Oϕ := {a ∈ F | ϕ(a) 6= ∞} æà .F äãù ìò øúà ϕ éäé :1.19 ìéâøú

.äëøòä âåç åúåà íéìå÷ù íéøúàì .O×ϕ = {a ∈ F | ϕ(a) 6=∞, 0} íéé÷úî .ϕ ìù äëøòää âåç àø÷ð

äëøòä éâåç ïéáì F äãù ìò íéøúàä ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî ïéá ò"çç äîàúä àéä ϕ 7→ Oϕ ä÷úòää :1.20 èôùî

.F úåðîä äãù éìòá

æà .R ìù éáøîä ìàãéàä m éäéå åìù úåðîä äãù F -ù äëøòä âåç R ⊆ F éäé .úéëôåä ä÷úòä øéãâð :äçëåä

ψ(a) = ∞ éãé ìò ψ: F → K ∪· {∞} ä÷úòäì ψ: R → K äðîä ú÷úòä úà áéçøð .äãù K := R/m

.øúà ψ æà .a ∈ F rR ìëì

.a, b ∈ R ,øîåìë ,ψ(a), ψ(b) 6=∞ íà ,úåîéé÷úî éàãå (1) úåàååùî .a, b ∈ F åéäé ,ïëà

,b = (a+ b)−a ∈ R úøçà) a+ b /∈ R æà .a ∈ R, b /∈ R ,øîåìë ,ψ(a) 6=∞, ψ(b) =∞ çéðð

ab /∈ R æà ,a ∈ Rrm = R× ,øîåìë ,ψ(a) 6= 0 íâ íà .ψ(a+ b) =∞ = ψ(a) + ψ(b) ïëì ,(äøéúñ

.ψ(ab) =∞ = ψ(a)ψ(b) ïëì ,(äøéúñ ,b = (ab)a−1 ∈ R úøçà)

úøçà) ab /∈ R ïëì .a−1, b−1 ∈ R æà .a, b /∈ R øîåìë ,ψ(a) = ψ(b) = ∞ çéðð

.ψ(ab) =∞ = ψ(a)ψ(b) ïëì ,(äøéúñ ,b = a−1(ab) ∈ R

.Oψ = {a ∈ F | ψ(a) 6=∞} = {a ∈ F | a ∈ R} = R íéé÷úî

.ψ(a) 6=∞⇔ a ∈ R⇔ ϕ(a) 6=∞ éë ,ϕ-ì ìå÷ù ψ æà ,øúà ϕ øùàá ,R = Oϕ íà

.ψ 7→ Oψ ä÷úòäì úéëôåä ìéòì åðøãâäù R 7→ ψ ä÷úòää ïëì

úà øéãâäì äéä êéøö ,äùòîì .úéòáè úéàøð äðéà íéøúà ìù úåìé÷ù ìùå úåëøòä ìù úåìé÷ù ìù äøãâää

:ìéòì úåîåùøù äìàì úåìå÷ù úåøãâääù äàøî àáä ìéâøúä êà .úøçà úåéåìé÷ùä

éë åàøä :1.21 ìéâøú

êë λ: v(F×) → v′(F×) øãñ øîåù úåøåáç íæéôøåîåæéà íéé÷ íà ÷øå íà úåìå÷ù F äãù ìù v, v′ úåëøòä (à)

.v′ = λ ◦ v -ù

êë λ: ϕ(F ) → ϕ′(F ) ìòå úéëøò ãç ãç ä÷úòä úîéé÷ íà ÷øå íà íéìå÷ù F äãù ìù ϕ,ϕ′ íéøúà (á)

.ϕ′ = λ ◦ ϕ-å ,úåãù ìù íæéôøåîåæéà àåä λ: ϕ(F ) r{∞} → ϕ′(F ) r{∞} ,λ(∞) =∞-ù

F
ϕ

%%KKKKKKKKKK

ϕ′yytttttttttt

ϕ(F ) ϕ′(F )

ϕ(F )r{∞}
?�

OO

λ // ϕ′(F )r{∞}
?�

OO
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô ìù úåãù ìù úåëøòä .2

úåéìðåéöø úåéö÷ðåô ìù úåãù ìù úåëøòä .2

äãù àø÷ð F = K(t) = { f(t)
g(t) | f, g ∈ K[t], g 6= 0} æà .åéìòî éèðãðöñðøè t éäéå äãùK éäé :2.1 äøãâä

.t-á K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä

.deg u = deg f − deg g íéøéãâî u = f(t)
g(t) ∈ K(t) øåáò

,íéååù íéôâàä éðù ìù úåìòîä ïëìå f(t)g0(t) = f0(t)g(t) æà ,u = f0(t)
g0(t) ∈ K(t) íâ íà :äáåè äøãâä éäåæ

.deg f − deg g = deg f0 − deg g0 ïàëî .deg f + deg g0 = deg f0 + deg g ,øîåìë

äîéàúîä äëøòää ïëìå) K ìò úåäæ åðéäù ϕ: F →M ∪· {∞} øúà äàøð êéà .K ⊆M ,äãùM éäé

?(K ìò úéìàéáéøè àéä åì

.K øîåù íéâåç íæéôøåîåîåä ϕ0: K[t] → M æà .ϕ0 = ϕ|K[t] ïîñð .τ := ϕ(t) 6= ∞ çéðð (à)

øúà ϕ æà ïëì .f/g ∈ K(t) ìëì ϕ(f/g) = ϕ0(f)/ϕ0(g) 6= ∞ -å ,ïåëéù ϕ0 æà ,Kerϕ0 = {0} íà

.éìàéáéøè

(úåîìù íåçú àéä ïëìå äãùá úìëåî ϕ úðåîú éë) éðåùàø ìàãéà Kerϕ0-ù ïååéë .Kerϕ0 6= {0} úøçà

ìëì .M -á p ìù ùøåù àåä τ -ù áì íéùð .ï÷åúî ÷éøô éà p ∈ K[t] øùàá ,Kerϕ0 = (p) ,éùàø âåçá

äâöä ùé u ∈ F×

u = pm
f

g
(1)

çøëäá æà .ãéçé m ∈ Z-å ,p-ì íéøæ ,íéøæ ,f, g ∈ K[t]r{0} øùàá

.ϕ(u) =


f(τ)
g(τ) m = 0
0 m > 0
∞ m < 0

(2)

.Op = {f/g| f, g ∈ K[t], p - g} àåä ϕ ìù äëøòää âåçù ïàëî

äìù äëøòää âåçù F ìò äëøòä øéãâî ,(1)-á ïåúð m øùàá ,vp(u) = m ,(2)1.7 äîâåãì äîåãá

æà ,íé÷éøô éà p 6= q íà .K(t) ìò úéãà-p äëøòä úàø÷ð àéä .ϕ-ì äîéàúîä äëøòää vp ïëì .Op àåä

.úåìå÷ù ïðéà vp, vq ïëì ,vp(1/p) = −1, vq(1/p) = 0

íéøúàä ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî ïéáìK[t]-á íéð÷åúîä íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä ïéá ò"çç äîàúä úîéé÷ :ïëì

.t ìò íééôåñå K ìò úåäæ íðéäù F ìù

äâöä ùé u ∈ F× ìëì .ϕ(t−1) = 0 æà .ϕ(t) =∞ çéðð (á)

u =
akt

k + ak−1t
k−1 + · · ·+ a0

bltl + al−1tl−1 + · · ·+ b0
= tk−l

ak + ak−1t
−1 + · · ·+ a0t

−k

bl + al−1t−1 + · · ·+ b0t−l
(3)

7



úåéìðåéöø úåéö÷ðåô ìù úåãù ìù úåëøòä .2

ïëì .0,∞-î äðåù åðéäù ,akbl -ì ïéîé óâàá äðîä úà ÷éúòî ϕ æà .ai, bj ∈ K, ak, bl 6= 0 øùàá

.ϕ(u) =

{ ak
bl

k = l
0 k < l
∞ k > l

(4)

àåä ϕ ìù äëøòää âåçù ïàëî

.Op = {f/g| f, g ∈ K[t], deg f ≤ deg g} = {u ∈ K(t)| deg u ≤ 0}

.ϕ-ì äîéàúî v∞ ïëì .Ov = Op-å F ìò äëøòä úðúåð v∞(u) := −deg u äøãâääù úåàøì ì÷

:ïåéãä úà íëñð

,vp ïä úåéìàéáéøè ïðéàå K ìò úåéìàéáéøè ïðéäù K(t) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ìù úåðåùä úåëøòää ìë :2.2 èôùî

.úåãéãá ïìåë èøôá .((3), (4) éãé ìò äðåúð) v∞ åà ((1), (2) éãé ìò úåðåúð) ï÷åúî ÷éøô éà p ∈ K[t] øùàá

:íãå÷ä èôùîì äîåã ïôåàá

.Q ìò úåéìàéáéøè àìä úåëøòää ìëä ïä (éðåùàø p ∈ N) úåéãà-p-ä úåëøòääù çëåä :2.2 ìéâøú
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íéøúà úáçøä .3

íéøúà úáçøä .3

.ϕ(1) = 1 ,íéâåç íæéôøåîåîåä ϕ: R → L éäéå úéøáâìà øåâñ äãù L éäé .F äãù ìù âåç úú R éäé :3.1 èôùî

äãù ìòá äëøòä âåç R æà .R $ R′ ⊆ F øùàá ϕ: R′ → L íéâåç íæéôøåîåîåäì äáçøäì ïúéð åðéà ϕ-ù çéðð

.R ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä Kerϕ-å F úåðî

.P := Kerϕ 6= R ïëì ,ϕ(1) 6= 0 íéé÷úî :äçëåä

éäé ,ïëà .R ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä P :1 äðòè

.R′ = {r
s
| r, s ∈ R, ϕ(s) 6= 0}

éãé ìò R′ ìò ϕ úà áéçøäì ïúéð .âåç àåä R′-å R ⊆ R′ ⊆ F æà

.ϕ(
r

s
) =

ϕ(r)

ϕ(s)

ϕ(s) 6= 0 , s ∈ R íà ,èøôá .R = R′ ,äçðää éôì ,ïëì (. rs -á ÷ø àìà r, s-á äéåìú äðéà åæ äøãâäù áì íéù)

ïëì ,úåàð ìàãéà ìëì äðåëð äëåôää äìëää .P ⊇ RrR× ïëì .RrP ⊆ R× ,øîåìë . 1s ∈ R æà

(.ìàãéà àéäù åðéàøäå RrR× äöåá÷á ìëåî R ìù úåàð ìàãéà ìë éøäù) äðòèä äçëåä êëá .P = RrR×

.(L ìù äãù úú) äãù àåä K ,éáøî P -ù ïååéëå ,K := ϕ(R) ∼= R/P -ù áì íâ íéùð

ϕ: R → K íæôøåîéôàä úà áéçøð äìéçú .R[z−1]-ì åà R[z]-ì äáçøäì ïúéð ϕ æà .z ∈ F× éäé :2 äðòè

øåçáì äöøð .
∑
i aiX

i 7→
∑
i ϕ(ai)X

i éãé ìò ϕ̃: R[X] → K[X] íéîåðéìåôä éâåç ìù íæéôøåîéôàì

éôåìéç íéùøú íéé÷ .X 7→ α éãé ìò λ′: K[X]→ K[α] ⊆ L K-íæéôøåîéôà øéãâäìå íéàúî α ∈ L

R[X]

λ

"" ""FFFFFFFF
ϕ̃ // // K[X]

λ′

{{{{wwwwwwww

R[z]
ψ //______ K[α]

R

;;wwwwwwwww

OO

ϕ
// // K

ccHHHHHHHHH

OO

.úåìëää ïä (úåå÷åå÷î àìä) úå÷úòää øàùå ,ìéòì øáñåîù åîë ϕ, ϕ̃, λ′ ,X 7→ z äáöää àéä λ åá

éäé

.I = Kerλ = {f ∈ R[X]| f(z) = 0}
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íéøúà úáçøä .3

íæéôøåîéôà íéé÷ íéâåçì ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì æà ,(λ′ ◦ ϕ̃)(I) = 0-ù êë α úà øçáð íà

ïåúçúä æôøèä íâù úåì÷á òáåð ïáìîä ìù úåéôåìéçäî .éôåìéç íéùøúá ïåéìòä æôøèäù êë ψ: R[z] → K[α]

.ϕ úà áéçøî ψ ,øîåìë ,éôåìéç

.K[X]-á ìàãéà éàåä ϕ̃(I) ,ìò åðéä ϕ̃: R[X]→ K[X]-ù ììâá

:íéø÷î äîë ïéá ìéãáð

.íéé÷úî λ′(ϕ̃(I)) = 0 éàðúäå ,åäùìë α ∈ L øçáð æà .ϕ̃(I) = 0 (à)

.L-á f ìù α åäùìë ùøåù øçáð .ϕ̃(I) = (f)-ù êë ï÷åúî f ∈ K[X] ùé æà .ϕ̃(I) 6= 0,K[X] (á)

.λ′(ϕ̃(I)) = 0 ïëì ,λ′(f) = 0 æà

.R[z−1]→ L-ì ϕ úà áéçøäì ìëåð æà .z íå÷îá z−1 øåáò íéé÷úî íéîãå÷ä íéø÷îä éðùî ãçà (â)

-ù êë f, g ∈ R[X] ùé æà .z íå÷îá z−1 íò ïåëð äîåã ïåéååùå ϕ̃(I) = K[X] úøçà (ã)

f(z) = 0, ϕ̃(f) = 1, g(z−1) = 0, ϕ̃(g) = 1 (1)

øîàð .deg g ≥ 1 ïôåà åúåàá .deg f ≥ 1 åìéôà ,f(z) = 0-ù ïååéë ;f 6= 0 ,ϕ̃(f) = 1-ù ïååéë

.f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n, g = b0 + b1X + · · ·+ bmX

m, an, bm 6= 0,m, n ≥ 1

ϕ(b0) = 1 ,(1) éôì .n ≥ m úåéììëä úìáâä éìá .((1) íéé÷úîù êë) úåéøùôà úåéøòæî úåìòîî f, g øçáð

.i ≥ 1 øåáò ϕ(bi) = 0-å

.ϕ̃(g0) = Xm ïë åîë .g0(z) = zmg(z−1) = 0 æà .g0 = b0X
m + b1X

m−1 + · · ·+ bm øéãâð

íã÷îä ìù äîéàúî ä÷æç íä ÷ìçî ìù íéîã÷îä ìë éë éøùôà äæ) R ìòî g0-á b
n
0f úà úéøàù íò ÷ìçð

:(÷øôä óåñá 3.4 èôùî äàø– ÷ìåçîä ìù ïåéìòä

.bn0f = g0q + r, q, r ∈ R[X], deg r < deg g0 = m ≤ n (2)

:(2)) ìò ϕ̃ úà ìéòôð .r(z) = 0 ìá÷ð :(2)-á z áéöð

1 = ϕ(b0)n · 1 = Xmϕ̃(q) + ϕ̃(r)

åðéäù r-á f úà (1)-á óéìçäì øùôà ïëì .ϕ̃(r) = 1 æàå ϕ̃(q) = 0 íà ÷ø ïëúé äæ ,deg ϕ̃(r) < m-ù ïååéë

.ïëúé àì äæ äø÷î ïëì .deg f úåéøòæîì äøéúñ ,øúåé äëåîð äìòîî

.äëøòä âåç R ïëì .z−1 ∈ R åà z ∈ R íéé÷úî z ∈ F× ìëì ,úîãå÷ä äðòèä éôì :äçëåää íåéñ

æà .F ìù äãù úú F0 -å âåç úú R0 åéäé .úéøáâìà øåâñ äãù L éäéå äãù F éäé :3.2 èôùî

.ϕ: F → L ∪· {∞} øúàì äáçøäì ïúéð ϕ0(1) = 1 íò ϕ0: R0 → L íæéôøåîåîåä ìë (à)
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íéøúà úáçøä .3

.ϕ: F → L ∪· {∞} øúàì äáçøäì ïúéð ϕ0: F0 → L ∪· {∞} øúà ìë (á)

äðéà Ω = {(R,ϕ)| ,âåç R0 ⊆ R ⊆ F ,íæéôøåîåîåä ϕ: R → L ,ϕ|R0
= ϕ0} äöåá÷ä (à) :äçëåä

.ϕ úà áéçøî ϕ′-å R ⊆ R′ íà (R,ϕ) ≤ (R′, ϕ′) :é÷ìç øãñ äéìò øéãâð .(R0, ϕ0) ∈ Ω éë ä÷éø

ùé ïøåö ìù äîìä éôì .äìù ìéòìî íñç (
⋃
αRα,

⋃
α ϕα) ∈ Ω æà Ω-á äìåò úøùøù {(Rα, ϕα)}α íà

.éáøî (R,ϕ) ∈ Ω

ä÷úòäì ϕ úà áéçøð .åìù éáøîä ìàãéàäm = Kerϕ-å F úåðî äãù ìòá äëøòä âåç R ,3.1 èôùî éôì

úçëåäî ÷ìç ìò äøæç éäåæ) ,ïëà .øúà ϕ æà .a ∈ F rR ìëì ϕ(a) = ∞ éãé ìò ϕ: F → L ∪· {∞}

(1.20 èôùî

úåàååùîä

, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) , ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (3)

.a, b ∈ R ,øîåìë ,ϕ(a), ϕ(b) 6=∞ íà ,úåîéé÷úî éàãå

,b = (a+ b)− a ∈ R úøçà) a+ b /∈ R æà .a ∈ R, b /∈ R ,øîåìë ,ϕ(a) 6=∞, ϕ(b) =∞ çéðð

ab /∈ R æà ,a ∈ Rrm = R× ,øîåìë ,ϕ(a) 6= 0 íâ íà .ϕ(a+ b) =∞ = ϕ(a) + ϕ(b) ïëì ,(äøéúñ

.ϕ(ab) =∞ = ϕ(a)ϕ(b) ïëì ,(äøéúñ ,b = (ab)a−1 ∈ R úøçà)

úøçà) ab /∈ R ïëì .a−1, b−1 ∈ R æà .a, b /∈ R øîåìë ,ϕ(a) = ϕ(b) = ∞ çéðð

.íéé÷úî (3) ïëì .ϕ(ab) =∞ = ϕ(a)ϕ(b) ïëì ,(äøéúñ ,b = a−1(ab) ∈ R

øúà ùé (à) éôì .äëøòä âåç àåä R0 := {a ∈ F0| ϕ0(a) 6= ∞} ,1.19 ìéâøú éôì (á)

,ϕ0(a) = ∞ ,øîåìë ,a ∈ F0 rR0 íà .ϕ0|R0 íæéôøåîåîåää úà áéçøî øùà ϕ: F → L ∪· {∞}

èøôá .ϕ(a) = ∞ ïàëî .ϕ(a−1) = ϕ0(a−1) = 0 ïëì .a−1 ∈ R0 èøôáå ϕ0(a−1) = 0 æà

.ϕ0 úà áéçøî ϕ ïëì .ϕ(a) = ϕ0(a)

úåéìàéáéøè ïðéäù F ìò v, v′ úåëøòä ùé æà .K ìòî éèðãðöñðøè x ∈ F éäé .úåãù úáçøä F/K éäú :3.3 äð÷ñî

.v′(x) < 0-å v(x) > 0-ù êë K ìò

ïúéð 3.2 èôùî éôì .ϕ(x) = 0 íéé÷îå K ìò úåäæ åðéä K(x) ìò ϕ éãà-x-ä øúàä 2 ÷øôá ïåéãä éôì :äçëåä

úîéé÷î v äîéàúîä äëøòää ïëì ,Oϕ äëøòää âåç ìù éáøîä ìàãéàá àöîð x æà .F ìù øúàì åúåà áéçøäì

.K ìò úåäæ ϕ éë ,K ìò úéìàéáéøè àéä .v(x) > 0

.v′(x) < 0 æà .v′(x−1) > 0-ù êë v′ äëøòä ùé ïôåà åúåàá

, f, g ∈ R[X] åéäéå éôåìéç âåçR éäé :(úéøàù íò ÷åìéç) 3.4 èôùî

.f = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 ,g = bmX
m + bm−1X

m−1 + · · ·+ b1X + b0
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íéøúà úáçøä .3

-ù êë q, r ∈ R[X] íéîéé÷ éæà .k ≥ 1 ìëì bkm|ak-åm ≥ 1-ù çéðð .R[X]-á íéîåðéìåô

.f = gq + r, deg r < deg g = m

.íéãéçé íä äìàë q, r æà ,R-á ñôà ÷ìçî åðéà bm íà

.q = 0, r = f ç÷éð ,(f = 0 íà èøôáå) deg f < m íà .deg f ìò äéö÷åãðéàá .íåé÷ :äçëåä

ùé äçðää éôì æà .n >äìòîî íéîåðéìåôä ìëì äðåëð íåé÷ä úðòèå deg f = n ≥ m éë úòë çéðð

ïàëî .an = bmc-å b
n−1
m |c æà .c = bn−1

m c0 ïîñð .an = bnmc0-ù êë c0 ∈ R

,f = g · (cXn−m) + f1

øùàá

f1 = f − g · (cXn−m)

= (anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ an−mX
n−m + an−m−1X

n−m−1 + . . .+ a0)

− (bmcX
n + bm−1cX

n−1 + . . .+ b0cX
n−m)

= (an − bmc)Xn + (an−1 − bm−1c)X
n−1 + . . . (an−m − b0c)Xn−m

+ an−m−1X
n−m−1 + . . .+ a0

ìëì ,bkm-á ÷ìçúî f1 ìù é-k-ä íã÷îä ,bkm|ak-å bn−1
m |c-ù ïååéë .deg f1 < n íéé÷úî ,an = bmc-ù ïååéë

-ù êë q1, r ∈ R[X] ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .k ≥ 1

.f1 = gq1 + r, deg r < m

.q = cXn−m + q1 øùàá ,f = g · (cXn−m) + gq1 + r = gq + r ïëì

-ù êë r0, q0 ∈ R[X] íâ ùé q, r-ì óñåðá éë çéðð .úåãéçé

.f = gq0 + r0, deg r0 < deg g = m

,q−q0 = c`X`+. . . ,øîåìë ,q−q0 6= 0 íà .r = r0 íâù òáåð ïàëî æà q = q0 íà .g(q−q0) = r0−r æà

äìòîî íåðéìåô åðéä g · (q − q0) = bmc`X
m+` + . . . ,ñôà ÷ìçî åðéà bm-ù ïååéë ,æà ,` ≥ 0 øùàá

ïàëî .m+ ` = deg g + deg q − q0

, deg g ≤ deg g+ deg(q− q0) = deg g · (q− q0) = deg(r− r0) ≤ max(deg r0,deg r) < deg g

.q = q0 ïëì .äøéúñ
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úåëøòäå úåãù ìù úåáçøä .4

úåëøòäå úåãù ìù úåáçøä .4

.äãù F éäé

åéäé ,äëøòä v: F× → Γ éäú

ϕ: F → F̄ ∪· {∞} ,mF = {a ∈ F | v(a) > 0} ,OF = {a ∈ F | v(a) ≥ 0}

ϕ-å ,úåéøàùä äãù F̄ = OF /mF øùàá ,äîàúäá ,äì íéàúî øúàå ,åìù éáøîä ìàãéàä ,äìù äëøòää âåç

.OF → F̄ äðîä ú÷úòä úà áéçøî

.(úåãù úáçøä F/E ,øîåìë) F ìù äãù úú E éäé

éáøîä ìàãéàä ,OE = E ∩ OF àåä äìù äëøòää âåç ,E ìù äëøòä àåä v: E× → Γ íåöîöä æà

ïëì ,E ∩ OF = OE àåä åìù äëøòää âåç .E ìù øúà àåä E-ì ϕ ìù íåöîöä .mE = E ∩mF àåä åìù

.F̄ ìù äãù úú àåä Ē = ϕ(E)r{∞} ∼= OE/mE åìù úåéøàùä äãù .v|E -ì íéàúî ϕ|E

.F/E ìù úåôòúñää ñ÷ãðéà àø÷ð
(
v(F×) : v(E×)

)
(à) :4.1 äøãâä

.F/E ìù úéøàùä ñ÷ãðéà àø÷ð [F̄ : Ē] (á)

.∞ åà íééòáè íéøôñî úåéäì íéìåëé íäéðù

.[F̄ : Ē] ·
(
v(F×) : v(E×)

)
≤ [F : E] :4.2 èôùî

.z̄ = ϕ(z) ∈ F̄ ïîñð z ∈ OF øåáò :äçëåä

åéäé ïë åîë .Ē ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá x1, . . . , xm ∈ F̄ -ù êë x1, . . . , xm ∈ OF åéäé

éã .v(F×)/v(E×) äðîä úøåáçá íéðåù íéèñå÷ íéâöééî v(y1), . . . , v(yn)-ù êë y1, . . . , yn ∈ F×

.E ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá {xiyj}m n
i=1 j=1 éë úåàøäì

.i, j ìëì aij = 0-ù úåàøäì éã ;
∑
i,j aijxiyj = 0-ù êë aij ∈ E åéäé ,øîåìë

.y1, . . . , yn äøãñäî yj èéîùð úøçà ,aij 6= 0-ù êë i ùé j ìëì úåéììëä úìáâä éìá .êë àì äæù çéðð

.j òá÷ð

íìåë àì aij ∈ E åéäé .Ē ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá x1, . . . , xm ∈ F̄ -ù êë x1, . . . , xm ∈ OF åéäé :äðòè

.v(
∑m
i=1 aijxi) ∈ v(E×) èøôáå v(

∑m
i=1 aijxi) = mini v(aij) æà .ñôà

æà .akj 6= 0 äçðää éôì .v(akj) = mini v(aij)-ù êë k éäé ,ïëà

, v
( m∑
i=1

aijxi
)
− v
(
akj
)

= v
( m∑
i=1

aij
akj

xi
)

,min
i
v(aij)− v(akj) = min

i
v
( aij
akj

)
aij ∈ OE èøôá .mini v(aij) = 0 ïëìå akj = 1-ù çéðäì êë éãé ìòå

aij
akj

-á aij óéìçäì øùôà äðòèá ïëì

.akj 6= 0 éë ,ñôà íìåë àì êà ,i ìëì aij ∈ Ē ,øîåìë .akj /∈ mE -å i ìëì

ïëì .
∑
i aijxi =

∑
i aij xi 6= 0 ,Ē ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá x1, . . . , xm ∈ F̄ -ù ïååéë

.ïòèðë ,v(
∑
i aijxi) = 0 ,øîåìë ,

∑
i aijxi ∈ OF rmF
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úåëøòäå úåãù ìù úåáçøä .4

éôìå (v(0) = ∞ éë)
∑
i aijxi 6= 0 äðòèä éôì .

∑n
j=1

(∑
i aijxi

)
yj = 0 íéé÷úî :äçëåää íåéñ

-ù êë j 6= l ùé (ä)1.10 äðòè éôì .n ≥ 2 ïëì .j ìëì yj 6= 0 äçðää

, v
((∑

i

aijxi
)
yj

)
= v
((∑

i

ailxi
)
yl

)
øîåìë

, v
(∑

i

aijxi
)

+ v(yj) = v
(∑

i

ailxi
)

+ v(yl)

,äðòèä éôì ,ïàëîå

, v(yj)− v(yl) = v
(∑

i

ailxi

)
− v
(∑

i

aijxi

)
∈ v(E×)

.v(E×) åìåãåî íéðåù íéèñå÷á v(yj), v(yl)-ù êëì äøéúñá

.íééôåñ íéñ÷ãðéàä ,úéôåñ äáçøää íà .äáçøää úìòîì íéååù åà íéðè÷ úéøàùä ñ÷ãðéàå úåôòúñää ñ÷ãðéà :4.3 äð÷ñî

æà ∆ = {0} íà .Γ ∼= Z æà ∆ ∼= Z íà .(Γ : ∆) = n <∞ çéðð .úåøåãñ úåøåáç ∆ ≤ Γ äðééäú :4.4 äîì

.Γ = {0}

.ϕn: Γ→ Γ øãñ øîåù íæéôøåîåðåî àéä γ 7→ nγ ä÷úòää ,1.4 ìéâøú éôì :äçëåä

ϕn(Γ) ≤ ∆ ïëì .nγ ∈ ∆ ïëì ,|Γ/∆| = n úà ÷ìçîù øãñî àéä Γ/∆-á åúðåîú æà .γ ∈ Γ éäé

∆ ìù äøåáç úú ìë æà ,∆ ∼= Z íà .Γ = {0} æà ∆ = {0} íà ïëì .∆ ìù äøåáç úúì úéôøåîåæéà Γ èøôáå

.Γ ∼= Z ïëìå úéôåñ äðéà àéä ,∆ úà äìéëî Γ-ù ïååéë .{0} åà Z-ì úéôøåîåæéà

úéìàéáéøè àì äëøòä ìë æà .K äãù ìòî E = K(t) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ìù úéôåñ äáçøä F éäú :4.5 äð÷ñî

.äãéãá àéä K ìò úéìàéáéøè äðéäù F ìù v

v|E ,2.2 èôùî éôì .úéìàéáéøè äðéà v|E ,4.4 äîì éôì .
(
v(F×) : v(E×)

)
< ∞ ,4.3 äð÷ñî éôì :äçëåä

.äãéãá v íâ ,4.3 äîì éôì ïëì .äãéãá
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úåëøòä ìù úåìú éà .5

úåëøòä ìù úåìú éà .5

.äîàúäá ,íäìù äëøòää éâåçO1, . . . ,On åéäé .åéìò úåéìàéáéøè àì úåëøòä v1, . . . , vn-å äãù F éäé äæ óéòñá

.i ìëì Oi $ F æà

-ù êë x ∈ F ùé æà i 6= 1 ìëì O1 6⊆ Oi íà :5.1 èôùî

.v1(x) ≥ 0, v2(x), . . . , vn(x) < 0

.v1(1) = 0 íéé÷úî n = 1 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

.v1(x) ≥ 0, v2(x) < 0 æà .x ∈ O1 rO2 ùé ïëì ,O1 6⊆ O2 : n = 2

éôì .v1(y) ≥ 0, v2(y), . . . , vn−1(y) < 0-ù êë y ∈ F ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì :éììëä äø÷îä

øéãâð .v1(z) ≥ 0, vn(z) < 0-ù êë z ∈ F íéé÷ n = 2 äø÷îä

x = y + zm

éà .vi(z
m) = mvi(z) 6= vi(y) íéé÷úî ,vi(z) 6= 0 åøåáò ,i ≥ 2 ìëìù êë ,÷éôñî ìåãâ m ∈ N øùàá

úòë .vi(y) < 0 = mvi(z) ïëìå 2 ≤ i ≤ n− 1 æà éë ,vi(z) = 0 íà íâ ïåëð äæ ïåéååù

.v1(x) ≥ min
(
v1(y),mv1(z)

)
≥ 0 (à)

.vi(z) < 0 åà vi(y) < 0 éë ,vi(x) = min
(
vi(y),mvi(z)

)
< 0 (â)1.10 äðòè éôì æà i ≥ 2 íà (á)

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä :5.2 ìéâøú

.O1 ⊆ O2 (à)

.a ∈ F× ìëì ,v1(a) ≥ 0⇒ v2(a) ≥ 0 (á)

.a ∈ F× ìëì ,v1(a) ≤ 0⇒ v2(a) ≤ 0 (â)

.a ∈ F× ìëì ,v2(a) > 0⇒ v1(a) > 0 (ã)

.a ∈ F× ìëì ,v2(a) < 0⇒ v1(a) < 0 (ä)

(â) .a↔ a−1 :(ä)⇔ (ã) .a↔ a−1 :(â)⇔ (á) .äëøòä éâåçì úåëøòä ïéá äîàúää :(á)⇔ (à) :äçëåä

.äìéìùä êøã ìò :(ã)⇔

.β < mα-ù êë m ∈ N íéé÷ β ∈ Γ ,0 < α ∈ Γ ìëì íà úéãîéëøà úàø÷ð Γ äøåãñ äøåáç :5.3 äøãâä

.β > mα-ù êë m ∈ N íéé÷ β ∈ Γ ,0 > α ∈ Γ ìëì :äìå÷ù äøãâä

.úéãîéëøà äìù äëøòää úøåáç íà úéãîéëøà àø÷éú äëøòä

(1, 0) > m(0, 1) éë) úéãîéëøà äðéà éôøâå÷éñ÷ìä øãñä íò Z ⊕ Z ,úåéãîéëøà úåøåáç Z,R ,ìùîì

.(m ∈ N ìëì
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úåëøòä ìù úåìú éà .5

.R êåúì øãñ øîåù ïåëéùì úðúéð úéãîéëøà äøåãñ äøåáç ìë :5.4 ìéâøú

.úåìå÷ù v1, v2 ,øîåìë ,O1 = O2 æà O1 ⊆ O2 íà .úåéãîéëøà v1, v2 éë çéðð :5.5 äîì

.v1(a) ≥ 0 éë úåàøì éã 5.2 ìéâøú éôì .v2(a) ≥ 0-ù êë a ∈ F× éäé :äçëåä

éôì .v2(amb) = mv2(a) + v2(b) > 0 íéé÷úî m ∈ N ìëì æà .v2(b) > 0-ù êë b ∈ F× éäé

äæ ,úéãîéëøà v1-ù ïååéë .m
(
− v1(a)

)
< v1(b) ,øîåìë ,v1(amb) = mv1(a) + v1(b) > 0 ,5.2 ìéâøú

.v1(a) ≥ 0 ,øîåìë ,−v1(a) ≤ 0 íà ÷ø ïëúé

÷æçì íâ øùôà êà .5.1 èôùîá øúåé äùìç äçðä çéðäì åðì úøùôàî úàæ äîì ,úåéãîéëøà ïä úåëøòää íà

:åìù äð÷ñîä úà

-ù êë x ∈ F ùé æà i 6= 1 ìëì vi -ì äìå÷ù äðéà v1 -å úåéãîéëøà v1, . . . , vn íà :5.6 èôùî

.v1(x) > 0, v2(x), . . . , vn(x) < 0

-ù êë z ∈ F ùé 5.1 èôùî éôì .i 6= 1 ìëì O1 6⊆ Oi ,5.5 äîì éôì :äçëåä

.v1(z) ≥ 0, v2(z), . . . , vn(z) < 0

úåéãîéëøàä ììâá ,ù÷åáîä úà íéé÷î x := zmy æà .÷éôñî ìåãâm ∈ N éäé .v1(y) > 0-ù êë y ∈ F× øçáð

.v2, . . . , vn ìù

vi -ì äìå÷ù äðéà v1 -å ,äîàúäá ,íäìù äëøòää úåøåáçá íéøáéà ρ1, . . . , ρn -å úåéãîéëøà v1, . . . , vn íà :5.7 äîì

-ù êë x ∈ F ùé æà i 6= 1 ìëì

.v1(x− 1) > ρ1, vi(x) > ρi, , i = 2, . . . , n

m ∈ N ìëì æà .v1(y) > 0, v2(y), . . . , vn(y) < 0 -ù êë y ∈ F ùé 5.6 èôùî éôì :äçëåä

, vi(1 + ym) = min
(
vi(1),mvi(y)

)
=

{
0 i = 1
mvi(y) i ≥ 2

æà ,÷éôñî ìåãâ m ∈ N øùàá ,x = 1
1+ym øéãâð íà ïëì

, v1(x− 1) = v1(− ym

1 + ym
) = mv1(y)− 0 > ρ1

.vi(x) = −vi(1 + ym) = −mvi(y) > ρi, i = 2, . . . ,m
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úåëøòä ìù úåìú éà .5

,íäìù äëøòää úåøåáçá íéøáéà ρ1, . . . , ρn ,(úåâåæá) úåìå÷ù àì úåéãîéëøà úåëøòä v1, . . . , vn íà :5.8 äîì

.i ìëì vi(x− ai) > ρi -ù êë x ∈ F ùé æà ,a1, . . . , an ∈ F -å ,äîàúäá

éôì .i ìëì τi = minj vi(aj) ∈ vi(F×) ïîñð úøçà .x = 0 ç÷éð ,a1 = · · · = an = 0 íà :äçëåä

-ù êë xj ∈ F íéé÷ j ìëì ,5.7 äîì

.vj(xj − 1) > ρj − τj , vi(xj) > ρi − τi, i 6= j

,i ìëì ,æà .x = a1x1 + · · ·+ anxn øéãâð .i ìëì vi(xi − 1) > ρi − τi èøôáå

,x− ai = (x− aixi) + (aixi − ai) =
∑
j 6=i

ajxj + ai(xi − 1)

,i ìëì ,ïëì

.vi(x−ai) ≥ min
(
{vi(aj)+vi(xj)}j 6=i, vi(ai)+vi(xi−1)

)
≥ τi+(ρi−τi) = ρi

íéøáéà ρ1, . . . , ρn ,(úåâåæá) úåìå÷ù àì úåéãîéëøà úåëøòä v1, . . . , vn íà :(ùìçä áåøé÷ä èôùî) 5.9 èôùî

.i ìëì vi(x− ai) = ρi-ù êë x ∈ F ùé æà ,a1, . . . , an ∈ F -å ,äîàúäá ,íäìù äëøòää úåøåáçá

-ù êë bi ∈ F øçáð i ìëì .i ìëì vi(y − ai) > ρi-ù êë y ∈ F ùé 5.8 äîì éôì :äçëåä

æà .x = y + z øéãâð .i ìëì vi(z − bi) > ρi-ù êë z ∈ F ùé 5.8 äîì éôì áåù .vi(bi) = ρi

ïëì ,x− ai = y + z − ai = (y − ai) + (z − bi) + bi

vi(x− ai) = min
(
vi(y − ai), vi(z − bi), vi(bi)

)
= ρi

.i ìëì
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úåéøáâìà úåéö÷ðåô ìù úåãù .6

úåéøáâìà úåéö÷ðåô ìù úåãù .6

äãù àø÷ð àåä .F/K ìù íééðéá äãù àåä K ′ = {α ∈ F | K ìòî éøáâìà α} æà .úåãù úáçøä F/K éäú

.(K ìòî) F ìù íéòåá÷ä

íéòåá÷ä äãù ,úéôåñ úøöåð F/K íà K ìòî úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù úàø÷ð F/K úåãù úáçøä :6.1 äøãâä

.F 6= K-å ,K àåä äìù

.K ìòî íéðúùî r-á úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éë íéøîåà tr. degKF = r íà

t1, . . . , tn ∈ T ìëì íà K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá úàø÷ð T ⊆ F äöåá÷ .úåéèðãðöñðøèä úìòî :6.2 äøòä

.f(t1, . . . , tn) 6= 0 íéé÷úî 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xn] ìëìå äæî äæ íéðåù

:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä éðù

.K ìòî F -á úéáøî úéøáâìà äéåìú éúìá T (à)

.úéøáâìà F/K(T )-å K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T (á)

.K ìòî F ìù úåéèðãðöñðøè ñéñá úàø÷ð àéä ,íúåà úîéé÷î T íà

úìòî úàø÷ðå tr. degKF úðîåñî åæ äîöåò .äîöåò éååù íä F/K ìù úåéèðãðöñðøè éñéñá éðù ìë

.F/K ìù úåéèðãðöñðøèä

.ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùù äàøä :6.3 ìéâøú

x æà .x ∈ F rK éäé .K $ F äçðää éôì .ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :6.4 äøòä

àéä .úéøáâìà F/K(t) ïëìå F/K ìù úåéãðöñðøè ñéñá àåä ,tr. degKF = 1-ù ììâáå K ìòî éèðãðöñðøè

.[F : K(x)] <∞ ïëì ,(úéôåñ úøöåð F/K éë) úéôåñ úøöåð

æà ,[F : K(x)] < ∞-ù êë x ∈ F ùéå K 6= F íéòåá÷ äãù úìòá úåãù úáçøä F/K íà ,êôéäì

.ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K

ìò éìàéáéøè ,éìàéáéøè àì øúà ϕ: F → L∪· {∞]} éäé .ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :6.5 äðòè

æà .ϕ éãé ìò K íò ϕ(K) úà ääæð .F ìù úåéøàùä äãù F̄ éäé .K

.ϕ ìù degϕ äìòîä àø÷éé äæ øôñî .[F̄ : K] <∞-å K ⊆ F̄ (à)

.úååù úåìòîä íéìå÷ù íéøúàì (á)

,6.4 äøòä éôì .E = K(t) éäé .t /∈ K æà .ϕ(t) =∞-ù êë t ∈ F ùé ,éìàéáéøè åðéà ϕ-ù ïååéë (à) :äçëåä

.Ē = K àåä åìù úåéøàùä äãùù øúà àåä ϕ|E ,2 ÷øôá ïåéãä éôì .K ìòî éèðãðöñðøè t-å [F : E] < ∞

.[F̄ : Ē] ≤ [F : E] <∞ ,4.3 äð÷ñî éôì

àåä m-å F̄ ìò O úà ÷éúòî ϕ æà .åìù éáøîä ìàãéàä m éäéå ϕ-ì íéàúîä äëøòää âåç O éäé (á)

äðåîúä úà ÷éúòî äæ íæéôøåîåæéà ,K ∩m = 0-å K ⊆ O-ù ïååéë .O/m ∼= F̄ íæéôøåîåæéà ùé ïëì .ïéòøâä
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úåéøáâìà úåéö÷ðåô ìù úåãù .6

åúåà ìå÷ù øúàìù ïååéë .[F̄ : K] = [O/m : m+K/m] ïëì .ϕ(K) ìò O/m êåúá K ìù m+K/m

.ïéîé óâàì ääæ äéäú åìù äìòîä íâ ,äëøòää âåç

úéìàéáéøè äðéäù F ìù úéìàéáéøè àì äëøòä àéä F/K ìù äëøòä .úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé

.K ìò

:3.3 äð÷ñîå 4.5 äð÷ñî ìò ïàë øåæçð

æà .ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :6.6 äð÷ñî

.(úéãîéëøà èøôáå) äãéãá àéä F/K ìù äëøòä ìë (à)

.v(x) > 0-å v′(x) < 0-ù êë F/K ìù v, v′ úåëøòä ùé æà .x ∈ F rK éäé (á)

éà àåä æà K ìòî ÷éøô éà f ∈ K[X] íàù äàøä .F -á úéøáâìà øåâñ K -ù êë úåãù úáçøä F/K éäú :6.7 ìéâøú

.F ìòî ÷éøô

éë úåàøäì éã .K ìù éøáâìà øåâñ K̃ ⊆ F̃ éäéå F ìù éøáâìà øåâñ F̃ éäé .ï÷åúî f úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

.g = f æà F ìòî f ìù ï÷åúî ÷éøô éà íøåâ g ∈ F [X] íà

.f éùøù (ïî ÷ìç) íä α1, . . . , αm æà .F̃ ìòî g ìù ÷åøéôä g = (X − α1) · · · (X − αm) éäé

íäù ïàëî .K̃-á íä ïëì ,α1, . . . , αm-á íééãåñé íééøèîéñ íéîåðéìåô íä g éîã÷î .α1, . . . , αm ∈ K̃ èøôá

.g = f ïëì .g ∈ K[X] ,øîåìë ,K̃ ∩ F = K-á
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íé÷ìçî .7

íé÷ìçî .7

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

íðéäù F ìò íéøúà ìù úåìé÷ù ú÷ìçî àåä F/K ìù (prime divisor) éðåùàø ÷ìçî (à) :7.1 äøãâä

.K ìò íééìàéáéøè

.vp(F×) = Z ,äîéàúî äëøòä vp éäú p ∈ P ìëì .F/K ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë úöåá÷ P éäú

D̃ ,úåøçà íéìîá) .p ∈ P ìëì np ∈ Z øùàá
∑

p∈P npp äøåöäî íééìîøåôä íééåèéáä ìë úöåá÷ D̃ éäú (á)

.íéáéëøä éôì øåáéçì ñçéá äøåáç D̃ æà (.Z êåúì P-î úåéö÷ðåôä úöåá÷ àéä

.úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä vq éæà .vq(
∑

p∈P npp) = nq éãé ìò vq: D̃ → Z øéãâð q ∈ P ìëì (â)

.(x) = 0 íà ÷øå íà x ∈ K æà .(x) =
∑

p∈P vp(x)p ∈ D̃ øéãâð x ∈ F× ìëì (ã)

,èøôá .a ≤ b⇔ (∀p) vp(a) ≤ vp(b) éãé ìò D̃ ìò é÷ìç øãñ ñçé øéãâð (ä)

,max(a, b) =
∑
p∈P

max
(
vp(a), vp(b)

)
p ∈ D̃

.min(a, b) =
∑
p∈P

min
(
vp(a), vp(b)

)
p ∈ D̃

.a + c ≤ b + c æà c ∈ D̃-å a ≤ b íà

úöåá÷ D éäú .(éôåñ øôñîì èøô ,øîåìë) p ∈ P ìëì èòîë vp(a) = 0 íà F/K ìù ÷ìçî àø÷ð a ∈ D̃ (å)

.D̃ ìù äøåáç úú D æà .F/K ìù íé÷ìçîä ìë

.a =
∑

p vp(a)p íéé÷úî a ∈ D ìëì

.deg p ≥ 1 ãéîú .p úà âöééîù øúà ìù äìòîä àéä p éðåùàø ÷ìçî ìù deg p äìòîä (æ)

ä÷úòää .íìù øôñî åäæ .deg a =
∑

p vp(a) deg p éãé ìò úøãâåî a ÷ìçî ìù deg a äìòîä (ç)

.é÷ìç øãñ øîåù ,úåøåáç ìù íæéôøîåîåä àéä deg : D → Z

ïëå vp(aS) =

{
vp(a) p ∈ S
0 p /∈ S éãé ìò aS ∈ D̃ øéãâð a ∈ D̃ ìëì .S ⊆ P éäú (è)

,L(a, S) = {x ∈ F | p ∈ S ìëì vp(x) + vp(a) ≥ 0} = {x ∈ F | (x)S + aS ≥ 0}

.L(a) = {x ∈ F | p ∈ P ìëì vp(x) + vp(a) ≥ 0} = L(a,P)

.a ∈ D̃ éäéå S ⊆ P éäú :7.2 äðòè

.(F ìù áçøî úú) K ìòî éøåè÷å áçøî àåä L(a, S) (à)

.L(a, S) = L(aS , S) (á)

.L(a) ⊆ L(a, S) ,èøôá .L(a, S2) ⊆ L(a, S1) æà S1 ⊆ S2 íà (â)
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íé÷ìçî .7

(.K -úéøàðéì F → F ä÷úòä àéä x 7→ ux-ù ,áì íéù) .uL(a, S) = L
(
a− (u), S

)
æà .u ∈ F× éäé (ã)

x ∈ F ìëì (ã) :äçëåä

.x ∈ uL(a, S)⇔ x/u ∈ L(a, S)⇔ p ∈ S ìëì vp(x/u) + vp(a) ≥ 0⇔

⇔ p ∈ S ìëì vp(x) + vp(a)− vp(u) ≥ 0⇔ x ∈ L
(
a− (u), S

)
-å L(a, S) ⊆ L(b, S) æà .a ≤ b-ù êë a, b ∈ D̃ åéäéå úéôåñ äöåá÷ S ⊆ P éäú :7.3 äîì

. dimK L(b, S)/L(a, S) = deg bS − deg aS

.íé÷ìçî a = aS , b = bS éë çéðäì øùôà (á)7.2 äðòè éôì .äøåøá äìëää :äçëåä

,ú÷éåãî äøãñ 0→W/U → V/U → V/W → 0 æàK ìòî íééøåè÷å íéáçøî U ⊆W ⊆ V íà

c = cS -ù êë ÷ìçî c íà èøôá .dimK V/U = dimK V/W + dimKW/U ãîéîä èôùî éôì ïëìå

çéëåäì éãå L(a, S) ⊆ L(c, S) ⊆ L(b, S) æà ,a ≤ c ≤ b-å

, dimK L(b, S)/L(c, S) = deg b− deg c

dimK L(c, S)/L(a, S) = deg c− deg a

úåéììëä úìáâä éìá ïëì .a ≤ b øåáò íå÷îá ,c ≤ b øåáòå a ≤ c øåáò ù÷åáîä ïåéååùä úà çéëåäì éã ,øîåìë

çéëåäì êéøö æà .p ∈ S øùàá ,b = a + p

. dimK L(a + p, S)/L(a, S) = deg p (1)

.(u)S = a + p ,øîåìë ,q ∈ S ìëì vq(u) = vq(a + p)-ù êë u ∈ F íéé÷ ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì

ìò L(a + p, S) úà ä÷éúòî u-á äìôëää ,(ã)7.2 äðòè éôì

L(a + p− (u), S) = L(a + p− (u)S , S) = L(0, S)

çéëåäì éã ïëì .L(−p, S) ìò L(a, S) úà äîåã ïôåàáå

. dimK L(0, S)/L(−p, S) = deg p (2)

.p ìù úåéøàùä äãù F̄ = Op/mp éäé .p ∈ S éë ,L(0, S) ⊆ L(0, {p}) = Op-ù áì íéùð

ùé æà .x̄ ∈ F̄ éäé ,ïëà .L(−p, S) åðéòøâå F̄ ìò àåä L(0, S)-ì ϕ: Op → F̄ äðîä ú÷úòä íåöîö :äðòè

ìëì vq(y) ≥ 0-å vp(y − x) > 0-ù êë y ∈ F íéé÷ ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .ϕ(x) = x̄-ù êë x ∈ Op

ïëì ,ϕ(y − x) = 0 ,êëì óñåðá ;y ∈ L(0, S) èøôáå vp(y) ≥ 0 íâù òáåð ïåùàøä ïåéååù éàäî .p 6= q ∈ S

.ìò ϕ ïëì .ϕ(y) = ϕ(x) = x̄

.x ∈ L(−p, S)⇔ vp(x) ≥ 1⇔ vp(x) > 0⇔ ϕ(x) = 0 æà .x ∈ L(0, S) éäé ,úòë

.íéååù íäéãîî ïëì .L(0, S)/L(−p, S) ∼= F̄ ,K ìòî íééøåè÷å íéáçøî íæéôøåîåæéà òáåð äðòèäî
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íé÷ìçî .7

.L(a) = 0 æà .a < 0 ,a ∈ D éäé (à) :7.4 ìéâøú

.L(0) = K (á)

.vq(a) < 0 åøåáò q ∈ P ùéå vp(a) ≤ 0 íéé÷úî p ÷ìçî ìëì (à) :äçëåä

,x ∈ K ,(á)6.6 äð÷ñî éôì ïëìå ,p ìëì vp(x) ≥ −vp(a) ≥ 0 æà .0 6= x ∈ L(a) ùéù çéðð

.äøéúñ ,vq(x) ≥ −vq(a) > 0-å

.x ∈ L(0) ïëì ,p ìëì vp(x) = 0 ≥ 0 æà x ∈ K íà (á)

.x ∈ K ,(á)6.6 äð÷ñî éôì .p ìëì vp(x) ≥ 0 æà ,x ∈ L(0) íà ,êôéäì

.dim a = dimK L(a) ïîñð .K ìòî éøåè÷å áçøî L(a) æà ,÷ìçî a ∈ D íà

.a ∈ D ìëì dim a <∞ (à) :7.5 äîì

.dim b− dim a ≤ deg b− deg a æà ,íé÷ìçî a ≤ b íà (á)

.a = aS , b = bS -å úéôåñ S æà .b-á åà a-á íéòéôåîù p íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë äöåá÷ S éäú :äçëåä

.L(b) ∩ L(a, S) = L(a) :äðòè

,øîåìë ,x ∈ L(b) ∩ L(a, S) éäé ,êôéäì .úåøåøá L(a) ⊆ L(b)-å L(a) ⊆ L(a, S) úåìëää ,ïëà

.p ∈ P ìëì vp(x) + vp(b) ≥ 0 , p ∈ S ìëì vp(x) + vp(a) ≥ 0

ïàëî .p ∈ PrS ìëì vp(x) + vp(a) ≥ 0 ïëì .p ∈ PrS ìëì vp(a) = vp(b) = 0 ,S ìù äøéçáä éôì

.äðòèä äçëåä êëá .x ∈ L(a) ,øîåìë ,p ∈ P ìëì vp(x) + vp(a) ≥ 0

L(b, S)

OOOOOOOOOO

L(b) + L(a, S)

oooooooooo

OOOOOOOOOO

L(b)

OOOOOOOOOOO L(a, S)

oooooooooo

L(a)

éôì ïëì ,L(b)/L(a) ∼=
(
L(b) + L(a, S)

)
/L(a, S) ≤ L(b, S)/L(a, S) éðùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì

S úøéçá éôìå 7.3 äîì

dimL(b)/L(a) ≤ dimL(b, S)/L(a, S) = deg bS − deg aS = deg b− deg a (3)
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íé÷ìçî .7

,(3) éôì .L(a′) = 0 ,7.4 ìéâøú éôì .a′ < 0, b-ù êë a′ ÷ìçî øçáð :(à) ìù äçäëåä

.dim b = dimL(b)/0 ≤ deg b− deg a′ <∞

.dim b− dim a àåä (3) ìù ìàîù óâà :(á) ìù äçëåä

æà a ≤ b íà ,øîåìë ,äìåò äéö÷ðåô àéä íé÷ìçîä ìò deg a− dim a äéö÷ðåôä :7.6 äð÷ñî

.deg a− dim a ≤ deg b− dim b

.ïåéìò íñç ùé åæ äéö÷ðåôìù øøáúé êùîäá

.dim b ≤ deg b + 1 æà ÷ìçî b ≥ 0 íà :7.7 äð÷ñî

ïëì .dim a = 1 ,7.4 ìéâøú éôì ;deg 0 = 0 ,ïáåîë .úîãå÷ä äð÷ñîá a = 0 áöä :äçëåä

.äð÷ñîä ïàëî .0− 1 ≤ deg b− dim b

.dim a + (u) = dim a æà u ∈ F× -å ÷ìçî a íà :7.8 äð÷ñî

.S = P íò ,(ã)7.2 äðòè éôì :äçëåä

k ∈ N ìëì æà .åìù ÷ìçî a ≥ 0 éäéå úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :7.9 ìéâøú

. dim
(
(k − 1)a

)
≤ dim

(
ka
)
≤ dim

(
(k − 1)a

)
+ deg a-å ,L

(
(k − 1)a

)
⊆ L

(
ka
)

:7.6 äð÷ñî äìëää ìò ìéòôð ,éðîéä úà ìá÷ì éãë .éìàîùä ïåéååù éàä òáåð äðîîå ,äøåøá äìëää :äçëåä

. deg(k − 1)a− dim(k − 1)a ≤ deg ka− dim ka

ïàëîå

. dim ka ≤ dim(k − 1)a + deg ka− deg(k − 1)a = dim(k − 1)a + k deg a− (k − 1) deg a

= dim(k − 1)a + deg a

:åçéëåä .x ∈ F× éäé åìù éðåùàø ÷ìçî p éäéå ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :7.10 ìéâøú

.(x)∞ ≤ kp íà ÷øå íà x ∈ L
(
kp
)

:æà ,íìù k ≥ 0 íà (à)

.(x)∞ = kp íà ÷øå íà x ∈ L
(
kp
)r L((k − 1)p

)
:æà ,íìù k ≥ 1 íà (á)

.(x)∞ ≤ kp⇔ q 6= p ìëì vq(x) ≥ 0, vp(x) ≥ −k ⇔ (x) ≥ −kp⇔ x ∈ L(kp) (à) :äçëåä

⇔ x ∈ L
(
kp
)rL((k − 1)p

)
,(à) éôì (á)

⇔ vp(x) 6≥ −(k − 1) ìáà , q 6= p ìëì vq(x) ≥ 0, vp(x) ≥ −k ⇔

.(x)∞ = kp⇔ q 6= p ìëì vq(x) ≥ 0, vp(x) = −k ⇔
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íééùàø íé÷ìçî .8

:(ã)7.1 äøãâä áéçøð .K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

øéãâð x ∈ F× ìëì :8.1 äøãâä

,x ìù ÷ìçîä , (x) =
∑
p∈P

vp(x)p ∈ D̃

, x ìù íéñôàä ÷ìçî , (x)0 =
∑

p∈P, vp(x)>0

vp(x)p ∈ D̃

.x ìù íéáè÷ä ÷ìçî , (x)∞ = −
∑

p∈P, vp(x)<0

vp(x)p ∈ D̃

æà (.êùîäá ÷ãöåú "÷ìçî" äìîä)

(x)0 ≥ 0, (x)∞ ≥ 0, (x) = (x)0 − (x)∞, (x)∞ = (x−1)0, (x−1) = −(x),

(xy) = (x) + (y), m ∈ N ìëì (xm)0 = m(x)0, (xm)∞ = m(x)∞

.deg (x)S ≤ [F : K(x)] æà .p ∈ S ìëì vp(x) > 0-ù êë úéôåñ S ⊆ P éäúå x ∈ F× éäé :8.2 äîì

.K ìòî éèðãðöñðøè x ïëì .x /∈ K úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

.b = bS ≥ 0 æà .b = (x)S =
∑

p∈S vp(x)p ïîñð

çéëåäì éã ïëì .dimK L(b, S)/L(0, S) = deg bS − deg 0S = deg b ,7.3 äîì éôì

.L(0, S) åìåãåî K ìòî úéøàðéì íééåìú íä æà .y1, . . . , yk ∈ L(b, S) åéäéå k > [F : K(x)] éäé :à äðòè

àì f1(x), . . . , fk(x) ∈ K(x) ùé ïëì .K(x) ìòî úéøàðéì íééåìú y1, . . . , yk ∈ F ,k úøéçá éôì ,ïëà

.
∑
i aiyi ∈ L(0, S)-ù êë ,ñôà íìåë àì ,a1, . . . , ak ∈ K àåöîì åðéìò .

∑
i fi(x)yi = 0-ù êë ,ñôà íìåë

íìåë àìå (óúåùî äðëîá f1(x), . . . , fk(x) úà ìéôëð úøçà) i ìëì fi(x) ∈ K[x] úåéììëä úìáâä éìá

øùàá ,fi(x) = gi(x) + ai ,i ìëì ,æà .(x ìù äîéàúî ä÷æçá íúåà ÷ìçð úøçà) K[x] âåçá x-á íé÷ìçúî

çéëåäì éã ïëì .
∑
i aiyi = −

∑
i gi(x)yi íéé÷úî .ñôà àåä ai ìë àìå ,x-á ÷ìçúî gi ∈ K[x]-å ai ∈ K

.g(x)y ∈ L(0, S) æà æà .y ∈ L(b, S) éäéå x-á ÷ìçúîù g(x) ∈ K[x] éäé :á äðòè

ïëì ,g(x) =
∑
j≥1 cjx

j ,ïëà .(g(x))S ≥ b -ù áì íéùð äìéçú

.(g(x))S ≥ b ,øîåìë ,p ∈ S ìëì vp(g(x)) ≥ minj≥1

(
vp(cj) + jvp(x)

)
≥ vp(x)

,(ã)7.2 äðòè éôì æà g(x) 6= 0 íà .äøåøá á äðòè ,g(x) = 0 íà

.g(x)y ∈ g(x)L(b, S) = L(b−(g(x)), S) = L(b−(g(x))S , S) ⊆ L(b−b, S) = L(0, S)
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íééùàø íé÷ìçî .8

æà .x ∈ F× éäé :8.3 äð÷ñî

.(x ìù ÷ìçîäå íéñôàä ÷ìçî ,íéáè÷ä ÷ìçî íéàø÷ð) íé÷ìçî íä (x), (x)0, (x)∞ (à)

.x ∈ K íà ÷øå íà (x) = 0 (á)

.deg(x)0,deg(x)∞ ≤ [F : K(x)] æà .x ∈ F rK éäé (â)

.(á)6.6 äð÷ñî éôì (x) 6= 0 æà .x ∈ F rK éäé .úåøåøá (â) ,(à) úåðòèå (x) = 0 æà ,x ∈ K íà :äçëåä

÷ìçî (x)∞ = (x−1)0 æà ,x íå÷îá x−1 áéöð .deg(x)0 ≤ [F : K(x)]-å ÷ìçî (x)0 ,úîãå÷ä äîìä éôì

.÷ìçî (x) = (x)0 − (x)∞ íâ ïëì .deg(x)∞ ≤ [F : K(x)]-å

.éùàø ÷ìçî àø÷ð ,x ∈ F× øùàá ,(x) =
∑

p∈P vp(x)p äøåöäî ÷ìçî (à) :8.4 äøãâä

.D ìù äøåáç úú àåä P = {(x)| x ∈ F×} íééùàøä íé÷ìçîä ìë óñåà (á)

.íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáç úàø÷ð C := D/P äðîä úøåáç (â)

ú÷éåãî äøãñ úîéé÷ ïëì .K× åðéòøâù F× → P íæéôøåîéôà äøùî x 7→ (x) ä÷úòää :8.5 äøòä

.1→ K× → F× → D → C → 0

.y1, . . . , yn ∈ F åéäéå x ∈ F rK éäé :8.6 äîì

.K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá {xiyj}∞i=0
n
j=1 æà K(x) ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá y1, . . . , yn ∈ F íà (à)

.K[x] ìòî íéîìù gy1, . . . , gyn ∈ F -ù êë 0 6= g ∈ K[x] íéé÷ (á)

:úåì÷á úòáåð äðòèä ïàëî .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá {xi}∞i=0 ,K ìòî éèðãðöñðøè x-ù ïååéë (à) :äçëåä

-å j ìëì
∑
i aijx

i ∈ K(x) æà .
∑
j

∑
i aijx

iyj = 0-ù êë {aij}ki=0
n
j=1 ⊆ K éäúå k ∈ N éäé∑

i aijx
i = 0 íéé÷úî ,K(x) ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá y1, . . . , yn-ù ïååéë ,ïëì ,

∑
j

(∑
i aijx

i
)
yj = 0

{xiyj}ki=0
n
j=1 ïëì .j ìëì ,i ìëì aij = 0 íéé÷úî ,K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá {xi}ki=0-ù ïååéë .j ìëì

íéé÷úî .(à) éàðúì ìå÷ù äæ .k ìëì ,K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá

ï÷åúî h(X) ∈ R[X] íåðéìåô íéé÷ íà R ìòî íìù y ∈ S æà ,íéâåç úáçøä R ⊆ S íà :úøåëæú (á)

.h(y) = 0-ù êë

-ù êë f0, . . . , fd−1 ∈ K(x)-å d ≥ 1 ùé ïëì ,K(x) ìòî éøáâìà y := yj æà .1 ≤ j ≤ n éäé

.yd + fd−1y
d−1 + · · ·+ f1y + f0 = 0 (1)

,íäìù íéðëîä ìë ìù (éäùìë) úôúåùî äìåôë 0 6= g ∈ K[x] íà ;K[x]-á íéîåðéìåô éðù ìù äðî àåä fi ìë

æà .gd-á (1) úà ìéôëð .i ìëì gi ∈ K[x] øùàá ,fi = gi/g æà

.(gy)d + (gfd−1)(gy)d−1 + · · ·+ gd−1f1(gy) + gdf0 = 0

.K[x] ìòî íìù gy-ù øåøá ïàëîå

.äð÷ñîä ïàëîå yj ìëì íéàúéù êë g úà øåçáì øùôàù øåøá
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íééùàø íé÷ìçî .8

.vp(y) ≥ 0 æà vp(x) ≥ 0 íà .p ∈ P éäé .K[x] ìòî íìù y ∈ F éäéå x ∈ F éäé :8.7 äîì

íéé÷úî :äçëåä

,yd + fd−1(x)yd−1 + · · ·+ f1(x)y + f0(x) = 0 (1)

æà .y 6= 0 úåéììëä úìáâä éìá .i ìëì fi(x) ∈ K[x] øùàá

.y = −fd−1(x)− fd−2(x)y−1 − · · · − f0(x)(y−1)d−1 (2)

óâà ïëìå ,vp(y−1) > 0 äéä ,vp(y) < 0 äéä åìéà .i ìëì vp(fi(x)) ≥ 0 íéé÷úî vp(x) ≥ 0 äçðää éôì

.vp(y) < 0-ì äøéúñá ,úéìéìù éà äëøòä ìòá äéä (2) ìù ïéîé

.deg(x) = 0 ïëìå deg(x)0 = deg(x)∞ = [F : K(x)] æà .x ∈ F rK éäé :8.8 èôùî

éë ,deg(x)∞ = [F : K(x)] éë çéëåäì éã .(x) = (x)0 − (x)∞ êåúî úòáåð äðåøçàä äðòèä :äçëåä

.deg(x)∞ ≥ [F : K(x)] éë çéëåäì éã 8.3 äð÷ñî éôì .K(x−1) = K(x)-å (x)0 = (x−1)∞

øùôà (á)8.6 äîì éôì .K(x) ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá y1, . . . , yn ∈ F åéäéå n = [F : K(x)] éäé

vp(yj) < 0-ù êë 1 ≤ j ≤ n ùé íà :p ∈ P ìëì íéé÷úî úîãå÷ä äîìä éôì .K[x] ìòî íéîìù íäù çéðäì

8.3 äð÷ñî éôìù ïååéë .vp((x)∞) > 0 æà vp((yj)∞) > 0-ù êë 1 ≤ j ≤ n ùé íà ,øîåìë .vp(x) < 0 æà

íéé÷úî ÷éôñî ìåãâ k ∈ N øåáò ,vp((x)∞) > 0 íéîéé÷îù p ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé

.k(x)∞ ≥ (yj)∞, j = 1, . . . , n

0 ≤ i ≤ ` ìëì æà .åäùìë íìù ` ≥ 0 éäé úòë

(xiyj) + (k + `)(x)∞ =i(x) + (yj) + k(x)∞ + `(x)∞ =

=i(x)0 − i(x)∞ + (yj)0 − (yj)∞ + k(x)∞ + `(x)∞ =

=i(x)0 + (yj)0 +
(
k(x)∞ − (yj)∞

)
+ (`− i)(x)∞ ≥ 0

ïëì ,K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá xiyj ,(à)8.6 äîì éôì .{xiyj}`i=0
n
j=1 ⊆ L

(
(k + `)(x)∞

)
ïëì

. dim(k + `)(x)∞ ≥ n(`+ 1) (3)

ïëì .deg(k + `)(x)∞ + 1 ≥ dim(k + `)(x)∞ 7.7 äð÷ñî éôì ,(k + `)(x)∞ ≥ 0-ù ïååéë

.(k + `) deg(x)∞ + 1 ≥ n(`+ 1)

,deg(x)∞ ≥ n ïëì ,deg(x)∞ ≥ n (`+1)
(k+`) −

1
(k+`) −→

`→∞
n ïàëî

.m ∈ Z ìëì degm(x)∞ − dimm(x)∞ ≤ q -ù êë q ∈ Z ùé æà .x ∈ F rK éäé :8.9 äð÷ñî

ïëì .m ≥ k ìëì dimm(x)∞ ≥ (m− k + 1) deg(x)∞ -ù êë k ∈ N ùé ,(3) éôì :äçëåä

degm(x)∞ − dimm(x)∞ ≤ (k − 1) deg(x)∞ (4)

.m < k øåáò íâ ïåëð äæ ïåéååù éà ,7.6 äð÷ñî éôì .m ≥ k ìëì
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ïîéø èôùî .9

ïîéø èôùî .9

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

ìëìå q ≥ −1 æà .q = maxm degm(x)∞ − dimm(x)∞ éäé .x ∈ F rK éäé :(ïîéø èôùî) 9.1 èôùî

íéé÷úî a ÷ìçî

. deg a− dim a ≤ q

.deg 0 = 0 ,dim 0 = 1 éë ,(á)7.4 ìéâøúî òáðú q ≥ −1 äðòèä .8.9 äð÷ñî éôì äáåè q ìù äøãâää :äçëåä

áåù ùîúùð äá) 7.6 äð÷ñî éôìù ïååéë ;a ≤ b-ù êë b ≥ 0 øçáð úøçà ,a ≥ 0 úåéììëä úìáâä éìá

(áåùå

,deg a− dim a ≤ deg b− dim b

.a ≥ 0 øåáò äðòè úà çéëåäì éã

ïëì ,m(x)∞ − a ≤ m(x)∞ úòë

deg
(
m(x)∞ − a

)
− dim

(
m(x)∞ − a

)
≤ deg

(
m(x)∞

)
− dim

(
m(x)∞

)
≤ q

ïàëî

dim
(
m(x)∞ − a

)
≥ deg

(
m(x)∞ − a

)
− q = m deg(x)∞ − deg a− q > 0

øîåìë ,(z) + m(x)∞ − a ≥ 0 íéé÷î àåä .0 6= z ∈ L
(
m(x)∞ − a

)
íéé÷ ïëì .÷éôñî ìåãâ m øåáò

ïëì .a + (z−1) ≤ m(x)∞

deg
(
a + (z−1)

)
− dim

(
a + (z−1)

)
≤ deg

(
m(x)∞

)
− dim

(
m(x)∞

)
≤ q

ïëì ,dim
(
a+ (z−1)

)
= dim a ,7.8 äð÷ñî éôìå deg

(
a+ (z−1)

)
= deg a+ deg(z−1) = deg a ìáà

.deg a− dim a ≤ q

.g = q + 1 ïîñð

íéé÷îä íìù g ≥ 0 íéé÷ :9.2 äð÷ñî

.g − 1 = maxa∈D
(

deg a− dim a
)

(à)

.x ∈ F rK ìëì g − 1 = maxm
(

degm(x)∞ − dimm(x)∞
)

(á)

.F/K ìù (genus) òæâä àø÷ééå F/K ìù äøåîù àåä
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íéìãà .10

íéìãà .10

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

?p ∈ P ìëì vp(x− ap) ≥ 0-ù êë x ∈ F íéé÷ íàä .ap ∈ F éäé p ∈ P ìëì :10.1 äìàù

éôåñ øôñî øåáò øúåéä ìëì äøå÷ äæ ,(à)8.3 äð÷ñî éôì .vp(x) < 0 íâ æà ,vp(ap) < 0 íà .ïëù çéðð

.p ∈ P ìë èòîë øåáò vp(ap) ≥ 0 :àåä ì"ðë x íåé÷ì éçøëä éàðú ïëì .p ìù

:äàáä äøãâää ïàëî

:áéúë) p ∈ P ìë èòîë øåáò vp(αp) ≥ 0-ù êë α: P → F äéö÷ðåô àåä F/K ìù ìB¸à (à) :10.2 äøãâä

.(αp := α(p)

:úåàáä úìåòôì ñçéá F ìòî (úéáéèèåîå÷) äøáâìà àéä F/K ìù A íéìãàä ìë úöåá÷ (á)

.(α+ β)p = αp + βp, (αβ)p = αpβp, (xα)p = xαp, x ∈ F, α, β ∈ A

x ∈ F ìë ,øîåìë .A ìù äãù úúë F úà úåäæì ïúéð ïëì ,x 7→ [x] := x · 1 éãé ìò F → A ïåëéù íéé÷ (â)

.p ∈ P ìëì [x]p = x éãé ìò ïåúðä [x] ìãàä íò ääåæî

æà .vp(α) = vp(αp) éãé ìò A ìò äéöé÷ðåôì F -î vp úà áéçøð (ã)

.vp(αβ) = vp(α) + vp(β), vp(α+ β) ≥ min
(
vp(α), vp(β)

)
.Λ(a) = {α ∈ A| p ∈ P ìëì vp(α) + vp(a) ≥ 0} øéãâð a ∈ D ÷ìçî ìëì (ä)

æà .íé÷ìçî a, b åéäé :10.3 ìéâøú

.K ìòî A ìù áçøî úú ,K ìòî éøåè÷å áçøî àåä Λ(a) (à)

.L(a) = F ∩ Λ(a) (á)

.Λ(a) ⊆ Λ(b) æà a ≤ b íà (â)

.Λ(a) ∩ Λ(b) = Λ
(

min(a, b)
)

(ã)

.Λ(a) + Λ(b) = Λ
(

max(a, b)
)

(ä)

.xΛ(a) = Λ
(
a− (x)

)
æà .x ∈ F éäé (å)

.Λ(a)+Λ(b) ⊆ Λ(c) ïàëîå Λ(a),Λ(b) ⊆ Λ(c) ,(â) éôì ïëì ,a, b ≤ c æà .c = max(a, b) éäé (ä) :ïåøúô

:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .p ∈ P éäé .γ ∈ Λ(c) éäé ,êôéäì

êë αp ∈ F øçáð äæ äø÷îá .vp(c) = vp(b)-å −vp(a) > −vp(b) æà ,vp(a) < vp(b) íà (1)

íéé÷úîå vp(αp) ≥ −vp(b) íâ æà .βp = γp − αp øéãâðå vp(αp) ≥ −vp(a)-ù

.vp(βp) ≥ min(vp(αa), vp(γp)) ≥ −vp(b) ïëì .vp(γp) ≥ −vp(c) = −vp(b)
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íéìãà .10

êë βp ∈ F øçáð äæ äø÷îá .vp(c) = vp(a)-å −vp(b) ≥ −vp(a) æà ,vp(a) ≥ vp(b) íà (2)

íéé÷úîå vp(βp) ≥ −vp(a) íâ æà .αp = γp − βp øéãâðå vp(βp) ≥ −vp(b)-ù

.vp(αp) ≥ min(vp(βa), vp(γp)) ≥ −vp(a) ïëì .vp(γp) ≥ −vp(c) = −vp(a)

.vp(αp), vp(βp) ≥ 0 íéé÷úî ,(2) äø÷î éôì ,æàå ,vp(a) = vp(b) = 0 íéé÷úî p ∈ P ìëì èòîë

ïëì .β ∈ Λ(b)-å α ∈ Λ(a)-å α + β = γ íéîéé÷îù α, β ∈ A íéìãà íéøéãâî (αp), (βp) ïëì

.Λ(a) + Λ(b) = Λ(c)

.dimK Λ(b)/Λ(a) = deg b− deg a æà .íé÷ìçî a ≤ b åéäé :10.4 äîì

,7.3 äîì éôì .b-á åà a-á íéòéôåîù íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë úöåá÷ S éäú :äçëåä

.dimK L(b, S)/L(a, S) = deg b− deg a

.L(b, S)/L(a, S)→ Λ(b)/Λ(a) íééøåè÷å íéáçøî ìù íæéôøåîåæéà íéé÷ù çéëåäì éã ïëì

íéé÷úî .K ìòî úéøàðéì ä÷úòä T æà .
(
T (x)

)
p

=

{
x p ∈ S
0 p /∈ S éãé ìò T : F → A øéãâð

.T̄ : L(b, S)→ Λ(b)/Λ(a) úéøàðéì ä÷úòä äøùî T ïëì ,T
(
L(b, S)

)
⊆ Λ(b)

L(b, S)
T //

T̄ ((PPPPPPPPPPPP

��

Λ(b)

��
L(b, S)/L(a, S) // Λ(b)/Λ(a)

.p ∈ S ìëì vp(b− βp) ≥ −vp(a) -ù êë b ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .β ∈ Λ(b) éäé ,ïëà .ìò àéä

æà éë ,p /∈ S øåáò íâ ïåëð äæ .p ∈ S ìëì vp(T (b)− β) ≥ −vp(a) æà

.vp(T (b)− β) = vp(β) ≥ −vp(b) = 0 = −vp(a)

.T (b) ≡ β mod Λ(a) ,øîåìë ,T (b)− β ∈ Λ(a) ïëì

,óåñáì

Ker T̄ = {b ∈ L(b, S)| T (b) ∈ Λ(a)} = {b ∈ F | (∀p ∈ P) vp
(
T (b)

)
+ vp(a) ≥ 0} =

= {b ∈ F | (∀p ∈ S) vp(b) + vp(a) ≥ 0} = L(a, S)

.ù÷åáîä íæéôøåîåæéàä úà ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì äøùî T̄ ïëì

æà .íé÷ìçî a ≤ b åéäé :10.5 äîì

.(deg b− dim b)− (deg a− dim a) = dimK

(
Λ(b) + F

)
/
(
Λ(a) + F

)
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íéìãà .10

K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úåìëä ìù àáä íéùøúä íéé÷ :äçëåä

Λ(b) + F

Λ(a) + F

qqqqqqqqqq
Λ(b)

JJJJJJJJJ

Λ(a)

ttttttttt

MMMMMMMMMM
L(b)

EEEEEEEE

L(a)

JJJJJJJJJ

yyyyyyyy

:Λ(a) + L(b) úà åéìà óéñåð

Λ(b) + F

Λ(a) + F

ppppppppppp
Λ(b)

LLLLLLLLLL

Λ(a) + L(b)

NNNNNNNNNNN

rrrrrrrrrr

Λ(a)

ppppppppppp
L(b)

LLLLLLLLLL

L(a)

NNNNNNNNNNNN

rrrrrrrrrr

(10.3 ìéâøú äàø) íéé÷úî(
Λ(a) + F

)
+ Λ(b) =

(
Λ(a) + Λ(b)

)
+ F = Λ(b) + F(

Λ(a) + F
)
∩ Λ(b) = Λ(a) +

(
F ∩ Λ(b)

)
= Λ(a) + L(b)

Λ(a) ∩ L(b) = Λ(a) ∩ Λ(b) ∩ F = Λ(a) ∩ F = L(a)

íæéôøåîåæéàä éèôùî éôì ïëì(
Λ(b) + F

)
/
(
Λ(a) + F

) ∼= Λ(b)/
(
Λ(a) + L(b)

)
∼= Λ(b)/Λ(a)

/(
Λ(a) + L(b)

)
/Λ(a)(

Λ(a) + L(b)
)
/Λ(a) ∼= L(b)/L(a)
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íéìãà .10

,10.4 äîì éôì ,ïëì

dimK

(
Λ(b) + F

)
/
(
Λ(a) + F

)
= dimK Λ(b)/Λ(a)− dimK L(b)/L(a) =

= (deg b− deg a)− (dim b− dim a) = (deg b− dim b)− (deg a− dim a)

.Λ(a) + F = A æà .g − 1 = deg a− dim a íéé÷îù ÷ìçî a éäé :10.6 äð÷ñî

íâ æà b ≥ a íà ,7.6 äð÷ñî éôì ïëì .g − 1 = maxb∈D
(

deg b − dim b
)

,9.2 äð÷ñî éôì :äçëåä

úîãå÷ä äîìä éôì .g − 1 = deg b− dim b

. dimK

(
Λ(b) + F

)/(
Λ(a) + F

)
= (deg b− dim b)− (deg a− dim a) = 0

.Λ(b) + F = Λ(a) + F ïëì

.α ∈ Λ(a) +F ïëì ,α ∈ Λ(b) æà .p ìëì vp(b) ≥ −vp(α)-å b ≥ a-ù êë b ÷ìçî ùé .α ∈ A éäé

.dimK A
/(

Λ(a) + F
)

= g − 1− (deg a− dim a) æà .÷ìçî a éäé :10.7 èôùî

éìá .g − 1 = deg b− dim b = maxc∈D
(

deg c− dim c
)
-ù êë b ÷ìçî íéé÷ 9.2 äð÷ñî éôì :äçëåä

.Λ(b)+F = A ,10.6 äð÷ñî éôì .7.6 äð÷ñîá ùîúùðå max(a, b)-á b úà óéìçð úøçà ,b ≥ a úåéììëä úìáâä

.äàöåúä úà ìá÷ðå 10.5 äîìá g − 1 = deg b− dim b-å úàæ áéöð

êë x ∈ F ùé α ∈ A ìëì íà ÷øå íà íéé÷úî Λ(a) + F = A éë äàøä :(áåøé÷ èôùî) 10.8 ìéâøú

.éðåùàø p ìëì vp(x− αp) ≥ −vp(a)-ù
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íéìàéöðøôéã .11

íéìàéöðøôéã .11

HomK(V,W ) æà .K ìòî éøåè÷å áçøîW éäéå F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé .úåãù úáçøä F/K éäú :11.1 ìéâøú

ìôëä úøæòáå úå÷úòä ìù ìéâøä øåáéçä úøæòá F ìòî éøåè÷å áçøî àåä (W êåúì V -î K -úåéøàðéìä úå÷úòää ìë óñåà)

.(aT )(v) = T (av), a ∈ F, T ∈ HomK(V,W ), v ∈ V

(.(aT )(v) = aT (v) æà a ∈ K íà :áì íéùð)

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

éìàåãä áçøîä æà ,K ìòî éøåè÷å áçøîë åúåà äàøð íà .F ìòî éøåè÷å áçøî àåä A íéìBàä áçøî æà

.F ìòî éøåè÷å áçøî ,ìéâøúä éôì ,àåä äæ áçøî .øãâåî HomK(A,K) åìù

øùà (ìðåéö÷ðåô ,øîåìë) ω ∈ HomK(A,K) úéøàðéì ä÷úòä àéä F/K ìù ìàéöðøôéã (à) :11.2 äøãâä

.Ω ïîåñé íéìàéöðøôéãä ìë óñåà .÷ìçî a øùàá ,A ìù Λ(a) + F äøåöäî áçøî úú ìò úñôàúî

ìù áçøî úú åäæ .Ω(a) = {ω ∈ HomK(A,K)| ω
(
Λ(a) + F

)
= 0} ïîñð a ÷ìçî øåáò (á)

.δ(a) = dimK Ω(a) ïîñð .Ω =
⋃

a Ω(a) æà .K ìòî éøåè÷å áçøîë HomK(A,K)

:11.3 äøòä

.Λ(a) ìòå F ìò úñôàúî àéä íà ÷øå íà Λ(a) + F ìò úñôàúî ω ∈ Hom(A,K) ä÷úòä (à)

10.7 èôùî éôì ïëì .A/
(
Λ(a) + F

)
ìò íééøàðéìä íééìðåéö÷ðåôä áçøî íò úåäæì øùôà Ω(a) úà (á)

.δ(a) = dimK Ω(a) = dimK A/(Λ(a) + F ) = g − 1− (deg a− dim a) :11.4 äð÷ñî

:çëåä .x ∈ F× éäéå íé÷ìçî a, b åéäé :11.5 ìéâøú

.Ω(a) ⊇ Ω(b) æà a ≤ b íà (à)

.Ω
(

max(a, b)
)

= Ω(a) ∩ Ω(b) (á)

.xΩ(a) = Ω
(
a + (x)

)
(â)

.10.3 ìéâøú éôì :ïåøúô

.Ω(a) ⊇ Ω(b) ïëì ,Λ(a) ⊆ Λ(b) (à)

íà Λ(b) ìò íâå Λ(a) ìò ñôàúî àåä íà ÷øå íà ïéîé óâàá àåä .F ìò ñôàúî íéôâàä éðùá øáéà (á)

.Λ
(

max(a, b)
)
ìò ,øîåìë ,Λ(a) + Λ(b) ìò ñôàúî àåä íà ÷øå

ñôàúî xω íâ æà F ìò ñôàúî ω íà ïëì .(xω)(α) = ω(xα) äøãâää éôì .A ìò ìðåéö÷ðåô ω éäé (â)

ìò ñôàúî xω íà ÷øå íà ω ∈ Ω(a) ïëì .x−1α ìò ñôàúî xω íà ÷øå íà α ìò ñôàúî ω ïë åîë .F ìò

.xω ∈ Ω(a + (x)) øîåìë ,x−1Λ(a) = Λ(a + (x))
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.F ìòî HomK(A,K) ìù éøåè÷å áçøî úú àåä Ω :11.6 äîì

.Ω =
⋃

c Ω(c) ,øåëæë .F ìù íéøì÷ñá ìôëä úçúå øåáéçä úçú øåâñ Ω-ù äàøð :äçëåä

éôì ,æà .ω1 ∈ Ω(a), ω2 ∈ Ω(b) íà :ω1, ω2 ∈ Ω(c) -ù êë c ÷ìçî ùé æà .ω1, ω2 ∈ Ω åéäé

.ω1 + ω2 ∈ Ω(c) ⊆ Ω ïëì .ω1, ω2 ∈ Ω
(

min(a, b)
)
,(à)11.5 ìéâøú

.xω ∈ xΩ(a) = Ω
(
a + (x)

)
⊆ Ω ,(â)11.5 ìéâøú éôì .ω ∈ Ω(a) çéðð .ω ∈ Ω ,x ∈ F× åéäé

.ω2 = xω1 -ù êë ãéçé x ∈ F× ùé æà ,ñôàî íéðåù ω1, ω2 ∈ Ω íà ,øîåìë .dimF Ω = 1 :11.7 èôùî

.äøåøá x ìù úåãéçéä :äçëåä

éôì .ãàî ïè÷ deg a-ù êë éìéìù a ∈ D øçáð .ω1, ω2 ∈ Ω(b)-ù êë b ∈ D ùé ,(à)11.5 ìéâøú éôì

.dim Ω(a) = g − 1− deg a > 0 ,11.4 äð÷ñî éôì ïëì .dim a = 0 ,(à)7.4 ìéâøú

åìéôàå) K ìòî úéøàðéì F → Ω úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä x 7→ xωi ä÷úòää .1 ≤ i ≤ 2 éäé

,(à),(â)11.5 ìéâøú éôì ïëì ,(x) + b ≥ a ,øîåìë ,(x) + b − a ≥ 0 æà x ∈ L(b − a) íà .(F ìòî

Ti: L(b− a)→ Ω(a) úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä x 7→ xωi ïëì .xωi ∈ xΩ(b) = Ω
(
b + (x)

)
⊆ Ω(a)

,ãàî ìåãâ −deg a-ù ïååéë .g − 1 ≥ deg(b− a)− dim(b− a) ,ïîéø èôùî éôì .K ìòî úéøàðéì

.

dim ImTi = dim(b− a) ≥ deg(b− a) + 1− g =

= deg b− deg a + 1− g > 1

2
(g − 1− deg a) =

1

2
dim Ω(a)

ïëì (.11.4 äð÷ñî éôì– ïåøçàä ïåéååùä)

dim(ImT1 ∩ ImT2) = dim ImT1 + dim ImT2 − dim(ImT1 + ImT2) >

> 2 · 1

2
dim Ω(a)− dim Ω(a) = 0

.xω1 = ω2 æà .x = x1

x2
éäé .x1ω1 = x2ω2-ù êë x1, x2 ∈ F× ùé ïëì .ImT1 ∩ ImT2 6= 0 ïàëî

.δ(0) = g -ù çëåä :11.8 ìéâøú

δ(0) = g−1− (0−1) = g ,11.4 äð÷ñî éôì ïëì .deg 0 = 0 ,ïáåîë ;dim 0 = 1 ,(á)7.4 ìéâøú éôì :ïåøúô

íà ÷øå íà (ω ∈ Ω(a) ,øîåìë) Λ(a) ìò ñôàúî ω -ù êë b ãéçé ÷ìçî íéé÷ 0 6= ω ∈ Ω ìëì :11.9 èôùî

.(ω) ïîåñé äæ ÷ìçî .a ≤ b

.b = b′ ïëì ,b ≤ b′ íâå b′ ≤ b æà éàðúä úà íéé÷î b′ íâ íà :úåãéçé :äçëåä
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ùé úøçà .dim a = 0 ≤ g æà ,L(a) = 0 íà ,ïëà .dim a ≤ g æà .ω ∈ Ω(a)-ù êë ÷ìçî a éäé :äðòè

àéä x 7→ xω ä÷úòää ïëì .xω ∈ xΩ(a) = Ω
(
a + (x)

)
⊆ Ω(0) ïëì ,(x) + a ≥ 0 æà .0 6= x ∈ L(a)

.dim a ≤ δ(0) = g ,11.8 ìéâøú éôì ,ïàëî .K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù L(a)→ Ω(0) íæéôøåîåðåî

,9.2 äð÷ñî éôì èøôá

. deg a ≤ g − 1 + dim a ≤ 2g − 1

.ω ∈ Ω(b)-ù êë úéáøî äìòî ìòá b ÷ìçî íéé÷ ïëì

éôì , ïëì ,deg max(a, b) ≥ deg b-å ω ∈ Ω(a) ∩ Ω(b) = Ω
(

max(a, b)
)

æà ω ∈ Ω(a) íà

.a ≤ b-ù ïàëî .max(a, b) = b ïàëî .deg max(a, b) = deg b íéé÷úî ,b úøéçá

.(xω) = (x) + (ω) æà .x ∈ F× éäéå 0 6= ω ∈ Ω éäé :11.10 äð÷ñî

æà .÷ìçî a éäé :äçëåä

xω ∈ Ω(a)⇔ ω ∈ x−1Ω(a) = Ω
(
a− (x)

)
⇔ a− (x) ≤ (ω)⇔ a ≤ (ω) + (x)

.íééðåð÷ä íé÷ìçîä úöåá÷ úà W -á ïîñð .éðåð÷ àø÷éé ,0 6= ω ∈ Ω øùàá ,(ω) äøåöäî ÷ìçî :11.11 äøãâä

.F/K ìù íé÷ìçî ú÷ìçî àéä W úöåá÷ :11.12 äð÷ñî

11.10 äð÷ñî éôì ïëì .Ωr{0} = {xω0| x ∈ F×} ,11.7 èôùî éôì .0 6= ω0 ∈ Ω éäé :äçëåä

.W = {(xω0)| x ∈ F×} = {(x) + (ω0)| x ∈ F×}

.Ω
(

min(a, b)
)

= Ω(a) + Ω(b) æà .íé÷ìçî a, b åéäé :äðåëð äððéà äàáä äðòèäù äàøä :11.13 ìéâøú

.úéãâð äîâåã àöîð :ïåøúô

íðéàù p, q íéðåù íééðåùàø íé÷ìçî éðù øçáð .åì íéàúîä éðåð÷ä ÷ìçîä c := (ω) éäé .0 6= ω ∈ Ω éäé

æà .a = c + p, b = c + q øéãâðå ,(0 àåä c ìù äâöäá q-äå p-ä úåèðéãøåàå÷ä ìù íã÷îä ,øîåìë) c-á íéòéôåî

.(ω) = c = min(a, b)

.ω ∈ Ω(c) ,11.9 èôùî éôì

.ω = ω1 + ω2-ù êë ω1 ∈ Ω(a), ω2 ∈ Ω(b) íéîéé÷ ïéà :äðòè

,b ≤ (ω) ,11.9 èôùî éôì ,æàå ,ω = ω2 ∈ Ω(b) úøçà ,ω1 6= 0 æà .íéîéé÷ íäù äìéìùá çéðð ,ïëà

éôì ïëì ,xω = ω1 ∈ Ω(a) íéé÷úî .ω1 = xω-ù êë x ∈ F× ùé ,11.7 èôùî éôì .äøéúñ ,c+ q ≤ c ,øîåìë

,deg(x) > 0 ,èøôá .0 < p ≤ (x) ïàëî .c + p ≤ (x) + c ,øîåìë ,a ≤ (xω) = (x) + (ω) ,11.9 èôùî

.8.8 èôùîì äøéúñá
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êåø-ïîéø èôùî .12

.åìù òæâä g éäé .K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F éäé

æà .÷ìçî a éäéå éðåð÷ ÷ìçî w ∈W éäé :(êÛø-ïîéø) 12.1 èôùî

.δ(a) = dim(w− a) (à)

.dim a = deg a + 1− g + dim(w− a) (á)

ìòî úéøàðéì äðéä x 7→ xω éãé ìò T : F → Ω ä÷úòää .0 6= ω ∈ Ω øùàá ,w = (ω) ,øåëæë (à) :äçëåä

íéé÷úî .úéëøò ãç ãçå (F ìòî åìéôàå) K

.x ∈ L(w− a)⇔ (x) + (ω)− a ≥ 0⇔ (xω) ≥ a⇔ xω ∈ Ω(a)

,Ω(a)-á øáéà ìë èøôá ,ìàéöðøôéã ìë ,11.7 èôùî éôì ,ïë åîë .Ω(a) êåúì T
(
L(w− a)

)
úà ä÷éúòî T ïëì

.(à) íéãîîä ïåéååù ïàëî .T
(
L(w− a)

)
= Ω(a) ïëì .x ∈ F äæéà øåáò ,xω äøåöäî àåä

.11.4 äð÷ñîá (à) áöä (á)

.÷ìçî a éäéå ,éðåð÷ ÷ìçî w éäé :12.2 äð÷ñî

.deg 0 = 0 ,dim 0 = 1 èøôá .deg a = 0 ,dim a = 1 æà éùàø a íà (à)

.degw = 2g − 2 ,dimw = g (á)

.dim a = 0 æà deg a < 0 íà (â)

.dim a = 0 æà éùàø åðéà a-å deg a = 0 íà (ã)

.dim a = deg a + 1− g æà deg a > 2g − 2 íà (ä)

.dim a = g − 1 æà éðåð÷ åðéà a-å deg a = 2g − 2 íà (å)

äðòèä ïëì ,L(0) = K-å (x) = 0 æà x ∈ K íà .8.8 èôùî éôì deg(x) = 0 æà .x ∈ F éäé (à) :äçëåä

.dim(x) = dim 0 = 1 ïëì ,(S = P íò) (ã)7.2 äðòè éôì xL
(
(x)) = L(0) æà x ∈ F× íà .äøåøá

.dimw = degw+1−g+1 ,1 = 0+1−g+dimw :êåø-ïîéø èôùîá a = w-å a = 0 áéöð (á)

.degw = 2g − 2 äéðùäî ,dimw = g ,äðåùàøä äàååùîäî

ùé ïåúðä éôì .éùàø a æà deg a = 0 íàå deg a ≥ 0 éë çéëåäì êéøö ;dim a > 0 çéðð (ã) ,(â)

øîåìë ,(x) + a = 0 æà deg a = 0 íàå deg a = deg
(
(x) + a

)
≥ 0 ïàëî .(x) + a ≥ 0-ù êë x ∈ F×

.éùàø a = −(x) = (x−1)

dim(w− a) = 0 ïëì .(á) éôì deg(w− a) = degw− deg a < 0 æà deg a > 2g − 2 íà (ä)

.êåø-ïîéø èôùî éôì dim a = deg a + 1− g ïàëîå ,(â) éôì

dim(w−a) = 0 (ã) éôì ,ïëì .(á) éôì deg(w−a) = degw−deg a = 0 æà deg a = 2g−2 íà (å)

äø÷îáå dim a = 2g − 2 + 1 − g + 0 = g − 1 ïåùàøä äø÷îá .x ∈ F× äæéà øåáò w − a = (x) åà

.éðåð÷ a = w− (x) éðùä
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.íé÷ìçî a, b åéäé :12.3 ìéâøú

.dim a = dim b ,deg a = deg b æà íé÷ìçî ìù ä÷ìçî äúåàá a, b íà (à)

.dim b ≤ max(0,deg b + 1) (á)

g′ = g éæà .dim a = deg a+ 1− g′+ dim(w′−a) íéé÷úî a ÷ìçî ìëìù êë ÷ìçî w′ éäéå g′ ∈ Z éäé (â)

.éðåð÷ ÷ìçî àåä w′ -å

,(ã)7.2 äðòè éôì .deg a = deg b ïëì ,deg(x) = 0 æà .x ∈ F× øùàá ,b = a + (x) çéðð (à) :äçëåä

.dim a = dim b ïëìå ,L(a) ∼= L(b) ïëì ,L(a) = xL(b)

b úà óéìçäì øùôà (à) éôì .(x) + b ≥ 0-ù êë x ∈ F× ùé úøçà .øåøá äæ ,dim b = 0 íà (á)

.0 − 1 = deg 0 − dim 0 ≤ deg b − dim b ,7.6 äð÷ñî éôì .b ≥ 0 úåéììëä úìáâä éìá ïëì .(x) + b-á

.dim b ≤ deg b + 1 ïàëî

,deg(w′− a) < 0 åìéàå dim a = deg a+ 1− g 12.2 èôùî éôì æà .deg a >> 0-ù êë a áéöð (â)

.g = g′ ìá÷ðå ïåúðá úàæ áéöð .dim(w′ − a) = 0 ïëì

.dimw′ = g ìá÷ð 1 = dim 0 = 0 + 1− g + dim(w′ − 0) ,ïåúðäî æà .a = 0 áéöð

.g = degw′+ 1− g+ 1 ,øîåìë ,dimw′ = degw′+ 1− g+ dim(0) ,ïåúðäî æà .a = w′ áéöð

.éðåð÷ ÷ìçî àåä w′ ,(å)12.2 èôùî éôì .degw′ = 2g − 2 ïàëî

xp ∈ F íéðåúð åéäé p ∈ S ìëì .q ∈ PrS éäéå úéôåñ S ⊆ P éäú :(÷æçä áåøé÷ä èôùî) 12.4 èôùî

.p /∈ S ∪· {q} ìëì vp(x) ≥ 0-å p ∈ S ìëì vp(x− xp) ≥ mp íéé÷îù x ∈ F ùé æà .mp ∈ Z-å

éôì æà .deg a > 2g − 2-ù êë ,÷éôñî ìåãâ m ∈ N øùàá ,a = mq −
∑

p∈Smpp ïîñð :äçëåä

.Λ(a) + F = A ,10.6 äð÷ñî éôì ïëì .deg a− dim a = g − 1 ,(ä)12.2 äð÷ñî

,øîåìë .x − α ∈ Λ(a)-ù êë x ∈ F ùé æà .αp =

{
xp p ∈ S
0 p /∈ S éãé ìò α ∈ A øéãâð

.èôùîä úåùéøã úà íéé÷î x ïëì .p ∈ P ìëì vp(x− xp) ≥ vp(−a)

.p ∈ S ìëì vp(x−xp) ≥ mp íå÷îá vp(x−xp) = mp ùåøãì øùôà èôùîä ìù íéàðúáù äàøä :12.5 ìéâøú

.ïåëð äéäé àì èôùîä ,p /∈ S -á p /∈ S ∪· {q} éàðúä úà èôùîá óéìçð íàù äàøä :12.6 ìéâøú
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.úåçëåä àìì åàáåé íéèôùîäå ãáìá úåé÷ìç ïä åá úåøãâää .úéììë äòéãé íùì ÷ø àåä äæ ÷øô

,øîåìë .éè÷ôîå÷ àåäù çéðð íâ åðçðà ;1 ãîéî úìòá äøéù÷ úáëåøî äòéøé àåä S ïîéø çèùî :13.1 äøãâä

ϕi: Vi → íæéôøåîåàéîåä ùé i ìëìå ,úåçåúô úåöåá÷ Vi øùàá ,óøåãñåàä éâåìåôåè áçøî àåä S =
⋃k
i=1 Vi

ϕ1◦ϕ−1
2 : ϕ2(V1∩V2)→ ϕ1(V1∩V2) ä÷úòää 1 ≤ i, j ≤ k ìëìù êë ,C-áUi äçåúô äöåá÷ ìòUi ⊆ C

äãå÷ð ìë) Vi ìë ìù äôùä úà íâ ìéëî S ,øîåìë ,"äôù åì ïéà" ,éè÷ôîå÷ S-ù ììâá ,êëì óñåðá .úéôøåîåìåä àéä

.(øçà Vj äæéàá úìëåî äá

(. íééåñéëä ìò úåìé÷ù ñçé ùé– ïîéø çèùî åúåà øéãâäì íéìåëé ìéòì {Vi} âåñäî íéðåù íééåñéë ,ïáåîë)

.(...äô ìòá øáñä) ïåúð ìåìñî êøåàì úåøÅôñ n ú÷áãä ,("âéîö éðô") ñeøÛè ,P1 ïîéø úøÅôñ :13.2 úåàîâåã

,çèùîä ìù äøåîù àåä g øôñîä .g ≥ 0 øùàá ,úåéãé g íò ïîéø úøÅôñì éôøåîåàéîåä ïîéø çèùî ìë :13.3 èôùî

.òæâ åúåà éìòá íä íà ÷øå íà íééôøåîåàéîåä ïîéø éçèùî éðù .çèùîä ìù òæâä àø÷ð

.íéååù çøëäá íðéà íééôøåîåàéîåä ïîéø éçèùî ,ïáåîë

:äàáä äøåöäîå ìò àéä íà ,éåñéë àéä f : S′ → S ïîéø éçèùî ìù ä÷úòä .ïîéø éçèùî ìù éåñéë :13.4 äøãâä

çéðð

,úéùàøä áéáñ äãéçéä ìåâéò àåä Ui ìë øùàë ,ϕi: Vi → Ui ⊆ C úå÷úòää íò ,S =
⋃k
i=1 Vi •

,úéùàøä áéáñ äãéçéä ìåâéò àåä V ′j ìë øùàë ,ϕ′i: V
′
i → U ′i ⊆ C úå÷úòää íò ,S′ =

⋃m
j=1 U

′
j -å •

:àáä éôåìéçä íéùøúä íéé÷å x′ ∈ V ′j -ù êë i, j ùé x′ ∈ S′ ìëì æà

V ′j
ϕ′j //

f |V ′
j

��

U ′j

fij

��
Vi ϕi

// Ui

.e = e(x′) ∈ N äæéà øåáò z 7→ ze ä÷úòää àéä fij -å

àåä x ìù f−1({x}) áéñä x ∈ S ìë èòîë øåáòù êë ,éåñéëä ìù äìòîä àø÷ééù ,n ∈ N ùéù øáúñî

.øúåé ïè÷ àåä áéñä íéøçàä x ∈ S ìù éôåñ øôñî øåáò .áéñá x′ ìëì e(x′) = 1-å íéøáéà n ïá

.äøôñ ìù éåñéë àéä úåøÅôñ n ú÷áãä :13.5 úåàîâåã

,úéôøåîåøéî úàø÷ð h: U → C ∪· {∞} ä÷úòä .äçåúô äöåá÷ U ⊆ C éäú .úéôøåîåøéî äéö÷ðåô :13.6 äøãâä

.úåéôøåîåìåä úåéö÷ðåô éúù ìù äðî àéä íà
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ïîéø éçèùîì øù÷ .13

h: S → ä÷úòä .{ϕi: Vi → Ui}ki=1 úå÷úòäå S =
⋃n
i=1 Vi éãé ìò ïåúð ïîéø çèùî S éäé

.1 ≤ i ≤ k ìëì ,úåéôøåîåøéî h ◦ ϕ−1
i : Ui → C ∪· {∞} íà ,úéôøåîåøéî úàø÷ð C ∪· {∞}

úåéö÷ðåôä äãù ,äãù àéä ïîéø çèùî S ìòM(S) úåéôøåîåøéîä úåéö÷ðåôä úöåá÷ .ïîéø çèùî S éäé :13.7 èôùî

.S ìù òæâì äååùM(S) ìù òæâä .C ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä .S ìò úåéôøåîåøéîä

äðúùîá C(t) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù àåä P1 ïîéø úøôñ ìò úåéôøåîåøéîä úåéö÷ðåôä äãù :13.7 äîâåã

.C ìòî t ãçà

äéö÷ðåô àéä h ◦ f æà ,S ìò úéôøåîåøéî äéö÷ðåô h íà .ïîéø éçèùî ìù éåñéë f : S′ → S éäé

ìù íæéôøåîåîåä àéä åæ ä÷úòä .M(f):M(S)→M(S′) ä÷úòä àéä h 7→ h ◦ f ïëì .S′ ìò úéôøåîåøéî

úìòîì äååù äáçøää ìù äìòîä .úåãù ìù äìëä íò äúåà úåäæì øùôà ïëìå ,úéëøò ãç ãç àéä èøôá .úåãù

.f éåñéëä

äéøåâè÷ä êåúì ,íäéðéá íééåñéëä úå÷úòä íò ,ïîéø éçèùî ìù ìù äéøåâè÷äî øåè÷ðåô íéøéãâî äæ ïôåàá

.íäéðéá úåìëä íò ,úåãù ìù

.úåéøåâè÷ úåìé÷ù àåä S 7→ M(S) øåè÷ðåôä :13.8 èôùî

äãù àåä S ìò F úåéôøåîåøéîä úåéö÷ðåôä äãù æà ,ïîéø úøôñ ìù n äìòîî éåñéë àåä S → P1 íà ,èøôá

.C ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô

äãù àåä F -ù êë S → P1 éåñéëå S ïîéø çèùî ùé æà ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/C íà ,êôéäì

(.F ìò íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ ,P(F ) àéä S ,äöåá÷ë) .S ìò úåéôøåîåøéîä úåéö÷ðåôä
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úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù .14

úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù .14

:òéôåä 6 ÷øôá .K ìòî éèðãðöñðøè t øùàá ,F = K(t) éäéå äãù K éäé

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä F = K(t) :6.3 ìéâøú

.äæ äø÷îì åðãîìù íéâùåîä úà íùééð

:íéâåñ éðùî íä K(t)/K ìù íééðåùàø íé÷ìçî 2.2 èôùî éôì

ìù äáçøää àåä íéàúîä øúàä .p̂ åðîñð ;p = p(t) ∈ K[t] ï÷åúî ÷éøô éà íåðéìåôì íéàúî øùà ÷ìçî (à)

.deg p̂ = deg p ïëì .K[t]/pK[t] àåä úåéøàùä äãùå K[t]→ K[t]/pK[t] äðîä ú÷úòä

äãùå t−1 7→ 0 éãé ìò K[t−1]→ K íæéôøåîåîåää ìù äáçøää àåä íéàúîä øúàä .p∞ óåñðéàä ÷ìçî (á)

.deg p∞ = 1 ïëì .K àåä úåéøàùä

äãéçé äâöä ùé 0 6= f ∈ K(t) úéìðåéöø äéö÷ðåô ìëì

f = c
∏
p

pnp , c ∈ K×, np ∈ Z (1)

ïëì .2 ÷øôá åðéàøù éôë ,v∞(f) = −deg f -å p ìëì vp(f) = np æà .p ìëì èòîë np = 0 øùàë

.(f) =
∑
p

npp− (deg f)p∞ (2)

(.deg(f) =
∑
p np deg p− deg f = 0 íéé÷úîù áì íéùð)

æà .(1) éãé ìò ïåúð f éäé .n ∈ N éäé .g òæâä úà áùçð

f ∈ L(np∞)⇔ (f) ≥ −np∞ ⇔ p ìëì np ≥ 0,−deg f ≥ −n⇔ f ∈ K[t],deg f ≤ n

ç÷éð íà .deg np∞ = n ,ïáåîë .dimnp∞ = n + 1 ïàëî .K ìòî L(np∞) ìù ñéñá 1, t, . . . , tn ïëì

.g = 0 ïàëî .n+ 1 = n+ 1− g ,(ä)12.2 äð÷ñî éôì æà n > 2g − 2

åðéà a-å deg a = −2 íàå degw = 2g − 2 = −2 æà ,éðåð÷ ÷ìçî w íà ,12.2 äð÷ñî éôì ,ïë åîë

:åðçëåä êëá .ïëúé àìù ,dim a = g − 1 = −1 æà éðåð÷

.éðåð÷ àåä −2 äìòîî ÷ìçî ìë .g = 0 àåä úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ìù òæâä :14.1 èôùî

.Z-ì úéôøåîåæéà íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáçù ÷ñä .éùàø àåä K(t)/K ìù 0 äìòîî ÷ìçî ìëù çëåä :14.2 ìéâøú

.dim a = max(0,deg a + 1) æà .K(t)/K ìù ÷ìçî a éäé :14.3 ìéâøú

.deg(f)0 = deg f æà .íåðéìåô 0 6= f ∈ K[t] éäé :14.4 ìéâøú
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù ìòî 2 äìòîî úåéö÷ðåô úåãù .15

úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù ìòî 2 äìòîî úåéö÷ðåô úåãù .15

.ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé

.úåéììë úåðëäá ìéçúð

.vp(b) 6= 0 íâå vp(a) 6= 0-ù êë p éðåùàø ÷ìçî ïéà íà íéøæ íä F/K ìù a, b íé÷ìçî éðù

.íéøæ (x)0, (x)∞ æà ,x ∈ F× íà ,ìùîì

æà .0 6= f ∈ K[X] éäéå x ∈ F rK éäé :15.1 äîì

.íéøæ
(
f(x)

)
0
, (x)∞ (à)

.
(
f(x)

)
∞ = (deg f) · (x)∞ (á)

.
(
f(x)

)
=
(
f(x)

)
0

=
(
f(x)

)
∞ = 0 ïëì ,f(x) = f ∈ K×-å deg f = 0 æà ,0 6= f ∈ K íà :äçëåä

.úåøåøá (á) ,(à) úåðòè ïëì

vp(cix
i) = ivp(x) æà .p ∈ P éäé .cn 6= 0-å n = deg f ≥ 1 øùàá ,f(x) =

∑n
i=0 cix

i úøçà

:ïëì .0 6= ci ∈ K ìëìå 0 ≤ i ≤ n ìëì

.(ã)1.10 äðòè éôì ,vp
(
f(x)

)
≥ mini:ci 6=0 ivp(x) ≥ 0 æà vp(x) ≥ 0 íà

éúù ïàëî .(â)1.10 äðòè éôì ,vp
(
f(x)

)
= mini:ci 6=0 ivp(x) = nvp(x) < 0 æà vp(x) < 0 íà

(!å÷ãá) .(á) ,(à) ,úåðòèä

æà .äæì äæ íéøæ f1, f2 ∈ K[X] øùàá ,0 6= r = f1(x)
f2(x) ∈ K(x) éäéå x ∈ F rK éäé :15.2 äîì

.(r) =
(
f1(x)

)
0
−
(
f2(x)

)
0

+ (deg f2 − deg f1) · (x)∞ (à)

.úåâåæá äæì äæ íéøæ (x)∞,
(
f1(x)

)
0
,
(
f2(x)

)
0

íé÷ìçîä (á)

.deg f1 ≤ n-å òåá÷ f2 íà ÷øå íà r ∈ L
(
n(x)∞

)
æà .n ∈ Z éäé (â)

.
[
K(x) : K(r)

]
= max(deg f1,deg f2) (ã)

.

(
a b
c d

)
∈ GL2(K) øùàá ,r = ax+b

cx+d íà ÷øå íà K(x) = K(r) (ä)

,(á)15.1 äîì éôì (à) :äçëåä

(r) =
(
f1(x)

)
−
(
f2(x)

)
=
((
f1(x)

)
0
−
(
f1(x)

)
∞

)
−
((
f2(x)

)
0
−
(
f2(x)

)
∞

)
=

=
(
f1(x)

)
0
−
(
f2(x)

)
0

+ (deg f2 − deg f1) · (x)∞

æà vp
(
fi(x)

)
> 0 íà ,èøôá .íéøæ (x)∞,

(
fi(x)

)
0

,(à)15.1 äîì éôì .1 ≤ i ≤ 2 éäé (á)

íéîåðéìåô ùé ,íéøæ f1, f2-ù ïååéë .g ∈ K[X] ìëì vp
(
g(x)

)
≥ 0 ,(á)15.1 äîì éôì ,ïëìå vp(x) ≥ 0

æà vp
(
f1(x)

)
, vp
(
f2(x)

)
> 0 íà ïëì .1 = g1(x)f1(x) + g2(x)f2(x)-ù êë g1, g2 ∈ K[X]

.äøéúñ ,vp(1) > 0
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù ìòî 2 äìòîî úåéö÷ðåô úåãù .15

⇔ r ∈ L
(
n(x)∞

)
,(á) óéòñá úåøæä éôìå (à) óéòñá (r) ìù äâöää éôì (â)

(r) + n(x)∞ ≥ 0⇔
(
f1(x)

)
0
−
(
f2(x)

)
0

+ (deg f2 − deg f1 + n) · (x)∞ ≥ 0

⇔
(
f2(x)

)
0

= 0, deg f2 − deg f1 + n ≥ 0⇔ f2 ∈ K×, n ≥ deg f1

.r−1-á r úà óéìçð úøçà ,deg f1 ≤ deg f2 úåéììëä úìáâä éìá .F = K(x) úåéììëä úìáâä éìá (ã)

,(á)15.1 äîìå 8.8 èôùî éôì éôì ïëì .(r)∞ =
(
f2(x)

)
0
,(á) ,(à) éôì

.[F : K(r)] = deg(r)∞ = deg
(
f2(x)

)
0

= deg
(
f2(x)

)
∞ = deg f2 = max(deg f1,deg f2)

f2 = cx + d ,øîåìë ,max(deg f1,deg f2) = 1 íà ÷øå íà K(x) = K(r) ,(ã) éôì (ä)

.ñôà íäéðù àì a, c-å ,a, b, c, d ∈ K øùàá ,f1 = ax+ b,

,K× ìù øáéàá éðùä ìù äìåôë åðéà íäî ãçà óà íà ÷øå íà íéøæ f1, f2 íéîåðéìåôä ,äìàä íéàðúá

,øîåìë

.äëéôä

(
a b
c d

)
,øîåìë ,K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà (a, b), (c, d)

íé÷ìçîä úåöåá÷ P1,P2 åéäé .ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô úåãù éðù F1/K1, F2/K2 åéäé :15.3 ìéâøú

êë úåãù ìù íæéôøåîåæéà σ: F1 → F2 éäé .äîàúäá ,úåãùä éðù ìù íé÷ìçîä úåøåáç D1,D2 -å íééðåùàøä

.σ(K1) = K2 -ù

ìò ,ìå÷ù ïôåàá ,åà) vσp(x) = vp
(
σ−1(x)

)
ãé ìò äðåúðä σ: P1 → P2 ïéá úéëøò ãç ãç äîàúä ùéù åàøä (à)

.(Oσp = σ(Op) éãé

.σ: D1 → D2 úåøåáç íæéôøåîåæéàì äáçøäì úðúéð p 7→ σp äîàúääù åàøä (á)

.x ∈ F1 ìëì
(
σ(x)

)
∞ = σ

(
(x)∞

)
-å
(
σ(x)

)
= σ

(
(x)
)

íéé÷úîù åàøä (â)

.a ∈ D1 ìëì L(σa) = σ
(
L(a)

)
íéé÷úîù åàøä (ã)

.[F : K(x)] = 2-ù êë x ∈ F rK ùéå char K 6= 2 éë çéðð ÷øôä óåñ ãòå äúòî

F = K(x, y)-ù êë y ∈ F ùé æà .[F : K(x)] = 2-ù êë x ∈ F rK ùéå char K 6= 2 éë çéðð :15.4 äîì

.íéáåøî íé÷éøô éà íéîøåâ åì ïéàù 1 ≤ äìòîî íåðéìåô d ∈ K[X] øùàá ,y2 = d(x) íéé÷úîå

.y2 +by+c = 0 úéòåáéø äàååùî ìù ùøù y-ù êë b, c ∈ K(x) ùéå F = K(x, y)-ù êë y ∈ F ùé :äçëåä

úðúåð òåáéøì äîìùä

.
(
y +

b

2

)2

=
b2

4
− c

.f2 6= 0 øùàá ,d = f1(x)
f2(x) ,øîàð ,y2 = d-ù êë d ∈ K(x) ùéù çéðäì ìëåð ,y + b

2 -á y úà óéìçð íà ,ïëì

.f2(x)y-á y úà óéìçð úøçà f2 = 1 úåéììëä úìáâä éìá

äøéúñá ,y ∈ K ïëìå K ìòî éøáâìà y èøôáå ,y2 = d ∈ K úøçà ,deg d ≥ 1-ù áì íéùð

úìáâä éìá .mi ≥ 1 ,íé÷éøô éà íéîåðéìåôì d ìù ÷åøéô d = pm1
1 · · · pmrr éäé .[K(x, y) : K(x)] = 2-ì

.
∏
i p
bmi2 c
i ∈ K(x)-á y úà ÷ìçð úøçà ,(pi úà èéîùð æà ìáàmi = 0 åà) i ìëìmi = 1 úåéììëä
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù ìòî 2 äìòîî úåéö÷ðåô úåãù .15

dimn(x)∞ = b2n+ 2− m
2 c = 2n+ 2−dm2 e æà .m = deg d éäé úîãå÷ä äîìä ìù íéàðúá :15.5 äîì

.n ∈ N ìëì

éäú .äàåìâ úáçøä àéä ïëì ;äãéøô F/K(x) äáçøää ,[F : K(x)] = 2-å char K(x) 6= 2-ù ïååéë :äçëåä

.σ
(
L
(
n(x)∞

))
= L

(
n(x)∞

)
íéé÷úî ,σ(x) = x-ù ïååéë .σ(y) = −y æà .äìù äàåìâ úøåáç {1, σ}

åæ äâöäá .f(x), g(x) ∈ K(x) øùàá ,z = f(x) + g(x)y äãéçé äâöä ùé z ∈ F ìëì

ïëì .σ(z) ∈ L
(
n(x)∞

)
íâ 15.3 ìéâøú éôì ,æà ,z ∈ L

(
n(x)∞

)
íà .σ(z) = f(x)− g(x)y

, f(x) =
1

2

(
z + σ(z)

)
∈ L

(
n(x)∞

)
.f2(x)− d(x)g2(x) = z · σ(z) ∈ L

(
n(x)∞ + n(x)∞

)
= L

(
2n(x)∞

)
.2n ≥ äìòîî f2 − dg2 ∈ K[X]-å deg f ≤ n äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] ,(â)15.2 äîì éôì

g ∈ K[X] ,íéáåøî íé÷éøô éà íéîøåâ ïéà d-ìù ïååéë ,ïàëîå .deg dg2 ≤ 2n-å dg2 ∈ K[X] èøôá

.deg g ≤ n− m
2 -å

:z = f(x) + g(x)y ∈ L
(
n(x)∞

)
æà ,deg f ≤ n , deg g ≤ n− m

2 ,f, g ∈ K[X] íà ,êôéäì(
f(x)

)
=
(
f(x)

)
0
−
(
f(x)

)
∞ =

(
f(x)

)
0
− (deg f)(x)∞ ≥ −n(x)∞(

g(x)y
)

=
(
g(x)

)
0
−
(
g(x)

)
∞ +

1

2
(y2)0 −

1

2
(y2)∞ ≥ −

(
g(x)

)
∞ −

1

2
(y2)∞ =

= −(deg g)(x)∞ −
1

2
(deg d)(x)∞ ≥ −(n− m

2
)(x)∞ −

m

2
(x)∞ = −n(x)∞

.z = f(x) + g(x)y ∈ L
(
n(x)∞

)
ïëì

(à)8.6 äîì éôì .{xi| 0 ≤ i ≤ n}
⋃
· {xiy| 0 ≤ i ≤ n− m

2 } éãé ìòK ìòî ùøôð L
(
n(x)∞

)
ïëì

.n+ 1 + bn+ 1− m
2 c ,äéøáéà øôñî àåä dimn(x)∞ ïëì .K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá åæ äöåá÷

dimn(x)∞ = æà ,÷éôñî ìåãâ n íà .deg(x)∞ = [F : K(x)] = 2 ,8.8 èôùî éôì

øîåìë ,g = dm2 e − 1 ïàëî .2n+ 2− dm2 e = 2n+ 1− g ,øîåìë ,deg n(x)∞ + 1− g

,m = 1, 2 øåáò g = 0 ,øîåìë .g =

{
m−2

2 éâåæ m
m−1

2 éâåæ éàm
àåä F/K ìù òæâä ìéòì íéàðúá :15.6 èôùî

.äàìä ïëå ,m = 5, 6 øåáò g = 2 ,m = 3, 4 øåáò g = 1

úåéèôéìà úåéö÷ðåô äãù àø÷ð F ,1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî ùé F/K-ìå g = 1 íà ìéòì íéàðúá :15.7 äøãâä

.K ìòî úåéèôéì¶àøÆôéä úåéö÷ðåô äãù àø÷ð F ,g ≥ 2 íà .K ìòî

.ìéòì íéàðúá F/K ìù íééðåð÷ä íé÷ìçîä úà àöî :15.8 ìéâøú

.m ≥ 1 äìòîî ,òåáéøî éùôç d ∈ K[X] éäéå ,K ìòî éèðãðöñðøè x éäé ,char K 6= 2 ,äãùK éäé :15.9 ìéâøú

.ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä F/K -ù åçéëåä .y2 = d(x) øùàá F = K(x, y) éäé

.F -á úéøáâìà øåâñ K-ù çéëåäì êéøö :äçëåä
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù ìòî 2 äìòîî úåéö÷ðåô úåãù .15

éà åðéä K ìòî α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä ,6.7 ìéâøú éôì .K ìòî éøáâìà α ∈ F rK ùéù äìéìùá çéðð

éìá .2 äìòî ìòá àåä ,K-á ùøåù åì ïéàå K(x) ìù F úéòåáéø äáçøäá ùøåù åì ùéù ïååéë .K(x) ìòî ÷éøô

X2 − a æà .a := α2 ∈ K (char K 6= 2-ù êëá íéùîúùî ïàëå - òåáéøì äîìùä éãé ìò) úåéììëä úìáâä

äáçøä øöåé α ∈ F åùøåù ïëì .K(x) ìòî íâ ÷éøô éà øàùð àåä ,øåîàë .K ìòî α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä àåä

.K(x) ìòî F ìù ñéñá àåä 1, α èøôá .F = K(x)(α)-ù ïàëî .F -á úìëåî K(x) ìù 2 äìòîî

ïàëî .y = f(x) + g(x)α -ù êë f(x), g(x) ∈ K(x) ùé ïëì ,y ∈ K(x)(α) ,úòë

.d(x) = y2 = f2(x) + ag2(x) + 2f(x)g(x)α

.f(x)g(x) = 0 (ñéñá éøáéà ìù éøàðéì óåøéöë øåè÷å ìù äâöää úåãéçé éôì) ïëì

.äøéúñ ,y = f(x) ∈ K(x) æà g(x) = 0 íà

íéîøåâ ìòá àåä d æà .deg g ≥ 1 íâ ,deg d = m ≥ 1-ù ïååéë .d(x) = ag2(x) æà f(x) = 0 íà

.äøéúñ ,íéáåøî íé÷éøô éà

.äãéøô àì 2 äìòîî F/K(x) äáçøääå char K = 2 øùàë F/K ìù òæâä úà àöî :15.10 ìéâøú

.äãéøô 2 äìòîî F/K(x) äáçøääå char K = 2 øùàë F/K ìù òæâä úà àöî :15.11 ìéâøú
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úéòåáéø äáçøä åà K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F æà .g = 0 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :16.1 èôùî

øùàá ,u2 = at2 + c-å t, u ∈ F rK øùàá F = K(t, u) æà ,char K 6= 2 íâ íà ,éðùä äø÷îá .äæë äãù ìù

.a, c ∈ K×

deg(−w) = 2 > ïëì .degw = 2g − 2 = −2 ,12.2 äð÷ñî éôì .F/K ìù éðåð÷ ÷ìçî w éäé :äçëåä

úéøàðéì íééåìú éúìá x, y, z ∈ L(−w) ùé ïëì .dim(−w) = deg(−w) + 1 − g = 3 ïàëî .2g − 2

íéé÷úîå t ∈ F rK æà .t := x
y éäé .K ìòî

,(t) = (x)− (y) =
(
(x)−w

)
−
(
(y)−w

)
, (x)−w ≥ 0, (y)−w ≥ 0

ïëì .[F : K(t)] = deg(t)∞ ≤ deg
(
(y) − w

)
= −degw = 2 ïàëî .0 ≤ (t)∞ ≤ (y) − w ïëì

.äæë äãù ìù úéòåáéø äáçøä åà K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F = K(t)

F = K(t, u)-ù êë u ∈ F ùé 15.4 äîì éôì .char K 6= 2-å [F : K(t)] = 2 éë úòë çéðð

deg d = 1 ,15.6 èôùî éôì ,g = 0-ù ïååéë .íéáåøî íé÷éøô éà íéîøåâ åì ïéà d ∈ K[X] øùàá ,u2 = d(t)-å

.b 6= 0 åà a 6= 0-å a, b, c ∈ K øùàá ,u2 = at2 + bt+ c ïëì .deg d = 2 åà

.úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F = K(u) ïëì ,t = u2−c
b ∈ K(u) æà a = 0 íà

íéé÷úîå K(t) = K(t′) æà .α = − b
2a ∈ K øùàá ,t′ = t+ α éäé ,a 6= 0 íà

.at2 + bt+ c = a(t′ − α)2 + b(t′ − α) + c = a(t′)2 + (b− 2aα)t′ + (c+ aα2 − bα) =

= a(t′)2 + (c+ aα2 − bα)

éøáâìà u
t ∈ F ïëì ,(ut )2 = a ∈ K× æà c = 0 íà .úù÷åáîä äàååùîä úà ìá÷ð ,t′-á t úà óéìçð íà ïëì

.úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F = K(u, t) = K(t) ïëì .ut ∈ K ïëìå ,K ìòî

?èôùîáù úéåøùôàä éúù ïéá ìéãáäì ïúéð êéà

åì ùé íà ÷øå íà K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F æà .0 òæâ ìòá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :16.2 èôùî

.1 äìòî ìòá ÷ìçî

dim a = ((ä)12.2 äð÷ñî ,ïåëð øúåé) êåø-ïîéø èôùî éôì .1 äìòîî F/K ìù ÷ìçî a éäé :äçëåä

,K-á åðéà (úåçôì) íäî ãçà .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá x, y ∈ L(a) ùé ïëì .deg a + 1 − g = 2

÷ìçîá a úà óéìçð úøçà ,a ≥ 0 úåéììëä úìáâä éìá .øãâåî (x)-ù êë ,x 6= 0 èøôá .x /∈ K ,ìùîì

,øîåìë ,(x)0 − (x)∞ + a = (x) + a ≥ 0 æà .a ìù åîë äìòî äúåà ìòá ,a′ = (x) + a ≥ 0

ïëúé àì ,x /∈ K-ù ïååéë .deg(x)∞ ≤ 1 èøôá .(x)∞ ≤ a ,íéøæ (x)0, (x)∞-ù ïååéë .(x)∞ ≤ (x)0 + a
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äãù àåä F = K(x) ,øîåìë ,[F : K(x)] = deg(x)∞ = 1 ïëì .deg(x)∞ = 1 ïëìå ,deg(x)∞ = 0

.K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô

.1 äìòî ìòá ÷ìçî àåä p∞ (ìùîì) æà ,K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F íà ,êôéäì

åðìåëéù ,òáåð 16.2 èôùîá úåìé÷ùäî ,1 äìòî ìòá éðåùàø ÷ìçî ùé úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãùìù ïååéë :16.3 äøòä

."÷ìçî" íå÷îá "éðåùàø ÷ìçî" èôùîá áåúëì

.éùàø àåä 0 äìòîî åìù ÷ìçî ìëù çëåä .0 òæâ ìòá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :16.4 ìéâøú
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.g = 1 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù F/K éäé äæ ÷øôá

p éðåùàø ÷ìçî ùé æà .3 äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X]-å y2 = f(x) øùàá ,F = K(x, y) éë çéðð :17.1 äîì

.1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî ùé F/K -ì èøôá .(x)∞ = 2p-ù êë 1 äìòîî

ïëì .0 òæâ ìòá F/K æà éë F = K(x) ïëúé àì .[F : K(x)] ≤ 2-ù øåøá y2 = f(x) ììâá :äçëåä

:úåéåøùôà ùåìù ùéù ïàëî .deg(x)∞ = 2 ,8.8 èôùî éôì .[F : K(x)] = 2

åà ;1 äìòîî éðåùàø p øùàá ,(x)∞ = 2p (à)

åà ;2 äìòîî éðåùàø p øùàá ,(x)∞ = p (á)

.1 äìòîî íéðåù íééðåùàø éðù p, q øùàá ,(x)∞ = p + q (â)

ìëù øåøá ïàëî .(á)15.1 äîì éôì ,2(y)∞ = (y2)∞ =
(
f(x)

)
∞ = (deg f)(x)∞ = 3(x)∞ ìáà

.(à) íéé÷úî ïëì .äðëúéú àì (â) ,(á) úåéåøùôàù øîåà äæ .íééâåæ íéøôñî íä (x)∞ ÷ìçîä ìù íéîã÷îä

:"êåôä" èôùî

æà .char K 6= 2 éë çéðð .1 äìòîî p éðåùàø ÷ìçî åì ùéù 1 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :17.2 èôùî

.(x)∞ = 2p-å ,íéáåøî íé÷éøô éà íéîøåâ àìì 3 äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X]-å y2 = f(x) øùàá ,F = K(x, y)

,deg np = n > 0 = 2g − 2-ù ïååéë .n ∈ N éäé .K = L(0) ⊆ L(p) ⊆ L(2p) ⊆ · · · íéé÷úî :äçëåä

æà ,n ∈ N ìëì Ln = L(np)-å L0 = 0 ïîñð íà ,ïëì .dimL(np) = deg np + 1 − g = n íéé÷úî

.L0 = 0 ⊂ K = L1 ⊂ L2 ⊂ L3 ⊂ · · · íéé÷úîå n ≥ 0 ìëì dimLn = n

ïååéë .L1 = K = SpK(1),L2 = SpK(1, x),L3 = SpK(1, x, y) -ù êë x, y ∈ F ùé ïëì

,8.8 èôùî éôì ïëì .(y)∞ = 3p äîåã ïôåàá .(x)∞ = 2p íéé÷úî 7.10 ìéâøú éôì ,x ∈ L(2p)rL(p)-ù

.[F : K(x)] = deg(x)∞ = 2

,7.10 ìéâøú éôì ,ïàëî .(xmyn)∞ = (2m+ 3n)p æà ,íéîìù íéøôñî m,n ≥ 0 íà

.1, x, x2, x3, y, xy, y2 ∈ L(6p) = L6 (1)

øùàá ,z ∈ Lkz rLkz−1 æà ,(1) äàååùîá íéøáéà úòáùî ãçà z íà ,÷åéã øúéá

kz =



1 z = 1
2 z = x
3 z = y
4 z = x2

5 z = xy
6 z = x3

6 z = y2

(2)

46



1 òæâ éìòá úåãù .17

óåøéö åðéà íäî ãçà óàå ,íéøáéà 6 ùé äøãñá ,dimL6 = 6 ,ïëà .L6 ìù ñéñá 1, x, y, x2, xy, x3 :äðòè

.(àì àåäå Lk äæéàá åéîãå÷ éë) (2) éôì ,åéîãå÷ ìù éøàðéì

-ù êë a1, . . . , a6 ∈ K ùé ,øîåìë ,(1)-á íéøáéàä úùù øúé ìù éøàðéì óåøéö àåä y2 äðòèä éôì

y2 = a1xy + a2y + a3x
3 + a4x

2 + a5x+ a6 (3)

:êë íåùøì øùôà (3) úà

,y2 − (a1x+ a2)y +
(a1x+ a2

2

)2
= a3x

3 + a4x
2 + a5x+ a6 +

(a1x+ a2

2

)2
æà ,y′ = y − 1

2 (a1x+ a2) øéãâð íà ,øîåìë (char K 6= 2-ù êëá íéùîúùî ïàëå)

,(y′)2 = f(x) (4)

.3 ≥ äìòîî f ∈ K[X] øùàá

g(x) =
∑n
i=0 cix

i ∈ K[x] íà ïëì ,vp(x) = −2 < 0 ,ïëà .F = K(x, y) = K(x, y′) :äðòè

.vp
(
g(x)

)
= mini:ci 6=0 ivp(x) = nvp(x) = −2n ,(â)1.10 äðòè éôì ,æà (cn 6= 0 ïëìå) n ≥ 0 äìòîî

.y /∈ K(x) ïëì ,vp(y) = −3 ìáà .0 6= g ∈ K(x) ìëì íâ ïëìå 0 6= g ∈ K[x] ìëì vp(g) ∈ 2Z ïëì

.K(x, y) = K(x, y′)-ù øåøá .F = K(x, y) ìá÷ð ,[F : K(x)] = 2-ù ïååéë

éà íéîøåâ f -ì ïéà æà .úéøùôàä úéøòæîä äìòîäî àåä (4) äàååùîá f úåéììëä úìáâä éìá :äçëåää íåéñ

æàå y′′ = y′

q(x) øéãâð ,f = q2g-ù êë g ∈ K[X] ùéå ÷éøô éà íåðéìåô q ∈ K[X] íà ,ïëà .íéáåøî íé÷éøô

.deg f úåéøòæîì äøéúñá ,deg g < deg f -å (y′′)2 = g(x) åìéàå K(x, y′′) = K(x, y′) = F

.deg f = 3 15.6 èôùî éôì ,g = 1-ù ïååéë ,óåñáì
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æà ,17.2 èôùî éôì .char K 6= 2 éë çéðð .1 äìòîî q éðåùàø ÷ìçî åì ùéù 1 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù F/K éäé

(x)∞ = 2q ïë åîë .íéáåøî íéùøåù àìì 3 äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X]-å y2 = f(x) øùàá ,F = K(x, y)

.(2(y)∞ = (y2)∞ = (f(x))∞ = (deg f)(x)∞ = 3 · 2q éë) (y)∞ = 3q ïëìå

æà .b2 = f(a)-ù êë a, b ∈ K åéäé :18.1 äîì

R = K[x, y](a,b) =
{ g(x, y)

h(x, y)

∣∣∣h, g ∈ K[X,Y ], h(a, b) 6= 0
}

.ϕ(x) = a, ϕ(y) = b-ù êë ϕ: R→ K ãéçé íãéôøåîåîåä íéé÷å éîå÷î âåç

:äçëåä

K-íæéôøåîéôà äøùî Y 7→ y ä÷úòää ,ïëà .K[x, y] ∼= K[x][Y ]/(Y 2 − f(x)) :1 äðòè

ìàãéàä àåä åìù ïéòøâäù úåàøäì éã ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì ïëì ,K[x][Y ]→ K[x][y] = K[x, y]

íà ,êôéäì .ïéòøâá àåä (Y 2 − f(x)) ïëìå ïéòøâá àåä Y 2 − f(x)-ù øåøá .K[x][Y ] ìù (Y 2 − f(x))

íéé÷úîù êë g0(x), g1(x) ∈ K[x]-å q(Y ) ∈ K[x][Y ] ïúåð úéøàù íò ÷åìéç ,ïéòøâá g(Y ) ∈ K[x][Y ]

.g(Y ) = q(Y )(Y 2 − f(x)) + g1(x)Y + g0(x)

íééåìú éúìá 1, y ïëì ,y /∈ K(x) ìáà .0 = g(y) = g1(x)y + g0(x) úðúåð Y äðúùîä íå÷îá y úáöä

.g(Y ) = q(Y )(Y 2 − f(x)) ∈ (Y 2 − f(x)) ïëì .g0(x) = g1(x) = 0 ïëìå ,K(x) ìòî úéøàðéì

äøéãâî x 7→ a äáöää ,ïëà .ϕ: K[x, y] → K K-íæéôøîåîåä íéøéãâî x 7→ a, y 7→ b :2 äðòè

äáöää .Y 7→ Y éãé ìò ϕ1: K[x][Y ]→ K[Y ] íæéôøåîåîåäì äáçøäì ïúéð àåä .K[x]→ K íæéôøåîåîåä

(Y 2−f(x)) úà ä÷éúòî ϕ2 ◦ϕ1: K[x][Y ]→ K äáëøää .K[Y ]→ K K-íæéôøåîåîåä äøéãâî Y 7→ b

.x 7→ a, y 7→ b-ù êë ϕ: K[x, y]→ K K-íæéôøåîåîåä äøùî ,ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì ,ïëì ,0 ìò

K[x][Y ]

''PPPPPPPPPPPP
ϕ1 // K[Y ]

ϕ2 // K

K[x][y] = K[x, y]

ϕ

88qqqqqqqqqqqq

.ãéçé àåä äæë ϕ-ù øåøá

P ,äãù àåä ϕ ìù äðåîúäù ïååéë .P = {h(x, y)| h ∈ K[X,Y ], h(a, b) = 0} àåä ϕ ìù ïéòøâä

ìù äéöæéì÷åìä ,éîå÷îä âåçä àåä R =
{ g(x,y)
h(x,y)

∣∣h, g ∈ K[X,Y ], h(a, b) 6= 0
}

ïëì .éáøî ìàãéà àåä àåä

.(3.1 èôùî ìù äçëåä åàø) R→ K K-íæéôøåîåîåäì ãéçé ïôåàá ϕ úà áéçøäì ïúéðå ,P -á K[x, y]
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êë ϕ: F → K ∪· ∞ ãéçé øúà íéé÷ ïëì .F ìù äëøòä âåç àåä R úîãå÷ä äîìä ìù íéàðúá :18.2 äîì

.ϕ(x) = a, ϕ(y) = b-ù

3.1 èôùî éôì .ϕ(x) = a, ϕ(y) = b-ù êë ϕ: R → K ãéçéä K-íæéôøåîåîåä ùé 18.1 äîì éôì :äçëåä

.R ⊆ O æà .åì äîéàúî äëøòä v-å ϕ′ ìù äëøòää âåç O éäéå .F ìù ϕ′ øúàì ϕ úà áéçøäì øùôà

,1.14 äîì éôì,æà ,z ∈ F rO íà ,ïëà .ϕ′(F rO) = ∞ éë ,ãéçé ϕ′-å O = R æà .O ⊆ R éë äàøð

.ϕ′(z) =∞ ïëìå ,ϕ ìù ïéòøâä åðéäù ,O ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàá àöîð z−1 ∈ OrO×

äâöä ùé z ∈ F ìëì ,K(x) ìòî F ìù ñéñá àåä 1, y − b-ù ïååéë .γ := v(x− a) > 0-ù áì íéùð

,z =
g0(x) + g1(x)(y − b)

h(x)
(1)

k ≥ 0 éäé .v(z) ≥ 0 ,øîåìë ,z ∈ O éë çéðð .gcd(g0, g1, h) = 1 ,h 6= 0 ,g0, g1, h ∈ K[X] øùàá

.z ∈ R-ù k ìò äéö÷åãðéàá äàøð .v
(
h(x)

)
= kγ ,øîåìë ,(X − a)k|h-ù êë éáøîä

,v(z) ≥ 0-ù ïååéë ,ïëì ,v
(
h(x)

)
= kγ ≥ γ æà .k ≥ 1 çéðð .øåøá äæ k = 0 øåáò

.v
(
g0(x) + g1(x)(y − b)

)
≥ γ (2)

,øîåìë ,(X − a)|g0-ù ïàëî .v
(
g0(x)

)
> 0 ,(2) éôì .v

(
g1(x)(y − b)

)
> 0 íâ ,v(y − b) > 0-ù ïååéë

.v
(
g0(x)

)
≥ γ (3)

íéé÷úî ,(y + b)(y − b) = f(x)− f(a)-ù ïååéë

.(y + b)z =
(y + b)g0(x) +

(
f(x)− f(a)

)
g1(x)

h(x)

,y + b ∈ O-ù áì íéùð .(x− a)-á íöîöì øùôà ïëì ,K[x, y]-á (x− a) ìù äìåôë àåä ïéîé óâà ìù äðåîä

.z ∈ R ïëì , 1
y+b ∈ R æà b 6= 0 íà .(y + b)z ∈ R ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì .(y + b)z ∈ O ïëì

,f0 ∈ K[X] øùàá ,y2 = (x− a)f0(x) ,øîåìë .èåùô ùøåù ïëì ,f ìù ùøåù àåä a æà ,b = 0 íà

ïëì ,v
(
g1(x)y

)
≥ γ ,(3)-å (2) éôì ,úòë .v(y) = 1

2γ ïàëîå 2v(y) = γ ïëì .f0(a) 6= 0

.gcd(g0, g1, h) = 1-ì äøéúñá äæ .(X − a)|g0 íâ (3) éôì .(X − a)|g1 ïëìå ,v
(
g1(x)

)
≥ γ− 1

2γ > 0

øéãâð

óñåà àåä P1(K) ;F/K ìù 1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä óñåà ,P1(K) = {p ∈ P| deg p = 1} (à)

;F/K ìù 1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä

; P′1(K) = P1(K)r{q} (á)

.E ′(K) = {(a, b) ∈ K2| b2 = f(a)} (â)
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.p 7→ (ϕp(x), ϕp(y)) :éãé ìò äðåúðä P′1(K)→ E ′(K) úéëøò ãç ãç äîàúä úîéé÷ :18.3 äð÷ñî

.åì íéàúîä øúàä àåä ϕp: F → K ∪· {∞} æà ,p ∈ P1(K) íàù øéëæð :äçëåä

ϕ,ϕ′: F → K ∪· {∞} K-éøúà éðù ,1.21 ìéâøú éôì ìáà ,K-éøúà ìù úåìé÷ù ú÷ìçî ïîñî p íðîà

.íéååù íä íà ÷øå íà íéìå÷ù íä

åðéäù) q-å ,p ≤ (x)∞ ⇔ vp(x) < 0⇔ ϕp(x) = ∞ ,ïëà .ϕp(x) 6= ∞ æà .p ∈ P′1(K) éäé

.ϕp(y) 6=∞ äîåã ïôåàá .(x)∞-á òéôåîù ãéçéä éðåùàøä ÷ìçîä àåä (p-î äðåù

.0 = ϕp

(
y2 − f(x)

)
= b2 − f(a) æà ϕp(x) = a, ϕp(y) = b íà

.P′1(K)→ E ′(K) ä÷úòä øéãâî ïëà p 7→ (ϕp(x), ϕp(y)) ïëì

.úéëøò ãç ãçå ìò àéä 18.2 äîì éôì

éãé ìò P1(K) → E(K) äîàúäì P′1(K) → E ′(K) úà áéçøðå E(K) = E ′(K) ∪· {0} øéãâð

.q 7→ 0

.p1 = p2 æà (úååù p1, p2 ìù úå÷ìçîä .à.æ) [p1] = [p2] íà .p1, p2 ∈ P1(K) åéäé :18.4 ìéâøú

,0 ≤ p1 ìáà .z ∈ L(p1) ïëì ,(z) + p1 ≥ 0 èøôá .p2 = (z) + p1-ù êë z ∈ F× ùé :äçëåä

ïëì ,dim p1 = deg p1 + 1 − g = 1 ïëì ,deg p1 = 1 > 0 = 2g − 2-å ,K = L(0) ⊆ L(p1) ïëì

.p1 = p2 ïëìå (z) = 0 ïàëî .z ∈ K× èøôáå L(p1) = K

øîåìë .0 íúìòîù F/K ìù íé÷ìçîä úå÷ìçî úöåá÷ C0 éäú

.C0 = {a ∈ D| deg a = 0}/{(x)| x ∈ F×}

.F/K ìù íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáç ìù äøåáç úú éäåæ

.P1(K)→ C0 úéëøò ãç ãç äîàúä àéä p 7→ [p− q] ä÷úòää :18.5 äîì

.áèéä úøãâåî ä÷úòää ïëì .deg(p− q) = 0 æà deg p = 1 íà :äçëåä

.p = p′ ,18.4 ìéâøú éôì .[p] = [p′] æà .[p− q] = [p′ − q] çéðð .úéëøò ãç ãç àéäù äàøð

ïëì ,deg(a + q) = 1 > 0 = 2g − 2 æà .deg a = 0-ù êë a ∈ D éäé .ìò àéä ä÷úòääù äàøð

ìáà .(z) + q + a ≥ 0-ù êë z ∈ F× ùé ïëì .dim(a + q) = 1 + 1 − g = 1 êåø-ïîéø èôùî éôì

.[p− q] = [(z) + a] = [a] æà .(z) + q+ a = p-ù êë éðåùàø p íéé÷ ïëì ,deg
(
(z) + q+ a

)
= 1

äìù ñôàä .úéìáà äøåáçì E(K) úà úëôåä åæ äîàúä .E(K) ïéáì C0 ïéá úéëøò ãç ãç äîàúä úîéé÷ :18.6 äð÷ñî

.0 úôñåðä äãå÷ðä àåä

?E(K) ìò ùøåôîä øåáéçä ììë åäî
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íééèôéìà íéîå÷ò .18

αX + βY = γ éäú .äì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîä p ∈ P′1(K) éäéå (a, b) ∈ E ′(K) éäú :18.7 äøòä

÷øå íà äæ øùé ìò (a, b) æà .z = αx+ βy − γ ∈ F ïîñð .β 6= 0 åà α 6= 0 , α, β, γ ∈ K ,øùé úàååùî

.ϕp(z) = 0 íà

.ϕp(z) = αϕp(x) + βϕp(y) + γ = αa+ βb+ γ ,ïëà

.β = 0 íà αX + βY = γ øùé ìò úàöîðë úáùçð 0 ñôàä úãå÷ð :18.8 äøãâä

øùàá) K3 r{0, 0, 0}/ ∼ éáéè÷ééåøôä éøåùéîä ìù ÷ìçë K ×K úà íéàåø .åæ äøãâä ìù øáñä :18.9 äøòä

K2 ìù (a, b) äãå÷ð :(a′ = λa, b′ = λb, c′ = λc-ù êë λ ∈ K× ùé íà ÷øå íà (a, b, c) ∼ (a′, b′, c′)

àåäK2-á Y 2 = a0+a1X+a2X
2+a3X

3 éãé ìò ïåúðù éèôéìàä íå÷òä æà .(a, b, 1) ìù ä÷ìçîä íò ääåæî

,(Y/Z)2 = a0+a1(X/Z)+a2(X/Z)2+a3(X/Z)3 éãé ìò ïåúðù éáéè÷ééåøôä øåùéîá íå÷òä ìù íåöîöä

úéðâåîåää äàååùîä éãé ìò ,øîåìë

.Y 2Z = a0Z
3 + a1XZ

2 + a2X
2Z + a3X

3 (4)

øùéäî ÷ìç àåä αX + βY = γ éãé ìò ïåúðù øùé äîåã ïôåàá

αX + βY = γZ (5)

.éáéè÷ééåøôä øåùéîá

äãéçé äãå÷ð ìéëî àåä .Z = 0 éãé ìò ïééôåàîù "óåñðéàá øùéä" úà ,K2 ãáìî ,ìéëî éáéè÷ééåøôä øåùéîä

.β = 0 íà ÷øå íà (5) ìò úàöîð àéä (.0 ∈ E(K) äãå÷ðä úàæ) .(0, 1, 0) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî àéä ,(4) ìù

æà .úåðåù A1, A2, A3 ∈ E(K) äðééäú :18.10 èôùî

A1 +A2 +A3 = 0 (6)

.(K ×K) ∪· {0}-á ãçà øùé ìò úåàöîð A1, A2, A3 íà ÷øå íà (ìéòì øãâåäù øåáéçä éôì)

Ai-ì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîä pi ∈ P1(K) éäé 1 ≤ i ≤ 3 ìëì .A1, A2 6= 0 úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

.pi-ì íéàúîä ãéçéä øúàä ϕi-å (p1, p2 ∈ P′1(K) ïëì)

ïååéë .z = αx + βy − γ ∈ F ïîñð .A1, A2 êøã øùéä úàååùî αX + βY = γ éäú

.(z)∞ =

{
2q β = 0
3q β 6= 0

íéé÷úî ,(x)∞ = 2q, (y)∞ = 3q-ù

,øîåìë ,ϕ1(z) = ϕ2(z) = 0 ,18.7 äøòä éôì .deg(z)0 = deg(z)∞ = 2 ïåùàøä äø÷îá (à)

.p1 + p2 + p3 ≤ (z)0 ïëìå ,p3 ≤ (z)0 äéä æà ,øùéä ìò äúéäå K ×K-á äúéä A3 åìéà .p1, p2 ≤ (z)0

.A3 = 0 íà ÷øå íà øùéä ìò A3 ïëì .18.8 äøãâä éôì ,øùéä ìò 0 ,éðù ãöî .äøéúñ ,deg(z)0 ≥ 3 èøôá
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íééèôéìà íéîå÷ò .18

ïàëî .(z) = p1 + p2 − 2q ïëì ,(z)∞ = 2q ,(z)0 = p1 + p2 úòë .A1 + A2 = 0 éë çéëåäì éã ïëì

.A1 +A2 = 0 ,øîåìë ,[p1 − q] + [p2 − q] = 0

æà ,A1 +A2 +A3 = 0 íà .deg(z)0 = deg(z)∞ = 3 íéé÷úî .øùéä ìò äððéà 0 éðùä äø÷îá (á)

, [p1 − q] + [p2 − q] + [p3 − q] = 0 (7)

-ù êë z′ ∈ F× ùé ,øîåìë

.p1 + p2 + p3 − 3q = (z′) (8)

ïàëîå p1 + p2 + p′3 = (z)0 -ù êë p′3 ∈ P1(K) ùé ,deg(z)0 = 3-å p1 + p2 ≤ (z)0-ù ïååéë

.p1 + p2 + p′3 − 3q = (z) (9)

.[p3] = [p′3] ïëì ,p3− p′3 = (z′)− (z) = (z′/z) òáåð (9)-å (8) êåúî .p′3 6= q ,íéøæ (z)0, (z)∞-ù ïååéë

.øùéä ìò A3 ïëì ,ϕ3(z) = 0 èøôá .p1 + p2 + p3 = (z)0 ,êë íà .p3 = p′3 6= q ,18.4 ìéâøú éôì

,p1, p2, p3 ≤ (z0)-ù ïååéë .q 6= p3 ≤ (z)0-å ,A3 6= 0 ,øåîàë ,æà ,øùéä ìò A3 íà ,êôéäì

ïëìå (7) ïàëî .p1 + p2 + p3 − 3q = (z) ïàëî .p1 + p2 + p3 = (z)0 ïëì íéé÷úî ,deg(z)0 = 3-å

.A1 +A2 +A3 = 0

íà ,øùé ìò 2 éåáéøá úàöîð A äãå÷ðù íéðéáî øùàë ,úåðåù ïðéà A1, A2, A3 íà íâ ïåëð èôùîä :18.11 äøòä

.íå÷òì äá ÷éùîå äëøã øáåò àåä

.úéôåñ úøöåð äøåáç E(K) æà úéôåñ øöåð äãùK íà :(Mordell-Weil èôùî) 18.12 èôùî

.−(a, b) = (a,−b)-ù äàøä :18.13 ìéâøú

úåèðéãøåàå÷ éåðéù ùéù äàøä .char K 6= 2, 3 éë çéðð :18.14 ìéâøú

x′ = ax+ b, y′ = cy + d, a, b ∈ K×, c, d ∈ K

-ù êë g2, g3 ∈ K øùàá ,y2 = x3 − g2x − g3 äøåöä ìòá íå÷òì y2 = f(x) íå÷ò úà úåøéáòîù

.4g3
2 − 27g2

3 6= 0

.4g3
2−27g2

3 6= 0-ù êë g2, g3 ∈ K øùàá ,y2 = x3−g2x−g3 éãé ìò ïåúð éèôéìà íå÷ò éë çéðð :18.15 ìéâøú

íà .i = 1, 2, 3 ,íå÷ò ìò (ai, bi) äðééäú

(x3, y3) = (x1, y1) + (x2, y2)

æà (x1, y1) 6= (x2, y2)-å

x3 =
( y1 − y2

x1 − x2

)2

− x1 − x2

.y3 =
y1 − y2

x1 − x2
x3 +

x1y2 − x2y1

x1 − x2
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úåéö÷ðåô úåãù ìù úåáçøä .19

E/K ìù äáçøä F/L-ù øîàð .(ãçà äðúùî ìù úåéøáâìà) úåéö÷ðåô úåãù F/L ,E/K åéäé :19.1 äøãâä

.L ∩ E = K-å ,K ⊆ L ,E ⊆ F íà

E F

K L

.E/K ìù äáçøä F/L éäú :19.2 äøãâä

0 6= x ∈ E ùé ,øîåìë ,E ìò éìàéáéøè åðéà åì íéàúîù ϕP øúàù çéððå F/L ìù éðåùàø ÷ìçî P éäé

ïîñðå P-ì úçúî çðåî p-ù øîàð .åì íéàúîù ÷ìçîä p éäé .E/K ìù øúà ϕP|E æà .ϕP(x) = 0-ù êë

.P/p

ïëì ,vP(E×) ≤ vP(F×) æà .vP(F×) = Z-ù êë P-ì äîéàúîù F ìù úìîøåðî äëøòä vP éäú

ìëì vp(x) = 1
evP(x) øéãâð .(éìàéáéøè åðéà ϕP|E éë e = 0 ïëúé àì) e ∈ N øùàá ,vP(E×) = eZ

åà e(P/p) ïîåñéå P/p ìù óåòéñä ñ÷ãðéà àø÷ð e øôñîä .vp(E×) = Z-å E ìò äëøòä vp æà .x ∈ E

íéé÷úî äøãâää éôì .eF/E(P) åà e(P)

.vP(x) = e(P/p)vp(x), x ∈ E×

åéäé

,åìù éáøîä ìàãéàä MP åéäéå F -á P ìù äëøòää âåç OP •

.åìù éáøîä ìàãéàä Mp éäéå E-á p ìù äëøòää âåç Op •

Ep FP

K L

L // OP
// OP/MP= FP

K //

OO

Op
//

OO

Op/Mp= Ep

OO�
�
�

E F

K L

(1)

,Mp = E ∩MP ,Op = E ∩ OP ïë åîë .ϕp ìù äáçøä ϕP éë ,Mp ⊆ MP ,Op ⊆ OP æà

ìòî P ìù úåéøàùä úåãù úìòî úàø÷ð [FP : Ep] äìòîä .úåãù ìù úåìëä ìù ìéòì éìàîùä íéùøúä íéé÷å

,(1)-á éìàîùä íéùøú éôì .f(P/p) ïîåñúå p

[L : K] degP = f(P/p) deg p (2)

.(∞ úåéäì íéìåëé íééåèéáäî ÷ìç øùàë)
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úåéö÷ðåô úåãù ìù úåáçøä .19

:úåìå÷ù úåàáä úåðòèä ùåìù æà .P-ì úçúî çðåî p éäé :19.3 äîì

úéôåñ L/K (à)

úéôåñ F/E (á)

.(f(P/p) <∞ ,øîåìë) úéôåñ FP/Ep (â)

.íå÷î ìëá "úéøáâìà" áåúëð "úéôåñ" íå÷îá íà ,(íééøâåñá éåèéáä éìá) úøàùð úåìé÷ùä

ïëì .(äøéúñ ,x ∈ E ∩ L = K æà x ∈ L íà) x ∈ F rL æà .x ∈ ErK éäé :(á) ⇔ (à) :äçëåä

ìòî L(x) ìù ñéñá àåä K ìòî L ìù ñéñá) [L : K] = [L(x) : K(x)] ïàëî .K,L ìòî éèðãðöñðøè x

úåáçøää ìù úåìòîä úìôëî úçñåð éôì úòáåð úåìé÷ùä ïëì .[E : K(x)], [F : L(x)] <∞ ïë åîë .(K(x)

.àáä íéùøúä ìù ïåéìòä ïáìîáù

E F

K(x) L(x)

K L

.(2) éôì :(â)⇔ (à)

.úåéôåñä íå÷îá úåéøáâìàä éáâì äîåã ïôåàá

éìàéáéøè àì øúà àåä ϕ|E éë çëåä .F ìù éìàéáéøè àì øúà ϕ éäéå úåãù ìù úéøáâìà äáçøä F/E éäú :19.4 ìéâøú

.E ìù

.F ìù éìàéáéøè øúà ϕ æà ,E ìù éìàéáéøè øúà àåä ϕ|E íàù çéëåð :äçëåä

ϕ|E(x)-ù äàøð íà .E ìù úéôåñ äáçøä E(x) æà .x ∈ F éäé ,ïëà .úéôåñ F/E úåéììëä úìáâä éìá

.éìàéáéøè ϕ ïëìå x ∈ F ìëì ïåëð äæ .ϕ(x) 6=∞ æà ,éìàéáéøè

,4.3 äð÷ñî éôì .0 = v(E×) ≤ v(F×)-å äëøòä úøåáç v(F×) æà .ϕ-ì äîéàúî äëøòä v éäú

.éìéàéáéøè ϕ ïëì .v(F×) = 0 ,1.5 äð÷ñî éôì .úéôåñ v(F×) ïëì ,
(
v(F×) : v(E×)

)
<∞

÷ìçî P éäé ,E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé .F/L ìù äáçøä F ′/L′ -å E/K ìù äáçøä F/L éäú :19.5 ìéâøú

æà .åéìòî çðåîù F ′/L′ ìù éðåùàø ÷ìçî P′ -å åéìòî çðåîù F/L ìù éðåùàø

.f(P′/p) = f(P′/P)f(P/p) ,e(P′/p) = e(P′/P)e(P/p)
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úåéö÷ðåô úåãù ìù úåáçøä .19

P′ F ′

P F

p E

÷ìçîå F/L ìù éùàø ÷ìçî :úåðåù úåéåòîùî éúù ùé (x)-ì æà x ∈ E-å E/K ìù äáçøä F/L íà

øåáò (x)E,∞, (x)F,∞ äîåã ïôåàá .äîàúäá ,(x)E , (x)F ïåîéñá ùîúùð ,ïäéðéá ìéãáäì éãë .E/K ìù éùàø

.íéñôàä ÷ìçî øåáò (x)E,0, (x)F,0 -å íéáè÷ä ÷ìçî

êë x ∈ E rK íéé÷ æà .E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäéå úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :19.6 ìéâøú

.k ∈ N äæéà øåáò ,(x)E,∞ = kp-ù

êåø-ïîéø èôùî éôì æà .÷éôñî ìåãâ n ∈ N øçáð .E/K ìù òæâä g éäé :äçëåä

. dimnp = deg np + 1− g ≥ n+ 1− g ≥ 2

ïëì ,x /∈ K ìáà .0 ≤ k ≤ n øùàá ,(x)E,∞ = kp ïàëî .(x)E + np ≥ 0-ù êë x ∈ ErK ùé ïëì

.1 ≤ k ïëìå ,(x)E,∞ 6= 0

F/L ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ æà .E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäéå E/K ìù äáçøä F/L éäú :19.7 äîì

.ä÷éø àìå úéôåñ àéä p ìòî íéçðåîù

.k ∈ N äæéà øåáò ,(x)E,∞ = kp-ù êë x ∈ ErK íéé÷ 19.6 ìéâøú éôì :äçëåä

áåúëì øùôà ïëì ,x ∈ F× íâ ìáà

(x)F,∞ =
r∑
i=1

miPi (3)

úøçà) x /∈ L-ù ïååéë .i ìëì mi ∈ N-å F/L ìù íéðåù íééðåùàø íé÷ìçî íä P1, . . . ,Pr øùàá

:çéëåäì éã ïëì .r ≥ 1 ,(äøéúñ ,x ∈ E ∩ L = K

.P ∈ {P1, . . . ,Pr} íà ÷øå íà p ìòî çðåî F/L ìù P éðåùàø ÷ìçî :äðòè

:äðòèä úà çéëåð

.(x)F,∞ úøãâä éôì ,P ∈ {P1, . . . ,Pr} ïëìå ,vp(x) < 0 éë ,vP(x) < 0 æà p ìòî çðåî P íà

íåöîöä) E/K ìù q éðåùàø ÷ìçî çðåî P-ì úçúî ïëì .vP(x) < 0 æà .P = Pi éäé ,êôéäì

ïëì .vq(x) < 0 íéé÷îù (∞-ì x ∈ E úà ÷éúòî àåä éë ,éìàéáéøè åðéà E-ì P-ì íéàúî øúà ìù

.q = p ïàëîå ,q ≤ (x)E,∞ = kp
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æà .E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé .E/K ìù úéôåñ äáçøä F/L éäú :(éãåñéä ïåéååùä) 19.8 èôùî

.[F : E] =
∑
P/p

e(P/p)f(P/p)

íéé÷ 19.6 ìéâøú éôì .p ìòî íéçðåîä F/L ìù íéðåùä íééðåùàøä íé÷ìçîä P1, . . . ,Pr åéäé :äçëåä

(3) íéé÷úî 19.7 äîì ìù äçëåäá äðòèä éôì .k ∈ N äæéà øåáò ,(x)E,∞ = kp-ù êë x ∈ ErK

æà .(x)F,∞ =
∑r
i=1miPi

.[E : K(x)] = deg(x)E,∞ = k deg p (4)

ïëìå mi = −vPi(x) = e(Pi/p)
(
− vp(x)

)
= e(Pi/p)k ,ïë åîë

.[F : L(x)] = deg(x)F,∞ =
r∑
i=1

mi degPi = k
r∑
i=1

e(Pi/p) degPi

(2) éôì ,ìá÷ðå [L : K] = [L(x) : K(x)]-á åæ äàååùî ìéôëð

.[F : K(x)] = k
r∑
i=1

e(Pi/p)[L : K] degPi = k deg p
r∑
i=1

e(Pi/p)f(Pi/p)

.ù÷åáîä ïåéååùä úà ìá÷ðå (4) äàååùîá åæ äàååùî ÷ìçð

.#{P| P/p}, e(P/p), f(P/p) ≤ [F : E] ,èôùîä ìù íéàðúá :19.9 äð÷ñî
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úåéìîøåð úåáçøä .20

.σ(L) = L′-ù êë σ: F → F ′ úåãù íæéôøåîåæéà ùéù çéðð úåéö÷ðåô úåãù F/L, F ′/L′ åéäé

ìëì (σv)(σx) = v(x) éãé ìò úøãâåîä F ′ ìù (σv ïîåñú) äëøòä äîéàúî F ìù v äëøòä ìëì

F ìò úåëøòää ïéá äîàúä äøùî σ äæë ïôåàá .(Mσv = σ(Mv)-å) Oσv = σ(Ov) ,úåøçà íéìîá .x ∈ F

.F ′ = σ(F ) ìò úåëøòää ïéáì

,L′ ìò úåéìàéáéøè úåëøòäì úåøáåò L ìò úåéìàéáéøè úåëøòä ,úåìå÷ù úåëøòäì úåøáåò úåìå÷ù úåëøòä

ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä ïéáì F/L ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä ïéá P 7→ σP úéëøò ãç ãç äîàúä äøùî σ ïëì

σ̄: FP = OP/MP → F ′P′ = OσP/MσP úåéøàùä úåãù ìù íæéôøåîåæéà äøùî σ ïë åîë .F ′/L′

y_

πP

��

OP

πP

��

σ // OP′

πP′

��

y′_
πP′

��
πP(y) FP

σ̄ // FP′ πP′(y
′)

σ̄
(
πP(y)

)
= πP′

(
σ(y)

)

.degP = deg σP ,èøôá .ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì

.úéìîøåð (úéøáâìà) äáçøä F/E íà úéìîøåð úàø÷ð E/K úåéö÷ðåô äãù ìù F/L äáçøä :20.1 äøãâä

.úéìîøåð L/K æà E/K ìù úéìîøåð äáçøä F/L íà :20.2 äðòè

êéøö .L-á ùøåù ìòá ÷éøô éà f ∈ K[X] éäé .(19.3 äîì) úéøáâìà L/K íâ ,úéøáâìà F/E-ù ïååéë :äçëåä

.L-á åéùøåù ìëù úåàøäì

íä ìáà .F -á åéùøåù ìë úåéìîøåðä ììâá .L ⊆ F éë ,F -á ùøåù åì ùé .E ìòî ÷éøô éà f ,6.7 ìéâøú éôì

.L̃ ∩ F = L-á íä ïëì L ìòî íééøáâìà

éðåùàø ÷ìçî íà .σ(L) = L ,20.2 äðòè éôì ïëì ,σ|K = id èøôá .E ìòî F ìù íæéôøåîåèåà σ éäé

æà ,E/K ìù p éðåùàø ÷ìçî ìòî çðåî F/L ìù P

.f(σP/p) = f(P/p) ,e(σP/p) = e(P/p) (1)

.(L′ = L-å F ′ = F íò ,ìéòì ïåéãä ìù éèøô äø÷î åäæ)

E ìù øúåéá äìåãâä äãéøôä äáçøää ,Es íééðéá äãù ùé F/E úéôåñ úåãù úáçøä ìëìù øåëæð :20.3 äøòä

ïëì .äøåäè äãéøô éà äðéä F/Es äáçøää .F êåúá

.q := [F : E]i := [F : Es] =

{
1 char E = 0
p ìù ä÷æç char E = p > 0

ïôåàá äáçøäì ïúéð M úéøáâìà øåâñ äãù êåúì σ: Es → M ïåëéù ìë ïëìå xq ∈ Es íéé÷úî x ∈ F ìëì

.σ: F →M ïåëéùì ãéçé
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íò G := Aut(F/E) úà úåäæì øùôà äæ äø÷îá .äàåìâ úáçøä Es/E æà ,úéìîøåð F/E íà

øáéà àåä ïëì ,G éøáà ìë éãé ìò øîùð
∏
σ∈G σz ∈ Es æà z ∈ Es íà .úéôåñ äøåáç éäåæ .Gal(Es/E)

.NF/E(x) := (
∏
σ∈G σx)q =

∏
σ∈G σ(xq) ∈ E íéé÷úî x ∈ F ìëì ïëì .E ìù

.20.3 äøòäá åîë G, q,Es øéãâð .E/K ìù úéôåñ úéìîøåð äáçøä F/L éäú äúòî

.åéìòî çðåî F/L ìù éðåùàø ÷ìçî P éäéå E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé

êë E ìòî F ìù σ íæéôøåîåèåà ùé æà .p ìòî íéçðåîä F/L ìù íééðåùàø íé÷ìçî éðù P,P′ åéäé :20.4 èôùî

.σP = P′ -ù

éë ,åæì åæ úåøæ {σP′| σ ∈ G} ,{σP| σ ∈ G} úåöåá÷ä æà .σ ∈ G ìëì P′ 6= σP éë äìéìùá çéðð :äçëåä

,vσP(x) > 0 -ù êë x ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .äøéúñ ,P′ = σ−1τP æà ,σP′ = τP-ù êë íà

.σ ∈ G ìëì vσP′(x) < 0

æà .y = NF/E(x) = (
∏
σ∈G σx)q ∈ E éäé

,vP(y) = q
∑
σ∈G

vP(σx) = q
∑
σ∈G

vσ−1P(x) > 0

.äøéúñ .vp(y) < 0 ïëì ,vP′(y) < 0 äîåã ïôåàá .vp(y) = 1
e(P/p)vP(y) > 0 ïëì

.P ìù ÷åøéôä úøåáç úàø÷ð G ìù D(P) = D(P/p) = {σ ∈ G| σP = P} äøåáç úúä :20.5 äøãâä

.F/L ìù íééðåùàø íé÷ìçî
(
G : D(P)

)
÷åéãá íéçðåî p ìòî :20.6 äð÷ñî

.úéôåñ úéìîøåð àéä FP/Ep úåéøàùä úåãù úáçøä (à) :20.7 èôùî

éãé ìò ïåúð àåä .D(P)→ Aut(FP/Ep) úåøåáç íæéôøåîéôà àéä σ 7→ σ̄ ä÷úòää (á)

,y ∈ OP ìëì ,σ̄ȳ = σy (2)

.OP ìù éáøîä ìàãéàä åìåãåî OP → FP äðîä ú÷úòä àéä y 7→ ȳ øùàá

F ⊇OP
// FP

E ⊇Op
// Ep

Ep ìòî åìù íéãåîöä ìëù äàøð .ȳ ∈ FP éäé .úéìîøåð àéäù äàøð .19.3 äîì éôì úéôåñ äáçøää :äçëåä

.FP êåúá íéàöîð
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.σ ∈ GrD(P) ìëì vP(σy) > 0 åìéôàå σ ∈ G ìëì vP(σy) ≥ 0-ù êë y ∈ OP âöééî ùé ȳ-ì :äðòè

ïëìå ,P 6= σP æà σ ∈ GrD(P) íàù áì íéùð .vP(y′) ≥ 0 èøôá .y′ = ȳ-ù êë y′ ∈ OP ùé ,ïëà

-ù êë y ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì ïëì .σ−1P 6= P

,vP(y − y′) > 0

.σ ∈ GrD(P) ìëì ,vP(σy) = vσ−1P(y) > 0

ïëìå ,σP = P æà ,σ ∈ D(P) íà .vP(y) ≥ 0 íéé÷úî ,vP(y − y′) ≥ 0-å vP(y′) ≥ 0-ù ïååéë

.äðòèä äçëåä êëá .σ ∈ D(P) ìëì vP(σy) = vσ−1P(y) = vP(y) ≥ 0 ïàëîå ,σ−1P = P

éäé

.f(X) =
∏
σ∈G

(X − σy)q =
∏
σ∈G

(
Xq − σ(yq)

)
E-á íä ïëìå ,G éøáà éãé ìò íéøîùð åìù íéîã÷îäå f ∈ Es[X] ïëì ,yq ∈ Es ìáà .f(X) ∈ OP[X] æà

äðòèä éôì .OP ìù éáøîä ìàãéàä åìåãåî f(X) ìù äéö÷åãøä f̄(X) éäú .E ∩ OP = Op-á èøôáå

,f̄(X) =
∏
σ∈G

(X − σy)q =
∏

σ∈D(P)

(X − σy)qX |G
rD(P)| ∈ Ep[X]

èøôá .σ ∈ GrD(P) ìëì ,σy = 0 ïëìå ,vP(σy) > 0 éë

.g(X) :=
∏

σ∈D(P)

(X − σy)q ∈ Ep[X] (3)

.FP-á ïëìå ,åéùøåù íä Ep ìòî ȳ ìù íéãåîöä ìë ,åùøåù ȳ-ù ïååéë .FP-á åéùøåù ìëù áì íéùð

.úéìîøåð FP/Ep ïëì

.σ̄: FP → FP äøùî σ: OP → OP ÷øôä úìéçúá ïåéãä éôì ïëì ,σP = P æà ,σ ∈ D(P) íà (á)

ïëì ,y ∈ OP ìëì στ ȳ = στy = σ(τy) = σ̄τy = σ̄(τ̄ ȳ) = (σ̄τ̄)ȳ æà σ, τ ∈ D(P) íà

.íæéôøåîåîåä σ 7→ σ̄ ïëì .στ = σ̄τ̄

éà äáçøä N/Ep æà .Aut(FP/Ep) ìù úáùä äãù N éäé .τ ∈ Aut(FP/Ep) éäú .ìò àåäù äàøð

ìù äçëåää éôì .ȳ ∈ FP éáéèéîéøô øáéà äì ùé ïëì ,äãéøô èøôá ,úéôåñ äàåìâ úáçøä FP/N -å äøåäè äãéøô

.τ ȳ = σy = σ̄ȳ-ù êë σ ∈ D(P) ùé ïëì ,åìù ùøåù τ ȳ íâ æà .(3) äàååùîî g(X) ìù ùøåù àåä ȳ (à)

.σ̄ = τ ïëì .íéååù èøôáå ,úåäæä íä N -ì σ̄, τ ìù íéîåöîöä êëì óñåðá

.p ìòî P ìù äãîúää úøåáç àø÷éú I(P/p) := Ker
(
D(P)→ Aut(FP/Ep)

)
:20.8 äøãâä

.|D(P)| = |I(P)| · |Aut(FP/Ep)| :20.9 äð÷ñî
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.I(τP) = τI(P)τ−1 ,D(τP) = τD(P)τ−1 æà .τ ∈ G éäé :20.10 ìéâøú

.e = e(P/p), f = f(P/p) ïîñð :20.11 äð÷ñî

.σ ∈ G ìëì ,f(σP/p) = f ,e(σP/p) = e (à)

.p ìòî íéçðåîù F ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñî r øùàá ,[F : E] = efr (á)

e = [F :E]i
[FP:Ep]i

· |I(P/p)| (â)

ef = [F : E]i · |D(P/p)| (ã)

.(1) äàø (à) :äçëåä

íìåëì (à) éôì .σ ∈ G øùàá ,σP äøåöäî íä p ìòî íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë ,20.4 èôùî éôì (á)

.(19.8 èôùî) éãåñéä ïåéååùäî úòáåð äçñåðä ïëì .f úåéøàùä úìòîå e óåòéñ ñ÷ãðéà

,úòë .e = [F :E]
fr ,(á) éôì (â)

[F : E] = [F : Es] · [Es : E] = [F : E]i · |G| (4)

,f = [FP : Ep] = [FP : Ep]i · |Aut(FP/Ep)| (5)

,20.9 äð÷ñîå 20.6 äð÷ñî éôìå

.|G| = r|D(P)| = r · |I(P)| · |Aut(FP/Ep)| (6)

æà ,A = Aut(FP/Ep) ïîñð :äð÷ñîä úà ìá÷ð ,äðåùàøä äçñåðá úàæ áéöð íà

.e =
[F : E]

fr
=

[F : E]i · |G|
[FP : Ep]i · |A|r

=
[F : E]i · r · |I(P)| · |A|

[FP : Ep]i · |A|r
=

[F : E]i
[FP : Ep]i

· |I(P)|

:ù÷åáîä úà ìá÷ì éãë åæ äçñåðá (6)-å (4) úà áéöð .ef = [F :E]
r òáåð éãåñéä ïåéååùäî (ã)

.ef =
[F : E]

r
=

[F : E]i · |G|
r

=
[F : E]i · r|D(P)|

r
= [F : E]i · |D(P)|

çëåä .úéìîøåð F/E éë çéðð :20.12 ìéâøú

,D(P/p) = {σ ∈ Aut(F/E)| z ∈ OP ìëì vP(σz − z) ≥ 0}

.I(P/p) = {σ ∈ Aut(F/E)| z ∈ OP ìëì vP(σz − z) > 0}

äáçøä àéä (E/K ìù úéìîøåð úáçøä) F/L-ù êë ,E/K ìù äáçøä F ′/L′ éäú ÷øôä ìù úåçðäá :20.13 ìéâøú

úåãù Ep ⊆ F ′P′ ⊆ FP åéäé .p ìòîå P-ì úçúî F ′/L′ ìù éðåùàø ÷ìçî P′ = P ∩ F ′ éäé .F ′/L′ ìù

.(á)20.7 èôùî ìù D(P/p)→ Aut(FP/Ep) íæéôøåîéôàä σ 7→ σ̄ éäé .úåéøàùä

E F ′ F

p P′ P

Ep F ′P′ FP
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åçéëåä

æà .σ, τ ∈ D(P/p) ≤ Aut(F/E) åéäé (à)

.σD(P/P′) = τD(P/P′) ⇔ σ|F ′ = τ |F ′

.I(P/p) σ D(P/P′) = I(P/p) τ D(P/P′) ⇔ σ̄|F ′
P′

= τ̄ |F ′
P′

(.Aut(F/E) ìù úåøåáç úú ìù úåìåôë úå÷ìçî ìù ïåéååùá øáåãî äéðùä äàååùîä ìù ìàîù ãöá)

íéé÷úî ,úéôåñ F/E -ù äçðäá .σ ∈ D(P/p) éäé (á)

.
|I(P/p) σ D(P/P′)|

|D(P/P′)|
= e(P′/p)

:σ, τ ∈ D(P/p) øåáò ,ïëì ,D(P/P′) = Aut(F/F ′) ∩D(P/p) äøãâää éôì (à) :äçëåä

.σD(P/P′) = τD(P/P′)⇔ σAut(F/F ′) = τAut(F/F ′)⇔ σ|F ′ = τ |F ′

ïëì .ìò ïä D(P/P′)→ Aut(FP/F
′
P′) ,D(P/p)→ Aut(FP/Ep) úå÷úòää(

(τ̄−1)|F ′
P′
σ̄|F ′

P′
= idF ′

P′
⇔
)

σ̄|F ′
P′

= τ̄ |F ′
P′(

(∃η̄)τ̄−1σ̄ = η̄ ⇔
) (

∃η̄ ∈ Aut(FP/F
′
P′)
)
σ̄ = τ̄ η̄ ⇔(

(∃η)σ̄(τη)−1 = 1⇔
) (

∃η ∈ D(P/P′)
)
σ̄ = τη ⇔(

(∃ρ)(∃η)σ(τη)−1 = ρ⇔
) (

∃ρ ∈ I(P/p)
)(
∃η ∈ D(P/P′)

)
σ = ρτη ⇔

σ ∈ I(P/p) τ D(P/P′)⇔

I(P/p) σ D(P/P′) = I(P/p) τ D(P/P′)⇔

.I ∩D = I(P/P′)-å I,D ≤ D(P/p) æà .I = I(P/p), D = D(P/P′) ïîñð (á)

ïëì .σ−1Iσ = I íéé÷úî ,σ ∈ D(P/p)-å I / D(P/p)-ù ïååéë

.
|IσD|
|D|

=
|σ−1IσD|
|D|

=
|ID|
|D|

=
|I|
|I ∩D|

=
e(P/p)

e(P/P′)
= e(P′/p)
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.E/K ìù úåéö÷ðåô úåãù úáçøä F/L éäú

äáçøäì úðúéð åæ äîàúä .
∑

P/p e(P/p)P ÷ìçî íéàúð E/K ìù p éðåùàø ÷ìçî ìëì :21.1 äøãâä

.(äîøÛðÛ÷) Con = ConF/E : D(E/K)→ D(F/L) íæéôøåîåîåäì

.éëøò ãç ãç àåä ConF/E (à) :21.2 äîì

.Con a ≥ 0 íà ÷øå íà a ≥ 0 (á)

.íéøæ Con a,Con b æà íéøæ a, b ∈ D(E/K) íà (â)

.ConF ′/E = ConF ′/F ◦ConF/E æà .F/L ìù úåéö÷ðåô úåãù úáçøä F ′/L′ éäú (ã)

.(x)F,∞ = Con
(
(x)E,∞

)
,(x)F,0 = Con

(
(x)E,0

)
,(x)F = Con

(
(x)E

)
æà .x ∈ E× éäé (ä)

.degF Con a = [F :E]
[L:K] degE a æà ,úéôåñ F/E íà (å)

.íéøåøá (ã) ,(â) ,(á) :äçëåä

íà ,ïëì .Con a 6= 0 ïëìå ,19.7 äîì éôì F/L ìù éðåùàø ÷ìçî åéìòî ùé æà ,éðåùàø a = p íà (à)

.(â) éôì Con a 6= 0 æà 0 6= a ∈ D(E/K)

æà .x ∈ E× éäé (ä)

(x)F =
∑

P∈D(F/L)

vP(x)P =
∑

p∈D(E/K)

∑
P/p

e(P/p)vp(x)P =

=
∑

p∈D(E/K)

vp(x) Con(p) = Con
( ∑

p∈D(E/K)

vp(x)p
)

= Con
(
(x)E

)
Con

(
(x)E,0

)
,Con

(
(x)E,∞

)
≥ 0 ,(â) ,(á) éôì .(x)F = Con

(
(x)E,0

)
− Con

(
(x)E,∞

)
ïàëî

.(x)F,∞ = Con
(
(x)E,∞

)
,(x)F,0 = Con

(
(x)E,0

)
ïëì ,íéøæ

,ïëàå .éðåùàø a = p øåáò ÷ø ïåéååùä úà çéëåäì éã ,íéîæéôøåîåîåä deg,Con-ù ïååéë (å)

.deg Con p = deg
∑
P/p

e(P/p)P =
∑
P/p

e(P/p) degP =

=
∑
P/p

e(P/p)f(P/p) deg p
1

[L : K]
=

[F : E]

[L : K]
deg p

(.19.8 èôùî – éãåñéä ïåéååùáå 19 ÷øôá (2) äàååùîá åðùîúùä)

degE a,degF a áåúëð ,äìòî úøîåù äðéà Con-ù ïååéë êà .Con a íò a ∈ D(E/K) ääæð

áåúëð äîåã ïôåàá .x ∈ E ìëì degF (x) = [F :E]
[L:K] degE(x) ,èøôá .äîàúäá deg Con a,deg a íå÷îá

.gE , gF ,LE(a),LF (a) ,dimE a,dimF a
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.[F : E]/[L : K] ∈ N æà (úéôåñ äãéøô L/K íà ,èøôá) äèåùô äáçøä L/K íà :21.4 ìéâøú

.6.7 ìéâøúá ùîúùä :æîø

.NormF/E : D(F/L)→ D(E/K) äîøåð ùâãä :êåôää ïååéëá ä÷úòä úòë øéãâð

úéìîøåðä äáçøää) F/E ìù éìîøåð øåâñ F̂ éäé .F êåúá E ìù øúåéá äìåãâä äãéøôä äáçøää Es éäé

úéìîøåð Ês/E éë ,F̂ = FÊs íéé÷úî .úéôåñ F̂ /E æà .(F úà äìéëî øùà Ẽ = F̃ êåúá E ìù øúåéá äðè÷ä

.úéìîøåð FÊs/E ïëì ,äøåäè äãéøô éà FÊs/Ês-å

Ês FÊs= F̂

Es F

E

ãéøô

íéâöééî σ1, . . . , σr ∈ G åéäé .G = Aut(F̂ /E), H = Aut(F̂ /F ) ïîñð úéìîøåð F/Es-å úåéä

øéãâð æà .G =
⋃
· ri=1 σiH ,øîåìë ,G/H ìù

NormF/E(a) = [F̂ : E]i

r∑
i=1

σia, a ∈ D(F/L)

:êë úøãâåîä NormF/E : F → E äîøåðä úéö÷ðåô ìù âåìðà åäæ

NormF/E(y) =
( r∏
i=1

σiy
)[F̂ :E]i

, y ∈ F

íéé÷úî a ∈ D(E/K) ìëìù êë (F/E -á éåìúù) 0 < λ ∈ Q íéé÷ :21.5 èôùî

.degF a = λ degE a (1)

.λ = [F : E]/[L : K] æà ,úéôåñ F/E íà

æà íééðåùàø p, q íàù çéëåäì éã êë íùì .éðåùàø a øåáò (1) úà çéëåäì éã :äçëåä

.
degE p

degF p
=

degE q

degF q

-ù êë m,n ∈ N ùé æà .
degE p
degE q <

degF p
degF q ,øîåìë ,

degE p
degF p <

degE q
degF q -ù êë íééðåùàø p, q ùéù äìéìùá çéðð

.
degE p

degE q
<
m

n
<

degF p

degF q

ïàëî

. degE(np−mq) < 0 ,0 < degF (np−mq)

çéëåäì éã äøéúñì òéâäì éãë ïëì
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.degF a ≥ 0 æà .degE a > 0-ù êë a ∈ D(E/K) éäé :äðòè

ùé ïëì ,dim ka = k deg a + 1 − gE > 0 êåø-ïîéø éôì æà .÷éôñî ìåãâ k ∈ N éäé ,ïëà

ïëìå ,(x)F + kCon a = Con
(
(x)E + ka

)
≥ 0 íâ æà .(x)E + ka ≥ 0-ù êë x ∈ E×

.deg Con a = 1
k deg

(
(x)F + kCon a) ≥ 0
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.F = LE íà íéîã÷îä äãù úáçøä úàø÷ð E/K úåéö÷ðåô äãù ìù F/L äáçøä :22.1 äøãâä

E F

K L

(úéðåùàø äìòîî) äøåäè äãéøô éà äáçøä ùéå E/K ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù ùé :22.2 äîâåã

.úåéö÷ðåô äãù ììë åðéà EL/L-ù êë L/K

.K ìù úåðåù úåéòåáéø úåáçøä éúù íéøöåé
√
a,
√
b-ù êë a, b ∈ K åéäéå 2 ïåéôà ìòá K éäé ,ïëà

x éäé .[K(
√
a,
√
b) : K] = 4 æà (.F2 ìòî úéøáâìà íééåìú éúìá a, b øùàá ,K = F2(a, b) ,ìùîì)

úåáçøää úåìòîå úåãù ìù àáä íéùøúä íéé÷ æà .y2 = ax2 + b íéé÷îù y ∈ K̃(x) éäéåK ìòî éèðãðöñðøè

K(x, y)
2
K(
√
a, x, y) K(

√
a,
√
b, x, y)

K(x)
2

2

K(
√
a, x)

2

2

K(
√
a,
√
b, x)

K
2

K(
√
a)

2
K(
√
a,
√
b)

.y =
√
ax+

√
b ,øúéä ïéá ,éë

.K(x, y) êåúá úéøáâìà øåâñK ,åðééäã ,úåéö÷ðåô äãùK(x, y)/K :1 äðòè

ïëì ,K(
√
a) ìòî K(

√
a,
√
b) ìù ñéñá 1,

√
b-å ,K ìòî K(

√
a) ìù ñéñá 1,

√
a ,ïëà

.K ìòî K(
√
a,
√
b) ìù ñéñá 1,

√
a,
√
b,
√
a
√
b

.K(x) ìòî K(
√
a,
√
b, x) ìù ñéñá 1,

√
a,
√
b,
√
a
√
b íé÷åîéðä íúåàî

α ∈ K(
√
a,
√
b, x, y) = K(

√
a,
√
b, x) æà .α ∈ K(x, y)-ù çéððå K ìòî éøáâìà α /∈ K éäé

.ci ∈ K øùàá ,α = c0 + c1
√
a+ c2

√
b+ c3

√
a
√
b ïëìå

.K(x, y) = K(x, α) ïëì ,K(x, y)-á úìëåî àéä .K(x) ìù äúåàð äáçøä K(x, α) ,6.7 ìéâøú éôì

-ù êë f(x), g(x) ∈ K(x) ùé ,K(x) ìòî K(x, α) ìù ñéñá àåä 1, α-ù ïååéë .y ∈ K(x, α) ïàëî

.y = f(x) + g(x)α = f(x) + g(x)(c0 + c1
√
a+ c2

√
b+ c3

√
a
√
b) =

= (f(x) + g(x)c0) + c1g(x)
√
a+ c2g(x)

√
b+ c3g(x)

√
a
√
b
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,c1g(x) = x-å ,g(x) = c−1
2 ∈ K ,øîåìë ,c2g(x) = 1 òáåð äâöää úåãéçéî .y =

√
ax +

√
b íâ ìáà

.äðòèä äçëåä êëá .äøéúñ ,g(x) = c−1
1 x /∈ K ,øîåìë

ìáà ,
√
b ∈ K̃(

√
a) ∩ K(

√
a, x, y) ,ïëà .úåéö÷ðåô äãù äðéà K(

√
a, x, y)/K(

√
a) :2 äðòè

.K(
√
a, x, y) êåúá úéøáâìà øåâñ åðéà K(

√
a) ïëì .

√
b /∈ K(

√
a)

:äîìì ÷÷ãæð êë íùì .äãéøô L/K íà äøå÷ åðéà äæ øáãù çéëåð

.éáéèéîéøô øáéà ùéM/K -ì æà .[M : K]i = p ,char K = p > 0 ,úéôåñ úåãù úáçøäM/K éäú :22.3 äîì

(.éáéèéîéøô øáéà ùéù êëì ìå÷ù äæ) .íééðéá úåãù ìù éôåñ øôñî ÷ø M/K äáçøäìù çéëåäì éã :äçëåä

æà ,úåðåùå äìàë K1,K2 íà ,ïëà .M -á úìëåî úçà äúåàð äøåäè äãéøô éà äáçøä øúåéä ìëì ùé K-ì :äðòè

.äøéúñ ,[K1K2 : K]i = [K1K2 : K] 6 |[M : K]i ïëì ,[K1K2 : K] > p ,äøåäè äãéøô éà K1K2/K

.M êåúá K ìù ãéøôä øåâñä M0 éäé

äãéøô éà E/E0-å E0 ⊆ M0 æà .E êåúá K ìù ãéøôä øåâñä E0 éäé .M/K ìù íééðéá äãù E éäé

úåãéøô éà úåáçøä éúù øúåéä ìëì E0-ì ùé äðòèä éôì ïëì .[M : E0]i = [M :K]i
[E0:K]i

= p
1 = p ïë åîë .äøåäè

.äøåøá äîìä úðòè ,íééðéá úåãù ìù éôåñ øôñî ÷ø M0/K-ìù ïååéë .M -á úåìëåî (úéìàéáéøè úçà) úåøåäè

M

E EM0

E0

ãéøô
M0

K

ãéøô

.úåéö÷ðåô äãù LE/L æà .úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäúå úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :22.4 èôùî

íééðéá úåãù ïéà M/L-ìù ,çéðäì éã êë íùì .M 6⊆ EL æà ,äúåàð úéôåñ M/L íàù çéëåäì éã :äçëåä

.p äìòîî äøåäè äãéøô éà åà äãéøô M/L ïëì .(íééðéá äãùá M óéìçð úøçà)

ùé ,äîìä éôìå òåãé èôùî éôì .[M : K]i = p éðùä äø÷îáå úéôåñ äãéøô M/K ïåùàøä äø÷îá

ïëì .E ìòî ÷éøô éà f ,6.7 ìéâøú éôì .K ìòî åìù ï÷åúîä ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäé .β éáéèéîéøô øáéàM/K-ì

.M 6⊆ LE ïàëîå ME 6⊆ LE ïëì .[ME : E] = deg f = [M : K] > [L : K] ≥ [LE : E]

E LE ME

K L M
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.úéôåñ äãéøô L/K øùàá ,E/K ìù íéîã÷îä äãù úáçøä F/L éë äúòî çéðð

.[F : E] = [L : K] (à) :22.5 èôùî

.a ∈ D(E/K) ìëì degE a = degF a (á)

,6.7 ìéâøú éôì .F = LE = E(α) æà .L = K(α)-ù êë α ∈ L ùé (à) :äçëåä

.[F : E] = deg irr(α,K) = [L : K]

.(å)21.2 äîì éôì (à)-î òáåð (á)

.FP = LEp æà .åéúçú çðåîä E/K ìù éðåùàøä ÷ìçîä p éäéå F/L ìù éðåùàø ÷ìçî P éäé :22.6 èôùî

.z̄ ∈ FP éäé .FP ⊆ LEp çéëåäì éã ïëì ,L,Ep ⊆ FP :äçëåä

.P ìòî çðåîù F̂ = L̂E ìù éðåùàø ÷ìçî P̂ éäé .L/K ìù äàåìâ øåâñ L̂ éäé

(20.7 èôùî ìù äçëåäá åîë) ,ïëà .σ ∈ Gal(F̂ /E) ìëì σz ∈ OP̂-ù êë z ∈ OP âöééî z̄-ì íéé÷ :1 äðòè

,vP(z) ≥ 0 èøôáå) vP(z − z′) > 0-ù êë z ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .åäùìë âöééî z′ ∈ OP éäé

.P-î äðåùå p ìòî çðåîù F ìù P′ éðåùàø ÷ìçî ìëì vP′(z) ≥ 0-å (z̄ úà âöééî z-å ,z ∈ OP ,øîåìë

ìëì vP̂(σz) = vσ−1P̂(z) ≥ 0 ,øîåìë ,p ìòî çðåîù F̂ ìù P̂′ éðåùàø ÷ìçî ìëì vP̂′(z) ≥ 0 æà

.äðòèä äçëåä êëá .σ ∈ Gal(F̂ /E)

.K ìòî L ìù ñéñá 1, α, . . . , αn−1 æà .L/K øåáò éáéèéîéøô øáéà α éäéå n = [L : K] éäé

ùé æà .E ìòî F̂ êåúì F ìù íéðåëéùä ìë σ0, . . . , σn−1 åéäé .z ∈ F éäé :2 äðòè

-ù êë x0, . . . , xn−1 ∈ E ∩ SpanL̂(σ0z, . . . , σn−1z) ⊆ F̂

.z =

n−1∑
j=0

xjα
j (1)

íéîéé÷ ïëì .E ìòî F ìù ñéñá íâ 1, α, . . . , αn−1 ,6.7 ìéâøú éôì ïëì ,F = EL = E(α) íéé÷úî

ïàëî .(1) íéé÷úîù êë x0, . . . , xn−1 ∈ E

.σiz =
n−1∑
j=0

xj(σiα
j), i = 0, . . . , n− 1 (2)

,äëéôä A = (σiα
j) ∈ Mn(L̂) äìù äöéøèîä .L̂ ìòî x0, . . . , xn−1-á úåéøàðéì úåàååùî n ìù úëøòî éäåæ

éäú (.∆ =
∏
j<l(σlα− σjα) 6= 0 äãðåîøãðå úèððéîøèã àéä åæ äöéøèî ìù äèððéîøèãä) .äãéøô L/K éë

æà .A ìù úéëôåää B = (bji) ∈ Mn(L̂)

.E 3 xj =
∑
i

bjiσiz ∈ SpanL̂(σ0z, . . . , σn−1z), j = 0, . . . , n− 1
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.äðòèä äçëåä êëá

,(1) éôì .x0, . . . , xn−1 ∈ E ∩ OP̂ = Op ïëì ,L̂ ⊆ OP̂å σ0z, . . . , σn−1z ∈ OP̂ êà

.z̄ =
∑n−1
j=0 x̄jα

j ∈ EpL

.úéôåñðéà (úéøáâìà) äãéøô L/K -ì íâ íãå÷ä èôùîä úð÷ñî úà áçøä :22.7 ìéâøú

êë úéôåñ L/K ùéù äàøä .(äãéøô åìù úéôåñ äáçøä ìë) ììëåùî K -ù çéðð .úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :22.8 ìéâøú

.1 äìòî ìòá éðåùàø ÷ìçî ùé LE/L íéîã÷îä äãù úáçøäìù

éë çéðð .M óúåùî äãùá úåìëåî K äãù ìù úåáçøä éúù M1,M2 äðééäú :22.9 ìéâøú

.M2 ìòî (M ìù äöåá÷ úúë) äéåìú éúìá íâ äðéä K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá A1 ⊆M1 äöåá÷ ìë (à)

æà

.M1 ìòî (M ìù äöåá÷ úúë) äéåìú éúìá íâ äðéä K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá A2 ⊆M2 äöåá÷ ìë (á)

.L ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá íâ äðéä K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá A ⊆ E äöåá÷ ìëù (÷øôä ìù íéàðúá) ÷ñä

.
∑n
i=1 αiyi = 0-ù êëα1 . . . , αn ∈M1 åéäé .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá y1, . . . , yn ∈M2 åéäé :äçëåä

.i ìëì αi =
∑m
k=1 bikxk æà .K ìòî .SpanK(α1, . . . , αn) ⊆M1 ìù x1, . . . , xm ∈M1 ñéñá øçáð

ïàëî

.0 =
n∑
i=1

( m∑
k=1

bikxk
)
yi =

m∑
k=1

( n∑
i=1

bikyi
)
xk

,i, k ìëì bik = 0 ïàëî .k ìëì
∑n
i=1 bikyi = 0 ïëì ,M2 ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá x1, . . . , xm äçðää éôì

.i ìëì αi =
∑m
k=1 bikxk = 0 ïëì .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá y1, . . . , yn éë

M2 M

K M1

;[L : K] = n ,øîàð ,úéôåñ äãéøô L/K-å ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù E/K éë úòë çéðð

ïëì .[F : E] = n-å F = EL = E(α) æà .L/K øåáò éáéèéîéøô øáéà α ∈ L éäé .F = EL éäé

.E ìòî F ìù ñéñá íâå K ìòî L ìù ñéñá 1, α, . . . , αn−1

ìù β1, . . . , βn ñéñáì äúåà íéìùð ,K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá L éøáà ìù äøãñ β1, . . . , βm íà

íâ àéäù ììâá .K ìòî äëéôä äöéøèî àéä β1, . . . , βn-ì 1, α, . . . , αn−1-î øáòîä úöéøèî æà .K ìòî L

ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá β1, . . . , βm ,èøôá .E ìòî F ìù ñéñá β1, . . . , βn äøãñä ,E ìòî äöéøèîë äëéôä

.E

:åðçëåä

.E ìòî (F ìù äöåá÷ úúë) äéåìú éúìá íâ äðéä K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá A1 ⊆ L äöåá÷ ìë (à)
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,ìéâøúä éôì ,ïëì

.L ìòî (F ìù äöåá÷ úúë) äéåìú éúìá íâ äðéä K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá A2 ⊆ E äöåá÷ ìë (á)

E F

K L

æà .E/K ìù ÷ìçî a éäé :22.10 èôùî

.LF (a) = LLE(a) := SpanL
(
LE(a)

)
(à)

.dimF a = dimE a (á)

àåä LF (a)-å LE(a) = {x ∈ E| (x) + a ≥ 0} ⊆ {x ∈ F | (x) + a ≥ 0} = LF (a) -ù øåøá :äçëåä

ïëì ,L ìòî éøåè÷å áçøî

.LLE(a) ⊆ LF (a) (â)

ïëì .L ìòî LLE(a) ìù ñéñá íâ àåä K ìòî LE(a) ìù ñéñá ,22.9 ìéâøú éôì

,dimE a ≤ dimF a (ã)

.LF (a) ⊆ LLE(a) éë çéëåäì éãå ,(à)-î òáåð (á)

.σ ∈ Gal(F̂ /E) éäéå ,F̂ = L̂E éäéå ,L/K ìù äàåìâ øåâñ L̂ éäé .z ∈ LF (a) éäé

÷ìçî ìëì vP̂(z) + vP̂(a) ≥ 0 ,øîåìë ,F̂ /L̂ ìù ÷ìçîë (z) + a ≥ 0 ,ïëà .σz ∈ LF̂ (a) :äðòè

P̂ ìëì .vσ−1P̂(z) + vσ−1P̂(a) ≥ 0 èøôá .F̂ /L̂ ìù P̂ éðåùàø

,vP̂(a) = e(P̂/p)vp(a) = e(σ−1P̂/p)vp(a) = vσ−1P̂(a)

ïëì .P̂-ì úçúî çðåîä E/K ìù ÷ìçîä p øùàá

vP̂(σz) + vP̂(a) = vσ−1P̂(z) + vσ−1P̂(a) ≥ 0

.σz ∈ LF̂ (a) ïëì ,(σz) + a ≥ 0 ,øîåìë

22.6 èôùî úçëåäá 2 äðòè éôì

,z =

n∑
j=1

ajxj (1)

ïëì .x1, . . . , xn ∈ E ∩ SpanL̂(σ1z, . . . , σnz) ⊆ E ∩ LF̂ (a) = LE(a) -å a1, . . . , an ∈ L øùàá

.z ∈ LLE(a)
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.gF = gE :22.11 èôùî

æà .a = kp éäé .÷éôñî ìåãâ k ∈ N éäéå E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé :äçëåä

. degE a,degF a ≥ k ≥ 2gE − 2, 2gF − 2

êåø ïîéø èôùî éôì ïëì

dimE a = degE a + 1− gE

. dimF a = degF a + 1− gF

.gE = gF ïëì .dimE a = dimF a ,(á)22.10 èôùî éôì ;degE a = degF a ,(á)22.5 èôùî éôì
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óåòéñ .23

.E/K úåéö÷ðåô äãù ìù äáçøä F/L éäú

P æà .åéúçúî çðåîä E/K ìù éðåùàøä ÷ìçîä p éäéå F/L ìù éðåùàø ÷ìçî P éäé :23.1 äøãâä

,e(P/p) = 1 íà E ìòî óòåñî åðéà (à)

.äãéøô FP/Ep úåéøàùä úåãù úáçøä íà E ìòî ãéøô (à)

.I(P/p) = 1 íà ÷øå íà E ìòî ãéøô åðéäå óòåñî åðéà P æà .úéôåñ äàåìâ F/E éë çéðð :23.2 äîì

íà ÷øå íà I(P/p) = 1 ïëì .|I(P/p)| = e(P/p)[FP : Ep]i ,(â)20.11 äð÷ñî éôì :äçëåä

.e(P/p) = 1, [FP : Ep]i = 1

.E ìòî ãéøô åðéäå óòåñî åðéà F/L ìù P éðåùàø ÷ìçî ìë æà .F = LE -å úéôåñ äãéøô L/K éë çéðð :23.3 äîì

äãéøô äáçøäì äðòèä úà çéëåäì éã .P-ì úçúî çðåîä E/K ìù éðåùàøä ÷ìçîä ,p = E ∩P ïîñð :äçëåä

äîìä éôì .äàåìâ F/E íâ æà .äàåìâ L/K úåéììëä úìáâä éìá ïëìå ,L/K ìù äàåìâ øåâñ ìùîì ,øúåé äìåãâ

.σ = 1 æà σ ∈ I(P/p) íà éë çéëåäì éã úîãå÷ä

àåä P-ì íéàúîä øúàä .σb = b̄ ,I(P/p) úøãâä éôì .σb ∈ L íâ æà .b ∈ L éäé .σ|E = 1 ,ïëàå

.σ = 1 ,F = EL-ù ïååéë .σ|L = 1 ïëì .σb = b ïàëî .σb = σb, b̄ = b ïëì ,L ìò úåäæä

E F F̂

K L L̂
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ïîéø ìù àúéæ úéö÷ðåô .24

àúéæ úéö÷ðåô ìù âåìðà ,íééôåñ úåãù ìòî àúéæ úéö÷ðåôå íééðåùàø íé÷ìçî ìù äøéôñ ìò øáãð íéàáä íé÷øôá

.éñàì÷ä äø÷îä ìò äøö÷á øáãð ïàë .ïîéø ìù úéñàì÷ä

,ìë íãå÷ .íéáìùá úøãâåî ïîéø ìù àúéæ úéö÷ðåô

.ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, s ∈ C, Re s > 1

.ì"ðä íåçúá úéôøåîåìåä äéö÷ðåô øéãâîå ,èìçäá ñðëúî øåèä

(øìéåà úìôëî) äàáä äâöää úà ïúåð íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîì íééòáè íéøôñî ìù ÷åøéôä

ζ(s) =
∏

éðåùàø p

1

1− ps

(
=

∏
éðåùàø p

( ∞∑
k=0

1

pks

))
, s ∈ C, Re s > 1

.íåçúÇá íéñôà ïéà ζ-ìù íéàåø äðîî (íééðåùàøä íéøôñîä ìë ìò øáåò p øùàë)

:áëåøîä øåùéîä ìë ìò úéôøåîåøéî äéö÷ðåôì ζ úà êéùîäì øùôà

.Re s > 0 øåáò úéôøåîåìåä η(s) =
∑∞
n=1

(−1)n

ns , øùàá ,Re s > 1 øåáò ,ζ(s) = (1− 2
2s )−1η(s) (à)

.Re s > 0 øåáò íâ äàååùîä éãé ìò ζ(s) úøãâä úà áéçøð ïëì

úéìðåéö÷ðåôä äàååùîä úîéé÷úî 0 < Re s < 1 íåçúá (á)

.ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s)

.åäùìë Re s < 1 øåáò äøãâää úà áéçøð äúøæòá

íéàø÷ð äìà .−2,−4,−6, . . . úåãå÷ðá (íéèåùô) íéñôà äì ùé .èåùô àåäå s = 1 äãå÷ðá ãéçé áèå÷ ùé ζ-ì

íéôñåðä íéñôàä ìëù úøîåà ïîéø úøòùä .0 < Re s < 1 íåçúì õåçî íéñôà ζ-ì ïéà .íééìàéáéøè íéñôà

.Re s = 1
2 íéîéé÷î (íééìàéáéøè àìä)

úðúåð àéäå íéøôñîä úøåúî úåáø úåøòùä úåòáåð äðîî .øúåéá äáåùçä úéèîúîä äøòùää éìåà éäåæ

.(íééðåùàøä íéøôñîä èôùî) ïåúð øôñîî íéðè÷ä íééðåùàøä íéøôñîä øôñîì äáåè äëøòä
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àúéæ úéö÷ðåô .25

:àáä ïåîéñä úà òá÷ð

,éôåñ äãù K

,p = char K

,p ìù ä÷æç éäåæ ;K éøáà øôñî q

,K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F

,F/K ìù òæâä g = gF

,F/K ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ P

,F/K ìù íé÷ìçîä úøåáç D

,íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáç C = D/{(x)| x ∈ F×}

,Cm = {a ∈ D| deg a = m}/{(x)| x ∈ F×}

,(h <∞-ù ãéî äàøð) h = |C0|

,(∂ = 1 éë çéëåð øúåé øçåàî) ∂ = min(deg b| b ∈ D, deg b > 0)

.An := |{b| deg b = n, b ≥ 0}|

øùôà C ∈ C ä÷ìçî ìëì ïëì .(7.8 äð÷ñî) dim a = dim b-å deg a = deg b æà a ∼ b-å a, b ∈ D íà

.a ∈ C øùàá ,degC = deg a ,dimC = dim a øéãâäì

:úåéôåñ úåàáä úåöåá÷ä m ∈ Z ìëì :25.1 äîì

,Sm(F ) = {p ∈ P| deg p ≤ m} (à)

,{a ∈ D| a ≥ 0, deg a ≤ m} (á)

.h <∞ ïëì ;C0 èøôáå ,Cm (â)

ãç äîàúäá Sm(F )r{∞} æà .K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù F = K(x) éë äìéçú çéðð (à) :äçëåä

.(éôåñ K éë) úéôåñ äðéäù ,m ≥ äìòîî K[x]-á íéð÷åúîä íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä úöåá÷ íò úéëøò ãç

çðåîù E/K ìù ÷ìçîä q éäé p ∈ Sm(F ) ìëì .E = K(x) éäéå x ∈ F rK éäé éììëä äø÷îá

ìòî ;úéôåñ Sm(E) úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .deg q ≤ deg p ïëìåK ⊆ Eq ⊆ Fp éë ,q ∈ Sm(E) æà .åéúçúî

.úéôåñ Sm(F ) ïëì .(19.7 äîì) F/K ìù íé÷ìçî ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé q ∈ Sm(E) ìë

äðòèä ïëì .m ≥ äìòîî íééðåùàø íé÷ìçî m ≥ ìù íåëñ àåä a æà deg a ≤ m-å a ≥ 0 íà (á)

.(à)-î úòáåð

ïëì ,dim a = deg a + 1− g ≥ 1 ,êåø-ïîéø èôùî éôì .[a] ∈ Cm éäé .m ≥ 2g éë äìéçú çéðð (â)

.(á) éôì úòáåð äðòèä ïëì .[a′] = [a] ,a′ ≥ 0 ,øîåìë .a′ := (x) + a ≥ 0-ù êë x ∈ F× ùé

úéëøò ãç ãç äîàúä àéä a 7→ a + b æà .ãàî ìåãâ d = deg b-ù êë b ÷ìçî øçáð éììëä äø÷îá

ä÷ñôä éôì .Cm → Cd+m úéëøò ãç ãç äîàúä äøùî àéäå {a| deg a = m} → {a′| deg a′ = m+ d}
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.úéôåñ Cm ïëì .úéôåñ Cd+m úîãå÷ä

æà .n ∈ Z éäé :25.2 ìéâøú

.∂|n íà ÷øå íà deg b = n-ù êë b ∈ D ùé (à)

.|Cn| =
{
h ∂|n
0 úøçà

(á)

.∂|2g − 2 (â)

.0 ≤ r < ∂ øùàá ,n = k∂ + r úéøàù íò ÷åìéçä éôì .deg b0 = ∂-ù êë b0 ∈ D ùé (à) :äçëåä

æà ,deg b = n-ù êë b ∈ D ùé íà ,êôéäì .deg kb0 = n æà .r = 0 ,øîåìë ,∂|n éë çéðð

,∂|n ïëì .r = 0 íéé÷úî ∂ ìù úåéøòæîä éôì .deg(a− kb0) = r

.Cn = ∅ ,ïáåîë ,æà ,ïéà íà .n äìòîî ÷ìçî ùé íà ,|Cn| = |C0| = h ,äîìä ìù äçëåää éôì (á)

.∂|2g − 2 = degw ,(à) éôì .F/K ìù éðåð÷ ÷ìçî w éäé (â)

.|{b| b ≥ 0, b ∼ a}| = qdim a−1
q−1 æà .a ∈ D éäé :25.3 äîì

0 6= x ∈ L(a) íà ,êôéäì .x ∈ L(a) æà b ≥ 0 íâ íà .b = a+(x)-ù êë x ∈ F× ùé ,b ∼ a íà :äçëåä

.{(x)| x ∈ L(a), x 6= 0} ìù äîöåòä àéä úù÷åáîä äîöåòä ïëì .a ∼ b := a + (x) ≥ 0 æà

.x
′

x ∈ K
× íà ÷øå íà (x) = (x′)-å ,|L(a)r{0}| = qdim a − 1 ïëì ,|L(a)| = qdim a ,úòë

.äð÷ñîä ïàëî .÷ìçî åúåà íéøéãâî íéðåù íéøáéà q − 1 ,øîåìë

.|{b ∈ C| b ≥ 0}| = qdimC−1
q−1 æà .C ∈ C éäú :(ìå÷ù çåñéð) 25.3 äîì

åðøãâäù øéëæð

.An := |{b ∈ D| deg b = n, b ≥ 0}| (1)

.An =
∑
C∈Cn

qdimC−1
q−1 (à) :25.4 äð÷ñî

.An =

{
h q

n+1−g−1
q−1 ∂|n

0 úøçà
æà n > 2g − 2 íà ,èøôá (á)

.êåø-ïîéø èôùî éôì (à)-î òáåð (á) :äçëåä

éãé ìò a ìù (úèìçåîä) äîøåðä úà øéãâð a ∈ D ìëì :25.5 äøãâä

.Na = qdeg a

.Np = |Fp| æà p ∈ P íà ,èøôá .N(a + b) = Na ·Nb æà
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éãé ìò úøãâåîä úáëåøîä éö÷ðåôä àéä F/K ìù àúéæ úéö÷ðåô :25.6 äøãâä

.ζ(s) = ζF/K(s) =
∑
a≥0

1

(Na)s
=
∑
a≥0

q−s deg a, s ∈ C (2)

?(èìçäá) ñðëúî øåèä s äæéà øåáò

øùàá (éæ-úéö÷ðåô Z(t)-ì àø÷ð) ,ζ(s) = Z(t) æà t = q−s øéãâð íà

.Z(t) =
∑
a≥0

tdeg a =
∞∑
n=0

Ant
n (3)

äæë t øåáò ,÷åéã øúéá .(Re s > 1 øåáò (2) ïëìå) |t| < q−1 øåáò ñðëúî (3) øåèä :25.7 èôùî

.Z(t) = 1
q−1

(
q

1−(qt)∂
− 1

1−t∂
)
∈ Q(t) æà g = 0 íà (à)

øùàá ,Z(t) = 1
q−1

(
F (t) + hG(t)

)
æà g ≥ 1 íà (á)

,F (t) =
∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimCtdegC ∈ Q[t]

.G(t) =
q1−g(qt)2g−2+∂

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
∈ Q(t)

ïàëîå ,|q−s| = q−Re s ïëì ,q−s = q−Re s−i Im s = q−Re sei(− ln q)(Im s)-ù áì íéùð äìéçú :äçëåä

.Re s > 1⇔ −Re s < −1⇔ |q−s| < q−1

(á)25.4 äð÷ñî éôì .h = |C0| = 1 ïëì ,éùàø àåä 0 äìòî ìòá ÷ìçî ìë ,16.4 ìéâøú éôì (à)

.

∞∑
n=0

Ant
n =

∞∑
m=0

A∂mt
∂m =

∞∑
m=0

q∂m+1 − 1

q − 1
t∂m =

=
1

q − 1

(
q

∞∑
m=0

(qt)∂m −
∞∑
m=0

t∂m
)

=
1

q − 1

( q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
)

25.3 äîì éôì (á)

.

∞∑
n=0

Ant
n =

∞∑
n=0

∑
C∈Cn

qdimC − 1

q − 1
tn =

=
1

q − 1

( 2g−2∑
n=0

∑
C∈Cn

qdimCtn +
∑

n>2g−2

∑
C∈Cn

qn+1−gtn −
∞∑
n=0

∑
C∈Cn

tn
)

=
1

q − 1

(
F (t) + hG(t)

)
øùàá

F (t) =

2g−2∑
n=0

( ∑
C∈Cn

qdimC
)
tn =

∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimCtdegC

G(t) =
∑

n>2g−2

|Cn|
h
qn+1−gtn −

∞∑
n=0

|Cn|
h
tn = q1−g

∞∑
n=2g−2+∂

∂|n

(qt)n −
∞∑
n=0
∂|n

tn
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,(qt)∂ , t∂ íäéúåðîå (qt)2g−2+∂ , 1 íä íéðåùàøä íäéøáéàù íééøèîåàéâ íéøåè íä íéðåøçàä íéîåëñä éðù

.úù÷åáîä äøåöäî G(t) ïëì .äîàúäá

íéáè÷ä .C ìò úéìðåéöø äéö÷ðåôì äáçøäì úðúéð åæ äéö÷ðåô .|t| < q−1 øåáò Z(t) äøéãâî (3) äçñåð :25.8 äð÷ñî

äáöää éãé ìò êà ,Re s > 1 øåáò ñðëúî (2) øåè .íéèåùô íäå ,t∂ = q−∂ -å t∂ = 1 úåãå÷ðá íä äìù íéãéçéä

.Re s = 1-å Re s = 0 íéøùéä ìò úåãå÷ðì èøô ,øåùéîä ìë ìò úéôøåîåìåä äéö÷ðåôì åúåà êéùîäì ìëåð t = q−s

èìçäá úåñðëúî úåìôëîä éãé ìò Z(t) úàå ζ(s) úà âéöäì øùôà |t| < q−1 øåáòå Re s > 1 øåáò :25.9 èôùî

.Z(t) =
∏
p∈P

1

1− tdeg p
,ζ(s) =

∏
p∈P

1

1− (Np)−s

äçñåðä úà çéëåð .Np = qdeg p éë ,t = q−s äáöää éãé ìò úéìàîùäî úòáåð úéðîéä äçñåðä :äçëåä

íéøåèì åéîøåâ úà çúôð .
∑

p∈P |tdeg p| ≤
∑∞
n=1Ant

n < ∞ éë ,èìçäá ñðëúî äìù ïéîé óâà .úéìàîùä

:íúåà ìéôëðå íééøèîåàéâ

∏
p∈P

1

1− tdeg p
=
∏
p∈P

∞∑
k(p)=0

(tdeg p)k(p) =
∏
p∈P

∞∑
k(p)=0

tk(p) deg p =
∑
k

∏
p∈P

tk(p) deg p =

=
∑
k

t

(∑
p
k(p) deg p

)
=
∑
a≥0

tdeg a = Z(t)

.p ìë èòîë øåáò 0 ïðéäù k: P→ N ∪ {0} úåéö÷ðåôä ìò øáåò k øùàá

.Z(t) 6= 0 æà |t| ≤ q−1 íà .ζ(s) 6= 0 æà Re s > 1 íà :25.10 äð÷ñî
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.∂ = 1 éë çéëåäì àéä äæ ÷øô úøèî .íãå÷ä ÷øôä ìù úåçðääå íéðåîéñä úà øåîùð

äãù àåä Fr = KrF æà .Kr ïîåñúå (úéìâòî) äàåìâ àéä ;r äìòîî äãéçé äáçøäK-ì ùé r ∈ N ìëì

F/K ìù ÷ìçî a íà .(22.11 èôùî) g àåä äìù òæâä .F/K ìù íéòåá÷ä äãù úáçøä ,Kr ìòî úåéö÷ðåô

F/K ìù ÷ìçîë a ìù ãîéîäå äìòîì íéååù åìù ãîéîäå äìòîä .Fr/Kr ìù ÷ìçîë åúåà úåàøì øùôà æà

.((á)22.10 èôùîå (á)22.5 èôùî)

íé÷ìçîì p ìù ÷åøéôä p = P1 + · · ·+ Pd éäé .m = deg p ïîñðå F/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé :26.1 äîì

.d = gcd(r,m)-å ,i ìëì degPi = m
gcd(r,m) ,äæî äæ íéðåù P1, . . . ,Pd æà .Fr/Kr ìù íééðåùàø

äúøæòá ,ConFr/F : D(F/K) → D(Fr/Kr) äîøåðå÷ä ú÷úòäì ñçéúî ì"ðä "÷åøéôä" éë øéëæð :äçëåä

.p ìù "÷åøéôä" àåä äæ íåëñ .
∑

P/p e(P/p)P :åæ ä÷úòä úçú åúðåîú íò p úà íéäæî

P1, . . . ,Pd ,øîåìë ,Fr-á óòåñî åðéà p ,äãéøô íéîã÷î äãù úáçøä Fr/F -ù ïååéë ,23.3 äîì éôì

ïëì .Fr,Pi = KrFp ,22.6 èôùî éôì .1 ≤ i ≤ d éäé .äæî äæ íéðåù

degPi = [KrFp : Kr] = [Fp : (Fp ∩Kr)] =
[Fp : K]

[(Fp ∩Kr) : K]
=

m

gcd(r,m)

.d = gcd(r,m) ïàëîå ,m = d m
gcd(r,m) ,øîåìë ,deg p = ddegPi ,úòë

Fp KrFp= Fr,Pi

K

m

r

Fp ∩Kr Kr

.t ∈ C ìëì Zr(t
r) =

∏
ξr=1 Z(ξt) æà .Fr/Kr -ì äîéàúîä éæ úéö÷ðåô Zr éäú :26.2 èôùî

25.9 èôùî éôì .|t| < q−1 øåáò úåäãæî ïäù çéëåäì éã ïëì ,úåéôøåîåøéî úåéö÷ðåô íä íéôâàä éðù :äçëåä

,Zr(t
r)−1 =

∏
p∈P

∏
P/p

(
1− (tr)deg P

)
,
∏
ξr=1

Z(ξt)−1 =
∏
p∈P

∏
ξr=1

(
1− (ξt)deg p

)
,26.1 äîì éôì ,æà .d = gcd(r,m) ,m = deg p ïîñðå p òá÷ð .p ìëì íééðîéä íéîøåâä ïåéååù úà çéëåäì éã ïëì

çéëåäì éã ïëì .degP = m
d äìòîî íäå p ìòî P íééðåùàø íé÷ìçî d ùé

,
(
1− (tr)

m
d

)d
=
∏
ξr=1

(
1− (ξt)m

)
,øîåìë

.(1− t rmd )d =
∏
ξr=1

(1− ξmtm)
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ä÷úòää ïëì .k øãñî éáéèéîéøô äãéçé ùøåù ξm æà r øãñî éáéèéîéøô äãéçé ùøåù ξ íà .k = r
d ïîñð

íé-k-ä äãéçéä éùøù úøåáç ìò (Z/rZ-ì úéôøåîåæéà) íé-r-ä äãéçéä éùøù úøåáçî íæéôøåîéôà àéä ξ 7→ ξm

.äðåùàøä äøåáçäî íéðåù íéøáéà r
k = d ÷åéãá íéøáåò äéðùä äøåáçá øáéà ìë ìò èøôá .(Z/kZ-ì úéôøåîåæéà)

çéëåäì éã ïëì .
∏
ηk=1(1− ηtm) ìù úé-d-ä ä÷æçä àåä úîãå÷ä äàååùîä ìù ïéîé óâà ïëì

.(1− tkm) =
∏
ηk=1

(1− ηtm) (1)

.Xk − 1 =
∏
ηk=1(X − η) ïëì ,Xk − 1 ìù íéðåùä íéùøùä ìë íä íé-k-ä äãéçéä éùøù ,ïëàå

.(1) úà ìá÷ì éãë ,tkm-á úìá÷úîä äàååùîä úà ìéôëðå X = t−m áéöð

.∂ = 1 :(F.K. Schmidt) 26.3 äð÷ñî

,èôùîä éôì .Z(ξt) = Z(t) æà ,ξr = 1 ,ξ ∈ C íà ïëì .Z(t) =
∑∞
m=0Amrt

mr æà .r = ∂ éäé :äçëåä

.Zr(t
r) = Z(t)r

.∂ = r = 1 ïëì .r øãñî áèå÷ ïéîé óâàìå èåùô áèå÷ ìàîù óâàì ùé t = 1 äãå÷ðá

.Z(t) = 1
(1−t)(1−qt) -å úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F/K æà g = 0 íà (à) :26.4 èôùî

øùàá ,Z(t) = 1
q−1

(
F (t) + hG(t)

)
æà g ≥ 1 íà (á)

,F (t) =
∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimCtdegC ∈ Q[t]

.G(t) =
qgt2g−1

1− qt
− 1

1− t
úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F/K æà g = 0 íà ,ïëì .1 äìòî ìòá ÷ìçî F/K-ì ùé ,∂ = 1-ù ïååéë :äçëåä

.∂ = 1 íò ,25.7 èôùî ìò äøæç ïä úåðòèä øàù .16.2 èôùî éôì

.degL ≤ 2g ,íåðéìåô L(t) ∈ Q[t] øùàá ,Z(t) = L(t)
(1−t)(1−qt) :26.5 äð÷ñî

.t ìëì Z(t) = qg−1t2g−2Z( 1
qt ) :(úéìðåéö÷ðåôä äàååùîä) 26.6 èôùî

ïëì ,Z(t) = 1
(1−t)(1−qt) æà .g = 0 çéðð (à) :äçëåä

.q−1t−2Z(
1

qt
) =

1

qt

1

t

1

(1− 1
qt )(1−

q
qt )

=
1

(qt− 1)(t− 1)
= Z(t)

øùàá ,Z(t) = 1
q−1

(
F (t) + hG(t)

)
íãå÷ä èôùîä éôì .g ≥ 1 çéðð (á)

.F (t) =
∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimCtdegC , G(t) =
qgt2g−1

1− qt
− 1

1− t
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,ïëàå .úéìðåéö÷ðåôä äàååùîä úà úåîéé÷î F,G-ù úåàøäì éã ïëì

,qg−1t2g−2G(
1

qt
) = qg−1t2g−2

(qg( 1
qt

)2g−1

1− q
qt

− 1

1− 1
qt

)
=

1
t

1− 1
t

− qg−1t2g−2

1− 1
qt

=
1

t− 1
− qgt2g−1

qt− 1
= G(t)

.qg−1t2g−2F (
1

qt
) = qg−1t2g−2

∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimC(
1

qt
)degC =

=
∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdimC−degC+g−1t2g−2−degC =
∑
C∈C

0≤degC≤2g−2

qdim(W−C)tdeg(W−C) =

= F (t)

úîéé÷î àéä êåø-ïîéø èôùî éôì ;úéðåð÷ä ä÷ìçîä àéä W ïåøçàä áåùéçá

. degW = 2g − 2,dim(W − C) = dimC − degC + g − 1

ïëì .úå÷ìçîä ïúåà ìò øáåò W − C íâ ,0 ≤ degC ≤ 2g − 2 úåîéé÷îä úå÷ìçîä ìë ìò øáåò C øùàë

.F (t) úà ìá÷ì êëå ,C-á W − C úà óéìçäì øùôà ìéòì ïåøçàä íåëñá
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1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñîå ïîéø úøòùä .27

1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñîå ïîéø úøòùä .27

.íéîãå÷ä íé÷øôä éðù ìù úåçðää úàå ïåîéñä úà øåîùð

øùàá ,Z(t) =
∑
nAnt

n-ù øåëæð .F/K ìù 1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñî úà N -á ïîñð

.An = |{b| deg b = n, b ≥ 0}|

.A1 = N ,A0 = 1 :27.1 ìéâøú

:äìòîî àåä éìéìù éà ÷ìçî :äçëåä

;ñôàä ÷ìçî àåä íà ÷øå íà 0

.1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî àåä íà ÷øå íà 1

øîàð ,degL ≤ 2g ,L-íåðéìåô L[t] ∈ Q[t] øùàá ,Z(t) = L(t)
(1−t)(1−qt) ,26.5 äð÷ñî éôì

.L(t) = a0 + a1t+ . . .+ a2gt
2g

.K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ìù éæ-úéö÷ðåô Z0(t) øùàá ,L(t) = Z(t)
Z0(t) (à) :27.2 äîì

.L(t) = qgt2gL( 1
qt ) :úåéìðåéö÷ðåôä äàååùîä (á)

.0 ≤ i ≤ 2g ìëì a2g−i = qg−iai (â)

.degL = 2g èøôá .a2g = qg ,a2g−1 = qg−1
(
N − (q + 1)

)
,a1 = N − (q + 1) ,a0 = 1 (ã)

.L(t) ìù íéùøùä ω−1
1 , . . . , ω−1

2g ∈ C× øùàá ,L(t) =
∏2g
i=1(1− ωit) ,qg =

∏2g
i=1 ωi (ä)

.N − (q + 1) = a1 = −
∑2g
i=1 ωi (å)

.1 ≤ i ≤ g ìëì ωiωg+i = q -ù êë ω1, . . . , ω2g úà øãñì øùôà (æ)

.äð÷ñîä ïàëî .Z0(t) = 1
(1−t)(1−qt) ,26.4 èôùî éôì (à) :äçëåä

Z,Z0 øåáò (26.6 èôùî) úåéìðåéö÷ðåôä úåàååùîä éôì (á)

.L(t) =
Z(t)

Z0(t)
=
qg−1t2g−2Z( 1

qt )

q−1t−2Z0( 1
qt )

= qgt2gL(
1

qt
)

:êë íåùøì øùôà úîãå÷ä äàååùîä úà (â)

.

2g∑
i=0

ait
i = qgt2g

( 2g∑
j=0

aj(qt)
−j
)

=

2g∑
j=0

ajq
g−jt2g−j =

2g∑
i=0

a2g−iq
i−gti

.íéù÷åáîä íéøù÷ úà úðúåð íéôâàä éðù ìù íéîã÷îä úàååùä

ìá÷ð L(t) = Z(t)
Z0(t) êåúî (ã)

L(t) = (1− t)(1− qt)Z(t) = (1− t)(1− qt)(A0 +A1t+ . . .) =

= A0 + (A1 −A0 − qA0)t+ . . . = 1 +
(
N − (q + 1)

)
t+ . . .
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1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñîå ïîéø úøòùä .27

.(â) éôì íäî íéìá÷úî íéôñåðä íéøáéàä .a0, a1 úà ìá÷ð ïàëî

æà {ω−1
i }

2g
i=1-ë íúåà áåúëð íà .a0 6= 0 éë ,ñôàî íéðåù L(t) =

∑2g
i=0 ait

i ìù íéùøåùä (ä)

,

2g∏
i=1

ωi =
a2g

a0
= a2g = qg (1)

.L(t) = a2g

∏2g
i=1(t− ω−1

i ) =
∏2g
i=1 ωi ·

∏2g
i=1(t− ω−1

i ) =
∏2g
i=1(1− ωit) ïëì

.(ä) óéòñá L(t) =
∏2g
i=1(1− ωit) äâöääî òáåð éðîéä ïåéååùä .(ã) àåä éìàîùä ïåéååùä (å)

(á) éôì ïëì .qg =
∏2g
i=1 ωi ,(1) éôì (æ)

.L(t) = qgt2gL
( 1

qt

)
=

(qt)2g∏2g
i=1 ωi

2g∏
i=1

(
1− ωi

qt

)
=

2g∏
i=1

( qt
ωi
− 1
)

=

2g∏
i=1

(
1− qt

ωi

)
íä (ωi)

2g
i=1 ,ùãçî øåãéñ øçàì ,ïëì .(ωi)

2g
i=1 äøãñä ìù äøåîú àéä ( qωi )

2g
i=1 äøãñä ïëì

ω1,
q

ω1
, . . . , ωk,

q

ωk
,

m︷ ︸︸ ︷
q

1
2 , . . . , q

1
2 ,

n︷ ︸︸ ︷
−q 1

2 , . . . ,−q 1
2

êåúî .éâåæ n ïëì .qg = qk · qm2 (−1)nq
n
2 = (−1)nqg ,(ä) éôì .2k + m + n = 2g øùàá

.äøåøá äðòèä ïàëî .éâåæ m íâ 2k +m+ n = 2g

.s = 1
2 øùéä ìò íéàöîð ζ(s) ìù íéñôàä ìë (à) :(úåéö÷ðåô úåãùì ïîéø úøòùä) 27.3 èôùî

.|t| = q
−1
2 ìâòîä ìò íéàöîð Z(t) ìù íéñôàä ìë (á)

.i ìëì |ωi| =
√
q æà L(t) =

∏2g
i=1(1− ωit) íà (â)

.L(t) = 0 íà ÷øå íà Z(t) = 0-å ,t = q−s íà ,ζ(s) = Z(t) éë ,äæì äæ íéìå÷ù (â) ,(á) ,(à) íéàðú

.äáåùç äð÷ñî åðîî ÷éñð òâøë .øúåé øçåàî çéëåð èôùîä úà

.|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q :27.4 èôùî

ïëì .N − (q + 1) = −
∑2g
i=1 ωi ,(å)27.2 äîì éôì :äçëåä

.|N − (q + 1)| ≤
2g∑
i=1

|ωi| ≤ 2g
√
q

:úéøáâìà äéøèîåàéâ ìù íéçðåîá ,äøòùää äúåà ìù øçà çåñéð

éäéå (åìù úåéö÷ðåôä äãù ìù òæâä) åìù òæâä g éäé .K ìòî øãâåîä ïéèåìçì ÷éøô éà éáéè÷éåøô íå÷ò Γ éäé :27.5 èôùî

.|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q æà .åìù K -úåéìðåéöøä úåãå÷ðä øôñî N

.Γ ìù úåéö÷ðåôä äãù ìù 1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîì úåîéàúî Γ ìù K-úåéìðåéöøä úåãå÷ðä :äçëåä
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1 äìòîî íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñîå ïîéø úøòùä .27

K[x, y] = âåçä ìù úåðîä äãù æà ,f(X,Y ) = 0 úéìàéîåðéìåô äàååùî éãé ìò ïåúð íå÷òä íà)

éà ,øîåìë– ïéèåìçì ÷éøô éà f -ù äæ .K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä K[X,Y ]/(f(X,Y )

(.K(x, y)-á úéøáâìà øåâñ K-ù çéèáî– K ìù éøáâìàä øåâñä ìòî ÷éøô

:äììëä úîéé÷ äæ èôùîì

áçøîá úìëåî ,K ìòî úøãâåîä d äìòîîå r ãîéîî ïéèåìçì ä÷éøô éà äòéøé V éäú :(Lang-Weil) 27.6 èôùî

æà -ù êë (r, n, d-á ÷ø éåìúä) A > 0 íéé÷ æà .äìù K-úåéìðåéöøä úåãå÷ðä øôñî N éäé .n ãîéîî éáéè÷éåøôä

.|N − qr| ≤ (d− 1)(d− 2)qr−
1
2 +Aqr−1
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ïîéø úøòùäì íéìå÷ù íéàðú .28

íééðåùàøä íé÷ìçîä øôñî Nr éäé r ∈ N ìëì .íéîãå÷ä íé÷øôä éðù ìù úåçðää úàå ïåîéñä úà øåîùð

(.N = N1, L = L1 æà) .Fr/Kr-ì íéàúîä L-íåðéìåô Lr éäé .Fr/Kr äáçøää ìù 1 äìòîî

ïîéø úøòùä íà ÷øå íà äðåëð F/K øåáò ïîéø úøòùä .Lr(t) =
∏2g
i=1(1− ωri t) æà .r ∈ N éäé :28.1 èôùî

.äðåëð Fr/Kr øåáò

úåéö÷ðåôä äãù ìùå Fr/Kr ìù éæ-úåéö÷ðåô Z0r, Zr øùàá ,Lr(t) = Zr(t)
Z0r(t) ,(à)27.2 äîì éôì :äçëåä

ïëì .Zr(t
r) =

∏
ξr=1 Z(ξt) ,26.2 èôùî éôì .äîàúäá ,Kr ìòî úåéìðåéöøä

,Lr(t
r) =

Zr(t
r)

Z0r(tr)
=

∏
ξr=1 Z(ξt)∏
ξr=1 Z0(ξt)

=
∏
ξr=1

L(ξt) =
∏
ξr=1

2g∏
i=1

(1− ωiξt) =

2g∏
i=1

(1− ωri tr)

íéìéôëî êë øçàå X = ω−1
i t−1 íéáéöî äá ,Xr − 1 =

∏
ξr=1(X − ξ) úåäæäî òáåð éðîéä ïåéååùä)

-ù øåøá .Lr(t) =
∏2g
i=1(1− ωri t) ïëì (ωri t

r-á

.|ωi| =
√
q ⇔ |ωri | =

√
qr, i = 1, . . . , 2g

.úåìå÷ù úåøòùää ïëì ,úåáçøää éúù øåáò ïîéø úåøòùä úà íéàèáî úåìé÷ùä ìù íéôâàä éðù

r ∈ N ìëìù êë c íéé÷ íà :28.2 èôùî

,|Nr − (qr + 1)| ≤ cq r2 (2)

.äðåëð F/K øåáò ïîéø úøòùä æà

úåñðëúää ñåéãø R éäé ;0 ìù äáéáñá úéôøåîåìåä äéö÷ðåô éäåæ .M(t) =
∑2g
i=1

−1
1−ωit ∈ C(t) éäú :äçëåä

ïëì ,{ω−1
i }

2g
i=1 ïä äìù úåãéçéä (íéáè÷) úåéøìåâðéñä úåãå÷ðä .äìù

.R = min
i
|ω−1| (3)

àåä ,(å)27.2 äîì éôì ,0 áéáñ M(t) ìù øåìééè çåúéô ,éðù ãöî

,M(t) =
∞∑
r=0

(
−

2g∑
i=1

ωri )
)
tr =

∞∑
r=0

(
Nr − (qr + 1)

)
tr

,øîåìë ,|ω−1
i | ≥ R ≥ q− 1

2 ,(3) éôì ïëì .R ≥ q− 1
2 ïàëî .|t| < q−

1
2 øåáò ñðëúî äæ øåè (2) äçðää éôìå

.i ìëì |ωi| =
√
q ïëì .

∏
i ωi = qg ìáà .i ìëì |ωi| ≤

√
q

úà ìéìëð êëì óñåðá .äîéàúî íéîã÷î úåãù úáçøä øåáò (2) äñøâá ùîúùð ,ïîéø úøòùä úà çéëåäì éãë

.äøòùää
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ïîéø úøòùäì íéìå÷ù íéàðú .28

úåãù ìù (íæéôøåîåðåî) ïåëéù àåä x 7→ xq æà p ìù ä÷æç q-å p > 0 ïåéôà ìòá äãù M íà :28.3 äøòä

åà) úéôåñ äáçøä L/K íà .íéøáéà q ïá K äãùä ìù äãù úú M íà ÷øå íà M ìò úåäæä àåä .M →M

.(Frobenius íæéôøåîåèåà àø÷ð) L ìù íæéôøåîåèåà àåä x 7→ xq æà ,(úéøáâìà åìéôà

,ϕp: F → Fp∪· {∞} øúà øçáð F/K ìù p éðåùàø ÷ìçî ìëì .K ìòî F ìù íæéôøåîåèåà σ éäé :28.4 äøãâä

ïîñð .p úà âöééî øùà ,K ìò úåäæä åðéäù

H(σ)(F ) =
{
p ∈ P| x ∈ F ìëì ϕp(x) = ϕp

(
(σx)q

)
=
(
ϕp(σx)

)q}
.N (σ)(F ) =

∑
p∈H(σ)(F )

deg p

øùàá ,ϕp = Frob ◦ ϕp ◦ σ-ë íâ íåùøì øùôà "x ∈ F ìëì ϕp(x) =
(
ϕp(σx)

)q
" éàðúä úà

.x 7→ xq éãé ìò øãâåî Frob ∈ Aut(K̃/K)

F
ϕp //

σ

��

K∪{∞}

Frob

��
F

ϕp // K∪{∞}

æà σ = id íà :28.5 äøòä

H(σ)(F ) = {p ∈ P| Fp = K}

.N (σ)(F ) =
∑

p∈H(σ)(F )

1 = N

.p ìù ϕp âöééîä úøéçáá äéåìú äðéà N (σ)(F ) ìù äøãâääù äàøä :28.6 ìéâøú
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ìéòìî íñç .29

.íéîãå÷ä íé÷øôä ìù úåçðää úàå ïåîéñä úà øåîùð

çéðð .K ìòî F ìù íæéôøåîåèåà σ éäé :29.1 èôùî

.
√
q ∈ N (à)

q > (g + 1)4 (á)

.1 äìòîî o éðåùàø ÷ìçî ùé F/K -ì (â)

æà

.N (σ)(F )− (q + 1) < (2g + 1)
√
q (1)

ïîñð :äçëåä

.q′ =
√
q, m = q′ − 1, n = q′ + 2g, r = m+ q′n (2)

æà

.r = (q′ − 1) + q′(q′ + 2g) = (2g + 1)q′ + (q′)2 − 1 = (2g + 1)
√
q + q − 1

:("≤"-á "<" íéôéìçî) êë íåùøì øùôà (1) úà ïëì

.N (σ)(F )− 1 ≤ r (3)

K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù äìåò äøãñ úîéé÷ .o éðåùàøä ÷ìçîì äîéàúî äëøòä v éäú

0 = L((−1)0) ⊆ K = L(0) ⊆ L(o) ⊆ L(2o) ⊆ L(3o) ⊆ . . .

æà .ui ∈ L
(
io
)rL((i− 1)o

)
øçáð ,L

(
(i− 1)o

)
$ L

(
io
)
íà

(ui)∞ = io (4)

éôì ,æà i ∈ Ik íà .Ik =
{

0 ≤ i ≤ k| L
(
(i− 1)o

)
$ L

(
io
)}

ïîñð k ∈ N øåáò .v(ui) = −i èøôáå

.L(ko) ìù ñéñá {ui| i ∈ Ik} ïëì .dimK L
(
io
)
− dimK L

(
(i− 1)o

)
= 1 ,7.9 ìéâøú

ùé i ∈ I ìëìå ∅ 6= I ⊆ Im ùé úøçà ,ïëà .(F )q
′
ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá {ui| i ∈ Im} :1 äðòè

i, j ∈ I ùé (ä)1.10 äðòè éôì .i ìëì ui 6= 0 éë ,|I| = 1 éë ïëúé àì .
∑
i∈I(yi)

q′ui = 0-ù êë yi ∈ F×

,i ≡ j mod q′ ïàëî .q′v(yi) − i = q′v(yj) − j ,øîåìë ,v
(
(yi)

q′ui
)

= v
(
(yj)

q′uj
)
-ù êë íéðåù

.0 ≤ i, j ≤ m < q′ éë ,äøéúñ
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ìéòìî íñç .29

äéåìú éúìá {uj | j ∈ In} ⊆ F ,ïëà .K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá {uiuq
′

j | i ∈ Im, j ∈ In} :2 äðòè

éôì úòáåð äð÷ñîä ïëì .K = Kq′ ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá {uq
′

j | j ∈ In} ⊆ F q
′
ïëì ,K ìòî úéøàðéì

.1 äðòè

K = Kq′ F q
′

F

øéãâð

.L := SpK(uiu
q′

j | i ∈ Im, j ∈ In), L′ := L
(
mq′(σo) + no

)
êåø-ïîéø èôùî éôì ïëì .dimK L = |Im| · |In| = dim(mo) · dim(no) æà

dimK L ≥ (m− g + 1)(n− g + 1) = (q′ − g)(q′ + g + 1) = q − g2 + q′ − g (5)

-ù ïååéë

, deg
(
mq′(σo) + no

)
= mq′ + n = (q′ − 1)q′ + (q′ + 2g) = q + 2g > 2g − 2

êåø-ïîéø éôì

dimK L
(
mq′(σo) + no

)
= (q + 2g) + 1− g = q + g + 1

ïàëîå ,q′ − g2 − g > g + 1 ïëì ,q′ > (g + 1)2 = g2 + 2g + 1 ,(á) éôì

. dimK L > dimK L′ (6)

ïàëî .(ui) + mo ≥ 0 ,øîåìë ,ui ∈ L(mo) ,ïëà .{(σui)q
′
uj | i ∈ Im, j ∈ In} ⊆ L′ :3 äðòè

.(uj) + no ≥ 0 ,øîåìë ,uj ∈ L(no) éðù ãöî .
(
(σui)

q′
)

+mq′(σo) ≥ 0 ïëìå (σui) +m(σo) ≥ 0

ïàëî

.
(
(σui)

q′uj
)

+mq′(σo) + no =
(
(σui)

q′
)

+mq′(σo) +
(
uj
)

+ no ≥ 0

÷éúòî íæéôøåîåæéàä .Kq′ = K ìòî Lq′ éøåè÷åä áçøîä ìò L úà ÷éúòî x 7→ xq
′
íæéôøåîåæéàä

.KerT 6= 0 ,(6) éôì .(uiu
q′

j )q
′ 7→ (σui)

q′uj éãé ìò T : Lq′ → L′ K-úéøàðéì ä÷úòä øéãâð .ñéñáì ñéñá

-ù êë aij ∈ K ùé ïëì

.u :=
∑
i∈Im

∑
j∈In

aijuiu
q′

j 6= 0,
∑
i∈Im

∑
j∈In

aq
′

ij(σui)
q′uj = 0

.uiu
q′

j ∈ L
(
(m + nq′)o

)
= L(ro) ïëì (ui) ∈ L(mo), (uq

′

j ) ∈ L(nq′o) æà j ∈ In-å i ∈ Im íà

èøôá .u ∈ L(ro) ïàëî

. deg(u)∞ ≤ r
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ïàëî .i ìëì ϕp(ui) 6=∞ ,(4) éôì ,ïëà . ϕp(u) = 0 æà .o 6= p ∈ H(σ)(F ) éäé :4 äðòè

ϕp(u) =
∑
i∈Im

∑
j∈In

aijϕp(ui)ϕp(uj)
q′ =

∑
i∈Im

∑
j∈In

aqijϕp(σui)
qϕp(uj)

q′ =

=
( ∑
i∈Im

∑
j∈In

aq
′

ijϕp(σui)
q′ϕp(uj)

)q′
= ϕp

( ∑
i∈Im

∑
j∈In

aq
′

ij(σui)
q′uj

)q′
= 0

ïëì ,
∑

p∈H(σ)(F )
p6=o

p ≤ (u)0 éë òáåð äðòèäî

.N (σ)(F )− 1 ≤
∑

p∈H(σ)(F )
p6=o

deg p ≤ deg(u)0 = deg(u)∞ ≤ r

87



äðëä éìéâøú .30

äðëä éìéâøú .30

ψ,ψ′ åéäéå ,K ìò éìàéáéøè E ìù øúà ϕ éäé .åìù úéìîøåð äáçøä F/L éäúå úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :30.1 ìéâøú

êë σ ∈ Aut(F/E) ùé æà .K̃ -á íéìëåî íäìù úåéøàùä úåãùå ϕ úà íéáéçøîù L ìò íééìàéáéøè F ìù íéøúà éðù

.ψ′ = ψ ◦ σ -ù

íéîéàúîù F/L ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä P,P′ åéäéå ϕ-ì íéàúîù E/K ìù éðåùàøä ÷ìçîä p éäé :äçëåä

ψ úà óéìçð .σ′P = P′ -ù êë σ′ ∈ Aut(F/E) ùé 20.4 èôùî éôì ïëì ,p ìòî P,P′ æà .äîàúäá ,ψ,ψ′-ì

.O äëøòä âåç åúåà íäì ùé èøôá .íéìå÷ù íéøúà ψ,ψ′ ïëì .P = P′-ù çéðäì éãë σ′P-á P úàå ψ ◦ σ′-á

ùé ,1.21 ìéâøú éôì .äîàúäá .ϕ ìù úåéøàùä äãù Ep éäéå ,ψ,ψ′ ìù úåéøàùä úåãù FP, F
′
P åéäé

,(à)20.7 èôùî éôì ìáà .τ |Ep
= id ïëì ,ϕ = τ |Ep

◦ϕ èøôá .ψ′ = τ ◦ψ-ù êë τ : FP → F ′P íæéôøåîåæéà

.F ′P = τ(FP) = FP ïëì ,úéìîøåð FP/Ep

éáøîä ìàãéàä åìåãåî äðîä ú÷úòä àéä ψ: O → Fp úåéììëä úìáâä éìá .τ ∈ Aut(FP/Ep) ïëì

ïàëî .ψ ◦ σ = τ ◦ ψ ,øîåìë ,σ̄ = τ -ù êë σ ∈ D(P) ≤ Aut(F/E) ùé ,(á)20.7 èôùî éôì .O ìù

.ψ ◦ σ = ψ′

.úåéö÷ðåô äãù E/K æà .íééðéá äãù K $ E ⊆ F éäéå úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :30.2 ìéâøú

èøôá .x ∈ ErK íéé÷ ,E 6= K-ù ïååéë .E êåúá íâ ïëìå F êåúá úéøáâìà øåâñ K äãùä :äçëåä

úøöåð E/K èøôá .úéôåñ E/K(x) íâ ïëì .úéôåñ F/K(x)-å K ìòî éèðãðöñðøè x ïëì ,x ∈ F rK

.tr. degE/K = 1-å úéôåñ

F/K(x)-ù êë x ∈ F ùé æà .(äãéøôK ìù úéôåñ äáçøä ìë)K ììëåùî äãù ìòî úåéö÷ðåô äãù F éäé :30.3 ìéâøú

.äãéøô úéôåñ

K ìòî éèðãðöñðøè xi æà .i ìëì xi /∈ K úåéììëä úìáâä éìá .F = K(x1, . . . , xn) áåúëì øùôà :äçëåä

.p := char K > 0 úåéììëä úìáâä éìá .äãéøô àéäù êë i ùéù äàøð ;i ìëì úéôåñ F/K(xi)-å

0 6= f ∈ ùé ïëì .K ìòî úéøáâìà íééåìú x1, x2 æà .n = 2 çéðð .äøåøá äðòèä ,n = 1 íà

ïëìå K[X1, X2]-á ÷éøô éà f æà .úéøòæî äìòîî äæë f øçáð .f(x1, x2) = 0-ù êë K[X1, X2]

íåðéìåôä ,K(X1) ∼=K K(x1)-ù ïååéë .K(X1)[X2]-á ÷éøô éà íâ àåä ñåàâ ìù äîìä éôì .K[X1][X2]-á

.K(x2) ìòî ÷éøô éà f(X1, x2) ïôåà åúåàá .K(x1) ìòî ÷éøô éà g(X2) = f(x1, X2) ∈ K(x1)[X2]

ìëá íéòéôåî X1, X2 íéðúùîä éðùù ïëúé àì .K-á øáéà ìù úé-p ä÷æç àåä a ∈ K ìë ,äçðää éôì

,K ìòî íåðéìåô ìù úé-p ä÷æç äéä f æà éë ,p ìù äìåôë àéäù ä÷æçá (ñôàî äðåù íã÷î éìòá) f ìù íéîåðåîä

æà .p ìù äìåôë àéäù ä÷æçá f ìù íéîåðåîä ìëá òéôåî åðéà X2 úåéììëä úìáâä éìá .äìòîä úåéøòæîì äøéúñá

88



äðëä éìéâøú .30

,g(x2) = 0-å ÷éøô éà g-ù ïååéë ;g′ 6= 0 ïàëî .p ìù äìåôë àéäù ä÷æçá g ìù íéîåðåîä ìëá òéôåî åðéà X2

.äãéøô äáçøä K(x1, x2)/K(x1) ïëì .K(x1) ìòî ãéøô x2

xn úåéììëä úìáâä éìá ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëà .n ìò äéö÷åãðéàá úòáåð äðòèä ,n > 2 íà

êë 1 ≤ i ≤ n − 1 ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì .äãéøô F/K(x1, . . . , xn−1) èøôá .K(x1) ìòî ãéøô

.äãéøô F/K(xi) æà .äãéøô K(x1, . . . , xn−1)/K(xi)-ù

úåãùä ìë) .úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäú .íééðéá äãù K ⊆ E ⊆ F éäéå úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :30.4 ìéâøú

.F ∩ (EL) = E æà (.óúåùî äãùá íéìëåî

.K ìòî α ìù ï÷åúîä ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäéå L/K øåáò éáéèéîéøô øáéà α éäé ,n = [L : K] éäé :äçëåä

F FL= F (α)

E EL= E(α)

K L= K(α)

F FL

E F ∩ (EL) EL

.[FL : F ] = [EL : E] = [L : K] = deg f ïëì .E ìòî ,èøôá ,ïëìå ,F ìòî ÷éøô éà øàùð f ,6.7 ìéâøú éôì

ïëìå íéðåéååù íä íéðåéååù éàä éðùù ïàëî .[FL : F ] ≤ [EL : F ∩ (EL)] ≤ [EL : E] ìáà

.F ∩ (EL) = E

úà áéçøäì ïúéð æà .úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäú .σ ∈ Aut(F/K) éäéå úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :30.5 ìéâøú

.FL/L ìù σ̂ ãéçé íæéôøåîåèåàì σ

.K ìòî α ìù ï÷åúîä ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäéå L/K øåáò éáéèéîéøô øáéà α éäé ,n = [L : K] éäé :äçëåä

äãéçé äâöä z ∈ FL ìëì ïëì .F ìòî ÷éøô éà øàùð f ,6.7 ìéâøú éôì

.z =
n−1∑
i=0

aiα
i, ai ∈ F (1)

,(1) äâöä ïúðéäá ,íéé÷úî æà ,σ úà áéçøî ,σ̂ ∈ Aut(FL/L) íà

.σ̂(z) = σ̂
( n−1∑
i=0

aiα
i
)

=

n−1∑
i=0

σ(ai)α
i (2)

.σ̂: FL→ FL ä÷úòä (2) äøéãâî ïë åîë .úåãéçéä ïàëî

.L éøáà úøîåù σ̂ ïëì .σ̂(z) = z ïàëîå σ(ai) = ai ïëìå ai ∈ K æà z =
∑n−1
i=0 aiα

i ∈ L íà

.k ≥ 0 ìëì σ̂(αk) = αk èøôá
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äðëä éìéâøú .30

:ìôë úøîåù àéäù äàøð ,êë ìò êúîúñäá .F éøáàá ìôëå øåáéç úøîåù σ̂-ù úåàøì ì÷

σ̂
((∑

i

aiα
i
)(∑

j

bjα
j
))

= σ̂
(∑

k

( ∑
i+j=k

aibj
)
αk
)

=
∑
k

∑
i+j=k

σ̂(aibjα
k) =

=
∑
k

∑
i+j=k

σ̂(aibj)σ̂(αk) =
∑
k

∑
i+j=k

σ(aibj)α
k

σ̂
(∑

i

aiα
i
)
σ̂
(∑

j

bjα
j
)

=
(∑

i

σ(ai)α
i
)(∑

j

σ(bj)α
j
)

=
∑
k

∑
i+j=k

σ(aibj)α
k

.äæì äæ íéååù íééåèéáä éðùå
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òøìî íñç .31

òøìî íñç .31

.(30 ÷øô éðôì) íéîãå÷ä íé÷øôä ìù úåçðääå ïåîéñä ìà øåæçð

êë σ ∈ Aut(F/K) éäé .úéôåñ äàåìâ úáçøä F/E -ù êë íééðéá äãù K ⊆ E ⊆ F éäé :31.1 äîì

æà .G = Gal(F/E) ïîñð .σ(E) = E -ù

.N (σ)(E) =
1

[F : E]

∑
τ∈G

N (τσ)(F ) (1)

åðà .(íéòåá÷ äãù åúåà íò) åìù úéôåñ äáçøä àéä F/K-å úåéö÷ðåô äãù E/K íâ ,30.2 ìéâøú éôì :äçëåä

.σ-á E-ì σ ìù íåöîöä úà íâ íéðîñî

éãåñéä ïåéååùä éôì æà E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p íà

.[F : E] =
∑
P/p

e(P/p)f(P/p) =
∑
P/p

e(P/p)
degP

deg p

,28.4 äøãâä éôì ,ïàëî

,[F : E] ·N (σ)(E) = [F : E]
∑

p∈H(σ)(E)

deg p =
∑

p∈H(σ)(E)

∑
P/p

e(P/p) degP

∑
τ∈G

N (τσ)(F ) =
∑
τ∈G

∑
P∈H(τσ)(F )

degP

úåàçñåðä éúùá íà ïåéååù íéé÷úé ;íéîã÷î íäùæéà íò ,P íäùæéà øåáò degP íéîëñî ìéòì úåàçñåðä éúùá

.íã÷îä åúåà íò ãçà ìëå íé-P íúåà íéòéôåî

:P/p ìëì çéëåäì éã ,(1) úà çéëåäì éãë ïëì

.τ ∈ G äæéà øåáò P ∈ H(τσ)(F ) íà ÷øå íà p ∈ H(σ)(E) (à)

.|{τ ∈ G| P ∈ H(τσ)(F )}| = e(P/p) æà p ∈ H(σ)(E) íà (á)

æà .P ìù ϕP âöééî øúàì åúåà áéçøðå K ìò úåäæ åðéäù p ìù ϕp âöééî øúà øçáð .P/p òá÷ð

.P ∈ H(τσ)(F )⇔ ϕP = Frob ◦ ϕP ◦ τσ ,p ∈ H(σ)(E)⇔ ϕp = Frob ◦ ϕp ◦ σ

.ϕp = Frob◦ϕp ◦σ çéðð ,êôéäì .ϕp = Frob◦ϕp ◦σ ïúåð E-ì íåöîöä æà .ϕP = Frob◦ϕP ◦τσ çéðð

-ù êë τ0 ∈ G ùé ,30.1 ìéâøú éôì .íéååù E-ì íäéîåöîöù F/K ìù íéøúà éðù ϕP,Frob ◦ ϕP ◦ σ æà

.(à) çëåä êëá .ϕP = Frob ◦ϕP ◦ τσ íéé÷úîå τ ∈ G æà .τ = στ0σ
−1 øéãâð .ϕP = Frob ◦ϕP ◦στ0

,τ ′τ−1 = 1 éë ,20 ÷øô ìù íéðåîéñá ,øîåà äæ .ϕP = ϕP ◦ τ ′τ−1 æà ,úàæ íéé÷î τ ′ ∈ G íâ íà

.(á) çëåä êëá .|I(P/p)| = e(P/p) ,(â)20.11 äð÷ñî éôì .τ ′τ−1 ∈ I(P/p) ,øîåìë
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òøìî íñç .31

-ù êë x ∈ F rK -å F/K ìù F̂ /K äáçøä ùéù çéðð .σ ∈ Aut(F/K) éäé :31.2 èôùî

.
√
q ∈ N (à)

.F̂ /K ìù òæâä ĝ øùàá ,q > (ĝ + 1)4 (á)

.1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî ùé F̂ /K -ì (â)

.úéôåñ äàåìâ úáçøä F̂ /K(x)-å σ(x) = x (ã)

æà

.N (σ)(F )− (q + 1) > −[F̂ : K(x)](2ĝ + 1)
√
q

.σ ∈ G-ù áì íéùð .G = Gal(F̂ /E), H = Gal(F̂ /F )-å ,n = [F̂ : E] ,E = K(x) ïîñð :äçëåä

,úåäæä íæéôøåîåèåàå F̂ /E øåáò ,31.1 äîì éôì .(H = 1 æàå) F = F̂ éë äìéçú çéðð

.n(q + 1) = nN(E) = nN (1)(E) =
∑
τ∈G

N (τ)(F̂ ) (2)

(σ ∈ G ìëì) ïëì .N (τ)(F̂ )− (q + 1) < (2ĝ + 1)
√
q ,τ ∈ G ìëì ,åðçëåä 29.1 èôùîá

N (σ)(F̂ ) =
∑
τ∈G

N (τ)(F̂ )−
∑

σ 6=τ∈G

N (τ)(F̂ ) ≥

≥ n(q + 1)− (n− 1)
(
(q + 1) + (2ĝ + 1)

√
q
)

= (q + 1)− (n− 1)(2ĝ + 1)
√
q > (q + 1)− n(2ĝ + 1)

√
q

(3)

(F̂ /F øåáò) 31.1 äîì éôì ,éììëä äø÷îá .ùøãðë

.N (σ)(F ) =
1

|H|
∑
τ∈H

N (τσ)(F̂ )

.åðîî ìåãâ N (σ)(F ) íâ ïëì .(3) ìù ïéîé óâàî ìåãâ íäî ãçà ìë (3) éôìå ,íéøáåçî |H| ùé íåëÀñÇá

úåãù úáçøä øåáò äøòùää úà çéëåäì éã 28.1 èôùî éôì :(27.3 èôùî) úåéö÷ðåô úåãùì ïîéø úøòùä ìù äçëåä

.úéôåñ äáçøä K ′/K øùàá ,F/K ìù F ′/K ′ íéîã÷îä

úéôåñ äàåìâ úáçøä F̂ éäú .E = K(x) ìù úéôåñ äãéøô äáçøä F -ù êë x ∈ F ùé 30.3 ìéâøú éôì

äáçøä F̂ /K̂ æà .F̂ êåúá K ìù éøáâìàä øåâñä K̂ éäéå (F/E ìù äàåìâ øåâñ ,ìùîì) F úà äìéëîù E ìù

éôì .úéôåñ äáçøä K̂/K ,19.3 äîì éôì .(éìåà ,íéîã÷îä úåãù úáçøä àì) F/K ìù úåéö÷ðåô úåãù ìù úéôåñ

.K̂ = K éë çéðäì êë éãé ìòå ,FK̂-á F úàå K̂-á K úà óéìçäì ìëåð úîãå÷ä ä÷ñôä

.F̂ /K ìù òæâä ĝ éäé .F/K ìù òæâä àåä g ,øåëæë
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òøìî íñç .31

ïëì .íéîã÷îä úåãù úåáçøäá äðúùî åðéà òæâä .|K ′| = q` æà .÷éôñî ìåãâ éâåæ ` øùàá K ′ = K` éäé

çéðäì ìëåð ,F̂K ′/K ′-å FK ′/K ′-á F̂ /K úàå F/K úà óéìçð íà

F̂

F FK̂

E EK̂

K K̂

F̂ F̂K ′‘

F FK ′

E EK ′

K K ′

.
√
q ∈ N (à)

.q > (g + 1)4 ,q > (ĝ + 1)4 (á)

.1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî ùé ,F/K-ì íâ ïëìå ,F̂ /K-ì (â)

úåãù úåáçøäá F, F̂ úàå Kr-á K úà óéìçð íà íâ íéðåëð (â)-(à) íéàðú .r ∈ N éäé ,ïë ìò øúé

.FKr, F̂Kr íéîã÷îä

åðçëåä 29.1 èôùîá .c = max
(
(2g + 1), [F̂ : K(x)](2ĝ + 1)

)
éäé

.N(Fr)− (qr + 1) < cq
r
2 (4)

åðçëåä 31.2 èôùîá

.N(Fr)− (qr + 1) > −cq r2 (5)

ìá÷ð (5)-å (4) êåúî

.|N(Fr)− (qr + 1)| < cq
r
2

.F/K øåáò äøòùää úà çéëåî äæ 28.2 èôùî éôì
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èðøôéãä .32

èðøôéãä .32

éôì ,úéôåñ äáçøä L/K ïëìå ,úéôåñ äáçøä F/E ,øîåìë) .E/K ìù úéôåñ úåéö÷ðåô úåãù úáçøä F/L éäú

:äãéøô L/K íâ æà .äãéøô äáçøä F/E-ù çéðð (.19.3 äîì

.äãéøô L/K æà ,äãéøô F/E íà .E/K ìù úéôåñ úåéö÷ðåô úåãù úáçøä F/L éäú :32.1 ìéâøú

.E ìòî íâ ÷éøô éà f ,6.7 ìéâøú éôì .K ìòî α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä f ∈ K[X] éäéå α ∈ L éäé :äçëåä

.K ìòî ãéøô α ïëì .K ìòî àì íâ ïëìå ,E ìòî íéìåôë íéùøåù f -ì ïéà ,E ìòî ãéøô α ∈ F -ù ïååéë

íìù àåä x ∈ L øáéà .úåãù úáçøä L/K éäú .åìù úåðîä äãù K éäéå úåîìù íåçú R éäé :32.2 úøåëæú

íâå ,úéôåñ øöåð R-ìåãåî åðéä R[x]-ù êëì ìå÷ù äæ .R-á íéîã÷î íò ï÷åúî íåðéìåô ìù ùøåù x íà R ìòî

.úéôåñ øöåð R-ìåãåî åðéäù L ìù C âåç úúá ìëåî R[x]-ù êëì

úåîìùä ìù ìå÷ùä ïåéôàäî .L-á R ìù íìùä øÛâñä úàø÷ð R ìòî íéîìùä L ìù íéøáéàä ìë úöåá÷

.R úà ìéëî øùà âåç àåä íìùä øÛâñäù àöåé úîãå÷ä ä÷ñôäî

.R àåä K åìù úåðîä äãùá R ìù íìùä øåâñä íà úåîìùá øeâñ àø÷ð R âåçä

íåðéìåô àåä ,K ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä ,irr(x,K) æà ,åéìòî íìù x ∈ L-å úåîìùá øåâñ R íà

úåìôëî ìù íéîåëñ íä irr(x,K) ìù íéîã÷îäå ,R ìòî íéîìù íâ íä K ìòî x ìù íéãåîöä ,ïëà) .R ìòî

ïëì ,R′ ∩K = R ìáà ;K-á R ìù R′ íìùä øåâñá íä ,øîåìë ,R ìòî íéîìù íä íâ ïëì ,äìàä íéãåîöä ìù

(.R-á íä irr(x,K) ìù íéîã÷îä

.R ìòî íìù ax-ù êë 0 6= a ∈ R ùé æà ,K ìòî éøâáìà x-å R âåç ìù úåðî äãù K íà :32.3 ìéâøú

íìù x ∈ K éäé .åìù úåðîä äãù K éäéå äëøòä âåç R éäé ,ïëà .úåîìùá øåâñ åðéä äëøòä âåç :32.4 äîâåã

ïàëî .xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0-ù êë a0, . . . , an−1 ∈ R ùé æà .R ìòî

æà ,x−1 /∈ R íà .x ∈ R æà ,x−1 ∈ R íà ,ïëì .x = −an−1 − · · · − a1(x−1)n−2 − a0(x−1)n−1

.äëøòä âåç R-ù ììâá ,x ∈ R

íéìéëîù L ìù äëøòää éâåç ìë ìù êåúéçä àåä L-á R ìù íìùä øåâñä æà .L äãù ìù âåç úú R éäé :32.5 äîì

.R úà

O-ù ïååéëå ,O ìòî íìù íâ àåä æà ,R ìòî íìù x ∈ L íà .R úà ìéëîù L ìù äëøòä âåç O éäé :äçëåä

.x ∈ O ,úåîìùá øåâñ

íà – 32.4 äîâåãá ÷åîéðì äîåã ÷åîéðî) x /∈ R̂ := R[x−1] æà .R ìòî íìù åðéàù x ∈ L éäé ,êôéäì

.(xn+an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0 = 0 æà ,x = −an−1−· · ·−a1(x−1)n−2−a0(x−1)n−1 ∈ R̂

äðîä ú÷úòä úà .äãù àåä k = R̂/m æà .R̂ ìù m éìîéñ÷î ìàãéàá ìëåî àåä ïëì .R̂-á êéôä åðéà x−1 èøôá

,ϕ(x−1) = 0 íéé÷úî .(à)3.2 èôùî éôì ,(k ìù éøáâìàä øåâñä êåúì) L ìù ϕ øúàì áéçøäì ïúéð R̂ → k

.x úà ìéëî åðéà (R̂ úà ìéëî øùà) ϕ-ì íéàúîä L ìù äëøòää âåç ïëì .ϕ(x) =∞ ïëì
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éãé ìò úøãâåî trL/K : L→ K äá÷òä ú÷úòä .äãéøô úéôåñ äáçøä L/K éäú :32.6 úøåëæú

, trL/K(x) =
∑
σ

σ(x)

íéùð .äìàë íéðåëéù [L : K]s = [L : K] ùé) .K ìù éøáâìà øåâñ êåúì L ìùK-éðåëéùä ìë ìò øáåò σ øùàá

ú÷úòä äððéà äá÷òä .K-úéøàðéì ä÷úòä àåä σ ìë éë ,K-úéøàðéì ä÷úòä éäåæ (.K êåúì ïëà àéä trL/K -ù áì

.ìò àéä ïëì ,(L ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá äìàå ,L× äøåáçä ìù íéðåù íéøè÷ø÷ ìù íåëñ àéä éë) ñôàä

.trL′/K = trL/K ◦ trL′/L æà ,úôñåð äãéøô úéôåñ äáçøä L′/L íà

øéãâî x ∈ L ìë .L ìù éìàåãä áçøîä L∗ = HomK(L,K) éäé .K ìòî éøåè÷å áçøîë L-á ïðåáúð

.(trL/K -å x-á äìôëää :K úåéøàðéì úå÷úòä éúù ìù äáëøä éäåæ) .ϕx(y) = trL/K(xy) éãé ìò ϕx ∈ L∗

,dimK L = dimK L
∗ < ∞-ù ïååéë ;úéëøò ãç ãç úéøàðéì ä÷úòä àéä x 7→ ϕx ä÷úòää ,ïë ìò øúé

.L→ L∗ íæéôøåîåæéà àéä åæ ä÷úòä

ìò ïééôåàîù ,K ìòî L∗ ìù z∗1 , . . . , z
∗
n éìàåã ñéñá ùé K ìòî L ìù z1, . . . , zn ñéñá ìëì ,èøôá

.trL/K(z∗i zj) = δij éãé

,èøôá .R ìòî íìù trK/L(x) ∈ K íâ æà ,åéìòî íìù x ∈ L-å K ìù âåç úú R íà

.trL/K(x) ∈ R æà ,R ìòî íìù x ∈ L-å ,úåîìùá øåâñ R íà (à)

p ìë øåáò ,ìéòì íéàðúá .vp(t) = 1-ù êë t ∈ Op éäé :32.7 èôùî

.O′p =
⋂

P/pOP (à)

.k ≥ 0 øùàá ,I = tkOp æà ,ìàãéà 0 6= I ⊆ Op íà .íééùàø íéâåç íä O′p -å Op (á)

.k ∈ Z øùàá ,I = tkOp æà ,òøìî íñç ùé vp(I)-ìù êë Op -ìåãåî 0 6= I ⊆ E íà (â)

.O′p ⊆
∑n
i=1Opz

∗
i æà .

∑n
j=1Opzj ⊆ O′p -ù êë F/E ìù ñéñá z1, . . . , zn éäé (ã)

.O′p =
∑n
i=1Opzi -ù êë F/E ìù z1, . . . , zn ñéñá ùé (ä)

.32.5 äîì (à) :äçëåä

.éùàø âåç àåä ïéîé óâàù çéëåð .O′p =
⋂

P/pOP ,(à) éôì (á)

èøôá .vP(xP) = kP := min{vP(I))}-ù êë xP ∈ I øçáð P/p ìëì .O′p ìù ìàãéà 0 6= I éäé

-ù êë zP ∈ F ùé P/p ìëì ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .P′/p ìëì ,vP′(xP) ≥ 0 ïëìå xP ∈ I ⊆ O′P′

vP(zP) = 0, P′ 6= P ìëì vP′(zP) > kP′ ≥ 0

ïååéë æà .z ∈ I éäé .äëåôää äìëää úà äàøð .xO′p ⊆ I ïàëî .x :=
∑

P xPzP ∈ I ïëìå ,zP ∈ O′p æà

vP(x) = kP íéé÷úî ,P′ 6= P ìëì vP(xP′zP′) > 0 + kP = kP-å vP(xPzP) = kP + 0 = kP-ù

.z = x yx ∈ xO
′
p ïëìå zx ∈ O

′
p ïëì .P ìëì vP( zx ) = vP(z)− kP ≥ 0 æà .P/p ìëì
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åá) äæ äø÷îá äçëåää ìò øåæçð íà .éùàø Op íâ ïëì ,O′p = Op æà ,F = E íà .éùàø O′p ïëì

.x = xPzp = tk æà ,zP = 1-å ,xP = tk ,k = kP íò (p ìòî ãéçéä ÷ìçîä àåä P := p

t−rI ïëì .t−rI ⊆ Op ïëì ,vp(t−rI) ≥ 0 æà .vp(I) ≥ r = vp(tr)-ù êë r ∈ Z ùé äçðää éôì (â)

.I = tk+rOp ïëì .t−rI = tkOp-ù êë k ≥ 0 ùé (á) éôì .Op ìù ìàãéà ,øîåìë ,Op-á ìëåî Op-ìåãåî àåä

.z =
∑n
i=1 aiz

∗
i -ù êë a1, . . . , an ∈ E ùé z ∈ F ìëì (ã)

ìáà .(à)32.6 úøåëæú éôì ,trF/E(zzj) ∈ Op ïëì ,zzj ∈ O′p ,j ìëì ,æà ,z ∈ O′p íà

.Op 3 trF/E(zzj) = trF/E
( n∑
i=1

aiz
∗
i zj
)

=

n∑
i=1

ai trF/E(z∗i zj) =

n∑
i=1

aiδij = aj

.z =
∑n
i=1 aiz

∗
i ∈

∑n
i=1Opz

∗
i ïëì

,øîåìë .z1, . . . , zn ∈ O′p úåéììëä úìáâä éìá ,32.3 ìéâøú éôì .F/E ìù z1, . . . , zn ñéñá øçáð (ä)

:äàáä äðòèä úà k ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .
∑n
j=1Opzj ⊆ O′p

.0 ≤ k ≤ n ìëìO′p ∩
∑k
i=1Opz

∗
i =

∑k
i=1Opui-ù êë ,u1, . . . , un ∈ O′p ùé :1 äðòè

.(0 = 0) øåøá äæ k = 0 øåáò

äöåá÷ä .O′p ∩
∑k−1
i=1 Opz

∗
i =

∑k−1
i=1 Opui -ù êë u1, . . . , uk−1 ∈ O′p åðàöî øáëù çéðð

I = {ak ∈ Op| a1z
∗
1 + · · ·+ ak−1z

∗
k−1 + akz

∗
k ∈ O′p-ù êë a1, . . . , ak−1 ∈ Op íéîéé÷ }

,ak ∈ I-ù ïååéë .I = akOp -ù êë ak ∈ Op ùé ïëì ,éùàø âåç àåä Op ,(á) éôì .Op ìù ìàãéà àéä

åæ äàååùî éôì .uk := a1z
∗
1 + · · · + ak−1z

∗
k−1 + akz

∗
k ∈ O′p -ù êë a1, . . . , ak−1 ∈ Op ùé

æà .z ∈ O′p ∩
∑k
i=1Opz

∗
i éäé ,êôéäì .O′p ∩

∑k
i=1Opz

∗
i ⊇

∑k
i=1Opui äéö÷åãðéàä úçðä éôìå

æàå bk = cak-ù êë c ∈ Op ùé ïëì ,bk ∈ I ïëì .b1, . . . , bk ∈ Op øùàá ,z = b1z
∗
1 + · · ·+ bkz

∗
k

,z−cuk = (b1−ca1)z∗1+· · ·+(bk−1−cak−1)z∗k−1+(bk−cak)z∗k ∈ O′p∩
k−1∑
i=1

Opz
∗
i =

k−1∑
i=1

Opui

.z ∈
∑k
i=1Opui ïëì

,32.3 ìéâøú éôì .O′p =
∑n
i=1Opui úðúåð 1 äðòè k = n øåáò ïëì .O′p ⊆

∑n
i=1Opz

∗
i ,(ã) éôì

ìù ñéñá u1, . . . , un ïëìå ,F =
∑n
i=1Eui ïëì .a ∈ Op-å z ∈ O′p øùàá , za äøåöäî àåä F ìù øáéà ìë

.F/E

æà .F -á Op ìù íìùä øåâñä O′p éäéå åìù äëøòää âåç Op éäé .E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé :32.8 äøãâä

Cp := {z ∈ F | trF/E(zO′p) ⊆ Op}

.Op-ìåãåî íâ ïëìå O′p-ìåãåî åäæ .Op ìòî íéìùîä ìåãåîä àø÷ð
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,p ∈ P(E) ìë øåáò ,ìéòì íéàðúá :32.9 èôùî

.O′p ⊆ Cp (à)

.Cp =
∑n
i=1Opz

∗
i æà .O′p =

∑n
i=1Opzi -ù êë F/E ìù ñéñá z1, . . . , zn éäé (á)

.Cp = tpO′p -ù êë tp ∈ F ùé (â)

.p ìòî çðåîù F/L ìù P ìëì vP(t) ≤ 0 æà ,Cp = tO′p íà (ã)

.P/p ìëì vP(t′) = vP(t) ⇔ Cp = t′O′p æà ,åäùìë t′ ∈ F -å ,Cp = tO′p íà (ä)

êëì óñåðá

.p ìë èòîë øåáò Cp = O′p (å)

.(à)32.6 úøåëæú éôì ,trF/E(zO′p) ⊆ trF/E(O′p) ⊆ Op ïëì ,zO′p ⊆ O′p æà .z ∈ O′p éäé (à) :äçëåä

.z ∈ Cp ïëì

íéé÷úî Cp úøãâä éôì .z =
∑n
i=1 xiz

∗
i -ù êë x1, . . . , xn ∈ E ùé æà .z ∈ Cp éäé (á)

ìáà .j ìëì trF/E(zzj) ∈ Op

Op 3 trF/E(zzj) = trF/E
( n∑
i=1

xiz
∗
i zj
)

=
n∑
i=1

xi trF/E(z∗i zj) =
n∑
i=1

xiδij = xj

.z ∈
∑n
i=1Opz

∗
i ïëì

øùàá ,z′ =
∑n
j=1 yjzj -å z =

∑n
i=1 xiz

∗
i ,øîàð ,z′ ∈ O′p-å z ∈

∑n
i=1Opz

∗
i íà ,êôéäì

æà ,xi, yj ∈ Op

trF/E(zz′) = trF/E
( n∑
i,j=1

xiyjz
∗
i zj
)

=
n∑

i,j=1

xiyj trF/E(z∗i zj) =

=

n∑
i,j=1

xiyjδij =

n∑
i=1

xiyi ∈ Op

.z ∈ Cp ïëì

-ù êë x ∈ E øçáð .Cp =
∑n
i=1Opz

∗
i -ù êë F/E ìù z∗1 , . . . , z

∗
n ñéñá ùé (á) éôì (â)

æà .i ìëìå P/p ìëì vp(x) ≥ −vP(z∗i )

vP(xz∗i ) = e(P/p)vp(x) + vP(z∗i ) ≥ vp(x) + vP(z∗i ) ≥ 0

ïëì .éùàø âåç àåä O′p ,(á)32.7 èôùî éôì .O′p ìù ìàãéà àåä xCp-ù øåøá .xCp ⊆ O′p ïëì .i ìëìå P/p ìëì

.Cp = y
xO
′
p ïàëî .xCp = yO′p-ù êë y ∈ O′p ùé

vP( 1
t ) ≥ 0 ïëì 1

t ∈
1
tO
′
p ⊆ O′p =

⋂
P/pOP ïàëî .O′p ⊆ tO′p ,(à) éôì .Cp = tO′p çéðð (ã)

.p ìòî çðåîù F/L ìù P ìëì
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ïëì .tO′p ⊆ t′O′p ⇔ t
t′O
′
p ⊆ O′p ⇔ t

t′ ∈ O
′
p =

⋂
P/pOP ⇔ P/p ìëì vP( tt′ ) ≥ 0 (ä)

.tO′p = t′O′p ⇔ P/p ìëì vP( tt′ ) = 0⇔ P/p ìëì vP(t) = vP(t′)

íéáè÷ä ìë úöåá÷ S éäú .åìù éìàåãä ñéñáä z∗1 , . . . , z
∗
n éäéå F/E ìù ñéñá z1, . . . , zn éäé (å)

.úéôåñ äöåá÷ S æà .E ìòî z1, . . . , zn, z
∗
1 , . . . , z

∗
n ìù íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä ìù íéîã÷îä ìù p ∈ P(E)

(3) úåìëä ïàëî .z1, . . . , zn, z
∗
1 , . . . , z

∗
n ∈ O′p ïëìå Op-á íéàöîð äìàä íéîã÷îä æà ,p ∈ P(E)rS íà

-á (1),

.
∑
i

Opzi ⊆(1) O′p ⊆(2)
∑
i

Opz
∗
i ⊆(3) O′p ⊆(4)

∑
i

Opzi

.zi = (z∗i )∗ éë ,÷åîéðä åúåàî úòáåð (4) äìëä íâ .(ã)32.7 èôùîî úòáåð (2) äìëä

.Cp = O′p ,(á) éôì .úåðåéååù ïä úåìëää ìë ïëì

,F -á Op ìù íìùä øåâñä O′p ,åìù äëøòää âåç Op éäé .E/K ìù éðåùàø ÷ìçî p éäé :32.10 äøãâä

øéãâð æà .Op ìòî íéìùîä ìåãåîä Cp = tpO′p-å

;d(P/p) := −vP(tp) :p ìòî P ìù èðøôéãä êéøòî p ìòî P ÷ìçî ìëì (à)

.Diff(F/E) :=
∑

p∈P(E)

∑
P/p d(P/p)P :F/E ìù èðøôéãä (á)

,(ã)32.9 èôùî éôì .(tp úøéçáá éåìú åðéà) áèéä øãâåî d(P/p) (ä)32.9 èôùî éôì (à) :32.11 äøòä

.d(P/p) ≥ 0

(éìéìù éà) ÷ìçî àåä Diff(P/p) ïëì .P/p ìëå p ìë èòîë øåáò d(P/p) = 0 ,(å)32.9 èôùî éôì (á)

.F/L ìù

.z ∈ Cp ⇔ P/p ìëì vP(z) ≥ −d(P/p) æà .z ∈ F éäé (â)

(à)32.7 èôùî éôì æà .Cp = tO′p-ù êë t ∈ F éäé ,ïëà

z ∈ Cp ⇔
z

t
∈ O′p ⇔

z

t
∈
⋂
P/p

OP ⇔ P/p ìëì vP(
z

t
) ≥ 0⇔

⇔ P/p ìëì vP(z) ≥ vP(t) = −d(P/p)

éäúå P = P1 ïîñð .åéìòî íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë P1, . . . ,Pr ∈ P(F ) åéäéå p ∈ P(E) éäé :32.12 äîì

éäé .p-ì äîéàúîù π: Op → Ep äðîä ú÷úòä úà äáéçøî øùà ,P-ì äîéàúîä äðîä ú÷úòä π: OP → FP

æà .FP êåúá Ep ìù ãéøôä øåâñä ,FP,s -á àöîð π(y)-å 2 ≤ j ≤ r ìëì vPj (y) > 0-ù êë y ∈ O′p

.π
(

trF/E(y)
)

= e(P/p) trFP,s/Ep

(
π(y)

)
äðîä ú÷úòäì π úà áéçøð .P ìòî F̂ ìù éðåùàø ÷ìçî P̂ éäéå F/E ìù äàåìâ øåâñ F̂ éäé :äçëåä

.π: OP̂ → F̂P̂
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áéçøð .íéðåùä E-éðåëéù ìë σ1, . . . , σn: F → F̂ øùàá , trF/E(y) =
∑n
i=1 σi(y) ,äøãâää éôì

úìáâä éìá .úàæë øçáð ,σi ∈ D(P̂/p)-ù êë σi äáçøä ùé íà :àáä ïôåàá E ìòî F̂ ìù íéîæéôøåîåèåàì íúåà

.F̂ ìù úåäæä àéä σ1 úåéììëä

:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð ?π(σiy) åäî .1 ≤ i ≤ n éäé

äðåîúä σi øùàá ,π(σiy) = σi(π(y)) äæ äø÷îá .σi ∈ D(P̂/p) ,øîåìë ,σiP̂ = P̂-ù çéðð (à)

àåä FP,s-ì σi ìù íåöîöä .D(P̂/p) → Aut(F̂P̂/Ep) = Gal(F̂P̂,s/Ep) íæéôøåîéôàä úçú σi ìù

:äàáä äðòèá "⊆" äìëää úà çéëåî äæ .FP,s → F̂P̂ Ep-ïåëéù

.{σi(π(y)) = π(σiy)| σi ∈ D(P̂/p)} = {α
(
π(y)

)
| Ep-ïåëéù α: FP,s → F̂P̂} :äðòè

ùé (á)20.7 èôùî éôì .α̂ ∈ Aut(F̂P̂/Ep)-ì åúåà áéçøð .Ep-ïåëéù α: FP,s → F̂P̂ éäé ,ïëà

êë ãéçé 1 ≤ i ≤ n ùé .π(σy) = α
(
π(y)

)
èøôá .σ̄ = α̂-ù êë σ ∈ D(P̂/p) ≤ Aut(F̂ /E)

íéé÷úî .σi ∈ D(P̂/p) ,äøéçáä éôì .σ = σiτ -ù êë τ ∈ Aut(F̂ /F ) ùé æàå ,σ|F = σi|F -ù

.π(σiy) = π(σiτy) = π(σy) = σ̄
(
π(y)

)
= α

(
π(y)

)
σ−1
i P̂-ì úçúî çðåîù F ìù Pj ÷ìçîä æà .P̂ 6= σ−1

i P̂ ,ìå÷ù ïôåàá ,åà ,σiP̂ 6= P̂ çéðð (á)

ùé ïëìå ,F ìù ÷ìçî åúåà ìòî íéçðåî íäéðù P̂, σ−1
i P̂ úøçà ,(P̂-ì úçúî çðåîù) P-î äðåù åðéä

,äøéçáä éôì ,σiτ |F = σi|F -ù ïååéë .σiτ ∈ D(P̂) ,øîåìë ,τP̂ = σ−1
i P̂-ù êë τ ∈ Aut(F̂ /F )

.σiP̂ 6= P̂-ì äøéúñá ,σi ∈ D(P̂)

.vP̂(σiy) > 0 ïëì .vσ−1
i P̂(y) = vP̂(σiy) ìáà .vσ−1

i P̂(y) > 0 ïëìå ,vPj (y) > 0 ,ïåúðä éôì ,ïëì

.äæ äø÷îá ,π(σiy) = 0-å σiy ∈ OP̂ ïàëî

(A = {α: FP,s → F̂P̂| Ep-ïåëéù α}-å D̂ = D(P̂/p) ïîñð) 20.13 ìéâøú éôì ïëì

π
(

trF/E(y)
)

=

n∑
i=1

π
(
σi(y)

)
=

n∑
i=1
σi∈D̂

σi
(
π(y)

)
=
∑
α∈A
|{i| σi ∈ D̂, σi = α}| · α

(
π(y)

)
=

=
∑
α∈A

e(P/p)α
(
π(y)

)
= e(P/p) trFP,s/Ep

(
π(y)

)

:(äì ÷÷ãæð àì íâå) çéëåð àì äúåà ,äàáä äîìä ìù éèøô äø÷î àéä úîãå÷ä äîìä

íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë P1, . . . ,Pr ∈ P(F ) åéäéå p ∈ P(E) éäé .ììëåùî äãù àåä K -ù çéðð :32.13 äîì

äðîä ú÷úòä úà äáéçøî øùà ,Pj -ì äîéàúîä äðîä ú÷úòä πj : OPj → FPj éäú 1 ≤ j ≤ r ìëì .åéìòî

íéé÷úî y ∈ O′p ìëì æà .p-ì äîéàúîù π: Op → Ep

π
(

trF/E(y)
)

=
r∑
j=1

e(Pj/p) trFPj
/Ep

(
πj(y)

)
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p ∈ P(E) éäé .E/K úåéö÷ðåô äãù ìù úéôåñ äãéøô äáçøäF/L éäú :(ãðé÷ãã ìù èðøôéãä èôùî) 32.14 èôùî

æà .åéìòî P ∈ P(F ) éäéå

.d(P/p) = 0⇒ e(P/p) = 1 èøôá .d(P/p) ≥ e(P/p)− 1 (à)

.d(P/p) = 0⇐ e(P/p) = 1 èøôá .charK - e(P/p) íà ÷øå íà d(P/p) = e(P/p)− 1 (á)

íéé÷úîù êë z ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì (à) :äçëåä

.Pi/p ìëì vPi(z) = 1− e(Pi/p)

.ùøãðë ,1− e(P/p) ≥ −d(P/p) ,øîåìë ,vP(z) ≥ vP(tp) æà ,z ∈ Cp = tpO′p-ù äàøð íà

äáçøä F̂ /L̂ æà .F̂ êåúá (êä åðééä ,L ìù åà) K ìù éøáâìàä øåâñä L̂ éäéå F/E ìù äàåìâ øåâñ F̂ éäé

éøáâìàä øåâñä êåúì F ìù E-éðåëéù n ùé .n = [F : E] éäé .F/L ìù äáçøä íâ àéäå ,E/K ìù úéìîøåð

øçáð .úéìîøåð F̂ /E éë ,E ìòî F̂ ìù íéîæéôøåîåèåà íä æà .F̂ -ì íúåà áéçøð .σ1, . . . , σn ,øîàð ,F ìù

,p ìòî P1, . . . ,Pn æà .Pi = (σ−1
i P̂) ∩ F ∈ P(F ) éäé 1 ≤ i ≤ n ìëì .P ∈ P(F ) ìòî P̂ ∈ P(F̂ )

.íéðåù çøëäá àì

ïëì .vP̂(σi(x)) ≥ 0 ïëìå ,Op ìòî íìù σi(x) ∈ F̂ íâ ,i ìëì ,ïëì ,Op ìòî íìù x æà .x ∈ O′p éäé

vP̂
(
σi(zx)

)
= vP̂

(
σi(z)

)
+ vP̂

(
σi(x)

)
≥ vP̂

(
σi(z)

)
= vσ−1

i P̂(z) =

= e(σ−1
i P̂/Pi)vPi(z) = e(σ−1

i P̂/Pi)
(
1− e(Pi/p)

)
>

> −e(σ−1
i P̂/Pi)e(Pi/p) = −e(σ−1

i P̂/p) = −e(P̂/p)

ïëì

.e(P̂/p)vp
(

trF/E(zx)
)

= vP̂
(

trF/E(zx)
)

= vP̂
( n∑
i=1

σi(zx)
)
> −e(P̂/p)

.z ∈ Cp ïëì .vp
(

trF/E(zx)
)
≥ 0 ,øîåìë ,vp

(
trF/E(zx)

)
> −1 ïàëî

.e = e1-å ,i ìëì ,ei = e(Pi/p) ïîñð .p ìòî íéðåùàøä íé÷ìçîä ìëP = P1,P2, . . . ,Pr åéäé (á)

.d(P/p) < e-ù çéëåäì éã æà .charK - e-ù çéðð äìéçú

.i ìëì vPi(tp) = −d(Pi/p) æà ,Cp = tpO′p-ù êë tp ∈ F éäé

-ù êë y ∈ O′p ùé :1 äðòè

vP(y) = 0 (1)

vPi(y) ≥ max{1, ei + vPi(tp)} > 0, 2 ≤ i ≤ r (2)

vp
(

trF/E(y)
)

= 0 (3)

100



èðøôéãä .32

.trFP,s/Ep

(
π(y0)

)
6= 0-å π(y0) ∈ FP,s -ù êë y0 ∈ OP ⊆ F ùé ïëì .äãéøô äáçøä FP,s/Ep ,ïëà

.(2) ïëå vP(y − y0) > 0 -ù êë y ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .vP(y0) = 0 ïëìå ,π(y0) 6= 0 èøôá

32.12 äîì éôì .y ∈
⋂r
i=1OPi = O′p ïëìå (1) íâ íéé÷úî æà

π
(

trF/E(y)
)

= e · trFP,s/Ep

(
π(y)

)
= e · trFP,s/Ep

(
π(y0)

)
6= 0

.1 äðòè äçëåä êëá .(3) ïàëî .(!) Ep-á e 6= 0 éë

ìá÷ð ,(i ìëì vPi(x) = −ei ïëìå) vp(x) = −1-ù êë x ∈ E øáéàá y úà ìéôëð íà

-ù êë y′ ∈ F ùé :2 äðòè

vP(y′) = −e (1′)

vPi(y
′) ≥ vPi(tp) = −d(Pi/p), 2 ≤ i ≤ r (2′)

vp
(

trF/E(y′)
)

= −1 (3′)

.trF/E(xy) = x trF/E(y) ïëìå K-úéøàðéì àéä trF/E -ù êëî úòáåð äðåøçàä äàååùîä øùàë

-ù ïëúé àì 32.11 äøòä éôìå (2′) éôì ïëì .y′ /∈ Cp = tpO′p ,(3′) éôì

.d(P/p) < e ,øîåìë ,−e < −d(P/p) ,(1′) éôì ,ïëì .vP(y′) ≥ vP(tp) = −d(P/p)

.d(P/p) ≥ e-ù çéëåäì êéøö .charK | e-ù çéðð ,êôéäì

z ∈ O′p ìëìù êë y ∈ O′p ùé :3 äðòè

vP(y) = 0, vP(yz) ≥ 0 (4)

vPi(yz) > 0, 2 ≤ i ≤ r (5)

vp
(

trF/E(yz)
)
> 0 (6)

.y ∈ O′p æà .vP(y) = 0, vPi(y) > 0, 2 ≤ i ≤ r -ù êë y ∈ F ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì ,ïëà

,äøåäè äãéøô éà äáçøä àéä FP/FP,s-ù ïååéë .(4), (5) ïàëîå ,i ìëì vPi(z) ≥ 0 æà ,z ∈ O′p íà

(yz)q ∈ O′p-ù áì íéùð .π
(
(yz)q

)
=
(
π(yz)

)q ∈ FP,s-ù êë ,charE = charK ìù q ä÷æç ùé

32.12 äîì éôì .2 ≤ j ≤ r ìëì vPj
(
(yz)q

)
> 0-å

,π
(

trF/E(yz)q
)

= e · trFP,s/Ep

(
π(yz)q

)
= 0

.3 äðòè äçëåä êëá .(6) ïàëî .FP-á e = 0 éë

ìá÷ð ,(i ìëì vPi(x) = −ei ïëìå) vp(x) = −1-ù êë x ∈ E øáéàá y úà ìéôëð íà
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z ∈ O′p ìëìù êë y′ ∈ F ùé :4 äðòè

vP(y′) = −e, vP(y′z) ≥ −e (4′)

vPi(y
′) > −ei 2 ≤ i ≤ r (5′)

vp
(

trF/E(y′z)
)
≥ 0 (6′)

.d(P/p) ≥ e ïàëî .−e = vP(y′) ≥ −d(P/p) ,(4′) éôìå (â)32.11 äøòä éôì ïëì .y′ ∈ Cp ,(6′) éôì

íðéäù E ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ æà .E/K úåéö÷ðåô äãù ìù úéôåñ äãéøô äáçøä F/L éäú :32.15 äð÷ñî

.úéôåñ àéä (1 <úåôòúñä ïåéö ìòá éðåùàø ÷ìçî íäéìòî ùé ,øîåìë) F -á íéôòåñî

,(à) ÷ìç ,ãðé÷ãã èôùî éôì ïëì .P/p ìëå p ìë èòîë øåáò d(P/p) = 0 ,(á)32.11 äøòä éôì :äçëåä

.P/p ìëå p ìë èòîë øåáò e(P/p) = 1 (d(P/p) ≥ e(P/p)− 1)
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õéáøeä-ïîéø úçñåð .33

æà .K -úéøàðéì ä÷úòä T : V → K éäúå L ìòî éøåè÷å áçøî V éäé .úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäú :33.1 äîì

éôåìéç àáä íéùøúäù êë T ′: V → L äãéçé L-úéøàðéì ä÷úòä úîéé÷

V
T ′ // L

trL/K

��
V

T // K

éìàåãä áçøîä ïëì .K ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî L æà .n = [L : K] ïîñð :äçëåä

L∗ = {t: L→ K| K-úéøàðéì t}

(.x, z ∈ K øåáò (zt)(x) = zt(x) :êë øãâåî K éøáàá ìôëä) .K ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî íâ

áçøîì L∗ úà êôåä äæ .(z · t)(x) = t(zx) éãé ìò z · t ∈ L∗ øéãâð z ∈ L-å t ∈ L∗ øåáò

z ∈ K øåáò éë ,K ìòî L∗ éøå÷îä áçøîä úà øéãâî K-ì L-î íéøì÷ñä íåöîö .L ìòî éøåè÷å

ïàëîå ,n = dimK L
∗ = [L : K] · dimL L

∗ ïëì .(z · t)(x) = t(zx) = zt(x) = (zt)(x) íéé÷úî

.dimL L
∗ = 1

.t = z · trL/K -ù êë ãéçé z ∈ L ùé t ∈ L∗ ìëì ïëì .0 6= trL/K ∈ L∗ ,úòë

L-úéøàðéì ä÷úòä ìù äáëøä éäåæ .tv(x) = T (xv) éãé ìò tv: L → K ä÷úòä øéãâð v ∈ V ìëì

T ′(v) ∈ L ùé ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .tv ∈ L∗ ,øîåìë ,K-úéøàðéì àéä ïëì ,K-úéøàðéì ä÷úòä íò(x 7→ xv)

úîéé÷î àéä .T ′: V → L ä÷úòä øéãâî äæ .tv = T ′(v) · trL/K -ù êë ãéçé

T (xv) = tv(x) =
(
T ′(v) · trL/K

)
(x) = trL/K

(
T ′(v)x

)
, x ∈ L, v ∈ V (1)

æà .z ∈ L éäéå v, v1, v2 ∈ V åéäé ,ïëà .L-úéøàðéì T ′ :äðòè

tv1+v2(x) = T
(
x(v1 + v2)

)
= T (xv1 + xv2) = T (xv1) + T (xv2) = tv1(x) + tv2(x)

.T ′(v1 + v2) · trL/K = T ′(v1) · trL/K +T ′(v2) · trL/K ,øîåìë ,tv1+v2 = tv1 + tv2 ïëì ,x ∈ L ìëì

.T ′(v1 + v2) = T ′(v1) + T ′(v2) ïàëî

äîåã ïôåàá

tzv(x) = T
(
x(zv)

)
= T

(
(zx)v

)
= tv(zx) = (z · tv)(x)

.T ′(zv) · trL/K = z ·
(
T ′(v) · trL/K

)
=
(
zT ′(v)

)
· trL/K ,øîåìë ,tzv = z · tv ïëì ,x ∈ L ìëì

.T ′(zv) = zT ′(v) ïàëî
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.äðòèä äçëåä êëá

.T = trL/K ◦T ′ ïàëî .v ∈ V ìëì T (v) = trL/K
(
T ′(v)

)
æà .(1) äàååùîá x = 1 áéöð

x ∈ L, v ∈ V ìëì æà ,T = trL/K ◦T ′′-ù êë L-úéøàðéì ä÷úòä T ′′: V → L íâ íà :úåãéçé

tv(x) = T (xv) = trL/K
(
T ′′(xv)

)
= trL/K

(
xT ′′(v)

)
=
(
T ′′(v) · trL/K

)
(x)

.T ′′ = T ′ ïëì ,T ′′(v) = T ′(v) ìá÷ð T ′(v) ìù úåãéçéä éôì .v ∈ V ìëì tv = T ′′(v) · trL/K ,øîåìë

(.äãéøô úéôåñ äáçøä F/E ,øîåìë) .E/K ìù äãéøô úéôåñ úåéö÷ðåô úåãù úáçøä F/L éäú

øåáò vP(αP) ≥ 0-ù êë (P 7→ αP) α: P(F/L) → F äéö÷ðåô àåä F/L ìù ìãà (à) :33.2 úøåëæú

íéáéëøä éôì úìåòôì ñçéá F ìòî (úéáéèèåîå÷) äøáâìà àéä F/L ìù AF íéìãàä ìë úöåá÷ .P ∈ P ìë èòîë

.P ìëì [z]P = z øùàá ,z 7→ [z] éãé ìò äðåúð F → AF -å

.Λ(D) = {α ∈ AF | P ∈ P(F/L) ìëì vP(α)+vP(D) ≥ 0} åðøãâäD ∈ D(F/L) ÷ìçî ìëì

.Λ(D) íå÷îá ΛF (D) íâ áåúëð íéîòôì)

(F ìòî) äøáâìà úú éäåæ .AF/E = {α ∈ AF | αP1
= αP2

⇐ P1 ∩ E = P2 ∩ E} (à) :33.3 äøãâä

.F úà äìéëîù AF ìù

øéãâð D ∈ D(F/L) ÷ìçî øåáò (á)

.ΛF/E(D) = AF/E ∩ Λ(D)

.L ìòî éøåè÷å áçøî åäæ

éãé ìò trF/E : AF/E → AE ä÷úòäì trF/E : F → E äá÷òä úà áéçøð (â)

.p ìòî åäùìë éðåùàø ÷ìçî P øùàë ,α ∈ AF/E ìëì ,
(

trF/E(α)
)
p

= trF/E(αP)

àéä trF/E(α): P(E/K)→ E äéö÷ðåôä æà ,α ∈ AF/E íà ,øîåìë ,äáåè àéä (â)33.3 äøãâä :33.4 äøòä

.ìãà

ìëì èòîë øåáò ïëì .αP ∈ OP ,øîåìë ,vP(αP) ≥ 0 íéé÷úî P ∈ P(F/L) ìëì èòîë ,ïëà

-ì êééù (p-á ÷ø àìà P-á éåìú åðéàù) αP ïëìå ,ì"ðë àåä p ìòî P ∈ P(F/L) ìë p ∈ P(E/K)

.trF/E(αP) ∈ Op ,(à)32.6 úøåëæú éôì .(à)32.7 èôùî éôì ,
⋂

P/pOP = O′p
.trF/E [z] = [trF/E(z)] æà z ∈ F íà (á)

.AF = AF/E + Λ(D) æà .D ∈ D(F/L) éäé :33.5 äîì

éôì .úéôåñ àéä p ìòî F/L ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ .p ∈ P(E/K) éäé .ìãà α ∈ AF éäé :äçëåä

-ù êë xp ∈ F íéé÷ (5.10 èôùî) ùìçä áåøé÷ä èôùî

.P/p ìëì vP(αP − xp) ≥ −vP(D)
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.vP(xp) ≥ 0 ,çøëäá ,æà .vP(αP) ≥ 0 -å vP(D) = 0 íéé÷úî P/p ìëìå p ìëì èòîë

ïëì .α − β ∈ Λ(D)-å β ∈ AF/E æà .P/p íà ,βP = xp éãé ìò β: P(F/L) → F øéãâð

.α = β + (α− β) ∈ AF/E + Λ(D)

:33.6 úøåëæú

.Λ(D) + F äøåöäî áçøî úú ìò úñôàúîù L-úéøàðéì ω: AF → L ä÷úòä àéä F/L ìù ìàéöðøôéã (à)

.(ω) = max{D ∈ D(F/L)| Λ(D) + F ìò ñôàúî ω} ÷ìçî åðøãâä ω 6= 0 ìàéöðøôéã ìëì (á)

.Λ
(
(ω)
)
ìò ñôàúî ω èøôá

éäé .ω1 = ω ◦ trF/E éãé ìò ω1: AF/E → K ä÷úòä øéãâð .E/K ìò ìàéöðøôéã ω éäé :33.7 äîì

æà .D = ConF/E(ω) + Diff(F/E) ∈ D(F/L)

;K -úéøàðéì ω1 (à)

;ΛF/E(D) + F ìò úñôàúî ω1 (á)

.ω1(β) 6= 0-ù êë β ∈ ΛF/E(D′) ìãà ùé æà ,D′ 6≤ D -ù êë ÷ìçî D′ ∈ D(F ) íà (â)

.K-úåéøàðéì úå÷úòä éúù ìù äáëøä àéä ω1 (à) :äçëåä

.E ìò ñôàúî ω-å trF/E(F ) ⊆ E éë ,F ìò úñôàúî ω1 (á)

éã ,ΛE
(
(ω)
)

ìò ñôàúî ω-ù ïååéë .trF/E(α) ìò ñôàúî ω-ù çéëåäì êéøö .α ∈ ΛF/E(D) éäé

.vp
(

trF/E(α)
)

+ vp
(
(ω)
)
≥ 0 íéé÷úî p ∈ P(E/K) ìëìù ,øîåìë .trF/E(α) ∈ ΛE

(
(ω)
)
éë çéëåäì

íéé÷úî P/p ìëìå p ∈ P(E/K) ìëìù çéëåäì éã ïëì

.vp
(

trF/E(αP)
)

+ vp
(
(ω)
)
≥ 0 (2)

P/p ìëì æà .vp(x) = vp
(
(ω)
)
-ù êë x ∈ E øçáð .p òá÷ð

vP(xαP) = vP(x) + vP(αP) ≥ e(P/p)vp
(
(ω)
)
− vP(D) =

= vP
(

ConF/E(ω)−D
)

= vP
(
−Diff(F/E)

)
= −d(P/p)

E-úéøàðéì àéä trF/E ìáà .vp
(

trF/E(xαP)
)
≥ 0 ,Cp úøøãâä éôì ,ïëìå ,xαP ∈ Cp ,(â)32.11 äøòä éôì

ïëì ,x ∈ E-å

vp
(

trF/E(xαP)
)

= vp
(
x trF/E(αP)

)
= vp(x) + vp

(
trF/E(αP)

)
=

= vp
(
(ω)
)

+ vp
(

trF/E(αP)
)

.(2) ïàëîå

æà .P′-ì úçúî éðåùàøä ÷ìçîä p éäé .vP′(D
′) > vP′(D)-ù êë P′ ∈ P(F/L) ùé äçðää éôì (â)

.vP′(D
′) > vP′(D) = vP′

(
ConF/E(ω)

)
+ d(P′/p)
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,úåøçà íéìîá

.vP′
(

ConF/E(ω)−D′
)
< −d(P′/p) (3)

ïîñð .Op ìòî íéìùîä ìåãåîä Cp éäéå ,F -á Op ìù íìùä øåâñä O′p éäé

.J := {z ∈ F | P/p ìëì vP(z) ≥ vP
(

ConF/E(ω)−D′
)
}

êë z′ ∈ J ùé ùìçä áåøé÷ä èôùî éôì .Op-ìåãåî àåä trF/E(J)-å O′p-ìåãåî àåä J -ù úåàøì ì÷

éôì ïëì .vP′(z
′) < −d(P′/p) ,(3) éôì .p ìòî P ìëì vP(z′) = vP

(
ConF/E(ω) − D′

)
-ù

ïëì .vz′ ∈ J ,O′p-ìåãåî àåä J -ù ïååéë .trF/E(vz′) /∈ Op-ù êë v ∈ O′p ùé ïëì .z′ /∈ Cp ,(â)33.11 äøòä

.trF/E(J) 6= {0} èøôá .trF/E(J) 6⊆ Op

ïëì ,trJ ⊆
⋂

P/pOP = O′p ,÷éôñî ìåãâ r ∈ N øåáò .vp(t) = 1-ù êë t ∈ E øçáð

(â)32.7 èôùî éôì .vp
(

trF/E(J)
)
≥ −r ïëì .(à)32.6 úøåëæú éôì ,tr trF/E(J) = trF/E(trJ) ⊆ Op

-ù êë m ∈ Z ùé

. trF/E(J) = tmOp (4)

.m ≤ −1 íéé÷úî ,trF/E(J) 6⊆ Op-ù ïååéë

ïååéë .(E ìò íâå) ΛE
(
(ω)
)

ìò ñôàúî ω-ù êë D(E/K)-á øúåéá ìåãâä ÷ìçîä àåä (ω) ,øåëæë

çøëäá ,ΛE
(
(ω)
)
ìò ñôàúî ïë ω-ù ïååéë .ω(α) 6= 0-ù êë α ∈ ΛE

(
(ω) + p

)
ùé ,(ω) < (ω) + p-ù

ïëì ,vp(αp) 6≥ −vp
(
(ω)
)
ìáà ,vp(αp) ≥ −vp

(
(ω)
)
− 1 æà .α /∈ ΛE

(
(ω)
)

.vp(αp) = −vp
(
(ω)
)
− 1 (5)

éãé ìò íéðåúð γ, γ′ ∈ AE åéäé

.γq =
{αp q = p

0 q 6= p
, γ′q =

{
0 q = p
αq q 6= p

.ω(γ) = ω(α)− ω(γ′) 6= 0 ïàëî .ω(γ′) = 0 ïëì ,γ′ ∈ ΛE
(
(ω)
)
-å ,γ = α− γ′ æà

.x = γp = αp ïîñð

ïëì ,vp(xy) = vp(x) + vp(y) = −1 ≥ m ,(5) éôì ,æà ,vp(y) = vp
(
(ω)
)
-ù êë y ∈ E øçáð

(4) éôì .xy ∈ tmOp

. trF/E(z) = xy-ù êë z ∈ J ùé

éãé ìò β ∈ AF/E ìãà øéãâð

.βP =

{
zy−1 P/p
0 úøçà
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ïëìå ,vP(z) ≥ vP
(

ConF/E((ω))−D′
)
æà ,P/p íà ,J ìù äøãâää éôì æà

.vP(β) = vP(z)− vP(y) ≥ vP
(

ConF/E((ω))−D′
)
− vP

(
ConF/E((ω))

)
= −vP(D′)

áì íéùð .β ∈ ΛF/E(D′) ïëì .vP(β) = vP(0) = ∞ ≥ −vP(D′) æà ,p ìòî çðåî åðéà P íàå

éë ,trF/E(β) = γ-ù

(
trF/E(β)

)
q

=

{
trF/E(zy−1) = y−1 trF/E(z) = y−1yx = γq q = p
trF/E(0) = 0 = γq úøçà

}
= γq

.(5) éôì ,ω1(β) = ω
(

trF/E(β)
)

= ω(γ) 6= 0 ïëì

íéé÷îù F/L ìù ω′ ãéçé ìàéöðøôéã íéé÷ E/K ìù ω ìàéöðøôéã ìëì :33.8 èôùî

. trL/K
(
ω′(β)

)
= ω(

(
trF/E(β)

)
, β ∈ AF/E

.(ω′) = ConF/E
(
(ω)
)

+ Diff(F/E)-å ω′ 6= 0 æà ω 6= 0 íà

éãé ìò ω1: AF/E → K ä÷úòä øéãâð .D = ConF/E(ω) + Diff(F/E) ∈ D(F/L) éäé :äçëåä

.(33.7 äîìá åîë) ω1 = ω ◦ trF/E

-å γ ∈ ΛF (D) øùàá ,ω2(β + γ) = ω1(β) éãé ìò ω2: AF → K ä÷úòäì ω1 úà áéçøð

.β ∈ AF/E
íò ,α = β + γ äøåöäî àåä α ∈ AF ìãà ìë ïëì ,AF = AF/E + ΛF (D) ,33.5 äîì éôì :äáåè äøãâää

æà .β1, β2 ∈ AF/E -å ,γ1, γ2 ∈ ΛF (D) øùàá ,α = β1 + γ1 = β2 + γ2 íà .ìéòì åîë β, γ

,β1 − β2 = γ2 − γ1 ∈ AF/E ∩ Λ(D) = ΛF/E(D)

.(á) ,(à)33.7 äîì éôì ω1(β1)− ω1(β2) = ω1(β1 − β2) = 0 ïëì

êë ω′: AF → L äãéçé L-úéøàðéì ä÷úòä úîéé÷ 33.1 äîì éôì ïëì .K-úéøàðéì àéä ω2-ù øåøá

ìá÷ð ω1, ω2 ìù úåøãâääî .trL/K ◦ω′ = ω2-ù

, trL/K
(
ω′(β)

)
= ω2(β + 0) = ω1(β) = ω

(
trF/E(β)

)
, β ∈ AF/E

.ù÷åáîë

:äàøð ,÷åéã øúéá .ìàéöðøôéã àåä ω′-ù äàøð

íéé÷úî ,L êåúì L-úéøàðéì ä÷úòä àéä ω′-ù ïååéë æà ,àì íà .Λ(D) + F ìò ñôàúî ω′ :1 äðòè

ω2 = trL/K ◦ω′ ìáà .trL/K
(
ω′(Λ(D) + F )

)
= K ,ìò àéä trL/K -ù ïååéë .ω′

(
Λ(D) + F

)
= L

.äøéúñ .(á)33.7 äîì éôì ,Λ(D) + F ìò úñôàúî åæå ,ω1 úà äáéçøî
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àåä íâ íéé÷îù F/L ìù ìàéöðøôéã àåä ω′′ íâù çéðð .ãéçé àåä ω′ :2 äðòè

. trL/K
(
ω′′(β)

)
= trL/K

(
ω′(β)

)
= ω

(
trF/E(β)

)
, β ∈ AF/E

ìëì trL/K
(
η(β)

)
= 0 úîéé÷îù ,L-úéøàðéì ä÷úòä èøôáå ,F/L ìù ìàéöðøôéã åäæ .η = ω′′ − ω′ éäé

ΛF (D′) ìò íâ ñôàúî àåä ,ìàéöðøôéã àåä η-ù ïååéë .η(AF/E) = 0 ïëìå ,η(AF/E) $ L ïëì .β ∈ AF/E
.ω′′ = ω′ ïàëî .η = 0 ,øîåìë ,AF ìò ñôàúî η ,33.5 äîì éôì .D′ ∈ D(F/L) ÷ìçî äæéà øåáò

éôì éë ,ΛF (D′) ìò ñôàúî åðéà ω′ æà ,D′ 6≤ D íéé÷îù ÷ìçî D′ ∈ D(F/L) íà ,óåñáì

.ω′(β) 6= 0 ïàëî ;ω2(β) = ω1(β) 6= 0-ù êë β ∈ ΛF/E(D′) ⊆ ΛF (D′) ìãà ùé (â)33.7 äîì

,øîåìë ,Λ(D) + F ìò ñôàúî ω′-ù êë éáøîä ÷ìçîä àåä D-ù ïúåð ,1 äðòè íò ãçé ,äæ

.(ω′) = D = ConF/E
(
(ω)
)

+ Diff(F/E)

,úøãâåî àéä .cotrF/E ïîåñúå äá÷ò-Û÷ úàø÷ð ,33.8 èôùîá åîë ω′ øùàá ,ω 7→ ω′ ä÷úòää :33.9 äøãâä

.AF/E ìò trL/K ◦ cotrF/E(ω) = ω ◦ trF/E äàååùîä ãé ìò ,ùøåôî àì ïôåàá

.cotrF/E(ω1 + ω2) = cotrF/E(ω1) + cotr(ω2) æà .ω1, ω2 ∈ ΩE/K åéäé (à) :33.10 ìéâøú

.cotrF/E(xω) = x cotr(ω) æà .x ∈ E éäéå ω ∈ ΩE/K éäé (á)

.cotrF ′/E = cotrF ′/F ◦ cotrF/E æà .úåéö÷ðåô úåãù ìù úåéôåñ úåãéøô úåáçøä F/E , F ′/F äðééäú (â)

íéé÷úî AF/E ìò :äçëåä

trL/K ◦ cotrF/E(ω1) = ω1 ◦ trF/E

trL/K ◦ cotrF/E(ω2) = ω2 ◦ trF/E

ìá÷ð ,K-úéøàðéì trL/K -ù ïååéë ;úåàååùîä éúù úà øáçð

trL/K ◦
(

cotrF/E(ω1) + cotrF/E(ω1)
)

= (ω1 + ω2) ◦ trF/E

.(à) òáåð ,cotr ìù úùøåôî àìä äøãâää éôì ,ïàëîå

øùàë) AF/E ìò trL/K ◦ cotrF/E(ω) ◦ [x] = ω ◦ trF/E ◦[x] íéé÷úî cotr ìù äøãâää éôì (á)

ìù ìôëä ìù äøãâää éôì .[x] ◦ trF/E = trF/E ◦[x] íéé÷úî ,x ∈ E-ù ïååéë .(x-á äìôëää úà ïîñî [x]

ïëì .
(
x cotrF/E(ω)

)
= cotrF/E(ω) ◦ [x]-å xω = ω ◦ [x] ,(11.1 ìéâøú) øì÷ñá íéìàéöðøôéã

trL/K ◦
(
x cotrF/E(ω)

)
= (xω) ◦ trF/E

.(á) úà ïúåð ,úùøåôî àìä äøãâää éôì ,äæå

æà .ω ∈ ΩE/K éäé .E ⊆ F ⊆ F ′ ìù íéòåá÷ä úåãù K ⊆ L ⊆ L′ åéäé (â)

trL′/K ◦
(

cotrF ′/F ◦ cotrF/E
)
(ω) = trL/K ◦

(
trL′/L ◦ cotrF ′/F

)
◦ cotrF/E(ω) =

trL/K ◦
(

cotrF/E(ω) ◦ trF ′/F
)

= ω ◦ trF/E ◦ trF ′/F = ω ◦ trF ′/E
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íéòæâä gE , gF åéäé .E/K úåéö÷ðåô äãù ìù úéôåñ äãéøô äáçøä F/L éäú :(õéáøåä-ïîéø úçñåð) 33.11 èôùî

æà .äîàúäá ,E,F ìù

.2gF − 2 =
[F : E]

[L : K]
(2gE − 2) + deg Diff(F/E)

,33.8 èôùî éôì .0 6= ω ∈ ΩE/K éäé :äçëåä

.
(

cotr(ω)
)

= ConF/E
(
(ω)
)

+ Diff(F/E)

éôì .(11.11 äøãâä) F/L ìù éðåð÷ ÷ìçî àåä
(

cotr(ω)
)
-å E/K ìù éðåð÷ ÷ìçî àåä (ω) ,úòë

,(å)21.2 äîì éôì .degF
(

cotrF/E(ω)
)

= 2gF − 2-å .degE(ω) = 2gE − 2 ,(á)12.2 äð÷ñî

.äð÷ñîä ïàëî .degF ConF/E
(
(ω)
)

= [F :E]
[L:K] degE(ω)

.äîàúäá ,E,F ìù íéòæâä gE , gF åéäé .E/K úåéö÷ðåô äãù ìù úéôåñ äãéøô äáçøä F/L éäú :33.12 äð÷ñî

.gE ≤ gF æà

ïëì .Diff(F/E) ≥ 0 ïë åîë .
[F :E]
[L:K] ≥ 1 ,21.4 ìéâøú éôì :äçëåä

2gF − 2 =
[F : E]

[L : K]
(2gE − 2) + deg Diff(F/E) ≥ 2gE − 2

.äð÷ñîä ïàëîå

G ≤ Aut(F/K) éäú .g ≥ 2 òæâ ìòáK úéøáâìà øåâñ äãù ìòî úåéö÷ðåô äãùF éäé :(Hurwitz) 33.13 äð÷ñî

.|G| ≤ 84(g − 1) æà .G ìù øãñì øæ charK-ù çéðð .K ìòî F ìù íéîæéôøåîøåèåà ìù úéôåñ äøåáç

äðéà F/K-ù ïååéë .[F : E] = |G| ,úéôåñ äàåìâ úáçøä F/E æà .G ìù úáùä äãù E éäé :äçëåä

ïë åîë .K ìòî éèðãðöñðøè t ∈ E ùé ïëìå ,úéøáâìà äðéà E/K ,úéøáâìà F/E åìéàå ,úéøáâìà äçáøä

äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä E/K ïëì .úéøáâìà øåâñ äãù K-å [E : K(t)] ≤ [F : K(t)] < ∞

.K íéòåá÷ä äãù íò ãçà

ìë p1, . . . , pk åéäé .F -á íéôòåñî E ìù íééðåùàø íé÷ìçî ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé 32.15 äð÷ñî éôì

.ei úåôòúñää ïåéö ìòá íäî ãçà ìë ,F ìù íééðåùàø íé÷ìçî ri ùé pi ìòî øùàë ,(k ≥ 0) äìàä íé÷ìçîä

.úéøáâìà øåâñ K éë ,degP = 1-å fi = 1 àåä pi ìòî P ÷ìçî ìù úéøàùä ïåéö

,ãðé÷ãã ìù èðøôéãä èôùî éôì .ri = |G|
ei

ïëì ,[F : E] = eifiri ,(á)20.11 äð÷ñî éôì

,èøôá ,e = 1 úåôòúñä ïåéö ìòá E ìù p éðåùàø ÷ìçîì íâ ïåëð äæ ìë .pi ìòî P ìëì d(P/pi) = ei − 1

ïàëî .Diff(F/E) =
∑k
i=1

∑
P/pi

(ei − 1)P ïëì .äæë p ìòî P ìëì d(P/p) = 0

. deg Diff(F/E) =

k∑
i=1

ri(ei − 1) =

k∑
i=1

|G|
ei

(ei − 1) = |G|
k∑
i=1

(1− 1

ei
)
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õéáøåä-ïîéø úçñåð éôì

.2g − 2 = |G| ·
(

2gE − 2 +

k∑
i=1

(1− 1

ei
)
)

(8)

.R ≥ 2
84 = 1

42 :çéëåäì éã ïëì .|G| = 2(g−1)
R æà ,R = 2gE − 2 +

∑k
i=1(1− 1

ei
) ïîñð

,ïåúðä éôì .12 ≤ λi < 1 èøôáå λi ∈ { 1
2 ,

2
3 ,

3
4 , . . .} æà .1 ≤ i ≤ k ìëì λi = 1 − 1

ei
íâ ïîñð

.R = 2g−2
|G| > 0 ïëì .|G| > 0 ïë åîë .2g − 2 ≥ 2 > 0

çéëåäì éã ïë ìò

.0 < R = 2gE−2+
∑k
i=1 λi éäéå íìù gE ≥ 0 éäé ,λ1, . . . , λk ∈ { 1

2 ,
2
3 ,

3
4 , . . .} åéäé ,k ≥ 0 éäé :äðòè

.R ≥ 1
42 æà

:íéø÷îì äçëåää úà ãéøôð

.R ≥ 2gE − 2 ≥ 2 æà ,gE ≥ 2 íà (à)

.R ≥ 1
2 ïëìå k ≥ 1 ïëì ,0 < R =

∑k
i=1 λi æà ,gE = 1 íà (á)

.k ≥ 3 ïëì ,0 < R = −2 +
∑k
i=1 λi ≤ −2 +

∑k
i=1 1 = −2 + k æà ,gE = 0 íà (â)

.R = −2 +
∑k
i=1 λi ≥ −2 + k · 1

2 ≥ −2 + 5
2 = 1

2 æà ,k ≥ 5 íà (1â)

ïëì ,R > 0 éë ,λ1 = . . . = λ4 = 1
2 -ù ïëúé àì æà ,k = 4 íà (2â)

.R = −2 +
∑k
i=1 λi ≥ −2 + 3 · 1

2 + 2
3 = 1

6

.λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 úåéììëä úìáâä éìá .R = λ1 + λ2 + λ3 − 2 ,øîåìë ,k = 3 äø÷îä øàùð (3â)

.R ≥ 2
3 + 2

3 + 3
4−2 = 1

12 ïëì .R = 0 æà éë ,λ1 = λ2 = λ3 = 2
3 -ù ïëúé àì .λ1 >

1
2 çéðð (1.3â)

.äøéúñ ,R < 1
2 + 1

2 + 1− 2 = 0 úøçà ,λ2 = 1
2 íâù ïëúé àì æà .λ1 = 1

2 çéðð (2.3â)

λ3 ≥ 6
7 úåéäì êéøö ,éáåéç äéäé R-ù éãë ïëì ,λ1 + λ2 − 2 = − 5

6 æà ,λ2 = 2
3 íà (1.2.3â)

.R ≥ − 5
6 + 6

7 = 1
42 æàå

.äøéúñ ,R = 1
2 + 3

4 + 3
4 − 2 = 0 úøçà ,λ3 = 3

4 íâù ïëúé àì æà ,λ2 = 3
4 íà (2.2.3â)

.R ≥ 1
2 + 3

4 + 4
5 − 2 = 1

20 ïëì

.R ≥ 1
2 + 4

5 + 4
5 − 2 = 1

10 ïëìå ,λ2 ≥ 4
5 úøçà (3.2.3â)

.R ≥ 1
42 íéø÷îä ìëá

äãù åúåà íò F/K äúåàð úéôåñ äãéøô äáçøä E -ì ïéà éæà .0 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :33.14 äð÷ñî

.(åéìòî P ∈ PF ìëìå p ∈ PE ìëì e(P/p) = 1 ,øîåìë) úôòåñî äððéàù ,íéòåá÷

.åéìòî P ∈ PF ìëìå p ∈ PE ìëì d(P/p) = e(P/p) − 1 = 0 ,(á)32.14 èôùî éôì .ùéù çéðð :äçëåä

õéáøåä-ïîéø úçñåð éôì .Diff(F/E) = 0 ïëì

.2gF − 2 = [F : E](2 · 0− 2)
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.F = E ,øîåìë ,[F : E] = 1 ïàëî ,gF ≥ 0-ù ïååéë .gF = 1− [F : E] ,øîåìë

,åìù úéôåñ äáçøä F/K éäú .K úéøáâìà øåâñ äãù ìòî 0 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :33.15 äð÷ñî

éðù úåçôì æà .(íééðåùàøä íé÷ìçîä úåáçøä ìù úåôòúñää éðåéö úà ÷ìçî åðéà charK ) ïåñéøá úôòåñî ,E 6= F

.F -á íéôòåñî E ìù íéðåù íééðåùàø íé÷ìçî

úðúåð õéáøåä-ïîéø úçñåð ïëì .d(P/p) = e(P/p)− 1 ,(á)32.14 èôùî éôì :äçëåä

.2gF − 2 = −2[F : E] +
∑

p∈P(E)

∑
P/p

(e(P/p)− 1)

íé÷ìçîä P1, . . . ,Pr ∈ P(F ) åéäé .ãéçé àåäù äìéìùá çéðð .F -á óòåñî p ∈ P(E) ùé 33.14 äð÷ñî éôì

æà .åéìòî F ìù íééðåùàøä

−2 ≤ 2gF − 2 = −2[F : E] +
r∑
i=1

(e(Pi/p)− 1) = −2[F : E] +
r∑
i=1

e(Pi/p)f(Pi/p)− r

= −2[F : E] + [F : E]− r = −[F : E]− r

.äøéúñ ,r ≤ 0 ïëì ,[F : E] ≥ 2 ìáà .[F : E] + r ≤ 2 ïàëî

K ìòî úåéìðåéöøä úåéåö÷ðåôä äãù E = K(t) éäé .p > 0 ïåéôà ìòá úéøáâìà øåâñ äãù K éäé :33.16 äð÷ñî

æà .äá óòåñî åðéäù E ìù ãéçéä éðåùàøä ÷ìçîä p-ù êë E ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä F éäú .p ∈ P(E/K) éäéå

.äìù p-áåìéñ úåøåáç éãé ìò úøöåð àéä ,åðééäã ,p-éæàåå÷ äøåáç äðéä Gal(F/E)

.K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àéä E ìù úéôåñ äáçøä ìë ,úéøáâìà øåâñ K-ù ïååéë :äçëåä

ìù äøåáç úúä H = 〈P g| g ∈ G〉 éäú .äìù p-áåìéñ úøåáç P ≤ G éäúå G = Gal(F/E) éäú

úçú äøåâñ {P g| g ∈ G}-ù ïååéë .F êåúá äìù úáùä äãù E′ éäéå .äìù p-áåìéñ úåøåáç éãé ìò úøöåðä G

.äàåìâ úáçøä E′/E ïëì .Gal(F/E′) = H / G ,äãîöää

ìù éðåùàø ÷ìçî P éäé .p-ì äøæ [E′ : E] = (G : H)|(G : P ) äìòîä ,P ≤ H ≤ G-ù ïååéë

óòåñî p ,øîåìë) p-ì øæ àåä íâ ïëì ,[E′ : E] úà ÷ìçî e(P/p) ,(á)20.11 äð÷ñî éôì æà .p ìòî E′/K

ïëì .E′ = E ,(á)33.15 äð÷ñî éôì .E′-á p ìù úåôòúñää ïåéö úà ÷ìçî åðéà p ,øîåìë .(E′-á ïñåøî ïôåàá

.äìù p-áåìéñ úåøåáç éãé ìò úøöåð G = H = 〈P g| g ∈ G〉

àåä E æà .íééðéá äãùK $ E $ F éäé .K äãù ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù F éäé :(Lüroth) 33.17 äð÷ñî

.K äãù ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù

t ïëì ,t ∈ F rK æà .t ∈ ErK ùé .E-á úéøáâìà øåâñ íâ àåä ,F -á úéøáâìà øåâñ K-ù ïååéë :äçëåä

ïëì .[E : K(t)], [F : E] <∞ íâ ,K(t) ⊆ E ⊆ F -ù ïååéë .[F : K(t)] <∞ ïëìå ,K ìòî éèðãðöñðøè

.úéôåñ äáçøä F/E-å úåéö÷ðåô äãù E/K
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ùé ïë åîë .gE = 0 ,33.12 äð÷ñî éôì ïëì .gF = 0 ,14.1 èôùî éôì .äãéøô F/E-ù çéðð äìéçú

éðåùàøä ÷ìçîä p éäé .(16.2 èôùî éôì åà) v∞ äëøòäì íéàúîù äæ ,ìùîì ,1 äìòîî P éðåùàø ÷ìçî F/K-ì

éôì úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù E/K ïëì .1 äìòîî p íâ ïëì ,K ⊆ Ep ⊆ FP = K æà ,P-ì úçúî E/K ìù

.16.2 èôùî

éã úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ïëì ,úéôåñ äãéøô Es/E æà .F êåúá E ìù ãéøôä øåâñä Es éäé éììëä äø÷îá

éà F/E úåéììë úìáâä éìá ïëì ,äøåäè äãéøô éà F/Es ïë åîë .úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù Es/K-ù çéëåäì

.äøåäè äãéøô

äøåöäî àåä E ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôäå F = E(x) íâ æà .F = K(x)-ù êë x ∈ F éäé

,K(xq) ⊆ E ⊆ K(x) = F ,úòë .[F : E] = q ïëì ,a ∈ E-å charK ìù ä÷æç q øùàá ,Xq − a

éë ,K(xq) ìòî íåðéìåô íâ àåä Xq − a ìáà F = K(xq)(x)-å ,[F : K(xq)] ≥ [F : E] = q ïëìå

E/K ïëì .E = K(xq) ïëìå ,[F : K(xq)] = [F : E] ïàëî .[F : K(xq)] ≤ q ïëì ,a = xq ∈ K(xq)

.úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù

íéîåðéìåô íéîéé÷ ïéà æà .charK-ì øæ n ≥ 3 éäéå äãù K éäé :(íéîåðéìåôì äîøô èôùî) 33.18 äð÷ñî

.f/h, g/h ∈ K× íà àìà ,fn + gn = hn-ù êë 0-î íéðåù f, g, h ∈ K[Z]

.úéøáâìà øåâñ K úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

æà .xn + yn = 1-ù êë K(x) ìù éøáâìàä øåâñá y øçáðå K ìòî éèðãðöñðøè x øçáð .n ∈ N éäé

.éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζn ∈ K éäé .K ìòî ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F = K(x, y)

,0 ≤ i < n øùàá ,x − ζin-ì íéîéàúîù K(x) ìù íééðåùàøä íé÷ìçîäå ,K(x, y) : K(x)] = n :1 äðòè

vp(x − ζin) = 1 æà .x − ζin-ì íéàúîä K(x) ìù éðåùàøä ÷ìçîä p éäé ,ïëà .F -á éøîâì íéôòåñî íä

ïëì ,(vp(K×) = 0 éë) i-î äðåù 0 ≤ j < n ìëì vp(ζjn − ζin) = 0-å

vp(x− ζjn) = vp
(
(x− ζin)− (ζjn − ζin)

)
= min(1, 0) = 0

ïàëî

.vp(yn) = vp(xn − 1) = vp
( n−1∏
i=0

(x− ζin)
)

=

n−1∑
i=0

vp(x− ζin) = 1

æà .p-ì ìòî F ìù éðåùàø ÷ìçî P éäé

,nvP(y) = vP(yn) = e(P/p)vp(yn) = e(P/p) ≤ [F : K(x)] ≤ n

,(19.8 èôùî) éãåñéä ïåéååùä éôì .1 äðòè äçëåä êëá .e(P/p) = n = [F : K(x)] íéé÷úîå vP(y) = 1 ïëì

.p ìòî F ìù ãéçéä éðåùàøä ÷ìçîä àåä P
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õéáøåä-ïîéø úçñåð .33

úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãùá ìëåîF æà .f/h /∈ K×-å ,fn+gn = hn-ù êë 0-î íéðåù f, g, h ∈ K[Z] åéäé :2 äðòè

ìòî éèðãðöñðøè f0 èøôá .f0 ∈ K(Z)rK-å fn0 + gn0 = 1 æà ,g0 = g
h -å f0 = f

h ïîñð ,ïëà .K ìòî

.K(x)→ K(f0) ⊆ K(Z) íæéôøåîåæéà àéä x 7→ f0 ãé ìò äðåúðä K(x)→ K(Z) K-ú÷úòä ïëìå K

ïëì .K(x) ìòî y ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä àåä Y n + xn − 1 = Y n − yn ∈ K(x)[Y ] ,1 äðòè éôì

ì"ðä íæéôøåîåæéàä ïëì .K(f0) ìòî g0 ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä àåä Y n + fn0 − 1 = Y n− gn0 ∈ K(Z)[Y ]

.F → K(f0, g0) ⊆ K(Z) K-íæéôøåîåæéàì äáçøäì ïúéð

.gK(x) = 0 ,ïáåîë .gF = 0 ,33.17 äð÷ñî éôì .2 äðòè äçëåä êëá

íéé÷úîå ,F ìù P ãéçé éðåùàø ÷ìçî ùé 1 äðòèá K(x) ìù p íé÷ìçîä n ïéáî ãçà ìë ìòî

úçñåð éôì .(éãåñéä ïåéååùäî úòáåð úåãéçéä) d(P/p) = e(P/p) − 1 = n − 1 ïëìå e(P/p) = n

F/K(x) øåáò õéáøåä-ïîéø

,0− 2 = n(0− 2) + n(n− 1) +
∑
P∈S

d(P/p)

K(x) ìù íé÷ìçîä ìòî íéçðåî íðéàå K(x) ìòî íéôòåñîù F ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ àéä S øùàá

éà àåä ìàîù óâà .
∑

P∈S d(P/p) = −n2 + 3n− 2 = −(n− 1)(n− 2) ,øîåìë .1 äðòèá íéøàåúîù

.(S = ∅-å) n = 2 åà n = 1 ïëì .äøéúñ ,éìéìù àåä ïéîé óâà æà ,n ≥ 3 íà .éìéìù
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íéøçáð íéìéâøú úåðåøúô

øãñä íò) Γ ⊕ Z éäú .äëøòä w: F× → Γ éäú .F äãù ìòî éèðãðöñðøè x éäé (3) :1.7 úåàîâåã

,0 6= f =
∑
i aix

i ∈ F [x] íà :àáä ïôåàá v: F (x)× → Γ ⊕ Z øéãâðå äøåãñ äøåáç (éôøâå÷éñ÷ìä

úåàøäì øùôà .v(f/g) = v(f) − v(g) øéãâð 0 6= f, g ∈ F [x] øåáòå ,v(f) = mini
(
w(ai), i

)
éäé

(.êùîäá øîåçä ìò êîúñî ,éìàéáéøè éøîâì àì ìéâøú) .äëøòä v-å äáåè äøãâääù

:F íå÷îá F [x] øåáò 1.6 äøãâä ìù (â) ,(á),(à) úà úîéé÷î v-ù ÷åãáð äìéçú :(3)1.7 äîâåã ìù äçëåä

øùàá ,fg =
∑
n cnx

n æà .ñôàî íéðåù ,f =
∑
k akx

k, g =
∑
k bkx

k ∈ F [x] çéðð (à)

íéùð) .v(f) =
(
w(ai), i

)
, v(g) =

(
w(bj), j

)
-ù êë i, j ≥ 0 åéäé .n ≥ 0 ìëì cn =

∑
k+`=n akb`

k, ` ≥ 0 ìëìù øîåà äæ v ìù äøãâää éôì (.ai, bj 6= 0 èøôáù áì

;k ≥ i-å w(ak) = w(ai) åà w(ak) > w(ai) ÷åéã øúéáå ,w(ak) ≥ w(ai) (i)

.` ≥ j-å w(b`) = w(bj) åà w(b`) > w(bj) ÷åéã øúéáå ,w(b`) ≥ w(bj) (ii)

.w(akb`) > w(aibj) ïëìå w(ak) > w(ai) åìéôà æà k < i íà êà .w(akb`) ≥ w(aibj) ïàëî

.w(akb`) > w(aibj) æà ` < j íà ,äîåã ïôåàá

(â)1.10 äðòè éôì ïàëî .w(akb`) > w(aibj) ïëì ,` < j åà k < i æà k + ` = i+ j íà ìáà

.w(ci+j) = w
( ∑
k+`=i+j

akb`

)
= w(aibj)

èøôáå

.
(
w(ci+j), i+ j

)
=
(
w(ai), i

)
+
(
w(bj), j

)
(iii)

(ã)1.10 äðòè éôì æà n 6= i+ j íà åìéàå

.w(cn) = w
( ∑
k+`=n

akb`

)
≥ min
k+`=n

w(akb`) ≥ w(aibj) = w(ci+j)

,øîåìë ,w(akb`) = w(aibj)-å k + ` = n-ù êë k, ` ùé æà ,w(cn) = w(ci+j) ,øîåìë ,ïåéååù äæ íà

éôì ,áåù .w(b`) = w(bj) ,w(ak) = w(ai) ,(ii) ,(i) éôì ,ïàëîå ,w(ak) + w(b`) = w(ai) + w(bj)

ïëì .v(f) + v(g) àåä ïéîé óâà ,(iii) éôì .
(
w(cn), n

)
≥
(
w(ci+j), i + j

)
ïëì ,k ≥ i, ` ≥ j ,(ii) ,(i)

.v(fg) ≥ v(f) + v(g)

-ù êë i, ` ≥ 0 ùé æà .g 6= −f -ù êë ,f =
∑
k akx

k, g =
∑
k bkx

k ∈ F [x] çéðð (á)

.v(f) =
(
w(ai), i

)
= min

k

(
(w(ak), k

)
, v(f+g) =

(
w(a`+b`), `

)
= min

k

(
w(ak)+w(bk), k

)
æà .g-ì f ïéá óéìçð úøçà ,w(a`) ≤ w(b`) ,úåéììëä úìáâä éìá ,äéøèîéñ éîòèî

.w(a` + b`) ≥ min(w(a`), w(b`)) = w(a`) ≥ w(ai) (∗)

114



íéìéâøú úåðåøúô

.v(f + g) > v(f) ≥ min(v(f), v(g)) íéìá÷î ,v úøãâä éôì ,æà ,w(a` + b`) > w(ai) íà(
w(a`), `

)
≥ -ù ïååéë ìáà .w(a`) = w(ai) íéé÷úäì áééç (∗) ììâá ,æà ,w(a` + b`) = w(ai) íà

.äæ äø÷îá íâ v(f + g) ≥ v(f) ïëì .` ≥ i íéé÷úî ,
(
w(ai), i

)
.äøãâää éôì ,øåøá (â)

.F [x] ìù F (x) úåðîä äãù ìò ãéçé ïôåàá v ìù äøãâää úà áéçøäì éãë 1.11 ìéâøúá ùîúùð úòë

àåä ;F úåðî äãù ìòá äëøòä âåç àåä Ov := {a ∈ F | v(a) ≥ 0} æà .F äãù ìò äëøòä v éäú :1.13 ìéâøú

.äëøòä âåç åúåà úåìå÷ù úåëøòäì .O×v = {a ∈ F | v(a) = 0} íéé÷úî .v ìù äëøòää âåç àø÷ð

ïë åîë .a + b ∈ Ov ïëì ,v(a + b) ≥ min(v(a), v(b)) ≥ 0 æà .a, b ∈ Ov åéäé :1.13 ìéâøú ïåøúô

.F ìù âåç úú Ov ïëì .±1 ∈ Ov ïëì ,v(±1) = 0 ,óåñáì .ab ∈ Ov ïëì ,v(ab) = v(a) + v(b) ≥ 0

âåç Ov ïëì .a−1 ∈ Ov åà ïëìå ,v(a−1) ≥ 0 úøçà .a ∈ Ov æà ,v(a) ≥ 0 íà .a ∈ F× éäé

.åìù úåðîä äãù àåä F -ù øåøá .äëøòä

.úåéìàéáéøè ïä úåðòèä øàù

éë åàøä :1.21 ìéâøú

êë λ: v(F×) → v′(F×) øãñ øîåù úåøåáç íæéôøåîåæéà íéé÷ íà ÷øå íà úåìå÷ù F äãù ìù v, v′ úåëøòä (à)

.v′ = λ ◦ v -ù

êë λ: ϕ(F ) → ϕ′(F ) ìòå úéëøò ãç ãç ä÷úòä úîéé÷ íà ÷øå íà íéìå÷ù F äãù ìù ϕ,ϕ′ íéøúà (á)

.ϕ′ = λ ◦ ϕ-å ,úåãù ìù íæéôøåîåæéà àåä λ: ϕ(F ) r{∞} → ϕ′(F ) r{∞} ,λ(∞) =∞-ù

íéîæéôøåîéôàì ïëì .a ∈ F× ìëì v(a) = 0⇔ v′(a) = 0 æà .úåìå÷ù v, v′-ù çéðð (à) :1.21 ìéâøú ïåøúô

ùé úåøåáçì ïåùàøä íæéôøåîåæéà èôùî éôì .ïéòøâä åúåà ùé v: F× → v(F×)v′: F× → v′(F×)

.øåøá êåôää ïåéëä .v′ = λ ◦ v-ù êë λ: v(F×)→ v′(F×) íæéôøåîåæéà

æà x̄′ := ϕ′(x) 6= ∞ íà ;ϕ′(x) = λ(x̄) 6= ∞ æà x̄ := ϕ(x) 6= ∞ íà .äæë λ íéé÷ù çéðð (á)

.íéìå÷ù ϕ,ϕ′ ïëì .ϕ(x) = λ−1(x̄′) 6=∞

äëøòä âåç åúåà íäéðùì æà .íéìå÷ù ϕ,ϕ′ éë çéðð ,êôéäì

.O := {x ∈ F | ϕ(x) 6=∞} = {x ∈ F | ϕ′(x) 6=∞}

íéâåç ìù íéîæéôøåîéôà íä O-ì ϕ,ϕ′ ìù íéîåöîöä æà .K = ϕ(F )r{∞},K ′ = ϕ′(F )r{∞} åéäé

ïåùàøä íæéôøåîåæéà èôùî éôì .(O ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä) ïéòøâä åúåà íéðùìå ,ϕ0: O → K,ϕ′0: O → K ′

λ: K ∪{∞} → K ′∪{∞} ä÷úòäì λ úà áéçøð .ϕ′0 = λ◦ϕ0-ù êë λ: K → K ′ íæéôøåîåæéà ùé íéâåçì

.ϕ′ = λ ◦ ϕ æà .λ(∞) =∞ éãé ìò
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.ãçà äðúùîá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù àåä K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùù äàøä :6.3 ìéâøú

äãù àåä K-ù çéëåäì øúåð ïëì .t ,ãçà éèãðöñðøè øáéà éãé ìò úøöåð K(t)/K äáçøää :6.3 ìéâøú ïåøúô

.K ìòî K(t) ìù íéòåá÷ä

ïååéë .α ∈ K ′rK ùé æà .K $ K ′-ù äìéìùá çéðð .K ⊆ K ′ ⊆ K(t) ,íéòåá÷ä äãù K ′ éäé

.α = f(t)
g(t) -å g(t) 6= 0-ù êë f(t), g(t) ∈ K[t] íéîåðéìåô íéîéé÷ ,α ∈ K(t)-ù

ìù íã÷î ùé éë ,ñôàä íåðéìåô åðéà äæ íåðéìåô .f(X) − αg(X) ∈ K ′[X] íåðéìåôä ìù ùøåù t æà

ìáà .K ′ ìòî éøáâìà t ïëì .K-á íä f éîã÷î ìëå ,K-á åðéàù (α-á ìôëåî K ìù ñôàî äðåù øáéà åðéäù) αg

.äøéúñ .K ìòî éøáâìà t ïëì ,K ìù úéøáâìà äáçøä K ′

íå÷îá vp(x − xp) = mp ùåøãì øùôà (12.4 èôùî) ÷æçä áåøé÷ä èôùî ìù íéàðúáù äàøä :12.5 ìéâøú

.p ∈ S ìëì vp(x− xp) ≥ mp

ìëì vp(y) ≥ 0-å p ∈ S ìëì vp(y − xp) ≥ mp + 1-ù êë y ∈ F ùé 12.4 èôùî éôì :äçëåä

êë z ∈ F ùé 12.4 èôùî éôì .vp(bp) = mp-ù êë bp ∈ F øçáð p ∈ S ìëì .p /∈ S ∪· {q}

æà .x = y + z øéãâð .p /∈ S
⋃
· {q} ìëì vp(z) ≥ 0-å p ∈ S ìëì vp(z − bp) ≥ mp + 1-ù

vp(x−xp) = min
(
vp(y−xp), vp(z−bp), vp(bp)

)
= mp ïëì ,x−xp = (y−xp)+(z−bp)+bp

.p /∈ S
⋃
· {q} ìëì vp(x) ≥ min

(
vp(y), vp(z)

)
≥ 0-å p ∈ S ìëì

.ïåëð äéäé àì èôùîä ,p /∈ S -á p /∈ S
⋃
· {q} éàðúä úà 12.4 èôùîá óéìçð íàù äàøä :12.6 ìéâøú

.vp0(x−x0) ≥ 2-ù êë x ∈ F éäé .vp0(x0) = 1-ù êë x0 ∈ F éäé .ãçà øáéà úá S = {p0} éäú :äçëåä

êë q ∈ P ùé ïëì .(deg(x) = 0 éë) (x)∞ 6= 0 íâ ïëìå (x)0 6= 0 ïëì .vp0
(x) ≥ 1-å x 6= 0 æà

.vq(x) < 0-ù

.Z-ì úéôøåîåæéà íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáçù ÷ñä .éùàø àåä K(t)/K ìù 0 äìòîî ÷ìçî ìëù çëåä :14.2 ìéâøú∑
p np deg p+n∞ = ,øîåìë ,deg a = 0-ù çéðð .K(t)/K ìù ÷ìçî a =

∑
p npp+n∞p∞ éäé :äçëåä

éäé .n∞ = −
∑
p np deg p ïàëîå ,0

.f =
∏
p

pnp ∈ K(t)

æà

;vp((f)) = np = vp(a) (à)

.v∞(f) = − deg f = −
∑
p np deg p = n∞ = v∞(a) (á)

.(f) = a ïëì
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.dim a = max(0,deg a + 1) æà .K(t)/K ìù ÷ìçî a éäé :14.3 ìéâøú

.g = 0-ù øåëæð :äçëåä

.(ä)12.2 äð÷ñî úàæ ,deg a ≥ 0 íà ;(â)12.2 äð÷ñî úàæ ,deg a < 0 íà

.deg(f)0 = deg f æà .íåðéìåô 0 6= f ∈ K[t] éäé :14.4 ìéâøú

,0 6= f ∈ K(t) ìëì ,åðéàøä 14 ÷øôá ïåéãá :äçëåä

.(f) =
∑
p

npp− (deg f)p∞ (2)

èøôá .(f)0 =
∑
p npp, (f)∞ = (deg f)p∞ æà ,íåðéìåô f íà

.deg(f)0 = deg(f)∞ = deg f · deg p∞ = deg f

.éùàø àåä 0 äìòîî åìù ÷ìçî ìëù çëåä .0 òæâ ìòá úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :16.4 ìéâøú

éôì .dim a = deg a + 1 − g = 1 íéé÷úî ,deg a > 2g − 2 = −2 -ù ïååéë .deg a = 0 çéðð :ïåøúô

.éùàø a ,(ã)12.2 äð÷ñî

çëåä .úéìîøåð F/E éë çéðð :20.12 ìéâøú

,D(P/p) = {σ ∈ Aut(F/E)| z ∈ OP ìëì vP(σz − z) ≥ 0}

.I(P/p) = {σ ∈ Aut(F/E)| z ∈ OP ìëì vP(σz − z) > 0}

vP(z) ≥ 0 æà ,z ∈ OP éäé .σ−1P = P ïëìå σP = P æà σ ∈ D(P)/p) íà (à) :äçëåä

.vP(σz − z) ≥ 0 òáåð íéðåéååù éàä éðùîå ,vP(σz) = vσ−1P(z) = vP(z) ≥ 0-å

,vP(σz) ≥ 0 ïëìå ,vP(z) ≥ 0 íâ íéé÷î äæë z ìë .z ∈ OP ìëì vP(σz − z) ≥ 0 çéðð ,êôéäì

.σOP ⊆ OP ïëì .σz ∈ OP ,øîåìë

ä÷ñôä éôì .σnz = z-ù êë n > 1 ùé ,E ìòî éøáâìà z-ù ììâá .z ∈ OP éäé .äëåôä äìëä äàøð

.σOP ⊇ OP ïëì .z = σx ∈ σOP-å ,x := σn−1z ∈ OP úîãå÷ä

.σ ∈ D(P) ,øîåìë ,σP = P-ì ìå÷ù σOP = OP ïåéååùä

,øîåìë ,σz − z = 0 ïàëî .σz = z̄ íéé÷úî z ∈ OP ìëìå σ ∈ D(P)) æà σ ∈ I(P)) íà (á)

.vP(σz − z) > 0

.σz = z̄ íéé÷úî z ∈ OP ìëìå σ ∈ D(P) ,(à) éôì ,æà ,z ∈ OP ìëì íéé÷úî äæ éàðú íà ,êôéäì

.σ ∈ I(P) ïëì ,σ̄ = 1 ïàëî

.[F : E]/[L : K] ∈ N æà (úéôåñ äãéøô L/K íà ,èøôá) äèåùô äáçøä L/K íà :21.4 ìéâøú

éôì .K ìòî α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä f éäé .LE = E(α) æà .L = K(α) çéðð :äçëåä

ïëì .[L : K] = deg f = [LE : E] èøôá .E ìòî α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä àåä f ,6.7 ìéâøúá

.[F : E]/[L : K] = [F : E]/[LE : E] = [F : LE] ∈ N
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êë úéôåñ L/K ùéù äàøä .(äãéøô åìù úéôåñ äáçøä ìë) ììëåùî K -ù çéðð .úåéö÷ðåô äãù E/K éäé :22.8 ìéâøú

.1 äìòî ìòá éðåùàø ÷ìçî ùé LE/L íéîã÷îä äãù úáçøäìù

.FP = EpL = L ,22.6 èôùî éôì æà ,p ìòî çðåî P íà .L = Ep ç÷éð .E ìù éðåùàø ÷ìçî péäé :äçëåä

.degP = [FP : L] = 1 ïëì

âåç O æà .Z-ì úéôøåîåæéà åì äîéàúîù äëøòää úøåáçù äëøòä âåç ,øîåìë ,äãéãá äëøòä âåç O éäé :32.8 ìéâøú

äøåöäî àåä O ìù úåðîä äãùá ùîî ìëåîù O -ìåãåî ìë (íâ àìà ,éùàø O ìù ìàãéà ìëù ÷ø àì) ,ïë ìò øúé .éùàø

.M -á úéøòæîä äëøòää ìòá t øùàá ,M = tO

.O-ìåãåî M $ F éäé .O ìù úåðîä äãù F éäéå O-ì äîéàúîä äëøòää v éäú :äçëåä

.M 6= 0 éë ,ïë íà ,çéðð .äðòèä úà çéëåîù äî ,M = 0 · O æà ,M = 0 íà

íâå t′ = t′

t t ∈M ïëìå , t
′

t ∈ O ïëì ,v( t
′

t ) ≥ 0 æà ,v(t′) ≥ v(t)-ù êë t′ ∈ F -å 0 6= t ∈M íà

íéé÷úîå úéøòæî äëøòä ìòá 0 6= t ∈M ùéù øåøá ïàëî ,M -á àåä t′ ∈ F ìë àìù ïååéë .t′ = t′

t t ∈ tO

.M = {t′ ∈ F | v(t′) ≥ v(t)} = tO

ïååéë ,æà ,M = F íà ìáà ;M 6= F íà ÷ø äæ úà åðçëåä ,äùòîì) .éùàø àåä æà ,O-ìàãéà àåäM íà ,èøôá

(.éùàø âåç äæå ,O = F íâ ,M ⊆ O-ù
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