
TELAVIV UNIVERSITY
RAYMOND AND BEVERLY SACKLER FACULTY OF EXACT SCIENCES

SCHOOL OF MATHEMATICAL SCIENCES

âáéáà-ìú úèéñøáéðåà
øì÷àñ éìøááå ãðåîééø ù"ò íé÷éåãî íéòãîì äèìå÷ôä
ä÷éèîúîä éòãîì øôñä úéá

à 2 úéøàðéì äøáâìà

øåòù éëøòî

à"ôùú

éãé ìò êøòð

ïøä ïã

26.10.2020 :ïåøçà ïåëãò



àåáî

:íéàáä íé÷ìçä úà ììë êøãá úììåë 2 úéøàðéì äøáâìà

.(3-1 íé÷øô) úåãù ìòî íéîåðéìåô ìù ÷åøéô (à)

.(6 ,4 íé÷øô) úåéøàðéì úå÷úòä ìù úéðåñëìà äâöäå úåöéøèî ìù ïåñëì (á)

.(9-7 íé÷øô) úå÷úòä ìùå úåöéøèî ìù úåéðåð÷ úåøåö (â)

.(10 ÷øô) úéîéðô äìôëî éáçøî (ã)

.(11 ÷øô) éøèéðåà ïåñëìå úéîéðô äìôëî éáçøîá úåéøàðéì úå÷úòä (ä)

.(12 ÷øô) øèñáìéñ èôùîå úåéøàðéìéá úåéðáú (å)

.(13 ÷øô) úåéðåéðù (æ)

.úòë øéáñäì äñðð åúåà ãçà éæëøî ïåéòøá íéøåù÷ äìàä íéàùåðä ìë ,íéðåùä úåîùä úåøîì

äîéàúî T -ì æà ,V ìù ñéñá B íà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé

íà ïëì .ñéñáä úøéçáá äéåìú äöéøèîä êà .úàæä äöéøèîä êåúî áùçì ìëåð T ìù úåáø úåðåëú .[T ]BB äöéøèî

.úéðåñëìà äöéøèî ,ìùîì ,äúà íéáåùéç úåùòì ì÷ù úéñçé äèåùô äöéøèî ìá÷ð ,áåè ñéñá øçáð

.ìá÷úú úéðåñëìà äöéøèî åæéàå úàæ úåùòì ïúéð êéàå éúî äìàùá ÷åéãá ÷ñòúî 'á ÷ìç

äàøð .úéðåñëìà äöéøèî ìá÷ì øùôà çøëäá àì øùàë ,éììë ïôåàá äøå÷ äî ,äìàùä ìò íöòá äðåò 'â ÷ìç

úçà ÷øå úçàì òéâäì ,íéàúî ñéñá úøéçá éãé ìò ,øùôàù (úåéðåð÷ úåøåö) úåöéøèî ìù úîéåñî äçôùî ùéù

.äæ ÷ìç èåùéôì åúîåøú ìò éöøà-ïá øùà 'ôåøôì úåãåäì éðåöøá .ïäî (íéåñî ïáåîá)

äðëä àåä ;(1 úéøàðéì äøáâìàá å÷ìçá ãîìð àåä íéîòôìå) úéðåéòø äðéçáî ïàëì êééù ÷åéãá åðéà 'ã ÷ìç

ìù úåáöéðå øåè÷åä êøåà åîë íéâùåî åéìà íéôñåð øùàá éøåè÷å áçøî ìù âùåîä úà áéçøð äæ ÷ìçá .àáä ÷ìçì

.äéøèîåàéâä ïî åðì íéøëåî íäù éôë ,íéøåè÷å

1 êøåà éìòá íéøåè÷åî áëøåî B ñéñáäù ùåøãð íà òéâäì ìëåð [T ]BB äöéøèî äæéàì ìåàùì ìëåð úòë

.'ä ÷ìç ÷ñåò äæá .äæì äæ íéáöéð

âöééì øùôà íúåà íâù íééøèîåàéâ åà íééøáâìà íéîöòá àìà ,úåéøàðéì úå÷úòäá íé÷ñåò íðéà 'æ,'å íé÷ìç

.äãéçé åæ äöéøèî äîë ãòå òéâäì ìëåð äöéøèî åæéàì ìàùð áåù .ñéñá úøéçáá äéåìú äöéøèîäå ,úåöéøèî éãé ìò

äàåùî éãé ìò éãîî úìúä áçøîá åà øåùéîá úâöåéîä úéøèîåàéâä äøåöä éäî ,äìàùä ìò äðòð 'æ ÷ìçá ãçåéîá

.2 äìòîî

äøåàëìù ,'à ÷ìçá ãåîéìä úà çúôð ïëìå ,úåãù ìòî íéîåðéìåô ÷åøéô ìò éðëè òãéá íééåìú 'â,'á íé÷ìç êà

(...ïçáîì åðéä äæ øîåç íâ ,÷ôñ øñä ïòîì) .úéøàðéì äøáâìàì êééù åðéà

i



íéöìîåî íéøôñ

íéîéàúîù íéáø íéøôñ ùé êà ,ñøå÷ì ÷éåãîá íéàúî øùà øôñ ïéà äãáìî .åæ úøáåç éôì ìäðúé ñøå÷ä ,øåîàë

:ñøå÷ä ìù íéðåù íé÷ìçì

äðåùàøä úå÷úòä úáëøäá) äæ øôñì íéãçåéî íéðåîéñá êà ,øîåçä áåø úà ìéëî .ïåîã÷à ,'à äøáâìà ,øåöéîò .ù •

.('åëå ,úéìàîùä àéä úìòåôù

.äçåúôä äèéñøáéðåàä ìù úéøàðéì äøáâìà •

.éîöò ãåîéìì úåîéàúîå ãàî úåàéø÷ ïðä êà ,åðì ùøãðù äîî øúåé äëåîð úö÷ äîøá ïðä åìà úåøáåç

• Hoffman, Kunze, Linear Algebra, Prentice Hall, 2nd edition, 1971

.äàéø÷ì ì÷ àì .åéìò úøçà åà åæ äãéîá íéññåáî íéøçàä íéøôñä áåø ,àùåðá éñàì÷ øôñ

Frank Ayres, Matrices, Schaum Series, ,íåàù úøãñ ,úåöéøèîä ,ñøééà ÷ðøô •

Seymour Lipschuts, Linear Algebra, Schaum .íåàù úøãñ ,úéøàðéì äøáâìà ,õéùôéì øåîééñ •

Series.

åàöé .íéìéâøúáå íéçôñðá ïâøåàî éèøåàéúä øîåçä .(íéøåúô) íéìéâøú äáøä íéìéëî äìàä íéøôñä éðù

.íéìéâøúì íééåâù úåðåøúô ùé úåîééåñî úåàöåäá ,éøòöì .úåãçà úåàöåäá

ii



íéâåç .1

.âåç àø÷ðù éøáâìà äðáî àåä íéåñî äãù ìòî íéîåðéìåôä ìë óñåà .íéîåðéìåô ìò ãåîìì íéìéçúî åðà äæ ÷øôá

ïôåàá íéâåç ìò úö÷ ãîìð ïëì .úåîéåñî úåðåëú íò íéâåçì åà íéâåçì ìéìëäì øùôà íéîåðéìåô ìò úåîéåñî úåðòè

.éììë

íéîéé÷î øùà ,(ïîéñ àìì åà ·) ìôëå (+) øåáéç :úåìåòô éúù úåøãâåî äéìò ,R äöåá÷ åðä (ring) âåç :1.1 äøãâä

:íéàáä íé÷åçä úà

.a+ b = c-ù êë ãéçé c ∈ R íéé÷ a, b ∈ R ìëì :øåáéçä úåøéù÷ (0ç)

.a, b, c ∈ R ìëì (a+ b) + c = a+ (b+ c) :øåáéçì óåøéöä ììë (1ç)

.a, b ∈ R ìëì ,a+ b = b+ a :øåáéçä ìù óåìéçä ììë (2ç)

.a ∈ R ìëì a+ 0 = a íéé÷îäå 0-á ïîåñîä R-á øáéà íé÷ :ñôà øáéà íåé÷ (3ç)

.a+ (−a) = 0-ù êë −a ∈ R øáéà íé÷ a ∈ R ìëì :éãâð øáéà íåé÷ (4ç)

.ab = c-ù êë ãéçé c ∈ R íéé÷ a, b ∈ R ìëì :ìôëä úåøéù÷ (0ë)

.a, b, c ∈ R ìëì ,(ab)c = a(bc) :ìôëì óåøéöä ììë (1ë)

.a, b, c ∈ R ìëì ,(a+ b)c = ac+ bc å a(b+ c) = ab+ ac :âåìéô éììë (2ë)

:1.2 äøãâä

.a ∈ R ìëì ,a1 = a = a1 íéé÷îä 1 øáéà åá ùé íà äãéçé íò âåç àø÷éé R âåç (à)

.a, b ∈ R ìëì ab = ba íà éôåìéç àø÷éé R âåç (á)

.ab ̸= 0 íéé÷úî 0-î íéðåù a, b ∈ R ìëì íà úåîìù íåçú àø÷éé 1 ̸= 0 åá äãéçé íò éôåìéç âåç (â)

.âåç R éäé :ìéâøú

.R ìù ñôàä äàø÷éé .ãéçé àåä ,åì íéîãå÷ä íéàðúä íò ãçé ,(4ç) úà íéé÷îù 0 øáéà (à)

.a ìù éãâðä äàø÷éé .ãéçé àåä ,åì íéîãå÷ä íéàðúä íò ãçé ,(5ç) úà íéé÷îù −a øáéà a ∈ R ìëì (á)

.R ìù äãéçéä äàø÷éé .ãéçé àåä– íéé÷ íà– (à)1.2 éàðú úà íéé÷îù 1 ∈ R øáéà (â)

.a0 = 0 = 0a æà .a ∈ R éäé (ã)

.0 = a0 ìá÷ðå íéôâàä éðùì a0 ìù −(a0) éãâðä úà øáçð .a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 (ã) :äçëåä

.0 = 0a äîåã ïôåàá

(.Z = {0,±1,±2,±3, . . .}) .úåîìù íåçú àåä Z (à) :1.3 úåàîâåã

.äãéçé àìì éôåìéç âåç àåä (íééâåæä íéøôñîä úöåá÷=) 2Z (á)

äãù) C ,(íééùîîä íéøôñîä äãù) R ,(íééìðåéöøä íéøôñîä äãù) Q èøôá .úåîìù íåçú àåä äãù ìë (â)

.úåîìù éîåçú íä (Fp = Z/pZ ;éðåùàø p øùàá ,íéøáéà p ìòá äãùä) Fp-å (íéáëåøîä íéøôñîä

.éðåùàø øôñî åðä n íà ÷øå íà äãù åäæ .äãéçé íò éôåìéç âåç àåä Z/nZ ,n éòáè øôñî ìë øåáò (ã)
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íééìîøåôä íééåèéáä ìë úöåá÷ë øãâåîåR[X] á ïîåñîR ìòî íéîåðéìåôä âåç .(éôåìéç à÷åã åàì) âåçR éäé (ä)

(
∞∑
i=0

aiX
i :øöå÷î áéúëá åà) a0X

0 + a1X
1 + a2X

2 + . . .

éãé ìò íéøãâåî ìôëå øåáéç .ñôàì íéååù (éôåñ øôñîì èøô=) íìåë èòîëå R-ì íé-ai-ä íéëééù íäáù

:úåàçñåðä

,
( ∞∑
i=0

aiX
i
)
+
( ∞∑
i=0

biX
i
)
=

∞∑
i=0

(ai + bi)X
i

.
( ∞∑
i=0

aiX
i
)( ∞∑

j=0

bjX
j
)
=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj

)
Xk =

∞∑
k=0

( k∑
i=0

aibk−i

)
Xk

.0 =
∑∞

i=0 0X
i àåä R[X] ìù ñôàä øáéà

íéîåëñë íéîåðéìåôä úà íåùøìå íééôåñðéàä íéîåëñäî +0Xi çéðæäì âåäð .íéîåðéìåô ìù øöå÷î íåùéø

áúëì âåäð ,äãéçé R-á ùé íà .a0X
0 íå÷îá a0-å ,X1 íå÷îá X áåúëì âåäð ïë åîë .

∑n
i=0 aiX

i :íééôåñ

íåëñ :úçàä :úåéåòîùî éúù X +X2 éåèéáì ,ìùîì ,éë ,ìåáìéáì íåøâì äøåàëì ìåìò øáãä .1Xi íå÷îá Xi

íéåèéáä éðù êà .0X0 + 1X1 + 1X2 + 0X3 + · · · íåðéìåôä :äéðùäå ,X2-å X íéîåðéìåôä ìù R[X]-á

;X-å a íéîåðéìåôä ìù äìôëîë åà 0X0 + aX1 + 0X2 + · · · íåðéìåôë ïéáäì øùôà aX äîåã ïôàá .íéååù

.íéååù íéåèéáä éðù ,áåù

.ïåéìòä íã÷îä àø÷ð
∑n

i=0 aiX
i ìù an íã÷îä ,an ̸= 0 íà .íåðéìåôä éîã÷î íéàø÷ð ai íéøáéàä

óìçúî X = 0X0 +1X1 +0X2 +0X3 + · · · íåðéìåôäù áì íéù .ï÷åúî íåðéìåôäù íéøîåà an = 1 íà

éãé ìò íâ åà ,f ìùîì ,úåðè÷ úåéðéèì úåéúåà éãé ìò ïîñì âåäð R[X] éøáéà úà .R[X] éøáéà ìë íò ìôëá

.X-á f ìù úåìúä úà ùéâãäì íéöåø íà ,f(X)

,f ̸= 0 íà ,deg(f) = max(i| ai ̸= 0) :êë úøãâåî f =
∑n

i=1 aiX
i íåðéìåô ìù deg(f) äìòîä

.deg 0 = −∞ åìéàå

:øåáéçä íò ,R ìòî n × n øãñî úåöéøèîä âåç Mn(R) éäé ,(!éôåìéç çøëäá àì) âåç R íà (å)

ïàë) .1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(AB)ij =
∑n

k=1(A)ik(B)kj :ìôëäå (A + B)ij = (A)ij + (B)ij

.éôåìéç R íà åìéôà ,éôåìéç åððéà Mn(R) ììë êøãá (.R-á A ìù (i, j)-ä áéëøä úà ïîñî (A)ij

àéä åá äãéçéä ;äãéçé íò âåç Mn(R) íâ ,äãéçé íò âåç R íà

.I = In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · 1


äöéøèî ìë ìù íéáéëøä .R[X] íéîåðéìåôä âåç ìòî Mn(R[X]) úåöéøèîä âåçá ïðåáúäì øùôà èøôá

.R-á íéîã÷î íò íéîåðéìåô íä åæë
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.úåöéøèî íäéîã÷îù íéîåðéìåô íðä äæ âåç éøáéà .Mn(R)[X] âåçá ïðåáúäì øùôà äîåã ïôàá

T : V → V úåéøàðéìä úå÷úòää ìë úöåá÷ úà LF (V ) á ïîñð .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé (æ)

ìôëìå ,(T + S)(v) = Tv + Sv ,øåáéçì ñçéá âåç äååäî åæ äöåá÷ .(V ìù íéîæéôøåîãðà íâ úåàø÷ðä)

1-á äðîñðù (V ìù úåäæä ú÷úòä) äãéçé ùé äæ âåçì .(TS)(v) = T (S(v)) ,úå÷úòä ìù äáëøäë øãâåîä

.éôåìéç åðéà LF (V ) æà dim(V ) ≥ 2 íà .V úà ïéöì íéöåø íà ,1V -á åà

V -î úåéøàðéì úå÷úòä íäéîã÷îù X-á íéîåðéìåô ìù LF (V )[X] âåçä úà úåðáì íéìåëé åðà ïàë íâ

.V -ì

åéäé .åéìòî íéîåðéìåô éðù f =
∑∞

i=0 aiX
i, g =

∑∞
i=0 biX

i ∈ R[X] åéäéå âåç R éäé :1.4 ìéâøú

:çëåä .m = deg(f) , n = deg(g)

.deg(f + g) ≤ max(m,n) (à)

.deg(fg) ≤ m+ n (á)

.ambn àåä fg -á Xm+n ìù íã÷îä æà .m,n ≥ 0 çéðð (â)

.(á) éàðúá ïåéååù íéé÷úî ,úåîìù íåçú àåä R íà (ã)

.úåîìù íåçú àåä R[X] íâ ,úåîìù íåçú R íà (ä)

.(á) éàðúá ïåéååù íéé÷úî æà bnc = 1-ù êë c ∈ R íéé÷å äãéçé íò âåç R íà (å)

.
∑

i+j=k aibj àåä fg-á Xk ìù íã÷îä :äçëåä

ïëìå ,i ≤ m íâå j ≤ n úøçà) i > m åà j > n æà i + j = k-å k > m + n íà (á)

.0 àåä fg-á Xk ìù íã÷îä ïëì .aibj = 0 ïàëîå ai = 0 åà bj = 0 ïëì .(äøéúñ ,i+ j ≤ m+ n < k

íâå j ≤ n úøçà) i = m, j = n åà i > m åà j > n æà i + j = k-å k = m + n íà (â)

íéðåùàøä íéø÷îä éðùá .(äøéúñ ,i+ j < m+ n = k ïëì ;óéøç àåä íéðåéååù éàä éðùî ãçà úåçôìå ,i ≤ m

.ambn àåä fg-á Xk ìù íã÷îä ïëì .aibj = 0

.deg(fg) = m+ n ,(â) ,(á) éôì .ambn ̸= 0 ïëì ,(ambn)c = am(bnc) = am1 = am ̸= 0 (å)

ìò úøîåù àéä íà íæéôøåîåîåä àø÷ú φ: R → S ä÷úòä .íéâåç éðù S-å R åéäé .íæéôøåîåîåä :1.5 äøãâä

:íéìá÷î èøôá .φ(ab) = φ(a)φ(b)-å φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) øîåìë .ìôëä ìòå øåáéçä

éãâðä úà íéôâàä éðùì øáçð íàå 0 + φ(0) = φ(0) = φ(0 + 0) = φ(0) + φ(0) ,ïëà .φ(0) = 0 (à)

.0 = φ(0) ìá÷ð ,φ(0) ìù

.äð÷ñîä ïàëîå ,φ(−a) + φ(a) = φ(−a+ a) = φ(0) = 0 ,ïëà .a ∈ R ìëì ,φ(−a) = −φ(a) (á)

(?ãéîú íéé÷úî àì äæ ?úàæ çéðäì êéøö òåãî) .φ(1) = 1-ù ãéîú çéðð ,äãéçé íò íéâåç íä S-å R íà

.íæéôøåîåæéà àø÷éé ìòå éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä
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,LF (V ) → Mn(F ) ä÷úòää .åñéñá B éäéå F äãù ìòî n éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé (à) :1.6 äîâåã

ìù íæéôøåîåæéà àéä ,B ñéñáì ñçéá [T ]BB äìù äöéøèîä úà T : V → V úéøàðéì ä÷úòäì äîéàúî øùà

(.íéâåç íù åøãâåä àì íà íâ ,1 úéøàðéì äøáâìàá ãîìð äæ) .íéâåç

øùàá) f(α) =
∑∞

i=0 aiα
i øéãâð ,f =

∑∞
i=0 aiX

i ∈ R[X] íà .α ∈ R éäéå äãéçé íò âåç R éäé (á)

?íæéôøåîåîåä φ íàä .φ(f) = f(α) éãé ìò φ: R[X] → R äáöää ú÷úòä åðøãâä êëá .(α0 = 1

.f, g ∈ R[X] åéäé .f 7→ f(α) äáöää φ: R[X] → R éäúå α ∈ R éäé ,äãéçé íò âåç R éäé :1.7 äðòè

.φ(f + g) = φ(f) + φ(g) (1)

.φ(fg) = φ(f)φ(g) æà g éîã÷î ìë íò ìôëá óìçúî α íà (2)

.íæéôøåîåîåä φ æà R éøáà ìë íò ìôëá óìçúî α íà (3)

.f =
∑∞

i=0 aiX
i, g =

∑∞
i=0 biX

i ∈ R[X] çéðð (1) :äçëåä

.φ(f + g) =φ
( ∞∑
i=0

(ai + bi)X
i
)
=

∞∑
i=0

(ai + bi)α
i =

∞∑
i=0

aiα
i +

∞∑
i=0

biα
i

=f(α) + g(α) = φ(f) + φ(g)

.R-á âåìéôä ÷åç ììâá (ø÷éòá)

.f =
∑∞

i=0 aiX
i, g =

∑∞
i=0 biX

i ∈ R[X] çéðð (2)

φ(fg) =φ
(
(

∞∑
i=0

aiX
i)(

∞∑
j=0

bjX
j)
)
= φ

( ∞∑
k=0

(
∑

i+j=k

aibj)X
k
)
=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj
)
αk

=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibjα
k
)

åìéàå

.φ(f)φ(g) =
( ∞∑
i=0

aiα
i
)( ∞∑

j=0

bjα
j
)
=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aiα
ibjα

j
)
=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibjα
k
)

.φ(1) = 1-ù áì íéùð .(2)-î òáåð (3)

æà .aα ̸= αa-ù êë α, a ∈ R ùé .äãéçé íò éôåìéç àì âåç R éäé :1.8 äîâåã

.φ(X · a) = φ(aX) = aα ̸= αa = φ(X)φ(a)

.íæéôøåîåîåä äððéà èøôáå ìôë úøîåù äðéà φ äæ äø÷îá ,øîåìë
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:äøòä

X · a = (0X0 + 1X1 + 0X2 + · · ·)(aX0 + 0X1 + 0X2 + · · ·) =

= (0 · a)X0 + (0 · 0 + 1 · a)X1 + (0 · 0 + 1 · 0 + 0 · a)X2 + · · · =

= 0X0 + aX1 + 0X2 + · · · = aX

.(êùîäá äöåçð êà ,úëáåñî úö÷) íæéôøåîåîåäì äîâåã ãåò âéöð

,ìùîì ,M2(Z) ìòî íéîåðéìåô éðù ìù äîâåãá ïðåáúð ïë éðôì ìáà

.f =

(
2 1
0 1

)
+

(
1 3
1 1

)
X +

(
0 1
2 1

)
X2, g =

(
2 1
3 1

)
+

(
0 1
1 2

)
X +

(
1 0
0 1

)
X2

.íúåà ìéôëäì íéù÷áî

:äàáä êøãä úà òéöî åäùéî

.f =

(
2 +X 1 + 3X +X2

X + 2X2 1 +X +X2

)
, g =

(
2 +X2 1 +X
3 +X 1 + 2X +X2

)
:(!úåöéøèîë) úåöéøèîä éúù úà ìéôëð åéùëòå

.fg =

(
7 + 12X + 8X2 + 2X3 3 + 8X + 9X2 + 5X3 +X4

3 + 6X + 8X2 + 2X3 + 2X4 1 + 4X + 7X2 + 5X3 +X4

)
=

=

(
7 3
3 1

)
+

(
12 8
6 4

)
X +

(
8 9
8 7

)
X2 +

(
2 5
2 5

)
X3 +

(
0 1
2 1

)
X4

??äðåëð åæ äèéù íàä

éãé ìò φ: Mn(R)[X] → Mn(R[X]) øéãâð .âåç R éäé :1.9 äðòè

(
φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ)
)
ij
=

∞∑
µ=0

(Aµ)ijX
µ

.íéâåç íæéôøåîåæéà φ æà .1 ≤ i, j ≤ n ìëì

,n = 2-å R = Z íà ,ìùîì ,êë

.φ
((

2 1
−3 0

)
+

(
7 0
1 1

)
X +

(
0 1
0 0

)
X2
)
=

(
2 + 7X 1 +X2

−3 +X X

)
:äçëåä

íà ,ïëà :ò"çç φ (i)

.φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ) = φ(

∞∑
µ=0

BµX
µ)
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æà

∞∑
µ=0

(Aµ)ijX
µ =

∞∑
µ=0

(Bµ)ijX
µ

µ ìëì ïàëî .i, j ìëì

.i, j ìëì (Aµ)ij = (Bµ)ij

èøôáå .Aµ = Bµ íéé÷úî µ ìëì øîåìë

.

∞∑
µ=0

AµX
µ =

∞∑
µ=0

BµX
µ

ìëì ,R[X] ìù øáéà åäæ .(C )ij = c
(0)
ij + c

(1)
ij X + · · · éäéå C ∈ Mn(R[X]) éäú ,ïëà :ìò φ (ii)

.1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(Aµ )ij = c
(µ)
ij éãé ìò Aµ ∈ Mn(R) ,0 ≤ µ < ∞ ìëì ,øéãâð .1 ≤ i, j ≤ n

ìù øáéà
∑∞

µ=0AµX
µ-ù ïàëîå .Aµ = 0 ïëìå ,1 ≤ i, j ≤ n ìëì c

(µ)
ij = 0 æà ,÷éôñî ìåãâ µ íà

íéé÷úî .Mn(R)[X]

(
φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ)
)
ij
=

∞∑
µ=0

(Aµ )ij X
µ =

∞∑
µ=0

c
(µ)
ij X

µ = (C )ij

.φ(
∑∞

µ=0AµX
µ) = C ïàëîå

æà
∑∞

µ=0AµX
µ,
∑∞

µ=0BµX
µ ∈ Mn(R)[X] íà :øåáéç úøîåù φ (iii)

(
φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ +

∞∑
µ=0

BµX
µ)
)
ij
=
(
φ(

∞∑
µ=0

(Aµ +Bµ)X
µ)
)
ij
=

∞∑
µ=0

(Aµ +Bµ)ijX
µ

=
∞∑

µ=0

(
(Aµ)ij + (Bµ)ij

)
Xµ =

∞∑
µ=0

(Aµ)ijX
µ +

∞∑
µ=0

(Bµ)ijX
µ

=
(
φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ)
)
ij
+
(
φ(

∞∑
µ=0

BµX
µ)
)
ij
=
(
φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ) + φ(

∞∑
µ=0

BµX
µ)
)
ij

ïëìå i, j ìëì

.φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ +

∞∑
µ=0

BµX
µ) = φ(

∞∑
µ=0

AµX
µ) + φ(

∞∑
µ=0

BµX
µ)
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æà
∑∞

µ=0AµX
µ,
∑∞

µ=0BµX
µ ∈ Mn(R[X]) íà :ìôë úøîåù φ (iv)

φ
(
(

∞∑
µ=0

AµX
µ)(

∞∑
ν=0

BνX
ν)
)
=(1) φ(

∞∑
µ=0

∞∑
ν=0

AµBνX
µ+ν)

=(2)
∞∑

µ=0

∞∑
ν=0

φ(AµBνX
µ+ν)

φ(
∞∑

µ=0

AµX
µ)φ(

∞∑
ν=0

BνX
ν) =(2)

( ∞∑
µ=0

φ(AµX
µ)
)(
(

∞∑
ν=0

φ(BνX
ν)
)

=(1)
∞∑

µ=0

∞∑
ν=0

φ(AµX
µ)φ(BνX

ν)

éë µ, ν ≥ 0 ìëì ,çéëåäì éã ïëìå [ øåáéç úøîåù φ-ù ììâá - (2) ;âåìéôä ÷åç ììâá (1) ]

.φ(AµBνX
µ+ν) = φ(AµX

µ)φ(BνX
ν)

:äðåøçàä äàååùîä úà äàøð .Bν íå÷îá B-å Aµ íå÷îá A áåúëð úåèùô íùì

.φ(ABXµ+ν) = φ(AXµ)φ(BXν)

,ïëàå

(
φ(AXµ)φ(BXν)

)
ij
=

n∑
k=1

(
φ(AXµ)

)
ik

(
φ(BXν)

)
kj

=
n∑

k=1

(A)ikX
µ(B)kjX

ν =

n∑
k=1

(A)ik(B)kjX
µ+ν =

( n∑
k=1

(A)ik(B)kj
)
Xµ+ν = (AB)ijX

µ+ν =
(
φ(ABXµ+ν)

)
ij

.φ(In) = In ,øîåìë ,φ(1) = 1 æà ,1 ∈ R äãéçé ùé íàù áì íéùð óåñáì

,øåáéç úçú äøåâñ ,ñôàä øáéà úà äìéëî àéä íà âåç úú äðåëú R âåç ìù S äöåá÷ úú .âåç úú :1.10 äøãâä

.R ìù äãéçéä úà äìéëî S-ù íâ ùåøãð ,äãéçé íò âåç R íà .ìôëå éãâð øáéà úçé÷ì

.R-î íéøùåîä ìôëäå øåáéçì ñçéá (äãéçé íò) âåç S äååäî äæ äø÷îá

.Q ìù âåç úú àåä Z (à) :1.11 úåàîâã

.äãéçéä øáéà úà ìéëî åðéàù Z ìù âåç úú àåä 2Z (á)

ä÷úòääù øåøá .R[X] ìù âåç úú àåä S = {a0 + 0X + 0X2 + · · · | a0 ∈ R} æà ,âåç R íà (â)

ìù âåç úú R éë øîàðå R íò S úà ääæð åðà .R→ S íæéôøåîåæéà àéä a0 7→ a0 + 0X + 0X2 + · · ·

.R[X]
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éôøåîåæéà àåä ,áåù .Mn(R) ìù âåç úú àåä
{α 0

. . .

0 α

 = αIn

∣∣∣ α ∈ R
}

æà ,âåç R íà (ã)

.Mn(R) ìù âåç úú R éë øîàðå ,α 7→

α 0
. . .

0 α

 = αIn éãé ìò ,R-ì

éæà ,äöéøèî A ∈ Mn(R)-å äãéçé íò éôåìéç âåç àåä R íà (ä)

R[A] = {a0In + a1A+ a2A
2 + · · · | 0 íìåë èòîë , ai ∈ R}

úå÷æçå ìéàåä .äðúùî åðéà A éë ,R ìòî íéîåðéìåôä âåç íò R[A] úà ìáìáì ïéà .Mn(R) ìù âåç úú àåä

.éôåìéç âåç åðä R[A] ,ìôëá åæ íò åæ úåôìçúî A ìù úåðåù

(íéîéàúî íééåäéæ úçú) æà .A ∈ Mn(R) éäú .1.9 äðòèá åîë φ éäú :1.12 ìéâøú

.φ(X −A) = XIn −A (à)

.φ(g) = gIn íéé÷úî g ∈ R[X] ìëì (á)

,A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

an1 an2 . . . ann

 ∈ Mn(R) íà (à) :äçëåä

XIn −A =


X − a11 −a12 . . . −a1n
−a21 X − a22 . . . −a2n

...
... . . .

...

−an1 −an2 . . . X − ann

 ∈ Mn(R[X]) æà

åìéàå

X −A = −AX0 + InX
1 + 0X2 + · · · =

=


−a11 −a12 . . . −a1n
−a21 −a22 . . . −a2n

...
... . . .

...

−an1 −an2 . . . −ann

+


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 1

X ∈ Mn(R)[X]

ïëì

φ(X −A) =


−a11 +X −a12 . . . −a1n

−a21 −a22 +X . . . −a2n
...

... . . .
...

−an1 −an2 . . . −ann +X


.aiIn ∈ Mn(R) äöéøèîë ai ∈ R ìë úåàøì øùôà ,(ã)1.11 äîâåã éôì .g =

∑n
i=0 aiX

i éäé (á)

íéé÷úî .øãâåî φ(g) èøôá .g =
∑n

i=0(aiIn)X
i ∈ Mn(R)[X] ïëì

.φ(g) =

n∑
i=0

(aiX
i)In =

( n∑
i=0

aiX
i
)
In = g(X)In
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úåîìù íåçú F [X] æà ,äãù F íà èøôá .äæ äãù ìù âåç úú R-ù êë äãù íéé÷ æà .úåîìù íåçú R éäé :1.13 èôùî

.äãù åäùæéà ìù âåç úú ïëìå

(.äðåîúä úîìùä íùì ÷ø ïàë úðúéðå äàöøäá àáåú àì åæ äçëåä) :äçëåä

:{(a, b) ∈ R2| b ̸= 0} úåâåæä óñà ìò úåìé÷ù ñçé øéãâð

.(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = a′b

ìôëå øåáéç øéãâð .Quot(R)-á úåìé÷ùä úå÷ìçî ìë óñà úà ïîñð .ab -á (a, b) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî úà ïîñð

:äìéâøä êøãá Quot(R) ìò

.
a

b
+
a′

b′
=
ab′ + a′b

bb′
,
a

b

a′

b′
=
aa′

bb′

ä÷úòää .R ìù úåðîä äãù àø÷ð äæ äãù .äãùì Quot(R) úà úåëôåäå íéâöééîá úåéåìú íðéà åìà úåøãâä

ìù âåç úúë R úà úåàøì éãë a
1 íò a úà ääæð .Quot(R) êåúì R ìù éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä àéä a 7→ a

1

åðä Quot(R) ,úåøçà íéìîá .Quot(R) úà íâ óé÷î L éæà R úà óé÷îä åäùìë äãù àåä L íà .Quot(R)

.R úà óé÷îä øúåéá ïè÷ä äãùä

úåéö÷ðåôä äãù àåä F [X] ìù úåðîä äãù ,F åäùìë äãù øåáò .Q àåä Z ìù úåðîä äãù èøôá

:F ìòî úåéìðåéöøä

.F (X) =

{
f(X)

g(X)

∣∣∣∣f, g ∈ F [X], g ̸= 0

}
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íéîåðéìåô éâåçáå íéâåçá ÷åìéç .2

íà a ìù éëôåä àø÷éé b ∈ R øáéà .a ∈ R éäéå ,äãéçé íò âåç R éäé :2.1 äøãâä

.ab = 1 = ba

.R ìù íéëéôää íéøáéàä úöåá÷ úà R×-á ïîñð .éëôåä åì ùé íà êéôä àø÷éé a

b, c ∈ R íà ,ïëà .(a−1 ïîåñéå éëôåää àø÷éé àåä æàå) ãéçé àåä äæ éëôåä æà éëôåä ùé a-ì íà :2.2 äøòä

.c = 1c = (ba)c = b(ac) = b1 = b æà ,ac = 1 = ca ,ab = 1 = ba íéîéé÷î

úåöéøèîä úöåá÷ àéä (Mn(F ))
×-å F× = F ∖{0} æà äãù F íà ;Z× = {±1} :2.2 úåàîâåã

.úåëéôää

, f, g ∈ R[X] åéäéå äãéçé íò âåçR éäé :(úéøàù íò ÷åìéç) 2.3 èôùî

.g = bmX
m + · · ·+ b1X + b0, bm ∈ R×

éæà

-ù êë íéãéçé q, r ∈ R[X] íéîéé÷ (à)

.f = qg + r, deg r < deg g = m

-ù êë íéãéçé q′, r′ ∈ R[X] íéîéé÷ (á)

.f = gq′ + r′, deg r′ < deg g = m

:íéîìù íéøôñîá ìéá÷îä èôùîä éàãå åðì øëåî

-ù êë íéãéçé q, r ∈ Z íéîéé÷ éæà .g > 0 , f, g ∈ Z åéäé :(Z ìòî úéøàù íò ÷åìéç) èôùî

.f = qg + r, 0 ≤ r < g

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

O g 2g 3g−g−2g−3g f
•r

)| )| )| )|)|)|)|

çéðð .q = 0, r = f ç÷éð ,(f = 0 íà èøôáå) deg f < m íà .deg f ìò äéö÷åãðéàá .íåé÷ :(à) ìù äçëåä

,øîàð ,deg f = n ≥ m éë úòë

f = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a0, an ̸= 0
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æà .n >äìòîî íéîåðéìåôä ìëì äðåëð íåé÷ä úðòèå

,f = (anb
−1
m Xn−m) · g + f1

øùàá

f1 =f − (anb
−1
m Xn−m) · g

=(anX
n + an−1X

n−1 + . . .)− (anb
−1
m Xn−m)(bmX

m + bm−1X
m−1 + . . .)

=(anX
n + an−1X

n−1 + . . . · · ·)− (anX
n + anb

−1
m bm−1X

n−1 + . . .)

=(an − an)X
n + (an−1 − anb

−1
m bm−1)X

n−1 + . . .

-ù êë q1, r ∈ R[X] ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .deg f1 < n ïàëîå

.f1 = q1g + r, deg r < m

.f = (b−1
m anX

n−m) · g + q1g + r = qg + r æà .q = anb
−1
m Xn−m + q1 ïîñð

-ù êë r0, q0 ∈ R[X] íâ ùé q, r-ì óñåðá éë çéðð .úåãéçé

.f = q0g + r0, deg r0 < deg g = m

1.4 ìéâøú éôì æà ,q − q0 ̸= 0 äéä åìéà .r = r0 íâù òáåð ïàëî æà q = q0 íà .(q − q0)g = r0 − r æà

, deg g ≤ deg(q−q0)+deg g = deg((q−q0)·g) = deg(r−r0) ≤ max(deg r0,deg r) < deg g

.q = q0 ïëì .äøéúñ

.g = X − 4 ,f = X3 − 7X − 6 ,R = Z :äîâåã

:2.3 èôùî úçëåäáù íúéøåâìàä éôì áåùéçä úà äùòð

X3 +0X2 −7X −6 : X − 4 = X2 +4X +9

−
(
X2(X − 4) = X3 −4X2

)
4X2 −7X −6 +4X

−
(
4X(X − 4) = 4X2 −16X

)
9X −6 +9

−
(
9(X − 4) = 9X −36

)
30

ïëì

.X3 − 7X − 6 = (X − 4)(X2 + 4X + 9) + 30
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êë q ∈ R[X] íéé÷ íà ÷øå íà f(α) = 0 æà .f ∈ R[X] éäéå α ∈ R éäé ,äãéçé íò âåç R éäé :2.4 äð÷ñî

.f = q(X) · (X − α)-ù

-ù êë íéãéçé q, r ∈ R[X] ùé ,g = X − α íò ,(à)2.3 èôùî éôì :äçëåä

.f = q(X) · (X − α) + r, deg r < deg(X − α) = 1

äàååùîä ìù íéôâàä éðùá α áéöð .(ïáåîë ,r(α) = r ïëìå) r ∈ R-ù åùåøéô deg r ≤ 0 úòë

ìôëá óìçúî α-ù êëá íéùîúùî ïàë) .f(α) = q(α) · (α−α)+ r = r ìá÷ðå f = q(X) · (X −α)+ r

ïàëî (!ìôë úøîåù äáöää (2)1.7 äðòè éôì ïëìå ,1,−α íä ,X − α éîã÷î íò

.f = q(X) · (X − α) + f(α) (1)

.úù÷åáîä äâöää àéä (1) æà ,f(α) = 0 íà ,úòë

q′ = q òáåð úéøàù íò ÷åìéçá úåãéçéäî æà ,f = q′(X) · (X − α)-ù êë q′ ∈ R[X] ùé íà ,êôéäì

.f(α) = 0 íâå

êë c ∈ R ùé íà ,a|b ïîñðå ,"R-á b ÷ìçî a"-ù øîàð .a, b ∈ R åéäéå éáéèèåîå÷ âåç R éäé :2.5 äøãâä

.b = ac-ù

.F [X]-á (X − α)|f íà ÷øå íà f ìù ùøåù α :éæà .f ∈ F [X] éäéå α ∈ F éäé ,äãù F éäé :2.6 äð÷ñî

.F -á íéðåù íéùøåù n øúåéä ìëì f -ì æà .n äìòîî 0 ̸= f ∈ F [X] éäéå äãù F éäé :2.7 èôùî

ïéà f -ì øîåìë ,α ∈ F ìëì f(α) = f ̸= 0 íéé÷úîå f ∈ F× æà n = 0 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

.n > 0 çéðð .F -á ùøåù

ùøåù åì ùé íà .åðîééñ æà ,F -á ùøåù ïéà f -ì íà .n − 1 äìòîî íåðéìåô ìëì äðåëð äðòèä éë çéðð

úçðä éôì .n− 1 äìòîî g ,(å)1.4 ìéâøú éôì .g ∈ F [X] øùàá ,f = (X −α)g ìéòì äð÷ñîä éôì æà α ∈ F

f -ì ïëì ,α-å g éùøåù ÷åéãá íä f éùøåùù úåàøì ì÷ .F -á íéðåù íéùøåù n− 1 øúåéä ìëì g-ì ùé äéö÷åãðéàä

.F -á íéðåù íéùøåù n øúåéä ìëì

n ùé f -ì éë çéðð .åìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F× éäéå ,n ≥ 0 äìòîî f ∈ F [X] éäé ,äãù F éäé :2.8 äð÷ñî

éæà .F -á α1, . . . , αn íéðåù íéùøåù

.f = c(X − α1) · · · (X − αn)

éäé :äçëåä

.g := c(X − α1) · · · (X − αn) ∈ F [X]
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íìåà .n − 1 ≥ äìòîî f − g ∈ F [X] ïëì .c ïåéìò íã÷î íò ,n äìòîî íåðéìåô g-ù øåøá

.F -á íéðåù íéùøåù n úåçôì f − g íåðéìåôì øîåìë ,1 ≤ i ≤ n ìëì (f − g)(αi) = f(αi)− g(αi) = 0

.f = g øîåìë ,f − g = 0 íà ÷ø ïëúé äæ èôùîä éôì

.éøàðéì íåðéìåô àø÷ð äðåùàø äìòîî íåðéìåô :2.9 äøãâä

.F -á (ãçà úåçôì) ùøåù ùé 0 < äìòîî f ∈ F [X] ìëì íà úéøáâìà øeâñ àø÷ð F äãù :2.10 äøãâä

(."äøáâìà ìù éãåñéä èôùîä" !äçëåä àìì) .úéøáâìà øåâñ C : 2.11 äîâåã

.íäá ùøåù ïéà X2 + 1-ì :úéøáâìà íéøåâñ íðéà Q,R

.åìù é÷ìç äãù àåä F -ù êë úéøáâìà øåâñ äãù íéé÷ F äãù ìëì (äçëåä àìì) : 2.12 èôùî

à÷ååã åàì) α1, . . . , αn ∈ F íéîéé÷ éæà .n ≥ 0 äìòîî f ∈ F [X] éäéå úéøáâìà øåâñ äãù F éäé : 2.13 èôùî

-ù êë c ∈ F× íéé÷å (äæî äæ íéðåù

.f = c(X − α1) · · · (X − αn)

ìëì úåðåëð çéððå n > 0 çéðð .úù÷åáîä äøåöäî f = c ∈ F× æà n = 0 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

ùé ,øîåìë ,F [X]-á (X − αn)|f ïëì .(úéøáâìà øåâñ F éë) αn ∈ F ùøåù ùé f -ì .n− 1 äìòîî íåðéìåô

-ù êë g ∈ F [X]

.f = g · (X − αn)

-ù êë ,c ∈ F× ,α1, . . . , αn−1 ∈ F ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëìå ,n− 1 äìòîî g-ù øåøá

.g = c(X − α1) · · · (X − αn−1)

.f = c(X − α1) · · · (X − αn−1)(X − αn) ïàëî
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íéîåðéìåô éâåçá úå÷éøô .3

íà R ìù ìàãéà úàø÷ð I ⊆ R äöåá÷ .äãéçé íò âåç R éäé :3.1 äøãâä

;0 ∈ I (à)

.a+ b ∈ I íâ æà a, b ∈ I íà (á)

.ra, ar ∈ I æà r ∈ R-å a ∈ I íà (â)

.−a = (−1)a ∈ I æà a ∈ I íà :áì íéù

:3.2 úåàîâåã

-ù úåàøì ì÷ æà a ∈ R-å äãéçé íò éáéèèåîå÷ âåç R íà (1)

(a) := {ra| r ∈ R} = {b ∈ R| a|b}

.éùàø àø÷ð (a) äøåöäî ìàãéà .a úà ìéëî øùà R ìù ìàãéà àåä

æà ,íéâåç ìù íæéôøåîåîåä φ: R→ S íà (2)

Kerφ := {r ∈ R| φ(r) = 0}

(.φ(0) = 0-ù úòãì êéøö !÷åãá) .R-á ìàãéà

.R ìù ìàãéà {0} æà .äãéçé íò âåç R éäé (3)

.úåîìù íåçú R éäé :3.3 ìéâøú

.a = b æà c ̸= 0-å ac = bc íà : R-á íåöîöä ììë ùé (à)

,u, v ∈ R× èøôáå uv = 1 æà a = vb ,b = ua íéîéé÷î u, v ∈ R íà .0-î íéðåù a, b ∈ R åéäé (á)

æà ,c ̸= 0 íâ íà ,úåîìù íåçú R-ù ïååéë .(a − b)c = ac − bc = 0 æà ac = bc íà (à) :äçëåä

.a = b ïàëî .a− b = 0

ïàëî .1 = vu íâ ,éáéèèåîå÷ R-ù ïååéë .1 = uv ,(à) éôì .1 · b = b = ua = u(vb) = (uv)b (á)

,u, v ∈ R×

.(ä)1.4 ìéâøú éôì ,úåîìù íåçú F [X] æà ,äãù F íàù øåëæð

æà ,I ̸= {0} íà :ïë ìò øúé .éùàø àåä R = F [X]-á I ìàãéà ìë æà .äãù F éäé :3.4 èôùî

.I = (g)-ù êë ãéçé ï÷åúî g ∈ F [X] íéé÷ (à)

.m := min(deg h| h ∈ I ∖{0}) äìòîî I -á ãéçéä ï÷åúîä íåðéìåôä àåä g (á)

.m äìòîî 0 ̸= g ∈ I ùé úøçà .éùàø I = (0) æà I = {0} íà .ìàãéà I ⊆ R éäé :äçëåä
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.I = (g) := {rg| r ∈ R} :äðòè

íò ÷åìéçä èôùî éôì .f ∈ I éäé ,êôéäì .R éøáàá ìôëä úçú øåâñ I-å ,g ∈ I-ù êëî úòáåð "⊇" äìëää ,ïëàå

-ù êë q, r ∈ R ùé úéøàù

.f = gq + r, deg r < deg g = m

.f = gq ∈ (g) ïëì .r = 0 :àöåé m úøãâä éôì .r = f − gq = f + (−q)g ∈ I ïëì ,f, g ∈ I ,úòë

.äìòîä äúåàîå ,ï÷åúî c−1g ∈ I æà ,g ìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F× íà :ï÷åúî g ë"äá

éôì ïëì .g′|g äîåã ïôåàá .g|g′ ïëìå g′ ∈ (g) æà ,I = (g) = (g′) ,ï÷åúî g′ íâ íà :(à)-á úåãéçéä

.g = g′ ,íéð÷åúî g, g′-å úåéä ,ïàëî .g′ = cg-ù êë c ∈ (F [X])× = F× ùé 3.3 ìéâøú

.g′ = g (à) éôì ïëìå ,I = (g′) äçëåää éôì æà ,m äìòîî g′ ∈ I íâ íà :(á)-á úåãéçéä

.êéôä àì 0 ̸= q ∈ R éäé .úåîìù íåçú R éäé :3.5 äøãâä

.a ∈ R× åà b ∈ R× æà q = ab íà :íéé÷úî a, b ∈ R ìëì íà ÷éøô éà àø÷ð q (à)

.q|a åà q|b æà q|ab íà :íéé÷úî a, b ∈ R ìëì íà éðåùàø àø÷ð q (á)

.q ∈ R ,úåîìù íåçú R éäé :3.6 ìéâøú

.÷éøô éà àåä æà éðåùàø q íà (à)

.÷éøô éà qu íâ æà ,u ∈ R× ,÷éøô éà q íà (á)

.éðåùàø q æà .÷éøô éà q ∈ R éäé .éùàø ìàãéà ìë åá úåîìù íåçú R éäé :3.7 èôùî

äöåá÷ä .q|ab-ù êë a, b ∈ R åéäé :äçëåä

I = {c ∈ R| q|cb}

.I = (c0)-ù êë c0 ∈ R ùé ïëìå (!÷åãá) R-á ìàãéà àéä

.a = rc0-ù êë r ∈ R ùé ïëì ,a ∈ I

ïåùàøä äø÷îá .êéôä u åà êéôä c0 ,÷éøô éà q-å úåéä .q = uc0 -ù êë u ∈ R ùé ïëì ,(q|qb éë) q ∈ I

.q|a ïëìå ,a = rc0 = (ru−1)q éðùä äø÷îá .q|b øîåìë ,1 = c−1
0 c0 ∈ I

íã÷î éìòá=) íéð÷åúîä íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä ìë ìù óñåàä {qi}i∈I éäé .R = F [X] éäéå äãù F éäé :3.8 èôùî

,íéãéçé ,0 íìåë èòîë ,i ∈ I ìëì ,mi ∈ N ∪ {0}-å ãéçé c ∈ R× = F× ùé 0 ̸= f ∈ R ìëì æà .R-á (1 ïåéìò

-ù êë

.f = c
∏
i∈I

qmi
i (∗)
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f íà .åìù äâöää àéä f = f
∏

i∈I q
0
i æà ,êéôä f íà .íééèøô íéø÷î éðù íãå÷ :(∗) äâöää íåé÷ (à) :äçëåä

øåáò ,c−1f = qi0 ïëì .(á)3.6 ìéâøú éôì ,÷éøô éà íâå ï÷åúî c−1f æà ,åìù ïåéìòä íã÷îä c ∈ F×-å ,÷éøô éà

.åìù (∗) äâöää àéä f = cqi0 æàå ,i0 ∈ I äæéà

f ,ìéòì øåîàä éôì .úéøòæî äìòîî åúåà øçáðå ,(∗) äâöä åì ïéàù 0 ̸= f ∈ R ùéù äìéìùá çéðð

ïàëîå deg f1,deg f2 ≥ 1 èøôá .íéëéôä àì f1, f2 ∈ R øùàá f = f1f2 ïëì .÷éøô éà åðéàå êéôä åðéà

úìôëî ìáà ;(∗) úåâöä f2-ì íâå f1-ì íâ ïëì .(deg f1 + deg f2 = deg f éë) deg f1,deg f2 < deg f

.äøéúñ ,f øåáò (∗) äâöä úðúåð äìàä úåâöää

íâ íéé÷úî (∗)-ì óñåðá éë çéðð :(∗) äâöää úåãéçé (á)

,f = d
∏
i∈I

qni
i (∗∗)

.0 íìåë èòîë ,ni ∈ N ∪ {0}-å ,d ∈ R× = F× øùàá

c = d ïëì .f ìù ïåéìòä íã÷îä àåä d-ù øåøá (∗∗) êåúî .f ìù ïåéìòä íã÷îä àåä c-ù øåøá (∗) êåúî

.
∏

i∈I q
mi
i =

∏
i∈I q

ni
i íâ ïàëîå

ïåéååéùä úà íöîöð .mj < nj (äéøèîéñ éîòèî) ë"äáå ,mj ̸= nj -ù êë j ∈ I ùéù äìéìùá çéðð

:q
mj

j -á ïåøçàä

.
∏
i∈I
i̸=j

qmi
i = q

nj−mj

j

∏
i∈I
i̸=j

qni
i

êë ,i ̸= j ,i ∈ I ùé ïëì ,éðåùàø qj ,3.7 èôùî éôì ìáà .qj |
∏

i∈I
i̸=j

qmi
i ïëì ,íøåâë qj òéôåî ïéîé óâàá

ïëì ,íéð÷åúî qi, qj ìáà .u ∈ R× = F× ïëì ,÷éøô éà qi úòë .u ∈ R øùàá ,qi = qju øîåìë .qj |qi-ù

.i ̸= j-ì äøéúñá ,qi = qj ïàëî .u = 1

.E[X]-á f |g -ù çëåä .F [X]-á f |g éë çéðð .f, g ∈ E[X] åéäéå F äãù ìù äãù úú E éäé :3.9 ìéâøú

,f = X − α ⇐⇒ ÷éøô éà f æà .(0-î äðåù èøôá) ï÷åúî f ∈ F [X] éäéå úéøáâìà øåâñ äãù F éäé :3.10 ìéâøú

.α ∈ F øùàá

.R[X]-á ÷éøô éà f = X2 + bX + c-ù çëåä .b2 − 4c < 0 -ù êë b, c ∈ R åéäé :3.11 ìéâøú

íà ÷øå íà ÷éøô éà f æà .ï÷åúî f ∈ R[X] éäé :3.12 èôùî

åà ;α ∈ R øùàá ,f = X − α (à)

.b2 − 4c < 0-ù êë b, c ∈ R øùàá ,f = X2 + bX + c (á)

.3.11 ìéâøú éôì ÷éøô éà àåä (á) äøåöäî àåä íà .÷éøô éà àåäù øåøá ,(à) äøåöäî f íà :äçëåä

,2.13 èôùî éôì ïëì ,f ∈ C[X] æà .÷éøô éàå ï÷åúî f éë çéðð ,êôéäì

f = c(X − α1) · · · (X − αn)
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.êéôä åðéà f éë ,n ≥ 1-ù øéòð .ï÷åúî f éë ,c = 1 ïàë ;α1, . . . , αn ∈ C-å c ∈ C× øùàá

íà ,ïëàå .(úáëåøîä äãîöää úà ïîñî ââä) f(α1) = 0 íâù äàøð .f(α1) = 0 íéé÷úî

æà ,a0, a1, . . . ∈ R øùàá ,f =
∑∞

i=0 aiX
i

f(α1) =

∞∑
i=0

aiα1
i =

∞∑
i=0

aiαi
1 =

∞∑
i=0

aiαi
1 =

∞∑
i=0

aiαi
1 = f(α1) = 0 = 0

.øåáéçå ìôë úøîåù äãîöää éë

:úåéåøùôà éúù äðëúéú úòë .α1 = αj -ù êë (ãéçé çøëäá àì) 1 ≤ j ≤ n ùé ïëì

f -ù ììâá ,X − α1 = f ïàëîå ,2.6 äð÷ñî éôì R[X]-á (X − α1)|f æà .α1 ∈ R øîåìë ,α1 = α1 (1)

.(!÷åãá) ï÷åúîå ÷éøô éà

ïàëî .j > 1 øùàá ,α1 = αj æà .(Imα1 ̸= 0 èøôáå) ,α1 ̸= α1 (2)

q := (X − α1)(X − αj) = (X − α1)(X − α1) = X2 + bX + c

ïëìå ,b = −(α1 + α1), c = α1α1 ∈ R øùàá

b2 − 4c = (α1 + α1)
2 − 4α1α1 = (α1 − α1)

2 = (2i Imα1)
2 = −4(Imα1)

2 < 0

.ï÷åúîå ÷éøô éà f éë ,f = q ïàëîå R[X]-á íâ ,3.9 ìéâøú éôì ïëì ,C[X]-á q|f úòë

:íéîøåâì Q[X]-á íåðéìåô ÷øôì íéöåø øùàë éùåîéù àáä èôùîä

.g, h ∈ Z[X] æà ,f = gh-ù êë íéð÷åúî g, h ∈ Q[X] ùéå ,ï÷åúî f ∈ Z[X] íà :(ñåàâ ìù äîìä) 3.13 äîì

.α ∈ Z æà .åùøù α ∈ Q éäéå ,ï÷åúî f ∈ Z[X] éäé :3.14 äð÷ñî

h-ù øåøá .f = (X − α)h-ù êë h ∈ Q[X] ùé øîåìë ,Q[X]-á (X − α)|f ïëì ,f(α) = 0 :äçëåä

.α ∈ Z ,øîåìë ,X − α ∈ Z[X] ,3.13 äîì éôì ,ïëì ,ï÷åúî

÷ìçî àø÷éé d ∈ F [X] ï÷åúî íåðéìåô .ñôà íìåë àì ,f1, . . . , fk ∈ F [X] åéäéå äãù F éäé :3.15 äøãâä

ïîåñéå øúåéá ìåãâä àø÷éé f1, . . . , fk ìù d óúåùî ÷ìçî .F [X]-á d|f1, . . . , fk íà ,f1, . . . , fk ìù óúåùî

:éãé ìò øãâåî d ,øîåìë ,f1, . . . , fk ìù d′ óúåùî ÷ìçî ìëá ÷ìçúî àåä íà ,gcd(f1, . . . , fk)

.d′|d æà d′|f1, . . . , fk -å ï÷åúî d′ íà

.f1 ìù ïåéìòä íã÷îä c øùàá ,gcd(f1) = c−1f1 æà .f1 ̸= 0 ,k = 1 :3.16 äîâåã

éðù ìù d øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä úàéöîì íúéøåâìà åäæ .(Euclides) ñãéì÷åà ìù íúéøåâìàä :3.17 äéðá

.ñôà íäéðù àì ,F äãù ìòî f1, f2 ∈ F [X] íéîåðéìåô
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:F [X]-á úéøàù íò íé÷åìéç ìù äøãñ òöáð .f2 ̸= 0 çéðð

(1)

(2)

...

(r − 2)

(r − 1)

f1 = f2q1 + f3,

f2 = f3q2 + f4,

...

fr−2 = fr−1qr−2 + fr,

fr−1 = frqr−1 + fr+1,

deg f3 < deg f2,

deg f4 < deg f3,

...

deg fr < deg fr−1,

f3 ̸= 0

f4 ̸= 0

...

fr ̸= 0

fr+1 = 0

,fr+1 = 0-ù êë r ùé ,øîåìë ,íééúñäì áééç êéìäúä .ñôàì äååùä åæ äøãñá äðåùàøä úéøàùä àéä fr+1 ïàë

.ùîî úãøåé {deg fi}∞i=2 äøãñä éë ,(!ì"ðä úåàååùîä úøãñ úà ïéáäì ùé êëå r = 2 éë ïëúéå)

éë áì íéùð .åäùìë ï÷åúî d ∈ F [X] éäé úòë

d|f2, f3 ⇔ d|f1, f2

d|f3, f4 ⇔ d|f2, f3
...

d|fr, 0 ⇔ d|fr−1, fr

:òáåð (1) êåúî

:òáåð (2) êåúî

...

:òáåð (r − 1) êåúî

,gcd(f1, f2) = u−1fr ,3.16 äîâåã éôì .gcd(f1, f2) = gcd(fr) ïàëî .d|fr ⇔ d|fr, 0 ⇔ d|f1, f2 ïëì

.fr ìù ïåéìòä íã÷îä u ∈ F× øùàá

-ù êë (íéãéçé çøëäá àì) g, h ∈ F [X] íéîé÷ éæà .d = gcd(f1, f2) éäé :3.18 äîì

.d = gf1 + hf2

-ù êë gi, hi ∈ F [X] íéîéé÷ 1 ≤ i ≤ r ìëìù (ìéòìã íéðåîéñá) äàøð :äçëåä

d = gifi + hifi+1 (∗i)

.i ìò úãøåé äéö÷åãðéàá àéä äçëåää .(g = g1, h = h1 ç÷ð æàå)

(i− 1) äàååùîä éôì æà .íééåñî 1 ≤ i ≤ r øåáò úåðåëð çéðð .gr = u−1, hr = 0 ç÷ð i = r øåáò

ìá÷ðå (∗i) äàååùîá úàæ áéöð íà .fi+1 = fi−1 − fiqi−1 íéé÷úî ìéòì

.d = gifi + hi(fi−1 − fiqi−1) = hifi−1 + (gi − hiqi−1)fi

æà ,hi = gi−1, hi = gi − hiqi−1 ïîñð íà ïëì

.d = gi−1fi−1 + hi−1fi (∗i−1)

.gcd(f1, f2) = 1 íà íéøæ íéàø÷ð f1, f2 íéîåðéìåô
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.f1|f3 æà íéøæ f1, f2 -å f1|f2f3 íà .ñôàî íéðåù f1, f2, f3 ∈ F [X] åéäéå ,äãù F éäé :3.19 ìéâøú

.1 = gf1+hf2-ù êë g, h ∈ F [X] ùé 3.18 äîì éôì .qf1 = f2f3-ù êë q ∈ F [X] ùé äçðää éôì :äçëåä

ïëì

f3 = (gf1 + hf2)f3 = f1gf3 + hf2f3 = gf1f3 + hqf1 = (gf3 + hq)f1

.f1-á ÷ìçúî

,ñôàî íéðåù f, g ∈ F [X] åéäéå ,äãù F éäé :3.20 ìéâøú

f = c
∏
i∈I

qni
i , c ∈ F× g = d

∏
i∈I

qmi
i , d ∈ F×

éæà .F [X]-á íé÷éøô éà íéîøåâì íäìù íé÷åøéôä

.i ∈ I ìëìmi ≤ ni ⇔ F [X]-á g|f

.g|f ïëì .hg = f -å h ∈ F [X] æà ,h = cd−1
∏

i∈I q
ni−mi
i éäé :"⇒" :äçëåä

äâöä åì ùé ïëì ,h ̸= 0 æà .hg = f -ù êë h ∈ F [X] éäé :"⇐"

h = u
∏
i∈I

qki
i , u ∈ F×, ki ≥ 0

èøôá ,i ∈ I ìëì mi + ki = ni òáåð äâöää ìù úåãéçéäî .f = hg = ud
∏

i∈I q
mi+ki
i -ù øåøáå

.ni −mi = ki ≥ 0

øîàð ,F [X]-á íé÷éøô éà íéîøåâì ñôàî íéðåù f1, f2 ∈ F [X] íéîåðéìåô éðù ÷øôì íéòãåé íà :3.21 äøòä

,f1 = c1
∏
i∈I

qmi
i , c1 ∈ F×, mi ≥ 0

,f2 = c2
∏
i∈I

qni
i , c2 ∈ F×, ni ≥ 0

(1)

3.20 ìéâøú éôì æà

.gcd(f1, f2) =
∏
i∈I

q
min(mi,ni)
i

æà ,ï÷åúî d ∈ F [X] íà ,ïëà

,d =
∏
i∈I

qki
i

,3.20 ìéâøú éôì .ñôà àåä ki ìë èòîëå i ∈ I ìëì ki ≥ 0 øùàá

.k ≤ min(mi, ni) ⇔ ki ≤ mi, ni ⇔ d|f1, f2

.k = min(mi, ni) íà ÷øå íà äæë øúåéá ìåãâ d-ù øåøá ïàëî
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äìåôë àø÷éé m ∈ F [X] ï÷åúî íåðéìåô .ñôàî íéðåù f1, . . . , fk ∈ F [X] åéäéå äãù F éäé :3.22 äøãâä

,øúåéá äðè÷ä àø÷éú f1, . . . , fk ìù úôúåùî äìåôë .F [X]-á f1, . . . , fk|m íà ,f1, . . . , fk ìù úôúåùî

,øîåìë ,f1, . . . , fk ìù m′ úôúåùî äìåôë ìë ú÷ìçî àéä íà ,lcm(f1, . . . , fk) ïîåñúå

.m|m′ æà f1, . . . , fk|m′ -å ï÷åúî m′ íà

äøòäá åîë – äçëåää .m =
∏

i∈I q
max(mi,ni)
i æà .3.21 äøòä ìù (1) äàååùîá åîë f1, f2 åéäé :3.23 äøòä

.úîãå÷ä

äìåôëä m éäúå øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä d éäé .íéð÷åúî f1, f2 ∈ F [X] åéäéå äãù F éäé :3.24 äøòä

.dm = f1f2 æà .íäìù øúåéá äðè÷ä úôúåùîä

d =
∏

i∈I q
min(mi,ni)
i æà .c1 = c2 = 1 ïëì ,íéð÷åúî íä .(1) éãé ìò íéðåúð f1, f2 åéäé ,ïëà

.äð÷ñîä ïàëîå ,max(mi, ni) + min(mi, ni) = mi + ni ìáà .m =
∏

i∈I q
max(mi,ni)
i -å
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íééîöò íéøåè÷åå íééîöò íéëøò .4

.λ ∈ F éäéå ,A ∈ Mn(F ) éäú ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé .äãù F éäé

äöåá÷ä :4.1 äøãâä

Vλ = Vλ(T ) = {v ∈ V | T (v) = λv}

(eigenvector) T ìù éîöò øåè÷å àø÷éé v ∈ V øåè÷å .λ-ì êééùä (eigenspace) T ìù éîöòä áçøîä àø÷ú

λ øàì÷ñä (.ïàë úàæ äùòð àì åðà êà ,v ̸= 0 íâ íéùøåã ë"ãá) .v ∈ Vλ øîåìë ,T (v) = λv íà ,λ-ì êééùä

.Vλ ̸= 0 íà ,øîåìë ,T (v) = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ V ùé íà T ìù (eigenvalue) éîöò êøò àø÷éé

øåè÷å (x, 0)-å T ìù éîöò êøò 1 æà .T ((a, b)) = (a,−b) éãé ìò äðåúð T : R2 → R2 éäú :4.2 äîâåã

.y ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò øåè÷å (0, y)-å ,T ìù éîöò êøò −1 ,ïë åîë .x ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò

:äîåã ïôåàá

äöåá÷ä :4.3 äøãâä

Vλ = Vλ(A) = {v ∈ Fn| Av = λv}

ïë åîë .Av = λv íà λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å v ∈ Fn øåè÷å .λ-ì êééùä A ìù éîöò áçøîä àø÷ú

.Av = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ Fn ùé íà ,A ìù éîöò êøò λ ∈ F

éæà .A = [T ]BB ∈ Mn(F ) éäú .V ìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé :4.4 äîì

.λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä [v]B ∈ Fn íà ÷øå íà λ-ì êééùä T ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V (à)

.A ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ (á)

æà .v ∈ V éäéå λ ∈ F éäé .íæéôøåîåæéà àéä v 7→ [v]B éãé ìò äðåúðä V → Fn ä÷úòääù øåëæð :äçëåä

ïëìå [T (v)]B = A[v]B ïë åîë .(ìéòì øåîàä éôì) [λv]B = λ[v]B

A[v]B = λ[v]B ⇔ [T (v)]B = [λv]B ⇔ T (v) = λv (1)

.(à) ïàëîå

,íãéôøåîåæéà v 7→ [v]B-ù ïååéë .T (v) = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ V ùé æà T ìù éîöò êøò λ íà (á)

.A ìù éîöò êøò λ ,(1) éôì .[v]B ̸= 0

ùé ,Fn ìò àéä v 7→ [v]B-ù ïååéë .Aw = λw-ù êë 0 ̸= w ∈ Fn ùé ,A ìù éîöò êøò λ íà ,êôéäì

.T ìù éîöò êøò λ ,(1) éôì .v ̸= 0 íâ ,w ̸= 0-ù ïååéë .w = [v]B -ù êë v ∈ V

éãé ìò úøãâåî TA: F
n → Fn øùàá ,TA ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ èøôá

(.éèøãðèñä ñéñáä éôì TA ìù äöéøèîä àéä A éë) .v ∈ Fn ìëì ,TA(v) = Av
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:4.5 èôùî

ä÷úòää íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ ïëì .V ìù áçøî úú Vλ(T ) èøôá .Vλ(T ) = Ker(T − λ1V ) (à)

.ò"çç äðéà T − λ1V

úåéøàðéì úåàååùî ìù úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä Vλ(A) æà .λ ∈ F ,A ∈ Mn(F ) åéäé (á)

.det(A− λI) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ ïëì .(A− λI)X = 0

æà .v ∈ V éäé (à) :äçëåä

v ∈ Vλ(T ) ⇔ T (v) = λv ⇔ (T − λ1V )(v) = 0 ⇔ v ∈ Ker(T − λ1V )

ä÷úòää íà ÷øå íà Vλ(T ) ̸= {0} íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ úòë .Vλ(T ) = Ker(T − 1V ) ïëì

.ò"çç äðéà T − λ1V

øîåìë ,éìàéáéøè àì ñôàî A − λIn äöéøèîì íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ äîåã ïôàá (á)

.det(A− λIn) = 0

.C =

λ1 0
. . .

0 λn

 øîåìë ,i ̸= j ìëì (C)ij = 0 íà úéðåñëìà úàø÷ðC ∈ Mn(F ) äöéøèî

:øúåé úåèåùô úåéðåñëìà úåöéøèî ïéá ìôëäå øåáéçä úìåòô

æà .α1, . . . , αn, β1, . . . βn ∈ F åéäé :4.6 ìéâøú

α1 0
. . .

0 αn

 +

·

β1 0
. . .

0 βn

 =

α1
+
· β1 0

. . .

0 αn
+
· βn

 ,

.

α1 0
. . .

0 αn

−1

=

α−1
1 0

. . .

0 α−1
n

 æà α1, . . . , αn ∈ F× íàå

øåè÷å vj íà ÷øå íà [T ]BB =

λ1 0
. . .

0 λn

 æà .V ìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé :4.7 èôùî

.T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn æà äøå÷ äæ íà .j = 1, . . . , n ìëì ,λj -ì êééùä T ìù éîöò

:äçëåä

,[T ]BB = ([T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B)

,

λ1 0
. . .

0 λn

 = (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1[v1]B, . . . , λn[vn]B)
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ììâá) íà ÷øå íà 1 ≤ j ≤ n ìëì [T (vj)]B = λj [vj ]B íà ÷øå íà [T ]BB =

λ1 0
. . .

0 λn

 ïëì

ìù äðåøçàä äðòèä .úåìé÷ùä ïàëî .1 ≤ j ≤ n ìëì T (vj) = λjvj (íæéôøåîåæéà àéä v 7→ [v]B ä÷úòääù

.ñéñá éøáà íä éë ,ñôàî íéðåù v1, . . . , vn-ù êëî úòáåð èôùîä

.T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä ñéñá ùé V -ì íà ÷øå íà úéðåñëìà äâöä ùé T -ì :4.8 äð÷ñî

v1, . . . , vn äéúåãåîò æà ,P−1AP =

λ1 0
. . .

0 λn

-ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) ùé íà :4.9 äð÷ñî

øéãâðå äæë ñéñá ùé íà ,êôéäì .1 ≤ j ≤ n ìëì ,λj -ì êééù vj øùàë ,A ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä Fn ìù ñéñá

.P−1AP =

λ1 0
. . .

0 λn

 æà ,P = (v1, . . . , vn) ∈ Mn(F )

úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vn æà .äéúåãåîò v1, . . . , vn ∈ Fn åéäéå ,äëéôä P ∈ Mn(F ) éäú :äçëåä

(λ1, . . . , λn ∈ F ìëì) íéé÷úî .Fn ìù ñéñá èøôáå ,F ìòî

,AP = A(v1, . . . , vn) = (Av1, . . . , Avn)

.P

λ1 0
. . .

0 λn

 = P (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1Pe1, . . . , λnPen) = (λ1v1, . . . , λnvn)

ïëì

P−1AP =

λ1 0
. . .

0 λn

⇔ AP = P (λ1e1, . . . , λnen)

⇔ (Av1, . . . , Avn) = (λ1v1, . . . , λnvn)

⇔ 1 ≤ j ≤ n ìëì Avj = λjvj

.äð÷ñîä ïàëî

,λ1, . . . , λm íééîöò íéëøòì íéëééùäå ñôàî íéðåùä T ìù íééîöò íéøåè÷å v1, . . . , vm åéäé :4.10 èôùî

.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vm æà .äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λm -ù çéðð .äîàúäá

.íéøåè÷å m − 1 øåáò úåðåëð çéðð .ì"úá v1 ïëì ,v1 ̸= 0 :øåøá äæ m = 1 øåáò .m ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

-ù êë α1, . . . , αm ∈ F åéäé

.α1v1 + · · ·+ αm−1vm−1 + αmvm = 0 (1)

ìá÷ðå íéôâàä éðù ìò T ìéòôð

.α1λ1v1 + · · ·+ αm−1λm−1vm−1 + αmλmvm = 0 (2)
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:(2)-î äúåà øéñçðå λm-á (1) úà ìéôëð

.α1(λ1 − λm)v1 + · · ·+ αm−1(λm−1 − λm)vm−1 = 0

;αi(λi − λm) = 0 ,1 ≤ i ≤ m− 1 ìëì ,ïëì ,úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vm−1 äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.vm ̸= 0 éë ,αm = 0 ïàëîå ,αmvm = 0 ìá÷ð ,(1)-á úàæ áéöð íà .αi = 0 àöåé ,λi − λm ̸= 0 -å úåéä

vi1, vi2, . . . , viki
éäú 1 ≤ i ≤ n ìëì .äæî äæ íéðåù ,T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn åéäé :4.11 äð÷ñî

äøãñä éæà .Vλi
-á úéøàðéì íééåìú éúìá íéøåè÷å ìù äøãñ

v11, v12, . . . , v1k1
, v21, v22, . . . , v2k2

, . . . , vn1, vn2, . . . , vnkn

.úéøàðéì äéåìú éúìá

-ù êë α11, α12, . . . , α1k1
, α21, α22, . . . , α2k2

, . . . , αn1, αn2, . . . , αnkn
∈ F åéäé : äçëåä

.(α11v11 + · · ·+ α1k1
v1k1

) + · · ·+ (αn1vn1 + · · ·+ αnkn
vnkn

) = 0 (3)

ïîñð

.wi = αi1vi1 + · · ·+ αikiviki , i = 1, . . . , n (4)

êë íåùøì øùôà (3) úà .vi1, . . . , viki ∈ Vλi -å V ìù áçøî úú Vλi éë ,wi ∈ Vλi æà

.w1 + w2 + · · ·+ wn = 0 (3′)

(4) éôì æà w1 = w2 = · · · = wn = 0 íà

αi1vi1 + · · ·+ αiki
viki

= 0, i = 1, . . . , n

.åðîééñ æàå ,úéøàðéì íééåìú éúìá vi1, . . . , viki
éë ,αi1 = · · · = αiki

= 0 ïàëîå

èôùîä éôì .íëåúî ñôàî íéðåùä wj1 , . . . , wjm åéäé .ñôà íìåë àì w1, . . . , wn-ù äìéìùá çéðð

(3′) éôì ìáà .úéøàðéì íééåìú éúìá íä íãå÷ä

,1wj1 + · · ·+ 1wjm = 0

.äøéúñ
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úéøàðéì äøáâìà ìù ùåîéùì äîâåã � Google ìù ùåôéçä íúéøåâìà .5

êåúî çå÷ì

Kurt Bryan, Tanya Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector, SIAM Review 48 (2006),

569–581.

ãåñ .íúåà âéöäì êéøö æàå åúåà íéìéëîù íéøúàä ìë úà àöåî áùçîä ,èðøèðéàá éåèéá íéùôçî øùàë

íà .íäìù úåáéùçä øãñ éôì íéøúàä úà âéöäì ïåùàøä äéä àåäù êëá àåä Google ìù ùåôéçä òåðî ìù äçìöää

?äæ øôñî øúàì ñçééì ãöéë ,(øúåé áåùç øúàäù ìëë ,øúåé ìåãâ) éìéìù éà éùîî øôñî àéä øúàä úåáéùçù çéðð

(.êùîäá – ÷åéãá ãöéë) .íéøçà íéøúàî åéìà (íé÷ðéì) úåéðô§ä éôì òá÷éú øúà ìù úåáéùç

äéðôä ìë øåáò (i, j) úåâåæ íä úåúù÷ .íéøúà íä 1, . . . , n åéã÷ã÷ :ïååëî óøâë èðøèðéàä úà äàøð

.xi ≥ 0 éùîî øôñî éãé ìò ïîåñú i øúà úåáéùç .j øúàì i øúàî

:5.1 äîâåã

;2, 3, 4 íéøúàì äðôî 1 øúà
;3, 4 íéøúàì äðôî 2 øúà

;1 íéøúàì äðôî 3 øúà
.1, 3 íéøúàì äðôî 4 øúà

1

��   

**
3

jj

2 //

88qqqqqqqqqqqqq
4

OO``

(!åîöòì øúàî úåéðô§ä íéçéðæî úåùéâä ìëá) .xi øéãâäì äñðð :5.2 äøãâä

.x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 2 ,ìéòì äîâåãá .i ìà úåéðô§ää øôñî =xi :ãàî äèåùô äøãâä (à)

:øôùð .xi-ì øúåé íåøúú i-ì áåùç øúàî äéðôäù éåöø ;êøò úååù íéøúàä ìëî úåéðô§ä :ïåøñç

.i ìà íéðôîä íéøúàä úöåá÷ Li ⊆ {1, . . . , n} øùàá ,xi =
∑

j∈Li
xj (á)

:øôùð .ïâåä àì – íéáø íéøúàì úåéðô§ä úøéöé éãé ìò òéôùî øúà ;ìàîù óâàá éåìú ïéîé óâà :úåðåøñç

ïéîé óâà ïàë íâ íðîà .(äìåë úùøì) j øúàî úåàöåéù úåéðô§ää øôñî nj øùàá ,xi =
∑

j∈Li
xj/nj (â)

:ìéòì äîâåãá .øåúôì øùôà éìåàù íéîìòð n-á úåàååùî n ìù úëøòî íöòá éäåæ êà ,ìàîù óâàá éåìú

x1 =x3/1 + x4/2

x2 =x1/3

x3 =x1/3 + x2/2 + x4/2

x4 =x1/3 + x2/2

.A =


0 0 1 1/2

1/3 0 0 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0

-å v =


x1
x2
x3
x4

 øùàá ,v = Av ,øîåìë

.λ = 1 éîöò êøòì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V1(A) ,øîåìë

.øì÷ñá ìôë éãë ãò ãéçé v = (12, 4, 9, 6)t ïåøúô ïúåð áåùéç
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äðô·î àåäù ììâá äàøðë) ?òåãî .1 øúàî (úåéðô§ä øúåé åéìà ùéù úåøîì) úåçô áåùç 3 øúàù áì íéù

(.ãàî áåùçì 1 úà äùåò äæå 1 øúàì

:éììëä äø÷îì äîâåãäî ìéìëð

éãé ìò úøãâåîä A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî àéä úùøä ìù úåéøåùé÷ä úöéøèî (à) :5.3 äøãâä

.aij =
i øúàì j øúàî úåéðôää øôñî

íéøúàä øàùì j øúàî úåéðôää øôñî
(1)

êééùä A ìù éîöò øåè÷å 0 ̸= v-ù êë ,v = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn äãåîò àéä úåáéùçä øåè÷å (á)

.
∑

i xi = 1-ù êë åúåà ìîøðì âåäð .i ìëì xi ≥ 0-å ,λ = 1-ì

.úåéðô§ä ïäùæéà úåàöåé øúà ìëîù çéðð ,ñôàá ÷ìçð àì (1)-áù éãë (à) :5.4 úåøòä

.i ìëì aii = 0 ïëì .åîöòì øúàî úåéðô§ä íéçéðæî ,øåëæë (á)

?íééìéìù éà íéáéëø ìòá v ∈ V1(A) ùé íàä ,ïë íàå ?dimV1(A) = 1 íàä :øîåìë ?ãéçéå íéé÷ v íàä (â)

úàø÷ð A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî :5.5 äøãâä

;j ìëì
∑n

i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij ≥ 0 íà [ò"ìñ] úåãåîò éôì úéèñëåèñ (à)

.j ìëì
∑n

i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij > 0 íà úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ (á)

.úåãåîò éôì úéèñëåèñ àéä úåéøåùé÷ä úöéøèî :5.6 ìéâøú

.dimV1(A) ≥ 1 èøôáå ,V1(A) ̸= 0 æà ,úåãåîò éôì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) íà :5.7 äðòè

A − I ìù úåøåù (ìùîì) ,øîåìë ,det(A − 1 · I) = 0 ,øîåìë ,A ìù éîöò êøò 1 éë çéëåäì éã :äçëåä

úåøåùä íåëñ ,øîåìë ,
∑n

i=1 aij − 1 = 0 àåä A − I ìù j-ä äãåîòá íéáéëøä íåëñ ,ïëàå .úéøàðéì úåéåìú

.0 àåä A− I ìù

:çøëäá àì ?dimV1(A) ≤ 1 íàä

éôì úéèñëåèñ A íâ æà .úåãåîò éôì úåéèñëåèñ A1, A2 øùàá ,A = Diag(A1, A2) çéðð :5.8 äîâåã

úéøàðéì íééåìú éúìá
(
v1
0

)
,
(
0
v2

)
∈ Rn æà ìáà .i = 1, 2 øåáò ,Aivi = vi-ù êë 0 ̸= vi ùé ïëì .úåãåîò

.1-ì íéëééùä A ìù íééîöò íéøåè÷å íäéðùå

?úåéøåùé÷ úöéøèî äéäú úàæë A-ù ïëúé íàä

.ïëúé äæå .ïäéðéá úåéããä úåéðô§ä ïéàù úåãøôð úåúùø éúùì ÷ìåçî èðøèðéàä øùàë äøå÷ äæ ,ïë

:äøå÷ åðéà äæ ,úéáåéç A íà ,éðù ãöî

26



.úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) éäú :5.9 èôùî

.dimV1(A) = 1 (à)

.(íééìéìù íìåë åà íééáåéç íìåë) ïîéñ åúåà éìòá åéáéëø ìë æà 0 ̸= v ∈ V1(A) íà (á)

,xk > 0 ,úåéììëä úìáâä éìá .xk ̸= 0-ù êë k ùé æà .0 ̸= v = (x1, . . . , xn)
t ∈ V1(A) éäé (á) :äçëåä

ïëìå ,xi =
∑n

j=1 aijxj ìá÷ð v = Av êåúî .i ìëì xi > 0 éë çéëåäì êéøö .(−1)-á v ìéôëð úøçà

xj ≥ 0 íà ÷øå íà ïåéååù ïàë ùéå ,i ìëì |xi| = |
∑n

j=1 aijxj | ≤
∑n

j=1 |aijxj | =
∑n

j=1 aij |xj |

äàååùîá ïëìå
∑n

i=1 |xi| ≤
∑n

i=1

∑n
j=1 aij |xj | =

∑n
j=1(

∑n
i=1 aij)|xj | =

∑n
j=1 |xj | ìáà .j ìëì

.xi =
∑n

j=1 aijxj ≥ aikxk > 0 ìáà .j ìëì xj ≥ 0 ,øîåìë ,i ìëì = àåä ≤ úîãå÷ä

:çéëåäì éã (á) éôì (à)

.íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø ùé αu+ βv øåè÷åìù êë α, β ∈ R ùé æà .úéøàðéì íééåìú éúìá u, v ∈ Rn åéäé :äðòè

çøëäá ùé w-ì æà ,0 ̸= w ∈ W íà .Rn ìù áçøî úú åäæ .W = {v ∈ Rn|
∑

i(v)i = 0} ïîñð :äçëåä

.0 ̸= αu+ βv ∈W -ù êë α, β ∈ R àåöîì éã ïëì .íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø

.αu+ βv = u éë ,α = 1, β = 0 ç÷ð ,u ∈W íà

íéé÷úîå αu+ βv ̸= 0 ïëì ,β ̸= 0 æà v ìù åéáéëø íåëñ −α-å u ìù åéáéëø íåëñ β éäé úøçà

.

n∑
i=1

(αu+ βv)i =
n∑

i=1

α(u)i + β(v)i = α
n∑

i=1

(u)i + β
∑
i=1

(v)i = αβ + β(−α) = 0

:úàæëì äúåà êôåä äá ïè÷ éåðéù êà (íéñôà äì ùé ïåñëìàá éë) úéáåéç äðéà úåéøåùé÷ä úöéøèî íðîà

bij = 1/n-ù êë B = (bij) ∈ Mn(R) éäú .úåãåîò éôì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) éäú :5.10 èôùî

æà .0 < m < 1 éäéå i, j ìëì

.úåãåîò éôì úéèñëåèñ B (à)

.úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ M = (1−m)A+mB (á)

.øåøá (à) :äçëåä

åìéàå ,(M)ij = (1−m)aij +m/n ≥ m/n > 0 (á)

.
∑
i

(M)ij =
∑
i

(
(1−m)aij +m/n

)
= (1−m)

∑
i

aij +n ·m/n = (1−m)+m = 1

:úåáéùçä øåè÷å úà (áøå÷î ïôåàá) áùçì øùôà êéà äàøð úòë

.v = 0 ⇔ ||v|| = 0 íéé÷úîå ||v|| ≥ 0 æà .||v|| =
∑n

i=1 |(v)i| ïîñð v ∈ Rn øåè÷å øåáò
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íéé÷úî v ∈W ìëì æà .úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ äöéøèî A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :5.11 äîì

;Av ∈W (à)

.c := maxj(1− 2mini aij) øùàá ,||Av|| ≤ c ||v|| (á)

.0 ≤ c < 1 (â)

.
∑n

i=1(Av)i =
∑n

i=1

∑n
j=1 aij(v)j =

∑n
j=1(

∑n
i=1 aij)(v)j =

∑n
j=1(v)j = 0 (à) :äçëåä

æà ,akj = mini aij íà .
∑n

i=1 aij = 1 æà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð (â)

.0 ≤
∑
i ̸=k

aij − akj = 1− 2akj = 1− 2min
i
aij < 1

.0 ≤ c < 1 ïàëî

k ùé ïëì .
∑

i(w)i = 0 ,(à) éôì .w ̸= 0 éë çéðð ïëì .äøåøá äðòèä ,w = 0 íà .w = Av ïîñð (á)

,úòë .εℓ = −1-å εk = 1 æà .εi =

{
+1 (w)i ≥ 0
−1 (w)i < 0

éäé .(w)ℓ < 0-ù êë ℓ ùéå (w)k > 0-ù êë

.||w|| =
n∑

i=1

|(w)i| =
n∑

i=1

εi(w)i =
n∑

i=1

εi

n∑
j=1

aij(v)j =
n∑

j=1

( n∑
i=1

εiaij
)
(v)j

æà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð

,
∑
i

εiaij =
∑
i ̸=ℓ

εiaij − aℓj ≤
∑
i̸=ℓ

aij − aℓj = 1− 2aℓj ≤ 1− 2min
i
aij ≤ c

äîåã ïôåàáå

.
∑
i

εiaij =
∑
i̸=k

εiaij + akj ≥
∑
i ̸=k

−aij + akj = −1 + 2akj ≥ −1 + 2min
i
aij ≥ −c

.||w|| ≤ c |
∑

j(v)j | ≤ c
∑

j |(v)j | = c ||v|| ïàëî .|
∑

i εiaij | ≤ c ïëì

v ∈ Rn éäé .úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ äöéøèî A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :5.12 èôùî

,øîåìë ,v = limk→∞Akv0 æà .
∑

i(v0)i = 1-ù êë v0 ∈ Rn éäé .
∑

i(v)i = 1-å Av = v -ù êë

.limk→∞ ||Akv0 − v|| = 0

,úòë .w ∈ W ïëì ,
∑

i(w)i =
∑

i(v0)i −
∑

i(v)i = 1 − 1 = 0 æà .w = v0 − v éäé :äçëåä

ïëì ,||Akw|| ≤ ck||w|| ,5.11 äîì éôì .Akv0 − v = Akw ïëìå Akv0 = Ak(w + v) = Akw + v

.Akv0 → v ïàëî .Akw → 0
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éðééôåà íåðéìåô .6

.äãù F éäé

.C(λ) = (gij(λ)) ∈ Mn(F ) øéãâð λ ∈ F øåáòå C =
(
gij(X)

)
∈ Mn(F [X]) äöéøèî øåáò

éæà .C = (gij(X)) ∈ Mn(F [X]) éäú :6.1 äîì

;det(C) ∈ F [X] (à)

;di = max1≤j≤n deg gij øùàá ,deg(det(C)) ≤ d1 + · · ·+ dn (á)

.(detC)(λ) = det(C(λ)) :λ ∈ F ìëì (â)

,(gij(X)) ∈ Mn(L) ïëì .åìù âåç úú F [X] ⊆ L-ù êë L äãù ùéù - äçëåä àìì íðîà - åðãîì) :äçëåä

(! F [X] ìù øáéà åäæ òåãî øåøá àì ïééãò êà .L ìù øáéà åäæå ,úåòîùî ùé det(gij(X)) -ì ïëìå

.n ìò äéö÷åãðéàá :(â) + (á) + (à)

.øåøá ìëäù êë ,g(λ) = det(g(λ))-å detC = g ∈ F [X] ïëì ,C = (g) ,n = 1 øåáò

äðåøçàä äøåùä éôì çåúéô äùòð n > 1 øåáò

, det(C) = det(gij(X)) =
n∑

j=1

(−1)n+jgnj detAnj (1)

äéö÷åãðéàä úçðä éôì .(n, j)-ä íå÷îä ìù øåðéîä Anj ∈ Mn−1(F [X]) øùàá

,detAnj ∈ F [X] ('à)

;deg detAnj ≤ d1 + · · ·+ dn−1 ('á)

.i, j ìëì
(
detAnj

)
(λ) = det

(
Anj(λ)

)
('â)

:(1) éôì ,ïàëî

;F ìòî íåðéìåô ïëì ,F ìòî íéîåðéìåô ìù úåìôëî ìù íåëñ àåä det(C) (à)

;deg(det(C)) ≤ maxj(deg gnj
+ deg detAnj) ≤ dn + (d1 + · · ·+ dn−1) (á)

.(detC)(λ) =
∑n

j=1(−1)n+jgnj(λ)
(
detAnj

)
(λ) = (â)

=
∑n

j=1(−1)n+jgnj(λ) det
(
Anj(λ)

)
= det(C(λ))

äöéøèîä éæà .A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

 ∈ Mn(F ) éäú :6.2 äøãâä

XIn −A =


X 0 · · · 0
0 X · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · X

−A =


X − a11 −a12 · · · −a1n
−a21 X − a22 · · · −a2n

...
...

. . .
...

−an1 −an2 · · · X − ann


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-å ,A ìù úéðééôåàä äöéøèîä àø÷ú Mn(F [X])-á

fA(X) := det(XIn −A) ∈ F [X]

.A ìù éðééôåàä íåðéìåôä àø÷éé

ïëìå XI2 −A =
(

X−1
−3

−2
X−4

)
æà A =

(
1
3

2
4

)
íà :6.3 äîâåã

.fA(X) = (X − 1)(X − 4)− 2 · 3 = X2 − 5X − 2

øùàá ,fA(X) = cnX
n + cn−1X

n−1 + · · ·+ c0 æà .A = (aij) ∈ Mn(F ) éäú :6.4 äîì

;n äìòîî ï÷åúî fA(X) ,øîåìë ;cn = 1 (1)

;cn−1 = − trA = −(a11 + a22 + · · ·+ ann) (2)

.c0 = (−1)n detA (3)

.c0 = fA(0) = det(0In −A) = det(−A) = (−1)n detA ,(â)6.1 äîì éôì :(3) :äçëåä

.n ìò äéö÷åãðéàá :(1) + (2)

.fA(X) = X − a11 ,n = 1 øåáò

äðåøçàä äøåùä éôì B := XIn −A ìù çåúéô äùòð n > 1 øåáò

, fA(X) = det(XIn −A) = (−1)n+1(−an1) detBn1 + (−1)n+2(−an2) detBn2 + · · ·

+(−1)n+n−1(−an n−1) detBn n−1 + (−1)n+n(X − ann) detBnn

:áì íéùð .j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò B-î úìá÷úî Bij ∈ Mn−1(F [X]) øùàá

éôì ïëìå ,j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò A-î úìá÷úî Aij øùàá ,Bnn = XIn−1 − Ann (à)

äéö÷åãðéàä úçðä

. detBnn = Xn−1 − (a11 + a22 + · · ·+ an−1n−1)X
n−2 + · · · ( n− 2 > äìòîî íåðéìåô )

ùé XIn − A-á ,ïëà) .0 ≥äìòîî øúéä ìëå ,1 äìòîî íéáéëø n − 2 ÷åéãá ùé ,j < n øåáò ,Bnj -á (á)

äãåîò åð÷çî øùàëå ,íäî ãçà åð÷çî , n äøåù åð÷çî øùàë ;éùàøä ïåñëìàá - 1 äìòîî íéáéëø n ÷åéãá

.(á)6.1 äîì éôì deg detBnj ≤ n− 2 ïëì (.øçà åð÷çî ,j

ïàëî

.fA(X) =
(
X − ann)(X

n−1 − (a11 + · · ·+ an−1n−1)X
n−2 + · · ·(n− 2 > äìòîî íåðéìåô)

)
= Xn − (a11 + a22 + · · ·+ an−1n−1)X

n−1 + · · ·(n− 2 ≥ äìòîî íåðéìåô)

æà .B = XIn −A éäú :úôñåð äçëåä

.(B)ij =

{
X − aij i ̸= j

− aij i = j
øùàá ,fA(X) =

∑
σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(B)iσ(i) (2)
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.fA(X) ∈ F [X]-ù øåøá ,i, j ìëì (B)ij ∈ F [X]-ù ïåéë

æà σ ̸= 1 íà .Sgn(σ)
∏n

i=1(B)iσ(i) = 1 · (X − a11) · · · (X − ann) æà ,σ = 1 íà :(1) + (2)

,0 ≥ äìòîî
∏n

i=1(B)iσ(i)-á íéîøåâäî íéðù úåçôì ïëìå ,σ(i) ̸= i íøåáò i íéðåù íéñ÷ãðéà éðù úåçôì ùé

ïàëî .deg
∏n

i=1(B)iσ(i) ≤ n− 2 ïëì .1 ≥ äìòîî øàùä ìëå

.fA(X) = (X − a11) · · · (X − ann) + · · ·+ ( n− 2 ≥ äìòîî íåðéìåô )

= Xn − (a11 + a22 + · · ·+ an−1 n−1)X
n−1 + · · · ( n− 2 ≥ äìòîî íåðéìåô )

:(2)-á X = 0 áéöð :(3)

.c0 = fA(0) =
∑
σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(B(0))iσ(i) =
∑
σ∈Sn

Sgn(σ)
n∏

i=1

(
− aiσ(i)

)
=

(−1)n
∑
σ∈Sn

Sgn(σ)

n∏
i=1

aiσ(i) = (−1)n detA

.fA(λ) = 0⇔ A ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F éäéå ,A ∈ Mn(F ) éäú :6.5 èôùî

,((2)-á λ úáöä éãé ìò ,ïéôåìéçì) (â)6.1 äîì éôì .det(λIn −A) = 0⇔ éîöò êøò λ ,4.5 èôùî éôì :äçëåä

.fA(λ) = det(λIn −A)

äîåã A æà ,äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λn ∈ F øùàá ,fA(X) = (X − λ1) · · · (X − λn) íà :6.6 äð÷ñî

.úéðåñëìà äöéøèîì

,4.10 èôùî éôì .0 ̸= vi ∈ Vλi
ùé ïëì .A ìù éîöò êøò ïëìå fA ìù ùøù àåä λi ,1 ≤ i ≤ n ìëì : äçëåä

.úéðåñëìàì äîåã A ,4.9 äð÷ñî éôì .Fn ìù ñéñá ïëìå ,úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vn

.éðééôåà íåðéìåô åúåà úåîåã úåöéøèîì :6.7 èôùî

.fP−1AP = fA æà äëéôä P -å ,A,P ∈ Mn(F ) íà :çéëåäì êéøö :äçëåä

,ïëàå

P−1(XI −A)P = XP−1IP − P−1AP = XI − P−1AP

ïàëî .(F [X] úà ìéëî øùà L äãù ìòî úåöéøèî ìù úåðåéååùë ïéáäì ùé äìà úåðåéååù øùàë)

.fP−1AP (X) =det(XI − P−1AP ) = detP−1 det(XI −A) detP

=detP−1 detP det(XI −A) = det I fA(X) = fA(X)
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øéãâð ,A ∈ Mn(F )-å g =
∑∞

i=0 aiX
i íà .íåðéìåôá äöéøèî úáöä :6.8 äøãâä

.g(A) :=
∞∑
i=0

aiA
i ∈ Mn(F )

ïëìå (αIn úéøì÷ñä äöéøèîä íò α øì÷ñ íéäæî øùàë) Mn(F ) ìù âåç úú F :äáöäë åæ äøãâä ïéáäì øùôà

äáöää ìù äàöåúä .A ∈ Mn(F ) úà äæ íåðéìåôá áéöäì øùôà úòë .g =
∑∞

i=0 aiInX
i ∈ Mn(F )[X]

.A íò íéôìçúî (úåéøì÷ñ úåöéøèî) g éîã÷îù áì íéù .
∑∞

i=0(aiIn)A
i =

∑∞
i=0 aiA

i àéä

æà f, g ∈ F [X] íà :(1.6(3) äðòè– äáöää úåðåëú ììâá ìùîì) íéé÷úî

.(f + g)(A) = f(A) + g(A) , (fg)(A) = f(A)g(A)

.(cg)(A) = c(A)g(A) = cg(A) :íéé÷úî c ∈ F ìëì èøôá

.fA(A) = 0 æà .A ∈ Mn(F ) éäú :(Cayley-Hamilton) 6.9 èôùî

éôì ,ïëìå ,F [X] ìòî úåöéøèî íä B ìù íéøåðéîä íâ æà .B := XIn −A ∈ Mn(F [X]) -á ïðåáúð :äçëåä

,òåãéë .adj(B) ∈ Mn(F [X]) íâ ,(à)6.1 äîì

.adj(B)B = det(B)In = fA(X)In (5)

äàååùîä éãé ìò äðåúðä φ: Mn(F )[X] → Mn(F [X]) ä÷úòää 1.8 äðòè éôì

éë úåàøì ì÷ .íéâåç ìù íæéôøåîåæéà àéä
(
φ(
∑∞

µ=0AµX
µ)
)
ij
=
∑∞

µ=0(Aµ)ijX
µ

,B = XIn −A = φ(X −A) = φ(InX −AX0) ,fA(X)In = φ
(
fA(X)

)
-ù êë q(X) ∈ Mn(F )[X] íåðéìåô ùé ,ìò φ-ù ïåéë .fA(X) ∈ F [X] ⊆ Mn(F )[X] øùàë

:êë áåúëì øùôà (5) úà .adj(B) = φ
(
q(X)

)
.φ
(
q(X)(X −A)

)
= φ

(
q(X)

)
φ(X −A) = φ

(
fA(X)

)
,úéëøò ãç ãç φ-ù ïåéë ,ïëì

.q(X)(X −A) = fA(X) (6)

.fA(A) = 0 íéé÷úî ,R = Mn(F ) âåçä øåáò 2.4 äð÷ñî éôì ,ïàëî

.f(A) = 0-ù êë n ≥äìòîî 0 ̸= f ∈ F [X] íåðéìåô íéé÷ .A ∈ Mn(F ) éäú :6.10 äð÷ñî
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0 ̸= g ∈ F [X] ùéù ,Cayley-Hamilton èôùî ìò êîúñäì éìáî ,äàøä .A ∈ Mn(F ) éäú :6.11 ìéâøú

.g(A) = 0-ù êë n2 ≥äìòîî

.F ìòî úéøàðéì úåéåìú I, A, . . . , An2 ∈ Mn(F ) :æîø

éäú :6.12 ìéâøú

M =


A1 B · · · C
0 A2 · · · D
...

... · · ·
...

0 0 · · · An

 (7)

.úåéòåáéø úåöéøèî A1, . . . , An øùàá ,F äãù ìòî íéùåâ úöéøèî

.det(M) = det(A1) · · · det(An)-ù çëåä (à)

.fM = fA1
· · · fAn

-ù çëåä (á)

.rankM =
∑

i rankAi -ù çëåä ,(B = · · · = C = · · · = D = 0 ,øîåìë) ïåñëìàá íéùåâ úöéøèîM íà (â)

.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé êùîäá

ñéñá B øùàá ,[T ]BB äöéøèîä ìù éðééôåàä íåðéìåôä àåä T ìù fT ∈ F [X] éðééôåàä íåðéìåôä :6.13 äøãâä

(.deg fT = dimV èøôá) .V ìù øåãñ

øùàá ,[T ]AA = P−1[T ]BBP æà ,V ìù øçà øåãñ ñéñá A íà :B ñéñáá äéåìú äðéà åæ äøãâä

.éðééôåà íåðéìåô åúåà ïäì ùé 6.7 èôùî éôì ;úåîåã [T ]BB, [T ]
A
A ïëì .äëéôä P ∈ Mn(F )

úéøàðéì ä÷úòä íéøéãâî g(X) =
∑∞

i=0 aiX
i ∈ F [X] ìë øåáò :6.14 äøãâä

g(T ) =
∞∑
i=0

aiT
i: V → V

.(T i =

i︷ ︸︸ ︷
T ◦ T ◦ · · · ◦ T -å V ìù úåäæä àéä T 0 øùàá)

f, g ∈ F [X] øåáò íéé÷úî (LF (V )-á Mn(F ) íéôéìçî) 6.8 äøãâäì äîåãá

.(f + g)(T ) = f(T ) + g(T ) (fg)(T ) = f(T )g(T ) = f(T ) ◦ g(T )

.f(T ) ◦ T = T ◦ f(T ) èøôáå .fg = gf éë ,f(T ) ◦ g(T ) = g(T ) ◦ f(T ) èøôá

[g(T )]BB = g([T ]BB) æà .V ìù øåãñ ñéñá B éäé :6.15 äðòè

øåáò ïëì ,øì÷ñá ìôëå ìôë ,øåáéç úøîåù Mn(F ) êåúì L(V, V ) êåúî S 7→ [S]BB ä÷úòää :äçëåä

.[g(T )]BB =
∑∞

i=0 ai[T
i]BB =

∑∞
i=0 ai([T ]

B
B)

i = g([T ]BB) íéé÷úî g =
∑∞

i=0 aiX
i
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.fT (T ) = 0 :(úå÷úòäì Cayley-Hamilton èôùî) 6.16 èôùî

,6.15 äðòè éôì .fT = fC ,äøãâää éôì .C = [T ]BB éäúå V ìù øåãñ ñéñá B éäé :äçëåä

ïëì .fC(C) = 0 (6.9 èôùî) úåöéøèîì ïåèìéîä-éìéé÷ èôùî éôìå [fT (T )]
B
B = fT (C) = fC(C)

.fT (T ) = 0 ïàëîå [fT (T )]
B
B = 0
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éøòæî íåðéìåô .7

.äãù F éäé

åà) 6.10 äð÷ñî éôì .(!÷åãá) ìàãéà àåä I = {f ∈ F [X]| f(A) = 0} æà .A ∈ Mn(F ) íà

äìòîäî I-á ï÷åúîä íåðéìåôä àåä ,ãçé ï÷åúî øöåé åì ùéå éùàø ìàãéà I ,3.3 èôùî éôì .I ̸= {0} (6.11 ìéâøú

.min(deg h| h ∈ I ∖{0})

(mA) = íà A ìù éøòæîä íåðéìåôä àø÷éé mA(X) ∈ F [X] íåðéìåô .A ∈ Mn(F ) éäú :7.1 äøãâä

ìë ïéáî úéøòæî äìòî ìòá àåäå ,mA(A) = 0 íéé÷î ,ï÷åúî mA ,úåøçà íéìîá .{f ∈ F [X]| f(A) = 0}

.ñôàî íéðåùäå A úà íéñôàîä F [X]-á íéîåðéìåôä

:úéãééî òáåð äøãâääî

.mA|fA ,èøôá .mA|f ⇔ f(A) = 0 :íéé÷úî f ∈ F [X] ìëì :7.2 èôùî

.degmA ≥ 1 :7.3 äøòä

.A = λIn íà ÷øå íà mA = X − λ :7.4 äøòä

.F [X] âåçá fA|mn
A æà .A ∈ Mn(F ) éäú :7.5 èôùî

-ù êë q(X) ∈ Mn(F )[X] ùé 2.4 äð÷ñî éôì .mA(A) = 0-å mA(X) ∈ F [X] ⊆ Mn(F )[X] :äçëåä

.mA(X) = q(X)(X −A) (7)

,φ(X − A) = XIn − A æà .íãå÷ øãâåäù íæéôøåîåæéàä φ: Mn(F )[X] → Mn(F [X]) éäé

(7) éôì éæà .C = φ
(
q(X)

)
éäúå ,φ

(
mA(X)

)
= mA(X)In

.mA(X)In = C(XIn −A)

ìá÷ðå íéôâàä éðùî äèððéîøèã ç÷éð

.mn
A = (detC)fA(X)

.äð÷ñîä ïàëî ,detC ∈ F [X] ,(à)6.1 äîì éôìå úåéä

íà ,èøôá .F [X]-á íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîøåâ íúåà mA -å fA -ì æà .A ∈ Mn(F ) éäú :7.6 èôùî

,fA = qk1
1 qk2

2 · · · qkr
r

æà ,k1, . . . , kr ≥ 1 ,äæî äæ íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà q1, . . . , qr ∈ F [X] øùàá

,mA = qℓ11 q
ℓ2
2 · · · qℓrr
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.1 ≤ i ≤ r ìëì 1 ≤ ℓi ≤ ki øùàá

,q|mn
A æà q|fA íà .7.2 èôùî éôì ,mA|fA éë q|fA æà q|mA íà .ï÷åúî ÷éøô éà q ∈ F [X] éäé :äçëåä

.q|fA ⇔ q|mA :åðçëåä ,ïë íà .q|mA (éðåùàø q-å úåéä) ïàëî .7.5 èôùî éôì ,fA|mn
A éë

.3.20 ìéâøú ìù úå÷ìçúää ïåéøèéø÷ éôì ,mA|fA-ù êëîå äðåùàøäî úòáåð äéðù äðòèä

.mA(λ) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F éäéå A ∈ Mn(F ) éäú :7.7 äð÷ñî

,íãå÷ä èôùîä ìù íéðåîéñá :äçëåä

.mA(λ) = 0 ⇔ qi(λ) = 0-ù êë 1 ≤ i ≤ r ùé ⇔ fA(λ) = 0 ⇔ A ìù ò"ò λ

.A2 ̸= −I3 :çëåä .A ∈ M3(R) éäú :7.8 ìéâøú

.mA = f ïëì ,ï÷åúî ,÷éøô éà f ìáà .mA|f æà .f(A) = 0 äìéìùá çéðð .f(X) = X2 + 1 éäé :äçëåä

íéùøù ïéà fA-ì ,úåøçà íéìéîá ,åà íééùîî íééîöò íéëøò ïéà A-ì ïëì ,íééùîî íéùøù ïéà mA-ìù ïàëî

.äøéúñ .éùîî ùøåù åì ùé ïëì ,3 äìòîî ï÷åúî fA ∈ R[X] ìáà .íééùîî

.g ∈ F [X] éäéå úåéòåáéø úåöéøèî A1, . . . , An äðééäú :7.9 ìéâøú

g(M) =


g(A1) B′ · · · C ′

0 g(A2) · · · D′

...
... · · ·

...

0 0 · · · g(An)

 æà M =


A1 B · · · C
0 A2 · · · D
...

... · · ·
...

0 0 · · · An

 íà (à)

.úåîéàúî B′, . . . , C ′, . . . , D′, . . . úåöéøèî øåáò

g(M) =


g(A1) 0 · · · 0
0 g(A2) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · g(An)

 æà M =


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · An

 íà (á)

æà .h = lcm(mA1
, . . . ,mAn

) éäéå 7.9 ìéâøúá åîë M éäú :7.10 èôùî

h|mM (à)

.h = mM æà–(á)7.9 ìéâøúá åîë– ïåñëìàá íéùåâ úöéøèî M íà (á)

ïàëîå mA1
, . . . ,mAn

|mM ïëì .i ìëì mM (Ai) = 0 ,7.9 ìéâøú éôì ,mM (M) = 0-ù ïååéë (à) :äçëåä

.h|mM

(à) éôì .mM |h ïëì .h(M) = 0 ,7.9 ìéâøú éôì ïëì .h(Ai) = 0 ïëìå mAi |h íéé÷úî i ìëì (á)

.mM = h-ù òáåð ïàëî ,íéð÷åúî mM ,H-ù ïåéë .h|mM

.éøòæî íåðéìåô åúåà úåîåã úåöéøèîì :7.11 èôùî

æà .äëéôä P øùàá ,A,P ∈ Mn(F ) äðééäú :äçëåä

(P−1AP )i = (P−1AP )(P−1AP ) · · · (P−1AP ) = P−1AiP
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íéé÷úî g =
∑∞

i=0 aiX
i ∈ F [X] ìëì ïëì

g(P−1AP ) =
∞∑
i=0

aiP
−1AiP = P−1(

∞∑
i=0

aiA
i)P = P−1g(A)P

.äð÷ñîä ïàëî .g(P−1AP ) = 0 ⇔ P−1g(A)P = 0 ⇔ g(A) = 0 ïëì

.íäéúçúî íéñôàå éùàøä ïåñëìàì úçúîù ïåùàøä ïåñëìàá ñôàî íéðåù íéáéëø úìòá A ∈ Mn(F ) éäú :7.12 ìéâøú

.mA = fA ïëìå degmA = n æà

.0 ≤ k ≤ n− 1 éäé :äçëåä

A0e1 = e1 :k = 0 øåáò ,ïëà .åéúçúî íéñôàå k + 1 äøåùá ñôàî äðåù áéëø ùé Ake1 äãåîòì :1 äðòè

íéé÷úîù êë ak ̸= 0 øùàá ,a1, . . . , ak−1, ak ∈ F ùé æà .k − 1 øåáò úåðåëð çéðð .äðòèä úà íéé÷î

,Ak−1e1 = (a1, . . . , ak−1, ak, 0, . . . , 0)
t = a1e1 + . . .+ ak−1ek−1 + akek

úåðåùàøä úåãåîòä k ïäAe1, . . . , Aek−1, Aek êà .Ake1 = a1Ae1+. . .+ak−1Aek−1+akAek ïëì

íù ùé äì ,Aek äãåîòì èøô ,k + 1 äøåùá ñôà íâå ,k + 2, . . . , n úåøåùá íéñôà ïäì ùé ,ïåúðä ðôì .A ìù

.úù÷åáîä äøåöäî Ake1 ïëì .ñôàî äðåù áéëø

áéëø k + 1 äøåùá ùé Ake1 äãåîòì ,ïëà .A0e1, Ae1, . . . , A
k−1e1 ìù éøàðéì óåøéö åðéàAke1 :2 äðòè

.0 íù ùé ,íäìù éøàðéì óåøéö ìëì íâ ïëìå ,A0e1, Ae1, . . . , A
k−1e1 úåãåîòìù ãåòá ,ñôàî äðåù

øùàá ,mA =
∑d

i=0 aiX
i éäé .degmA ≤ deg fA = n ïëì ,mA|fA ,ïëà .degmA = n :3 äðòè

.Ade1 =
∑d−1

i=0 −aiAie1 ïàëî .
∑d

i=0 aiA
ie1 = 0 ïëìå

∑d
i=0 aiA

i = mA(A) = 0 æà .ad = 1

.degmA = d ≥ n ïëì .d ≤ n− 1 íà ïëúé àì äæ 2 äðòè éôì

.mA = fA ïëì ,degmA = n = deg fA ,íéð÷åúî mA|fA ,óåñáì

.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé êùîäá

äìòî ìòáå ï÷åúî àåä m ,m(T ) = 0 íà T ìù éøòæî íåðéìåô àø÷éé m(X) ∈ F [X] íåðéìåô :7.13 äøãâä

.mT åðîñð ,ãéçéå íéé÷ àåä íà .T úà íéñôàîäå 0-î íéðåùä F [X]-á íéîåðéìåôä ìë ïéáî úéøòæî

÷åéã øúéá .ãéçéå íéé÷ T ìù éøòæî íåðéìåô :7.14 èôùî

.mT = 1 æà ,V = {0} íà (à)

.mT = mC æà .C = [T ]BB éäúå V ìù ñéñá B éäé ,V ̸= {0} íà (á)

.V → V äãéçéä úéøàðéìä ä÷úòää àéä ñôà éë ,m(T ) = 0 íéé÷úî m ∈ F [X] ìëì (à) :äçëåä

äìòîîå ï÷åúî g ïëì .g(C) = 0 ⇔ [g(T )]BB = 0 ⇔ g(T ) = 0 ,6.15 äðòè éôì .g ∈ F [X] éäé (á)

.äðòèä ïàëî .C úà ñôàîù úéøòæî äìòîîå ï÷åúî g íà ÷øå íà T úà ñôàîù úéøòæî
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.mT |f ⇔ f(T ) = 0 :íéé÷úî f ∈ F [X] ìëì :7.15 ìéâøú

æà V = {0} íà :èôùîäî åúåà ÷éñð åðà êà ïôåà åúåàá åúåà çéëåäì øùôàå ,7.2 èôùî ìù âåìðà åäæ :äçëåä

éôì .C = [T ]BB éäúå V ìù ñéñá B éäé ,V ̸= {0} íà .äðåëð äðòèä ïëì ,f ∈ F [X] ìëì 1|f -å f(T ) = 0

êà .mC |f ⇔ f(C) = 0 ,7.2 èôùî éôì .f(C) = 0 ⇔ f(T ) = 0 ïëì .[f(T )]BB = f(C) ,6.15 äðòè

.mT |f ⇔ f(T ) = 0 ïëì .mT = mC 7.14 èôùî éôì
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ùåìéù ,ïåñëéìå íééîöò íéëøò ìù íééåáéø .8

.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî úéôåñ øöåð áçøî V éäé

ìù ÷åøéôá (X − λ) òéôåî åîò k êéøòîä àåä λ ìù éøáâìàä éåáéøä .T ìù éîöò êøò λ ∈ F éäé :8.1 äøãâä

.Vλ = {v ∈ V | T (v) = λv} ìù ãîéîä àåä λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä .íéðåù íé÷éøô éà íéîøåâ ìù úå÷æçì fT

.λ ìù éøáâìàä éåáéøì äååù åà ïè÷ λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä æà .T ìù éîöò êøò λ ∈ F éäé :8.2 äîì

ñéñáì åúåà íéìùð .Vλ ìù ñéñá v1, . . . , vr éäéå λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä r = dimVλ ≥ 1 éäé :äçëåä

àéä äæ ñéñá éôì T ìù äöéøèîä .r + s = n æà .V ìù v1, . . . , vr, w1, . . . , ws

C =



λ 0 · · · 0
0 λ · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · λ

∗

0 0 · · · 0
· · · · · ·
0 0 · · · 0

∗


=

(
λIr A
0 B

)

.fT (X) = fC(X) = fλIr (X)fB(X) = (X − λ)rfB(X) ,6.12 ìéâøú éôì ïëì

F [X]-á úçà äìòîî íéîøåâ ìù äìôëî àåä fT íà ÷øå íà úéðåñëìà äâöä ùé T : V → V ä÷úòäì :8.3 èôùî

.åìù éøèîåàéâä éåáéøì äååù éøáâìàä éåáéøä T ìù éîöò êøò ìëìå

.λi ìù éøáâìàä éåáéøä ki éäé i ìëìå T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä λ1, . . . , λr ∈ F åéäé :äçëåä

óøöð íà .i ìëì dimVλi
= ki-å fT (X) =

∏r
i=1(X − λi)

ki ,øîåìë ,íéé÷úî éàðúäù çéðð

ìù úéøàðéì äéåìú éúìá B äøãñ ìá÷ð 4.11 äð÷ñî éôì ,úçà äøãñì Vλ1
, . . . , Vλr

ìù íéøåãñ íéñéñá

äâöä T -ì 4.8 äð÷ñî éôìå V ìù ñéñá B ïëì .T ìù íééîöò íéøåè÷å
∑r

i=1 ki = deg fT = dimV

.úéðåñëìà

fT = f[T ]BB
=
∏n

j=1(X − αj) æà ,[T ]BB =

α1 0
. . .

0 αn

-ù êë ñéñá B íà ,êôéäì

íéøåè÷å íä B éøáà ,4.7 èôùî éôì .fT (X) =
∏r

i=1(X − λi)
ki ïëì .1 äìòîî íéîøåâ ìù äìôëî

Bi ïëì ,Bi ⊆ B íéé÷úî i ìëì .i ìëì Bi = B ∩ Vλi øùàá ,B =
∪r

i=1 Bi ïëìå T ìù íééîöò

æà dimVλj
< kj -ù êë j äéä åìéà .8.2 äîì éôì ,|Bi| ≤ dimVλi

≤ ki ïëìå ,úéøàðéì äéåìú éúìá

.íéøáà dimV ùé íéñáÀáù êëì äøéúñá ,|B| =
∑r

i=1 |Bi| <
∑r

i=1 ki ≤ deg fT = dimV

äøåöäî A ,øîåìë ,i > j ìëì (A)ij = 0 íà (äðåéìò) úéùìåùî úàø÷ð A ∈ Mn(F ) äöéøèî :8.4 äøãâä

.A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
· · · · · ·
0 0 · · · ann


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ïåñëìà íò C ∈ Mn(F ) äðåéìò úéùìåùî äöéøèî ùé æà .λ1, . . . , λn ∈ F åéäéå A ∈ Mn(F ) éäú :8.5 èôùî

.fA(X) = (X − λ1) · · · (X − λn) íà ÷øå íà äì äîåã A-ù (λ1, . . . , λn) éùàø

æà .(λ1, . . . , λn) éùàø ïåñëìà íò äðåéìò úéùìåùî C-ì äîåã A éë çéðð :⇐ :äçëåä

.fA(X) = fC(X) = det

X − λ1 ∗
. . .

0 X − λn

 = (X − λ1) · · · (X − λn)

êøò λ1 ïëì ,fA(λ1) = 0 æà .n > 1 çéðð .úéùìåùî A ∈ M1(F ) ìë ,n = 1 íà .n ìò äéö÷åãðéàá :⇒

Fn ìù v1, v2, . . . , vn ñéñáì v1 úà íéìùð .Av1 = λ1v1-ù êë 0 ̸= v1 ∈ Fn ùé ,øîåìë ,A ìù éîöò

Q−1v1 = e1-å ,úéøàðéì úéåìú éúìá äéúåãåîòù ïåéë ,äëéôä Q æà .Q = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Mn(F ) éäúå

ïëìå ,Qe1 = v1 éë

,Q−1AQ = Q−1(Av1, . . . , Avn) = Q−1(λ1v1, Av2, . . . , Avn) = (λ1e1, ∗ · · · ∗) =

=


λ1 ∗ · · · ∗
0
...

0

A1

 (8)

(á)6.12 ìéâøú éôì ïàëî .A1 ∈ Mn−1(F ) øùàá

,(X − λ1) · · · (X − λn) = fA(X) = fQ−1AQ(X) = (X − λ1)fA1
(X)

ïëìå

.fA1(X) = (X − λ2) · · · (X − λn) (9)

-ù êë äëéôä Q1 ∈ Mn−1(F ) ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.Q−1
1 A1Q1 =

λ2 ∗
. . .

0 λn

 (10)

,

(
1 0
0 Q1

)(
1 0
0 Q−1

1

)
=

(
1 0
0 In−1

)
= In -ù áì íéùð .Q2 =

(
1 0
0 Q1

)
∈ Mn(F ) øéãâð

íéé÷úî .äëéôä P = QQ2 íâù ïàëî .Q−1
2 =

(
1 0
0 Q−1

1

)
-å äëéôä Q2 ïëì

.P−1AP = (Q−1
2 Q−1)A(QQ2) = Q−1

2 (Q−1AQ)Q2 =(
1 0
0 Q−1

1

)(
λ1 ∗
0 A1

)(
1 0
0 Q1

)
=

(
1 0
0 Q−1

1

)(
λ1 ∗
0 A1Q1

)
=

(
λ1 ∗
0 Q−1

1 A1Q1

)
=


λ1 ∗

λ2
. . .

0 λn


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.úéùìåùîì äîåã A ∈ Mn(F ) ìë æà ,úéøáâìà øåâñ äãù F íà :8.6 äð÷ñî

äîåã A ,8.4 èôùî éôì ïëì .fA = (X − λ1) · · · (X − λn) ,2.13 èôùî éôì ,ï÷åúî fA-ù ïåéë :äçëåä

.úéùìåùîì

.λ1, . . . , λn ∈ F åéäéå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,F äãù ìòî n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :8.37 äð÷ñî

íà ÷øå íà (λ1, . . . , λn) éùàø ïåñëìà íò úéùìåùî [T ]BB -ù êë V ìù B ñéñá íéé÷ æà

.fT = (X − λ1) · · · (X − λn)

.fT = f[T ]BB
= (X − λ1) · · · (X − λn) :⇐ :äçëåä

éùàø ïåñëìà íò C úéùìåùîì äîåã [T ]AA èôùîä éôì ïëì ,f[T ]AA
= fT æà .V ìù åäùìë ñéñá A éäé :⇒

.[T ]BB = C-ù êë B ñéñá ùé æà .(λ1, . . . , λn)
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éøîéøôä ÷åøéôä .9

fT åà mT øëæåîù íå÷î ìëá .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá

.(íéøãâåî fT -å mT æàå) úéôåñ øöåð V -ù íâ çéðð

.w ∈ W ìëì T (w) ∈ W íà ,øîåìë ,T (W ) ⊆ W íà T -øeî°ù àø÷ð V ìù W áçøî úú :9.1 äøãâä

ìëì T ′(w) = T (w) éãé ìò úøãâåîä T ′: W → W ä÷úòää ,øîåìë ,W -ì T ìù íåöîöä äæë äø÷îá

.T |W ïîåñú àéä ;úéøàðéì ä÷úòä àéä ,w ∈W

.T ìëì T -éøåîù íéáçøî úú íä 0, V (à) :9.2 äîâåã

w ∈W íà ,ïëà :T -øåîù àåä W æà ,(W = Vλ ,ìùîì) Vλ ìù áçøî úú W -å T ìù éîöò êøò λ íà (á)

.T (w) = λw ∈W æà

íâ .T -øåîù àåä (Sp(e3)=) z-ä øéö æà ,z-ä øéö áéáñ θ úéåæá áåáéñä àåä T : R3 → R3 íà (â)

.T -øåîù àåä ,Sp(e1, e2) ,øîåìë ,(x, y)-øåùéî

æà .TS = ST -ù êë úåéøàðéì úå÷úòä éúù T, S: V → V äðééäú :9.3 ìéâøú

.T -éøåîù íä Ker(S), Im(S) (à)

.T -øåîù áçøî úú S(W ) íâ æà T -øåîù áçøî úú W ⊆ V íà (á)

.T -éøåîù W1 +W2 -å W1 ∩W2 íâ æà T -éøåîù íéáçøî úú W1,W2 ⊆ V íà (â)

.T−1 -øåîù W æà dimW <∞-å T -øåîù áçøî úú W ⊆ V íà .íæéôøåîåæéà T -ù çéðð (ã)

.V ìù T -éøåîù íéáçøî úú íä Ker f(T ), Im f(T ) æà .f ∈ F [X] éäé :9.4 äð÷ñî

.äðòèä úòáåð (à)9.3 ìéâøú éôì ïëì .f(T ) ◦ T = T ◦ f(T ) ,6.14 äøãâäá åðøòäù éôë :äçëåä

æà .V ìù B ñéñáì W ìù B0 ñéñá íéìùð .V ìù T -øåîù áçøî úú W éäéå úéôåñ øöåð V éë çéðð :9.5 ìéâøú

.A = [T |W ]B0 øùàá [T ]B =

(
A C
0 D

)
ìù øùéä íåëñä àåä V -ù øîàð .åìù íéáçøî úú W1, . . . ,Ws åéäéå éøåè÷å áçøî V éäé :9.6 äøãâä

äøåöäî äãéçé äâöä ùé v ∈ V ìëì íà V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws :êë úàæ áåúëðå W1, . . . ,Ws

.v = w1 + · · ·+ ws, w1 ∈W1, . . . , ws ∈Ws

Bi = (wi1, . . . , wini) éäé 1 ≤ i ≤ s ìëì .åìù íéáçøî úúW1, . . . ,Ws åéäéå éøåè÷å áçøî V éäé :9.7 èôùî

äìàä íéñéñáä óåøéö íà ÷øå íà V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws éæà .(ni = dimWi øùàá) Wi ìù øåãñ ñéñá

B = (w11, . . . , w1n1
, . . . , ws1, . . . , wsns

)

.V ìù ñéñá àåä

.10.7 ìéâøú ,õéùôéì ìù "úéøàðéì äøáâìà" íâ äàø .ìéâøú :äçëåä
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.f, g ∈ F [X] åéäéå V ìù T -øåîù áçøî úú W éäé :9.8 ìéâøú

.g(T )-øåîù W éë çëåä (à)

g(T )-øåîù f(T )(W ) éë çëåä (á)

æà ,T -éøåîù W1, . . . ,Ws øùàá ,V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws íà (â)

.f(T )(V ) = f(T )(W1)⊕ · · · ⊕ f(T )(Ws)

êë ,Wi ìù ñéñá Bi = (wi1, . . . , wini
) éäé 1 ≤ i ≤ s ìëì .V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws éë çéðð :9.9 èôùî

.V ìù ñéñá B = (w11, . . . , w1n1 , . . . , ws1, . . . , wsns)-ù

òá÷ð .1 ≤ i, j ≤ s ìëì Aij ∈ Mni×nj (F ) øùàá ,[T ]BB = (Aij) ,íéùåâ úöéøèîë [T ]BB úà íåùøð (à)

æà ,íéîéé÷úî äìà íéìå÷ù íéàðú íà .i ̸= j ìëì Aij = 0 íà ÷øå íà T -øåîù Wj æà .1 ≤ j ≤ s

.Ajj = [T |Wj
]
Bj

Bj

.1 ≤ j ≤ s ìëìAj ∈ Mnj (F ) øùàá [T ]BB =

A1 0
. . .

0 As

 íà ÷øå íà T -éøåîùW1, . . . ,Ws (á)

.1 ≤ j ≤ s ìëì Aj = [T |Wj
]
Bj

Bj
æà ,íéîéé÷úî (á)-á íéìå÷ùä éàðúä íà (â)

,B éøáà ìù éøàðéì óåøéöë ,T (wjl) ìù çåúéôá íã÷îä àåä (Aij)kl ,[T ]BB ìù äøãâää éôì (à) :äçëåä

íà ÷øå íà i ̸= j ìëìå k, l ìëì (Aij)kl = 0 íà ÷øå íà i ̸= j ìëì Aij = 0 ïëì .wik éðôì ãîåòù

.T (Wj) ⊆Wj íà ÷øå íà l ìëì T (wjl) ∈ Sp(wjk| 1 ≤ k ≤ nj) =Wj

éøàðéì óåøéöë T (wjl) ìù çåúéôá íã÷îä àåä ([T |Wj
]
Bj

Bj
)kl æà ,øãâåî T |Wj

ïëìå T -øåîù Wj íà

.Ajj = [T |Wj ]
Bj

Bj
,äçëåää ìù ïåùàøä èôùîä éôì .wjk éðôì ãîåòù Bj éøáà ìù

.(à)-î íéòáåð (â) ,(á)

ìëì Ti = T |Wi
ïîñð .T -éøåîù íä W1, . . . ,Ws øùàá ,V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws éë çéðð :9.10 äð÷ñî

æà .1 ≤ i ≤ s

fT (X) = fT1(X) · · · fTs(X)

.mT (X) = lcm(mT1
(X) · · ·mTs

(X))

,mTi
= mAi

-å ,fTi
= fAi

,mT = mA ,fT = fA æà .A = [T ]BB éäú èôùîä ìù íéðåîéñá :äçëåä

çéëåäì êéøö ïëì .i ìëì

fA(X) = fA1
(X) · · · fAs

(X)

.mA(X) = lcm
(
mA1(X) · · ·mAs(X)

)
.A =

A1 0
. . .

0 As

 éë ,7.10 èôùîå 6.12 ìéâøú éôì ïåëð äæå
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æà .W -ì T ìù íåöîöä S = T |W :W →W éäé .T -øåîù áçøî úú W ⊆ V éäé :9.11 äîì

.f(T |W ) = f(T )|W ,øîåìë .f(S)(w) = f(T )(w) íéé÷úî w ∈W ìëì æà .f ∈ F [X] éäé (à)

.mS |mT (á)

.fS |fT (â)

,i = 0 øåáò ,ïëàå .i ≥ 0 ìëì Si(w) = T i(w) ∈ W éë äéö÷åãðéàá äàøð äìéçú (à) :äçëåä

æà ,i− 1 øåáò úåðåëð çéðð .S0(w) = w = T 0(w) ïëì ,S0 = 1W , T 0 = 1V

.Si(w) = S(Si−1(w)) = S(T i−1(w)) = T (T i−1(w)) = T i(w)

æà f =
∑∞

i=0 aiX
i íàù ïàëî

.f(S)(w) = (
∞∑
i=0

aiS
i)(w) =

∞∑
i=0

aiS
i(w) =

∞∑
i=0

aiT
i(w) = (

∞∑
i=0

aiT
i)(w) = f(T )(w)

ìëì mT (S)(w) = mT (T )(w) = 0(w) = 0 ,ïëàå .mT (S) = 0 éë çéëåäì éã 7.15 ìéâøú éôì (á)

.mT (S) = 0 ,øîåìë ,w ∈W

éôì .V ìù B ñéñáì åúåà íéìùðå W ìù B0 ñéñá øçáð .dimV = m + k ,dimW = m çéðð (â)

6.12 ìéâøú éôì ïàëî .A = [S]B0
∈ Mm(F ) øùàá ,[T ]B =

(
A C
0 D

)
,9.5 ìéâøú

fT (X) =

∣∣∣∣XIm −A −C
0 XIk −D

∣∣∣∣ = |XIm −A| · |XIk −D| = fS(X) · fD(X)

.fS |fT èøôáå

øîåìë) íéøæ g, h ∈ F [X] åéäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :9.12 èôùî

.V = Ker g(T )⊕Kerh(T ) æà .(gh)(T ) = 0-ù êë (1 àåä íäìù øúåéá ìåãâä óúåùîä ÷ìçîä

ïàëî .rg + sh = 1-ù êë r, s ∈ F [X] ùé ,íéøæ g, h-å úåéä :äçëåä

.r(T )g(T ) + s(T )h(T ) = 1V (1)

(1) éôì .v ∈ V éäé

.v = 1V (v) = r(T )g(T )(v) + s(T )h(T )(v)

éë ,r(T )g(T )(v) ∈ Kerh(T ) ìáà

.h(T )r(T )g(T )(v) = r(T )g(T )h(T )(v) = r(T )(gh)(T )(v) = r(T )(0) = 0
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äâöä ùé v-ì ïëì .s(T )h(T )(v) ∈ Ker g(T ) äîåã ïôåàáå

.v = u+ w, u ∈ Ker g(T ), w ∈ Kerh(T ) (2)

(2) éôì .äãéçé àéäù äàøðå úîéé÷ (2) äâöäù çéðð

.r(T )g(T )(v) = r(T )g(T )(u) + r(T )g(T )(w) = 0 + r(T )g(T )(w)

ìá÷ð ,w ìò (1) ìù íéôâàä éðù úà ìéòôð íàå

.w = 1V (w) = r(T )g(T )(w) + s(T )h(T )(w) = r(T )g(T )(w) + 0

u íâ äîåã ïôåàá .v éãé ìò ãéçé ïôåàá òá÷ð w ,øîåìë ,w = r(T )g(T )(v) åðìáé÷ úåðåøçàä úåàååùîä éúùî

.ãéçé

T ìù íéîåöîöä úà T1, T2 -á ïîñð .mT = gh-ù êë íéøæå íéð÷åúî g, h ∈ F [X] åéäé :9.13 äð÷ñî

.g = mT1
, h = mT2

æà .äîàúäá Ker g(T ),Kerh(T )-ì

,7.15 ìéâøú éôì ïëì .g(T1)(u) = g(T )(u) = 0 íéé÷úî u ∈ Ker g(T ) ìëì éë g(T1) = 0 :äçëåä

s ∈ F [X] øùàá ,h = smT2
ïôåà åúåàá .ï÷åúî r çøëäá ;r ∈ F [X] øùàá ,g = rmT1

øîåìë ,mT1
|g

,9.10 äð÷ñî éôì ,úòë .ï÷åúî

rsmT1
mT2

= gh = mT = lcm(mT1
,mT2

)|mT1
mT2

.äð÷ñîä ïëì .r = s = 1 øîåìë ,rs|1-ù øåøá ïàëîå

-ù êë úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :(éøîéøôä ÷åøéôä) 9.14 èôùî

.i = 1, . . . , s øåáò ,Wi = Ker gi(T ) ïîñð .äæì äæ íéøæå íéð÷åúî g1, . . . , gs øùàá mT = g1 · · · gs
éæà

;T -éøåîùW1, . . . ,Ws øùàá ,V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws (à)

.i = 1, . . . , s ìëì gi = mT |Wi
(á)

éðùå úåéä .s − 1 øåáò úåðåëð çéðð .øåøá ìëäå W1 = V æà s = 1 íà .s ìò äéö÷åãðéàá äçëåä

,W1 = Ker g1(T ) øùàá ,V = W1 ⊕ V ′ íéé÷úî íãå÷ä èôùîä éôì ,íéøæ g1, g2 · · · gs íéîåðéìåôä

,mS = g2 · · · gs ,äð÷ñîä éôì .S = T |V ′ ïîñð .T -éøåîù íä W1, V
′ ,ïë åîë .V ′ = Ker(g2 · · · gs)(T )

.mT |W1
= g1
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ìëì gi = mS|Wi
-å Wi = Ker gi(S) øùàá ,V ′ = W2 ⊕ · · · ⊕ Ws äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.2 ≤ i ≤ s éäé .V =W1 ⊕ (W2 ⊕ · · · ⊕Ws) =W1 ⊕ · · · ⊕Ws ,9.7 èôùî éôì ïàëî .i = 2, . . . , s

êà .Ker gi(S) = Ker gi(T ) éë çéëåäì øúåð .gi = mT |Wi
ïëìå ,T |Wi

= S|Wi
-ù øåøá

,(g2 · · · gs)(T ) = (g2 · · · gi−1gi+1 · · · gsgi)(T ) = (g2 · · · gi−1gi+1 · · · gs)(T )gi(T )

9.11 äîì éôì ïëìå ,Ker gi(T ) ⊆ Ker(g2 · · · gs)(T ) = V ′ ïëì

.Ker gi(T ) = {v ∈ V ′| gi(T )(v) = 0} = {v ∈ V ′| gi(S)(v) = 0} = Ker gi(S)

,íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà q1, . . . , gs øùàá , ,mT = qr11 · · · qrss íà :èôùîä ìù éø÷éòä ùåîéùä

.íéøæ g1, . . . , gs æà .gi = qrii ç÷ð

.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :(éøîéøô ÷åøéô éôì äöéøèî) 9.15 äð÷ñî

ïîñð .r1, . . . , rs ≥ 1-å íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîåðéìåô q1, . . . , qs øùàá ,mT = qr11 · · · qrss éë çéðð

éæà .i ìëìWi = Ker qrii (T )

íéé÷îù V ìù ñéñá àåä ,äîàúäá ,W1, . . . ,Ws ìù B1, . . . ,Bs íéñéñá ìù B óåøéö (à)

.i ìëìmAi
= qrii -å [T |Wi

]Bi

Bi
= Ai øùàá ,[T ]BB = Diag(A1, . . . , As)

íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù úå÷æçmA1 , . . . ,mAt øùàá ,[T ]BB = Diag(A1, . . . , At)-ù êë V ìù ñéñá B éäé (á)

øùàá ,B1, . . . ,Bt úåøãñ ìù (øåùøù) óåøéöë B úà áåúëð .i ìëì Ai ∈ Mni(F ) éë çéðð .íéðåù íéð÷åúî

.mAi
= qrii -å ,[T |Wi

]Bi

Bi
= Ai ,Wi ìù ñéñá Bi :øãñä éãë ãò ,i ìëì íéé÷úîå ,t = s æà .i ìëì |Bi| = ni

[T ]BB = ,9.9 èôùî éôì .V ìù ñéñá ïëà B ,9.7 èôùî éôì :9.14 èôùîî òáåð äæ (à) :äçëåä

.mAi
= mT |Wi

= qrii ,7.14 èôùî éôì ïàëî .i ìëì Ai = [T |Wi
]Bi

Bi
øùàá ,Diag(A1, . . . , As)

,íéøæ mA1 , . . . ,mAt -ù ïåéëå ,7.10 èôùî éôì (á)

.qr11 · · · qrss = mT = lcm(mA1
, . . . ,mAt

) = mA1
· · ·mAt

íéé÷úî 9.7 èôùî éôì .øãñä éãë ãò ,mAi
= qrii -å t = s íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøéôä úåãéçé éôì

ïëì .i ìëì [T |Sp(Bi)]
Bi

Bi
= Ai-å T -øåîù àåä Sp(Bi) ,9.9 èôùî éôì .V = Sp(B1) ⊕ · · · ⊕ Sp(Bt)

,qrii (T )(v) = qrii (T |Sp(Bi))(v) = 0 ,9.11 äîì éôì æà ,v ∈ Bi íà ïëì .mT |Sp(Bi)
= mAi

= qrii

ïëì ,
∑

i |Bi| = n =
∑

i dimWi ìáà .|Bi| ≤ dimWi èøôáå ,Sp(Bi) ⊆ Wi ïàëî .v ∈ Wi ,øîåìë

.Wi ìù ñéñá Bi ïëì .i ìëì |Bi| = dimWi

[T ]BB -ù êë V ìù B ñéñá ùé éæà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :9.16 èôùî

.äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ F øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) íà ÷øå íà úéðåñëìà
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æà .A = [T ]BB =

λ1 0
. . .

0 λn

 çéðð :äçëåä

,mT = mA = lcm(m(λ1), . . . ,m(λn)) = lcm(X − λ1, . . . , X − λn)

.{λ1, . . . , λn} äöåá÷á íéðåùä íéøáàä ìë µ1, . . . , µs øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) ïëì

éôì .äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ F øùàá ,mT = (X − µ1) · · · (X − µs) éë çéðð ,êôéäì

øùàá ,V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws ,9.14 èôùî

.Wi = Ker(T − µi1V ) = {v ∈ V | T (v) = µiv} = Vµi

íééîöò íéøåè÷åî áëøåî B ñéñá ùé V -ì ïëì ,V ìù ñéñá àåä Vµ1 , . . . , Vµs ìù íéñéñáä ãåçéàù øîåà äæ

.úéðåñëìà [T ]BB ,4.8 äð÷ñî éôì ,ïàëî .V ìù

øùàá mA(X) = (X − µ1) · · · (X − µs) íà ÷øå íà úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A ∈ Mn(F ) :9.17 äð÷ñî

.äæî äæ íéðåù µ1, . . . , µs ∈ F

éôì .[T ]CC = A-ù êë V ìù C ñéñáå ,T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ,F ìòî V éøåè÷å áçøî ùé :äçëåä

.mT = mA ,7.14 èôùî

äöéøèîì äîåã A ïëì .[T ]BB = D-ù êë V ìù B ñéñá ùé íà ÷øå íà A-ì äîåã (éäùìë) D äöéøèî

ìå÷ù äæ (mT = mA-ù ììâáå) ,9.16 èôùî éôì .úéðåñëìà [T ]BB-ù êë V ìù B ñéñá ùé íà ÷øå íà úéðåñëìà

.mA ìò ù÷åáîä éàðúì

47



ïãøå'æ úøåö .10

øîåçäî ÷ìç) .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éôåñ ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá

(.ùøåôîá úàæ ïééöð àì êà ,éôåñðéà ãîéî ìòá V øåáò íâ ïåëð

.λ ∈ F éäé :10.1 äøãâä

.Jn(λ) ïîåñúå λ-ì êééùä n øãñî ïãøå'æ ùåâ úàø÷ð


λ 0 · · · 0 0

1 λ
. . .

...
. . .

. . . 0 0
0 · · · 1 λ 0

0 0 · · · 1 λ

 ∈ Mn(F ) äöéøèîä (à)

úàø÷ð ,n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 1 øùàá ,J(λ) =

 Jn1(λ) 0
. . .

0 Jnt
(λ)

 äøåöäî äöéøèî (á)

.êøòîä ìù ñ÷ãðéàä àø÷ð n1 øôñîä .λ-ì êééùä ïãøå'æ êøòî

äæ íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá J =

 J(λ1) 0
. . .

0 J(λs)

 äøåöäî äöéøèî àéä ïãøå'æ úöéøèî (â)

.λi-ì êééùä ïãøå'æ êøòî àéä J(λi) äöéøèîä 1 ≤ i ≤ s ìëìå äæî

:àáä éæëøîä èôùîä úà çéëåð äæä ÷øôä óåñá

.r1, . . . , rs ≥ 1-å íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mT = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs çéðð :10.2 èôùî

úàø÷ð åæ äöéøèî) .[T ]BB = J -ù êë V ìù B ñéñá ùé äøåáò J (äéëøòî øãñ éãë ãò) äãéçé ïãøå'æ úöéøèî úîéé÷ æà

.ri ñ÷ãðéà ìòáå λi -ì êééù é-i-ä êøòîä (øãñä éãë ãò) øùàë ,ïãøå'æ éëøòî s ùé J -á (.T ìù ïãøå'æ úøåö

:úéãééî úòáåð åðîî

íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mA = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs çéðð .A ∈ Mn(F ) éäú :10.3 äð÷ñî

ïãøå'æ úøåö úàø÷ð åæ äöéøèî) .A-ì äîåã J (äéëøòî øãñ éãë ãò) äãéçé ïãøå'æ úöéøèî úîéé÷ æà .r1, . . . , rs ≥ 1-å

.ri ñ÷ãðéà ìòáå λi -ì êééù é-i-ä êøòîä (øãñä éãë ãò) øùàë ,ïãøå'æ éëøòî s ùé J -á (.A ìù

(.êë øçà çéëåð äúåà ,úîãå÷ä äð÷ñîä ìò êîúñð) :10.4 äîâåã

àéä (äì äîåãù ïãøå'æ úöéøèî=) äìù ïãøå'æ úøåö æà ,mA = X2(X − 1)2-å A ∈ M5(F ) íà (à)
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úåàáä íééúùä ïéá úçà (äéëøòî øãñ éãë ãò) çøëäá

,

 J2(0) 0 0
0 J2(1) 0
0 0 J1(1)

 =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1



.

 J2(0) 0 0
0 J1(0) 0
0 0 J2(1)

 =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1


.(íéëøòîä øãñ éãë ãò ÷ø àì ,ùîî) úåðåù ïãøå'æ úåöéøèî ïä úåàáä úåöéøèîä éúù (á)

A =


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

 B =


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.mA = mB = (X − 1)2-å ,fA = fB = (X − 1)4 íéé÷úî êà .10.3 äð÷ñîá úåãéçéä éôì ,úåîåã ïðéà ïëì

.ïãøå'æ úøåö úà íéòáå÷ íðéà éøòæîäå éðééôåàä íåðéìåôäù äàøî äæ

éäú äìéçú .ïãøå'æ úöéøèî ìù ä÷æçá äàìòä :10.5 äøòä

.N = Jn(0) =



0 0 0 · · · 0 0

1 0 0
. . .

...

0 1 0
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0 0

0 · · · 0 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0


= (e2, e3, . . . , en, 0)

éë (k ìò äéö÷åãðéàá) úåàøì ì÷ ,Ne1 = e2, Ne2 = e3, . . . , Nen−1 = en, Nen = 0-ù ïååéëî

N2 =



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . .

...

1 0 0
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0 0

0 · · · 1 0 0 0
0 0 · · · 1 0 0


, N3 =



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . .

...

0 0 0
. . .

...

1 0 0
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0 0

0 · · · 1 0 0 0


,

Nn−2 =



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . .

...

0 0 0
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0 0

1 · · · 0 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0


, Nn−1 =



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0
. . .

...

0 0 0
. . .

...
. . .

. . .
. . . 0 0

0 · · · 0 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0


,
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.k ≥ n ìëì Nk = 0-å

íéé÷úî ,(λIn)N = N(λIn)-ù ïååéë .ìéòì åîë N øùàá ,Jn(λ) = N + λIn-ù áì íéùð úòë

Jn(λ)
k =

k∑
i=0

(
k

i

)
N i(λIn)

k−i =

k∑
i=0

λk−i

(
k

i

)
N i =

∞∑
i=0

λk−i

(
k

i

)
N i =

=



λk 0 · · · 0 0(
k
1

)
λk−1 λk

. . .
...(

k
2

)
λk−2

(
k
1

)
λk−1 . . .

...

. . .
. . . 0 0(

k
n−2

)
λk−(n−2)

(
k
1

)
λk−1 λk 0(

k
n−1

)
λk−(n−1)

(
k

n−2

)
λk−(n−2) · · ·

(
k
1

)
λk−1 λk


.(i > k øåáò

(
k
i

)
= 0-ù øåëæì ùé øùàë)

n ≥ 0 äæéà øåáò Jn(λ) äøåöî ùåâ ìë øùàë ,ïåñëìàá íéùåâ úöéøèî àéä J éäùìë ïãøå'æ úöéøèî ,úòë

.Jn(λ)
k äøåöî ùåâ ìë øùàë ,ïåñëìàá íéùåâ úöéøèî àéä Jk ïëì .λ ∈ F äæéàå

úöéøèî J = P−1AP -ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) àåöîì íéòãåé åðàù çéððå A ∈ Mn(F ) éäú ,óåñáì

ïëìå ,A = PJP−1 æà .(10.3 äð÷ñî äàø) ïãøå'æ

.Ak = (PJP−1)k = PJkP−1

.ãàî ìåãâ k øåáò íâ ,Ak úà áùçì ìëåð ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïàëî

.íìù k ≥ 0 éäéå λ ∈ F éäé ,ïãøå'æ úöéøèî J éäú :10.6 äð÷ñî

.rankJn(λ)
k = n æà λ ̸= 0 íà ;rankJn(0)

k =
{
n− k k ≤ n
0 k > n

(à)

.k ≤ øãñî íðéäå λ-ì íéëééùä J -á ïãøå'æ éùåâ øôñî àåä rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k (á)

.10.5 äøòäî òáåð (à) :äçëåä

,(à) éôì .ïãøå'æ ùåâ íâ J − λI = Jn(µ− λ) æà .J = Jn(µ) ,ïãøå'æ ùåâ J éë äìéçú çéðð (á)

.rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k =

{
1 k ≤ n , µ = λ
0 úøçà

(1)

æà .ïãøå'æ éùåâ J1, . . . , Jm øùàá ,J = Diag(J1, . . . , Jm) éììë ïôåàá

.(J − λI)k = Diag((J1 − λI)k, . . . , (Jm − λI)k) ïëì .J − λI = Diag(J1 − λI, . . . , Jm − λI)

ïëì .k íå÷îá k − 1 íò äô÷ú äçñåðä äúåàå rank(J − λI)k =
∑

i rank(Ji − λI)k ,(â)6.12 ìéâøú éôì

.rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k =
∑
i

(rank(Ji − λI)k−1 − rank(Ji − λI)k)

.äð÷ñîä (1) éôì ïàëî
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àåä J ìù Jk(λ) ïãøå'æ éùåâ øôñî æà ,ïãøå'æ úöéøèî J = [T ]BB -ù êë V ìù ñéñá B íà :10.7 äð÷ñî

.rank(T − λ1V )
k−1 − 2rank(T − λ1V )

k + rank(T − λ1V )
k+1

.(10.2 èôùîá ïòèðù éôë) äéëøòî øãñ éãë ãò ,äãéçé J ,èøôá

àåä λ-ì íéëééùä k øãñî J -á ïãøå'æ éùåâ øôñî ,(á)10.6 äð÷ñî éôì :äçëåä(
rank(J − λI)k−1 − rank(J − λI)k

)
−
(
rank(J − λI)k − rank(J − λI)k+1

)
=

rank(J − λI)k−1 − 2rank(J − λI)k + rank(J − λI)k+1

,[(T − λ1V )
m]BB = ([(T − λ1V ]

B
B)

m = ([T ]BB − λ[1V ]
B
B)

m = (J − λI)m íéé÷úî íìù m ìëì êà

.rank(J − λI)m = rank(T − λ1V )
m ïëì

.ïãøå'æ úöéøèî J éäú :10.8 èôùî

.mJn(λ) = (X − λ)n (à)

æà .äîàúäá ,r1, . . . , rs íéñ÷ãðéà éìòá íäå äæî äæ íéðåùä λ1, . . . , λs ∈ F -ì íéëééù J éëøòîù çéðð (á)

.mJ = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs

.r1, . . . , rs ≥ 1-å äæî äæ íéðåùä λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mJ = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs -ù çéðð (â)

.äîàúäá ,r1, . . . , rs íéñ÷ãðéà éìòá íäå ,λ1, . . . , λs -ì íéëééù J éëøòî æà

.mJn(λ) = (X − λ)n ,7.12 ìéâøú éôìå ,fJn(λ) = (X − λ)n íéé÷úî (à) :äçëåä

.9.10 äð÷ñî éôì (à)-î òáåð (á)

.äîàúäá ,r̄1, . . . , r̄t íéñ÷ãðéà éìòá íäå äæî äæ íéðåù λ̄1, . . . , λ̄t ∈ F -ì íéëééù J éëøòîù çéðð (â)

t = s íéé÷úî íé÷éøô éà íéîøåâìmJ ìù ÷åøéôä úåãéçé ììâá .mJ = (X − λ̄1)
r̄1 · · · (X − λ̄t)

r̄t ,(á) éôì

.øãñä éãë ãò ,r1 = r̄1, . . . , rs = r̄s-å ,λ1 = λ̄1, . . . , λr = λ̄s-å

.(T íå÷îá) úéøàðéì ä÷úòä N : V → V éäú .10.2 èôùî úçëåäì ùâéð úòë

íà k êøåàî (N ìù) ïãøå'æ úøùøù úàø÷ð v = v1, . . . , vk ∈ V äøãñ :10.9 äøãâä

.N(v1) = v2, N(v2) = v3, . . . , N(vk−1) = vk, N(vk) = 0

.v ∈ KerNk-å v,N(v), N2(v), . . . , Nk−1(v) =
(
N j(v)

)k−1

j=0
àéä äøãñä :úåøçà íéìîá

æà .V ìù ñéñá B éäé :10.10 ìéâøú

.k êøåàî ïãøå'æ úøùøù B íà ÷øå íà [N ]BB = Jk(0) (à)

,äìåò äðéà íäéëøåà úøãñù ïãøå'æ úåàøùøù ìù óåøéö B íà ÷øå íà r ≥ ñ÷ãéà ìòáå 0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî [N ]BB (á)

äðúùî éåðéù éøçà) ,øîåìë ,m ìëì Cm ⊆ KerNm øùàá B =
∨1

m=r

∨
v∈Cm

(
N j(v)

)m−1

j=0
,øîåìë

.Ak ⊆ KerNr+1−k øùàá ,B =
∨r

k=1

∨
v∈Ak

(
N j(v)

)r−k

j=0
(m = r + 1− k

:àáä ìéâøúá ùîúùð

51



KerT ìù ñéñá u1, . . . , ur éäé .éôåñ ãîéî éìòá íéáçøî ìù úéøàðéì ä÷úòä T : V → W éäú :10.11 ìéâøú

æà .v1, . . . , vs ∈ V åéäéå

.úéøàðéì íééåìú éúìá u1, . . . , ur, v1, . . . , vs íà ÷øå íà úéøàðéì íééåìú éúìá T (v1), . . . , T (vs) (à)

v1, . . . , vs ,øîåìë ,V ìù ñéñá u1, . . . , ur, v1, . . . , vs íà ÷øå íà T (V ) ìù ñéñá T (v1), . . . , T (vs) (á)

.V/KerT ìù ñéñá v1, . . . , vs -ù æà øîàð .V ìù ñéñáì KerT ìù ñéñá ìù äîìùä

.T−1(KerS) = Ker(S ◦ T ) æà .úéøàðéì ä÷úòä S:W → U éäúå T (V ) =W çéðð (â)

ìòáå 0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî [N ]BB -ù êë V ìù B ñéñá íéé÷ æà .r ≥ 1 øùàá Nr = 0 çéðð :10.12 èôùî

.r ≥ ñ÷ãðéà

êééùä ïãøå'æ êøòî ïëà àéä [N ]BB = 0 äöéøèîä B ñéñá ìëìå N = 0 æà r = 1 íà :r ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

.r − 1 øåáò ïåëð èôùîäå r ≥ 2 éë çéðð .1 ñ÷ãðéà ìòáå 0-ì

ùé (á)10.10 ìéâøúå äéö÷åãðéàä úçðä éôì .(N ′)r−1 = 0 æà .N ′ = N |V ′ éäéå V ′ = N(V ) éäé

ñéñá V ′-ì

,B′ =

r−1∨
k=1

∨
v′∈A′

k

(
N j(v′)

)r−1−k

j=0

.N(Ak) = A′
k-ù êë Ak ⊆ V äøãñ ùé k ìëì ,V ′ = N(V )-ù ïååéë .k ìëì A′

k ⊆ Ker(N ′)r−k øùàá

B′ ìù äàáä äøãñ úúä .Ak ⊆ KerNr+1−k æà

r−1∨
k=1

∨
v′∈A′

k

(
Nr−1−k(v′)

)
=

r−1∨
k=1

∨
v∈Ak

(
Nr−k(v)

)
= Nr−1(A1) ∨Nr−2(A2) ∨ . . . ∨ Ar−1

æà .Ar äøãñ åæéà éãé ìò KerN ìù ñéñáì äúåà íéìùð .KerN -á úìëåîå úéøàðéì äéåìú éúìá àéä

.KerN ìù ñéñá B1 =
∨r

k=1

∨
v∈Ak

(
Nr−k(v)

)
.V ìù ñéñá àéä B :=

∨r
k=1

∨
v∈Ak

(
N j(v)

)r−k

j=0
:äðòè

.B2 =
∨r−1

k=1

∨
v∈Ak

(
N j(v)

)r−1−k

j=0
øùàá ,B = B1 ∨ B2 ,øãñä éãë ãò ,ïëà

éôì .V ìù ñéñá B ,(á)10.11 ìéâøú éôì .KerN ìù ñéñá B1-å V
′ ìù ñéñá N(B2) = B′ æà

.r ≥ ñ÷ãðéà ìòáå 0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî àéä [N ]BB ,(á)10.10 ìéâøú

ìù äøãñá ùîúùð .mN = Xr çéðð .ñéñá ìù úéùòî äéðáì äéö÷åãðéàá äçëåää úà êåôäì äöøð :10.13 äéðá

(N ìù íéîåöîö) úå÷úòä

.V = N0(V ) → N(V ) → · · · → Nr−3(V ) → Nr−2(V ) → Nr−1(V ) → Nr(V ) = {0}

:ïî÷ìãë àéä äçëåää æà .Ak ⊆ V äæéà øåáò Nr−k(Ak) áåúëð Ak ⊆ Nr−k(V ) íå÷îá :ïåîéñä úà äðùð
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:ì ìå÷ù äæ (á)10.11 ìéâøú éôì .Nr−1(V ) ìù ñéñá Nr−1(A1)-ù åæë A1 ⊆ V àöîð .1

.V/KerNr−1 ìù ñéñá A1 •

úà íéìùð .(Nr−2)−1(KerN ′) = KerNr−1 ,(â)10.11 ìéâøú éôì .N ′ = N |Nr−2(V ) éäé .2

Nr−1(A1) = Nr−2
(
N(A1)

)
(Nr−2: KerNr−1 → KerN ′ øåáò) (á)10.11 ìéâøú éôì .KerN ′ ìù ñéñáì Nr−2(A2) äæéà éãé ìò

:ì ìå÷ù äæ

.KerNr−1/KerNr−2 ìù ñéñá N(A1) ∨ A2 •

úà íéìùð .(Nr−3)−1(KerN ′) = KerNr−2 ,(â)10.11 ìéâøú éôì .N ′ = N |Nr−3(V ) éäé .3

Nr−1(A1) ∨Nr−2(A2) = Nr−3
(
N2(A1) ∨N(A2)

)
(Nr−3: KerNr−2 → KerN ′ øåáò) (á)10.11 ìéâøú éôì .KerN ′ ìù ñéñáì Nr−3(A3) äæéà éãé ìò

:ì ìå÷ù äæ

.KerNr−2/KerNr−3 ìù ñéñá N2(A1) ∨N(A2) ∨ A3 •

.V ìù ù÷åáîä ñéñáä B =
∨r

k=1

∨
v∈Ak

(
N j(v)

)r−k

j=0
,óåñáì .äàìä êëå

.äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λs ∈ F øùàá ,mT = (X − λ1)
r1 · · · (X − λs)

rs çéðð :10.2 èôùî úçëåä

Wk = Ker(T − λk1V )
rk øùàá ,V = ⊕s

k=1Wk ,(9.14 èôùî) éøîéøôä ÷åøéôä èôùî éôì :J íåé÷

æà .N = T |Wk
− λk1Wk

: Wk → Wk ïîñð .1 ≤ k ≤ s éäé .k ìëì mT |Wk
= (X − λ)rk -å

æà .0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî [N ]Bk

Bk
= J(0)-ù êë Wk ìù Bk ñéñá ùé 10.12 èôùî éôì .mN = Xrk

[T |Wk
]Bk

Bk
= [N ]Bk

Bk
+ λk[1Wk

]Bk

Bk
= J(0) + λkI

.λk-ì êééùä ïãøå'æ êøòî àåä

.ïãøå'æ úöéøèî [T ]BB ,9.9 èôùî éôì æà .B =
∨s

k=1 Bk ïîñð

Jk(λ) ïãøå'æ éùåâ øôñî ,10.7 äð÷ñî éôì .λ ∈ F éäé .ïãøå'æ úöéøèî J := [T ]BB-ù êë ñéñá B éäé :úåãéçé

.B-á àì ,λ-áå T -á ÷ø éåìú J -á

,r1, . . . , rs ñ÷ãðéàî íäå λ1, . . . , λs-ì íéëééù J éëøòî (â)10.8 èôùî éôì ,mT = mJ -ù ïååéë ,óåñáì

.øãñä éãë ãò ,äîàúäá

.T -á λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä àåä λ-ì íéëééùä J -á ïãøå'æ éùåâ øôñî æà .T ìù ïãøå'æ úøåö J éäú :10.14 ìéâøú

äæ íéðåù çøëäá àì λ1, . . . , λs øùàá) J = Diag(Jn1
(λ1), . . . , Jns

(λs)) ∈ Mn(F ) çéðð :äçëåä

àåä T -á λ ìù éøèîåàéâä éåáéøä æà .(äæî

dimKer(T − λ1V ) = dimKer(J − λI) = n− rank(J − λI) =

s∑
i=1

ni −
s∑

i=1

rankJni
(λi − λ) =

s∑
i=1

(
ni − rankJni

(λi − λ)
)
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.äàöåúä ïàëî .ni − rankJni
(λi − λ) =

{
1 λ = λi
0 úøçà

,k = 1 øåáò ,(à)10.6 äð÷ñî éôìå
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(ïåñáå÷òé úøåö) úéìðåéöøä äøåöä .11

.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé äæ óéòñá

.d äìòîî ï÷åúî q = a0 + a1X + · · ·+ ad−1X
d−1 +Xd ∈ F [X] éäé :11.1 äøãâä

äàáä äöéøèîä àéä q-ì úé�åì�ðä äöéøèîä (à)

.C1(q) =



0 0 0 · · · 0 −a0
1 0 0 · · · 0 −a1
0 1 0

· ·
. . .

. . . ·
...

1 0 −ad−2

0 0 0 · · · 1 −ad−1

 ∈ Md(F )

.C1(X − λ) = (λ) ∈ M1(F ) ,èøôá

q-ì êééùä r êøåàî ïåñáå÷òé ùåâ àø÷éú dr × dr øãñî äàáä äöéøèîä .r ∈ N éäé (á)



0 · · · 0 −a0
1

. . .
...

... 0
. . . 0

...

0 · · · 1 −ad−1

1 0 · · · 0 −a0
1

. . .
...

...
. . . 0

...

0 · · · 1 −ad−1

1
. . .

1 0 · · · 0 −a0
1

. . .
...

...

0
. . . 0

...

0 · · · 1 −ad−1


:êë íéùåâ úöéøèîë äúåà áåúëì øùôà .Cr(q) ïîåñú àéä

,Cr(q) =



C1(q) 0 · · · 0 0

M C1(q)
. . .

...
. . .

. . . 0 0
0 · · · M C1(q) 0

0 0 · · · M C1(q)


∈ Mdr(F )
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øùàá

.M =


0 0 · · · 0 1

0 0
. . .

...
. . .

. . . 0 0
0 · · · 0 0 0

0 0 · · · 0 0

 ∈ Md(F )

.(10.1 äøãâä) r øãñî ïãøå'æ ùåâ ,Jr(λ) àéä Cr(X − λ)-ù áì íéù

:ïåñáå÷òé úåöéøèîå ïåñáå÷òé éëøòî øéãâð ïãøå'æ úöéøèîì äîåãá

úàø÷ð ,n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 1 øùàá ,C(q) =

Cn1
(q) 0

. . .

0 Cnt(q)

 äøåöäî äöéøèî (â)

.êøòîä ìù ñ÷ãðéàä àø÷ð n1 øôñîä .q-ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî

q1, . . . , qs ∈ F [X] øùàá , C =

C(q1) 0
. . .

0 C(qs)

 äøåöäî äöéøèî àéä ïåñáå÷òé úöéøèî (ã)

.qi-ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî àéä C(qi) äöéøèîä 1 ≤ i ≤ s ìëìå äæî äæ íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà

:àåä ,êùîäá çéëåð åúåà ,÷øôä ìù éæëøîä èôùîä

úàø÷ð åæ äöéøèî) .äìù íéëøòîä øãñ éãë ãò ,äãéçé àéä .ïåñáå÷òé úöéøèî [T ]BB -ù êë B ñéñá ùé V -ì :11.2 èôùî

ãò,øùàë ,ïåñáå÷òé éëøòî s ùé åæ äöéøèîá æà ,mT = qr11 · · · qrss íà (.T ìù úéìðåéöøä äøåöä åà ïåñáå÷òé úøåö

.ri ñ÷ãðéà ìòá àåäå qi -ì êééù é-i-ä êøòîä ,íéëøòîä ìù øãñä éãë

:úéãééî úòáåð åðîî

äöéøèî) .äìù íéëøòîä øãñ éãë ãò ,äãéçé A-ì äîåã ïåñáå÷òé úöéøèî úîéé÷ æà .A ∈ Mn(F ) éäú :11.3 äð÷ñî

,ïåñáå÷òé éëøòî s ùé åæ äöéøèîá æà ,mA = qr11 · · · qrss íà (.A ìù úéìðåéöøä äøåöä åà ïåñáå÷òé úøåö úàø÷ð åæ

.ri ñ÷ãðéà ìòá àåäå qi -ì êééù é-i-ä êøòîä ,íéëøòîä ìù øãñä éãë ãò,øùàë

.qr = mC = fC æà .C = Cr(q) ∈ Mdr(F ) éäúå d äìòîî ï÷åúî q ∈ F [X] éäé :11.4 ìéâøú

,äøãâää éôì .r = 1 éë çéðð äìéçú :äçëåä

.fC = det(XId − C) = det



X 0 0 · · · 0 a0
−1 X 0 · · · 0 a1
0 −1 X

· ·
. . .

. . . ·
...

−1 X ad−2

0 0 0 · · · −1 X + ad−1


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äøåùì íéîòô X äðåøçàä éðôìù äøåùä úà óéñåð ë"çà ,úîãå÷ä äøåùì íéîòô X äðåøçàä äøåùä úà óéñåð

æà .äðåùàøì íéîòô X äéðùä äøåùä úà óéñåðù ãò ,äàìä ïëå ,úîãå÷ä

.fC = det



0 0 0 · · · 0 q(X)
−1 0 0 · · · 0 Xd−1 + ad−1X

d−2 + · · ·+ a1
0 −1 0

· ·
. . .

. . . ·
...

−1 0 X2 + ad−1X + ad−2

0 0 0 · · · −1 X + ad−1


ïúåð äðåùàøä äøåùä éôì çåúéô

.fC = (−1)d+1q(X) det(−Id−1) = (−1)d+1q(X)(−1)d−1 = q(X)

.mC = fC ,7.12 ìéâøú éôì .6.20 ìéâøú éôì fC = qr æà ,åäùìë r íà ,úòë

æà .i ìëì ,ri ñ÷ãðéàî qi -ì êééù Ci øùàá ,äìù íéëøòîä C1, . . . , Cs åéäé .ïåñáå÷òé úöéøèî C éäú :11.5 äð÷ñî

.mC = qr11 · · · qrss

(.íéðåù q1, . . . , qs ,(ã)11.1 äøãâä éôì)

.ri = n1 ≥ · · · ≥ nt øùàá Ci = Diag(Cn1
(q), . . . , Cnt

(q)) æà .1 ≤ i ≤ s òá÷ð :äçëåä

éôì .mCi
= lcm(mCn1 (q)

, . . . ,mCnt (q)
) = lcm(qn1 , . . . , qnt) = qri ,11.4 ìéâøúå 6.20 ìéâøú éôì

.mC = lcm(mC1 , . . . ,mCs) = qr11 · · · qrss ,6.20 ìéâøú

v ∈ V ìëì æà .N = q(T ) éäú .q =
∑d−1

i=0 aiX
i +Xd ∈ F [X] éäé äúòî .ïåîéñ :11.6 äøòä

.T d(v) = −
d−1∑
i=0

aiT
i(v) +N(v) (1)

ïîñð V -á íéøåè÷å ìù A = (v1, . . . , vk) äøãñ øåáòå ṽ =
(
v, T (v), . . . , T d−1(v)

)
ïîñð v ∈ V øåáò

.|Ã| = d|A| æà .Ã =
(
v1, . . . , vk, T (v1), . . . , T (vk) , . . . , T

d−1(v1), . . . , T
d−1vk)

.øãñä éãë ãò ,úååù Ã ∨ B-å Ã ∨ B̃ úåøãñä æà ,úåøãñ éúù A,B íà

ïëì .(f = Xi, g = qj øùàá f(T )g(T ) = g(T )f(T ) éë) T iN j = N jT i íéé÷úî i, j ìëì

.N(Ã) = Ñ(A)

.B′ ìù ïåùàøä øáéàä v éäéå V ìù ñéñá B′ éäé :11.7 ìéâøú

.v ∈ KerNr -å B′ =
(
ṽ∨ Ñ(v)∨ . . .∨ Ñr−1(v)

)
=
(
Ñ j(v)

)r−1

j=0
íà ÷øå íà [T ]B

′

B′ = Cr(q) (à)

[N ]BB =-å ,V ìù ñéñá B :=

˜︷ ︸︸ ︷(
N j(v)

)r−1

j=0
íâ æà (à) ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà íéé÷î B′ íà (á)

.Diag
( d︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0)

)
.(1) úøæòá ,äøéùé ä÷éãá (à) :äçëåä
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:V -á íéøåè÷å d · r ìù àáä ïáìîá ïðåáúð (á)

v N(v) . . . Nr−1(v)
T (v) T (N(v)) . . . T (Nr−1(v))
T 2(v) T 2(N(v)) . . . T 2(Nr−1(v))

. . .
T d−1(v) T d−1(N(v)) . . . T d−1(Nr−1(v))

(2)

äøåù ïáìîä éøáà úà íéç÷åì íà ìá÷úî B åìéàå ,äãåîò éøçà äãåîò ïáìîä éøáà úà íéç÷åì íà ìá÷úî B′ æà

.ñéñá B íâ æà ñéñá B′ íàù øåøá ïëì .äøåù éøçà

ïãøå'æ úøùøù àéä Bi æà .Wi = Sp(Bi)-å (2) ïáìîá i-ä äøåùä Bi éäú 0 ≤ i ≤ d − 1 øåáò

N -øåîù åðéä Wi øîåìë ,N(Wi) ⊆ Wi ïëì ,N(Bi) ⊆ Wi íéé÷úî .0-ì úëééùä N ìù r êøåàî

.[N ]BB = Diag
( d︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0)

)
-å V = Sp(B) =

⊕d−1
i=0 Wi ïëì .[N |Wi

]Bi

Bi
= Jr(0)-å

:ìéâøúä úà ìéìëð

æà .V ìù ñéñá B′ éäé :11.8 äð÷ñî

[T ]B
′

B′ = Diag
( ℓ1︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

ℓ2︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

ℓr︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

)
(à)

.k ìëì |Ak| = ℓk -å Ak ⊆ KerNr+1−k øùàá ,B′ =
∨r

k=1

∨
v∈Ak

(
Ñ j(v)

)r−k

j=0
íà ÷øå íà

:ïãøå'æ êøòî àåä [N ]BB -å V ìù ñéñá íâ B :=
∨r

k=1

∨
v∈Ak

˜︷ ︸︸ ︷(
N j(v)

)r−k

j=0
æà (à)-á åîë B′ íà (á)

.[N ]BB = Diag
( d|A1|︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0),

d|A2|︷ ︸︸ ︷
Jr−1(0), . . . , Jr−1(0) , . . . ,

d|Ar|︷ ︸︸ ︷
J1(0), . . . , J1(0)

)
êë A ⊆ V ùé æà .úéøàðéì äéåìú éúìá B̃ -ù êë äøãñ B ⊆ V éäú .q(T ) = 0-å ÷éøô éà q éë çéðð :11.9 äîì

.V ìù ñéñá Ã-ù êë A ⊆ V ùé èøôá .V ìù ñéñá B̃ ∨ Ã-ù

æà ,k = 1
d dimV íà (.dk = |B̃| ≤ dimV íéé÷úî) .k = |B| ìò úãøåé äéö÷åãðéàá :äçëåä

.A = ∅ ç÷éðå V ìù ñéñá B̃ ïëì ,|B̃| = dimV

àì úéøàðéì äéåìú éúìá B̃ ïëì ,|B̃| < dimV æà .B = (v1, . . . , vk−1) éäéå k øåáò úåðåëð çéðð

éôì ,æà .úéøàðéì äéåìú éúìá B̃ ∨ ṽ-ù äàøð .úéøàðéì äéåìú éúìá B̃ ∨ (v)-ù êë v = vk ∈ V ùé ïëìå ,úéáøî

.åðîééñå A = (v) ∨ A′ ç÷éð ;V ìù ñéñá B̃ ∨ ṽ ∨ Ã′ -ù êë A′ ùé ,äéö÷åãðéàä úçðä

-ù êë aij ∈ F åéäé

.

k∑
i=1

d−1∑
j=0

aijT
j(vi) = 0 (3)
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,
∑k−1

i=1

∑d−1
j=0 aijT

j(vi) = 0 æà éë ,j ìëì akj = 0 éë çéëåäì éã êà .i, j ìëì aij = 0 éë çéëåäì åðéìò

.i ≤ k − 1 ìëìå j ìëì íâ aij = 0 ,úéøàðéì äéåìú éúìá B̃-ù ïååéë ,ïàëîå

.deg fk < d = deg q ,fk ̸= 0 æà .fi =
∑d−1

j=0 aijX
j ∈ F [X] éäé 1 ≤ i ≤ k ìëì .äìéìù çéðð

ïàëî .1 = gq + hfk-ù êë g, h ∈ F [X] ùé æà .íéøæ fk, q ,÷éøô éà q-ù ïååéë

.v = 1V (v) = g(T )q(T )(v) + h(T )fk(T )(v) = h(T )fk(T )(v) (4)

íéé÷úîù êë gi ∈ F [X]-å a′ij ∈ F ùé 1 ≤ i ≤ k − 1 ìëì úéøàù íò ÷åìéçä éôì ïë åîë

ïëì ,
∑k

i=1 fi(T )(vi) = 0 ,(3) éôì .hfi = giq +
∑d−1

j=0 a
′
ijX

j

.0 = h(T )
( k∑
i=1

fi(T )(vi)
)
=

k∑
i=1

h(T )fi(T )(vi) =

k−1∑
i=1

gi(T )q(T )(vi) +
k−1∑
i=1

d−1∑
j=0

a′ijT
j(vi) + h(T )fk(T )(v)

ïëì ,v àåä ïåøçàä øáåçîä ,(4) éôì ;0 àåä ïéîé óâàá ïåùàøä øáåçîä ,q(T ) = 0-ù ïååéë

k−1∑
i=1

d−1∑
j=0

a′ijT
j(vi) + 1v = 0

.úéøàðéì äéåìú éúìá B̃ ∨ (v) äçðäì äøéúñ ,1 ̸= 0-å

:11.2 èôùî ìù éèøô äø÷î çéëåð úòë

äãéçé ïåñáå÷òé úöéøèî ùé æà .d äìòîî ï÷åúî ÷éøô éà íåðéìåô q ∈ F [X] øùàá mT = qr éë çéðð :11.10 èôùî

.q -ì êééùä r ñ÷ãðéà ìòá ïåñáå÷òé êøòî C ,ïë ìò øúé .[T ]B
′

B′ = C -ù êë (ãéçé çøëäá àì) V ìù B′ ñéñá ùé äøåáò C

.Nr = 0 æà .N = q(T ) ïîñð :äçëåä

úú øåáò Ãr ,Ãk ,Ã′
k-á Ar ,Ak ,A′

k úà óéìçðù ÷ø ,N øåáò 10.12 èôùî ìù äçëåää ìò øåæçð :íåé÷

.V ìù úåîéàúî úåöåá÷

æà .V ìù ñéñá B = Ã-ù êë A ⊆ V ùé 11.9 äîì éôìå N = 0 æà r = 1 íà :r ìò äéö÷åãðéàá

.r − 1 øåáò ïåëð èôùîäå r ≥ 2 éë çéðð .0-ì êééùä ïãøå'æ êøòî ïëà àéä [N ]BB = 0

ùé (á)10.10 ìéâøúå äéö÷åãðéàä úçðä éôì .(N ′)r−1 = 0 æà .N ′ = N |V ′ éäéå V ′ = N(V ) éäé

ñéñá V ′-ì

,B′′ =

r−1∨
k=1

∨
v′∈Ã′

k

(
N j(v′)

)r−1−k

j=0
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.N(Ak) = A′
k-ù êë Ak ⊆ V äøãñ ùé k ìëì ,V ′ = N(V )-ù ïååéë .k ìëì Ã′

k ⊆ Ker(N ′)r−k øùàá

B′′ ìù äàáä äøãñ úúä .Ãk ⊆ KerNr+1−k ïëì ,N(Ãk) = Ñ(Ak) = Ã′
k æà

r−1∨
k=1

∨
v′∈Ã′

k

(
Nr−1−k(v′)

)
=

r−1∨
k=1

∨
v∈Ãk

(
Nr−k(v)

)
= Nr−1(Ã1)∨Nr−2(Ã2)∨ . . .∨N(Ãr−1)

øùôà (0 àåä KerN -ì N = q(T ) ìù íåöîöä) 11.9 äîì éôì .KerN -á úìëåîå úéøàðéì äéåìú éúìá àéä

.Ãr äøãñ åæéà éãé ìò KerN ìù ñéñáì äúåà íéìùäì

êøòî [N ]BB-å V ìù ñéñá B :=
∨r

k=1

∨
v∈Ãk

(
N j(v)

)r−k

j=0
æàù íéçéëåî 10.12 èôùî ìù äçëåäá

ïëì ,r + 1 − k êøåàî ïãøå'æ úåàøùøù |Ãk| = d|Ak| ÷åéãá B-á ùé 1 ≤ k ≤ r ìëì .0-ì êééùä ïãøå'æ

.Jr+1−k(0) ïãøå'æ éùåâ d|Ak| ùé [N ]BB-á

:àáä øãñá B úà øãñð

.B′ :=

r∨
k=1

∨
v∈Ak

(
N j(ṽ)

)r−k

j=0
=

r∨
k=1

∨
v∈Ak

(
Ñ j(v)

)r−k

j=0

,(à)11.8 äð÷ñî éôì æà

.[T ]B
′

B′ = Diag
( |A1|︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

|A2|︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

|Ar|︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

)
C ,11.5 äð÷ñî éôì ïëì ,mC = mT = qr æà .ïåñáå÷òé úöéøèî C := [T ]B

′

B′ -ù êë ñéñá B′ éäé :úåãéçé

:q-ì êééùä r ñ÷ãðéàî ïåñáå÷òé êøòî

.[T ]B
′

B′ = Diag
( ℓ1︷ ︸︸ ︷
Cr(q), . . . , Cr(q),

ℓ2︷ ︸︸ ︷
Cr−1(q), . . . , Cr−1(q) , . . . ,

ℓr︷ ︸︸ ︷
C1(q), . . . , C1(q)

)
-ù êë ø¥çà B ñéñá ùé ,11.8 äð÷ñî éôì

.[N ]BB = Diag
( dℓ1︷ ︸︸ ︷
Jr(0), . . . , Jr(0),

dℓ2︷ ︸︸ ︷
Jr−1(0), . . . , Jr−1(0) , . . . ,

dℓr︷ ︸︸ ︷
J1(0), . . . , J1(0)

)
úòá÷ð ,ℓ1, . . . , ℓr äøãñä íâ ïëìå ,dℓ1, . . . , dℓr íéøôñîä úøãñ (10.7 äð÷ñî) ïãøå'æ úøåö ìù úåãéçéä éôì

.ãéçé ïôåàá

éäé :äâöää íåé÷ :11.2 èôùî úçëåä

mT = qr11 · · · qrss

.i ìëì ri ≥ 1 øùàë ,íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîøåâ ìù úå÷æçì T ìù éøòæîä íåðéìåôä ìù ÷åøéôä
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.i ìëìmT |Wi
= qrii -åWi = Ker qrii (T ) øùàá ,V =W1⊕· · ·⊕Ws ,éøîéøôä ÷åøéôä èôùî éôì

9.7 èôùî éôì .qrii -ì êééùä ïåñáå÷òé êøòî ,Ci := [T |Wi
]Bi

Bi
-ù êë Bi ñéñá Wi ìëì ùé 11.10 èôùî éôì

.ïåñáå÷òé úöéøèî [T ]BB = Diag(C1, . . . , Cs) ,9.9 èôùî éôìå V ìù ñéñá àåä B1, . . . ,Bs ìù B óåøéöä

ìù úå÷æçì íéëééùä ïåñáå÷òé éëøòî C1, . . . , Ct øùàá ,[T ]BB = Diag(C1, . . . , Ct) íà :äâöää úåãéçé

íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù úå÷æç mC1
, . . . ,mCt

,11.5 äð÷ñî éôì æà ,íéðåù íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîåðéìåô

éôì .i ìëì Ci = [T |Wi
]Bi

Bi
-ù êë Wi = Ker qrii (T ) ìù Bi ñéñá ùéå t = s ,(á)9.15 äð÷ñî éôì ïëì .íéðåù

.äãéçé Ci ,11.10 èôùî

æà .A ∈ Mn(F ) éäú :11.11 ìéâøú

.fA = fAt (à)

.mA = mAt (á)

.Bt -ì äîåã At æà B -ì äîåã A íà (â)

.fAt = det(XIn −At) = det
(
(XIn −A)t

)
= det(XIn −A) = fA (à) :äçëåä

,ïëà .(g(A))t = g(At) æà ,åäùìë g =
∑m

i=0 ciX
i ∈ F [X] íà (á)

.
(
g(A)

)t
=
( m∑
i=0

ciA
i
)t

=
m∑
i=0

ci(A
i)t =

m∑
i=0

ci(A
t)i = g(At)

.mA = mAt -ù òáåð ïàëî .g(A) = 0 íà ÷øå íà g(At) = 0 ,èøôá

äëéôä P t-ù çéëåäì éã ïëì .P tAt(P−1)t = Bt æà .P−1AP = B-ù êë äëéôä P ùé äçðää éôì (â)

.(P−1)tP t = Itn = In ïëì ,PP−1 = In ,ïëàå .(P t)−1 = (P−1)t-å

(.ïåéîãä ñçé ∼-á ïîñð)

(.äìù úôìçåîä äöéøèîì äîåã úéòåáéø äöéøèî ìë) .A ∼ At æà .A ∈ Mn(F ) éäú :11.12 ìéâøú

éôì ,A ∼ C-ù êë C ïåñáå÷òé úöéøèî ùé 11.3 äð÷ñî éôì ,ïëà .ïåñáå÷òé úöéøèî A éë çéðäì éã :äçëåä

.A ∼ At ,úåìé÷ù ñçé àåä úåöéøèî ïåéîãù ïååéë ,æà ,C ∼ Ct íà .At ∼ Ct ,11.11 ìéâøú

íà .ïåñáå÷òé éùåâ C1, . . . , Ct øùàá ,A = Diag(C1, . . . , Ct) ,ïëà .ïåñáå÷òé ùåâ A éë çéðäì éã

úîéé÷î P := Diag(P1, . . . , Pt) æà ,P−1
i CiPi = Ct

i -ù êë äëéôä Pi ùé i ìëì

.P−1AP = Diag(P−1
1 C1P1, . . . , P

−1
t CtPt) = Diag(Ct

1, . . . , C
t
t ) = At

ïåñáå÷òé úøåö B éäú .mAt = qr ,11.11 ìéâøú éôì .mA = qr ,11.4 ìéâøú éôì .A = Cr(q) éë ,ïë íà ,çéðð

,øãñä åúåàî A,B ìáà .Cr(q) ùåâ ùé B-á ,11.5 äð÷ñî éôì .mB = qr íâ ïëìå At ∼ B æà ,At ìù

.A ∼ At ,øîåìë .A = B ïëì ,A = Cr(q)-å
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.F ìòî íâ úåîåã ïä æà .F ′ ìòî úåîåã A,B ∈ Mn(F ) äðééäú .úåãù éðù F ⊆ F ′ åéäé :11.13 ìéâøú

.n ìò äéö÷åãðéàá :äëøãä

.F ìòî ïäì úåîåã úåöéøèîáA,B úà óéìçäì øùôà :à äðòè

.íéùåâä øãñ éãë ãò ,A = B çéëåäì êéøöå F ìòî ïåñáå÷òé úåöéøèî A,B úåéììëä úìáâä éìá ïëì

íéð÷åúî íé÷éøô éà q1, . . . , qs ∈ F [X] øùàá ,mA = mB = qr11 · · · qrss øîàð ,mA = mB äçðää éôì

.C1 = Cr1(q1) ïîñð .íéðåù

.F ìòî ïåñáå÷òé úåöéøèîA1, B1 øùàá ,A = Diag(C1, A1), B = Diag(C1, B1) :á äðòè

.n-î ïè÷ ,øãñ åúåàî A1, B1 èøôá

.F ′ ìòî A1, B1, C1 ìù ïåñáå÷òé úåøåö A′, B′, C ′ äðééäú

.íéùåâä øãñ éãë ãò ,F ′ ìòîA,B ìù ïåñáå÷òé úåøåö ïä Diag(C ′, A′),Diag(C ′, B′) :â äðòè

úçðä éôì .F ′ ìòî úåîåã A1, B1 èøôá .A′ = B′ ïëì .íéùåâä øãñ éãë ãò ,úåäæ ïä äçðää éôì

.íéùåâä øãñ éãë ãò ,A = B ïàëî .úååù ïä ïëì .F ìòî úåîåã ïä äéö÷åãðéàä
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.úéîéðô äìôëî éáçøî .12

.F = C åà F = R äéäé äæ ÷øôá

éãé ìò íéøãâåîä |z| åìù èìçåîä êøòäå z åìù ãåîöä íéé÷ z ∈ C ìëìù øåëæð

.x, y ∈ R , |x+ iy| =
√
x2 + y2 , x+ iy = x− iy

:úåéñéñáä úåðåëúä

;z1 ± z2 = z1 ± z2 (à)

;z1z2 = z1z2 (á)

.zz = |z|2 (â)

;z ìù éùîîä ÷ìçä Re(z) = z+z
2 (ã)

;z = z íà ÷øå íà éùîî z (ä)

;|z| = 0 íà ÷øå íà z = 0 (å)

.z = z (æ)

âåæ ìëì äîéàúîù V × V → F ä÷úòä àéä V ìò úéîéðô äìôëî .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :12.1 äøãâä

α ∈ F ìëìå u, v, v′ ∈ V ìëì íéé÷úîù êë ⟨u, v⟩ ∈ F øì÷ñ V -á íéøåè÷å ìù (u, v)

.⟨u, v + v′⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u, v′⟩ (1)

.⟨u, αv⟩ = α⟨u, v⟩ (2)

.⟨v, u⟩ = ⟨u, v⟩ (3)

(.⟨v, v⟩ ∈ R ,(3) éôì :áì íéù) .0 ̸= v ∈ V ìëì ⟨v, v⟩ > 0 (4)

.åéìò úéîéðô äìôëî íò ãçé F ìòî éøåèè÷å áçøî àåä úéîéðô äìôëî áçøî

,øîåìë ,⟨u, v⟩st = utv øéãâðå ,V = Fn :úéøì÷ñ íâ úàø÷ð ,úéèøãðèñä äìôëîä (à) :12.2 äîâåã

.⟨


a1
a2
...

, an

 ,


b1
b2
...

, bn

⟩st = (a1, a2, . . . , an)


b1
b2
...

bn

 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn =

n∑
i=1

aibi

æà .ñôà íìåë àì a1, a2, . . . , an ∈ F çéðð :úîéé÷úî äøãâäá (4) äðåëúäù ÷åãáð

,⟨


a1
a2
...

, an

 ,


a1
a2
...

, an

⟩st =
n∑

i=1

aiai =
n∑

i=1

|ai|2 > 0

.ai ̸= 0 íà |ai|2 > 0-å |ai|2 ≥ 0 éë
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.⟨
(
a1
a2

)
,

(
b1
b2

)
⟩ = 2a1b1 + a1b2 + a2b1 + a2b2 ,V = F 2 (á)

:äøãâäá (4) äðåëúä úà ÷åãáð

⟨
(
a1
a2

)
,

(
a1
a2

)
⟩ = 2a1a1 + a1a2 + a2a1 + a2a2 = (a1 + a2)(a1 + a2) + a1a1

= |a1 + a2|2 + |a1|2 > 0

.a1 ̸= 0 åà a2 ̸= 0 øùàë ,øîåìë ,a1 + a2 ̸= 0 åà a2 ̸= 0 øùàë

.úéîéðô äìôëî áçøî V éäé ÷øôä óåñ ãòå äúòî

:α ∈ F éäéå u, u′, v ∈ V åéäé :12.3 äîì

;⟨u+ u′, v⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u′, v⟩ (1)

;⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩ (2)

.⟨0, v⟩ = ⟨u, 0⟩ = 0 (3)

:12.4 äøãâä

.v ìù (êøåàä) äîøåðä àø÷ð ||v|| =
√

⟨v, v⟩ (1)

.⟨v, u⟩ = 0-ì ìå÷ù äæ .⟨u, v⟩ = 0 íà − u⊥v áåúëð − v-ì áö�ð u (2)

.i ̸= j ìëì ui⊥uj íà úéìðåâåúøåà úàø÷ð u1, u2, . . . , un ∈ V äøãñ (3)

,úåøçà íéìîá .i ìëì ||ui|| = 1-å úéìðåâåúøåà àéä íà úéìîøåðåúøåà úàø÷ð u1, u2, . . . , un ∈ V äøãñ (4)

.⟨ui, uj⟩ = δij =

{
1 i = j
0 i ̸= j

.úéèøãðèñä äìôëîì ñçéá éìîøåðåúøåà åðéä Fn ìù e1, e2, . . . , en éèøãðèñä ñéñáä :12.5 äîâåã

æà A = (a1, a2) íà .úéùàøäî íéöçë V éøáà úà äàøð .úéèøãðèñä äìôëîä íò V = R2 éäé :12.6 äøòä

.B = (b1, b2) íâ éäú ,ïë åîë .O⃗A ìù äîøåðä ,øîåìë ,
√
a21 + a22 àåä O⃗A ìù åëøåà ñøåâúéô èôùî éôì

,øîåìë ,AB2 = OA2 + OB2 íà ÷øå íà äæì äæ íéëðåàî O⃗A, O⃗B ,ñøåâúéô èôùî éôì áåù ,æà

,øîåìë ,a1b1 + a2b2 = 0-ì ìå÷ù äæ .(b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 =
(
a21 + a22

)
+
(
b21 + b22

)
.⟨O⃗A, O⃗B⟩st = 0

åðì íéøëåîä úåáöéðäå êøåàä íä úéèøãðèñä äìôëîì ñçéá V = R3-á úåáöéðäå êøåàä äîåã ïôåàá

.äéøèîåàéâäî

.Sp(u1, . . . , uk)-á u ìëì áöéð àåä æà u1, . . . , uk -ì áöéð v íà :12.7 ìéâøú

åéäé .V -á úéìðåâåúøåà äøãñ u1, u2, . . . , un éäú :(ïåéôéàä úîì) 12.8 äîì

.u = a1u1 + · · ·+ anun, v = b1u1 + · · ·+ bnun ∈ V

.ai = ⟨ui, u⟩ æà ,||ui|| = 1 íà ,èøôáå .ai =
⟨ui,u⟩
||ui||2 æà ,ui ̸= 0 íà ,èøôá .ai||ui||2 = ⟨ui, u⟩ (à)
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.⟨u, v⟩ =
∑n

i=1 aibi æà ,i ìëì ||ui|| = 1 íà ,èøôá .⟨u, v⟩ =
∑n

i=1 aibi||ui||2 (á)

.||u||2 =
∑n

i=1 |ai|2 æà ,i ìëì ||ui|| = 1 íà ,èøôá .||u||2 =
∑n

i=1 |ai|2||ui||2 (â)

.⟨ui, u⟩ = a1⟨ui, u1⟩+ a2⟨ui, u2⟩+ · · ·+ an⟨ui, un⟩ = ai⟨ui, ui⟩ = ai||ui||2 (à) :äçëåä

.⟨u, v⟩ =
∑n

i=1

∑n
j=1 aibj⟨ui, uj⟩ =

∑n
i=1 aibi||ui||2 (á)

.íãå÷ä ÷ìçá v = u áöä (â)

⟨u, v⟩ = ⟨[u]B, [v]B⟩st æà .u, v ∈ V åéäé .V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :12.9 äð÷ñî

.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá äðéä ñôàî íéðåù äéøáàù u1, u2, . . . , un úéìðåâåúøåà äøãñ :12.10 èôùî

.i ìëì ,ai =
⟨ui,0⟩
||ui||2 = 0

||ui||2 = 0 äîìä éôì .a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun = 0 çéðð :äçëåä

:(éìðåâåúøåà ñéñá úàéöîì Gram-Schmidt êéìäú) 12.11 äéðá

:íéé÷úîù êë V -á u1, u2, . . . , un úéìðåâåúøåà äøãñ àöîð .V -á v1, v2, . . . , vn äøãñ äðåúð

.1 ≤ k ≤ n ìëì ,Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk) (1k)

.1 ≤ k ≤ n ìëì ,vk ∈ Sp(v1, v2, . . . , vk−1) íà ÷øå íà uk = 0 (2k)

èøôá

.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá v1, v2, . . . , vn íà ÷øå íà ñôàî íéðåù u1, u2, . . . , un (3)

.V ìù ñéñá u1, u2, . . . , un æà V ìù ñéñá v1, v2, . . . , vn íà (4)

.(1)-î òáåð (4)-å (2)-î òáåð (3)-ù áì íéùð äìéçú :äéðáä

ïëå ,(2k) ,(1k) íéàðú åîéé÷úéù êë äøãñä úà k ìò äéö÷åãðéàá äðáð

.úéìðåâåúøåà u1, u2, . . . , uk (0k)

.u1 = v1 = 0 ⇔ v1 ∈ Sp(∅) :(21) ;íéøåøá (11) ,(01) æà .u1 = v1 øéãâð k = 1 øåáò

øéãâð .(2k) ,(1k) ,(0k) úà íéîéé÷îù u1, u2, . . . , uk åðéðá øáëù äéö÷åãðéàá çéðð

(∗) ,uk+1 = vk+1 − (c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk)

.1 ≤ i ≤ k ìëì ci =

{
⟨ui,vk+1⟩
||ui||2 ui ̸= 0

0 ui = 0
øùàá

.(ui = 0 íà íâ) 1 ≤ i ≤ k ìëì ci||ui||2 = ⟨ui, vk+1⟩ æà

:(2k+1) ,(1k+1) ,(0k+1) úà çéëåð

,ïëàå .1 ≤ i ≤ k ìëì ⟨ui, uk+1⟩ = 0 çéëåäì éã :úéìðåâåúøåà u1, u2, . . . , uk, uk+1 (0k+1)

.⟨ui, uk+1⟩ = ⟨ui, vk+1⟩ −
k∑

j=1

cj⟨ui, uj⟩ = ⟨ui, vk+1⟩ − ci||ui||2 = 0
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:(1k) éôìå (∗) éôì (1k+1)

. Sp(u1, u2, . . . , uk, uk+1) = Sp(u1, u2, . . . , uk, vk+1) = Sp(v1, v2, . . . , vk, vk+1)

(∗) éôì æà uk+1 = 0 íà (2k+1)

.vk+1 = c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk ∈ Sp(u1, u2, . . . , uk) = Sp(v1, v2, . . . , vk)

øåáò vk+1 =
∑k

i=1 aiui æà vk+1 ∈ Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk) íà ,êôéäì

.uk+1 = 0 ,(∗) éôì .ui ̸= 0 íà ai = ci ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì .a1, a2, . . . , ak ∈ F äæéà

äìôëîä éôì v1 = (0, 3, 4), v2 = (1, 2, 1), v3 = (0, 0, 2) ìò R3-á èãéîùÎíøâ êéìäú äùòð :12.12 äîâåã

.úéèøãðèñä

,||u1||2 = 02 + 32 + 42 = 25 ,u1 = v1 = (0, 3, 4) (à)

,⟨u1, v2⟩st = 0 · 1 + 3 · 2 + 4 · 1 = 10 (á)

,u2 = (1, 2, 1)− 10
25 (0, 3, 4) = (1, 2, 1)− (0, 65 ,

8
5 ) = (1, 45 ,

−3
5 ) = 1

5 (5, 4,−3)

.||u2||2 = 25
25 + 16

25 + 9
25 = 2

.⟨u1, v3⟩st = 0 · 0 + 3 · 0 + 4 · 2 = 8 ,⟨u2, v3⟩st = 1 · 0 + 4
5 · 0 + −3

5 · 2 = −6
5 (â)

.u3 = (0, 0, 2)− 8
25 (0, 3, 4)−

− 6
5

2 (1, 45 ,
−3
5 ) = 1

25 (15,−12, 9)

.éìîøåðåúøåà ñéñá åì ùé æà úéôåñ øöåð V íà :12.13 äð÷ñî

÷åãáì ì÷ .u1, u2, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñá åì ùé íãå÷ä èôùîä éôì .v1, v2, . . . , vn ñéñá ùé V -ì :äçëåä

.úéìîøåðåúøåà äøãñ 1
||u1||u1,

1
||u2||u2, . . . ,

1
||un||un éë

ïîñð .(∗) äçñåðá ïðåáúð .èãéîùÎíøâ êéìäú ìù úéøèîåàéâä úåòîùîä :12.14 äøòä

.u = c1u1 + c2u2 + · · ·+ ckuk , U = Sp(v1, v2, . . . , vk) = Sp(u1, u2, . . . , uk)

.U -á íéøåè÷åä ìëì áöéð uk+1 ,12.7 ìéâøú éôìå ,u ∈ U ,vk+1 = uk+1 + u æà

æà .úéùàøä êøã øùé åà øåùéî àåä U -å V = R3 éë çéðð

,U ìò vk+1 ìù ìèéää àåä u (à)

àåä ||uk+1|| åëøåà èøôá .U -ì áöéð øùà ,vk+1 ìù äö÷ä úãå÷ð ìà U -á äãå÷ð éäùåæéàî õçä àåä uk+1 (á)

.vk+1 ìù äö÷ä úãå÷ðì U ïéá ÷çøîä
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U = Sp((0, 3, 4), (1, 2, 1)) øåùéîäî (0, 0, 2) äãå÷ðä ìù ÷çøî úà àöî :12.15 ìéâøú

åðàöî .v1 = (0, 3, 4), v2 = (1, 2, 1), v3 = (0, 0, 2) ìò èãéîùÎíøâ êéìäú åðéùò 12.12 äîâåãá :ïåøúô

ù÷åáîä ÷çøîä .||u3||2 = 1
252 (225 + 144 + 81) = 1

252 (450) =
18
25 ïëì .u3 = 1

25 (15,−12, 9)-ù

.||u3|| =
√

18
25 = 3

5

√
2 àåä

æà ,úéìðåâåúøåà äøãñ v1, . . . , vr -å v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn ìò èãéîùÎíøâ êéìäú íéòöáî íà :12.16 ìéâøú

.u1 = v1, u2 = v2, . . . , ur = vr

.u1 = v1 ãéîú ,äéðáä éôì :äéö÷åãðéàá :äçëåä

, uk+1 = vk+1−(c1u1+c2u2+· · ·+ckuk) æà .1 ≤ k < r øùàá ,u1 = v1, . . . , uk = vk çéðð

.uk+1 = vk+1 ïëì .ci =

{
⟨vi,vk+1⟩
||vi||2 = 0 ui ̸= 0

0 ui = 0
øùàá

ñéñáì äîéìùäì øùôà æà .ñôàî íéðåù äéøáéàù ,úéìðåâåúøåà äøãñ v1, . . . , vr éäú .úéôåñ øöåð V éäé :12.17 äð÷ñî

.V ìù éìðåâåúøåà

.V ìù v1, . . . , vr, . . . , vn ñéñáì äîéìùäì ïúéð ïëì .úéøàðéì äéåìú éúìá v1, . . . , vr ,12.10 èôùî éôì :äçëåä

.u1 = v1, . . . , ur = vr ,12.16 ìéâøú éôì .u1, . . . , ur, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñá ïúé åéìò èãéîùÎíøâ êéìäú

|⟨v1, v2⟩| ≤ íéé÷úî æà .V -á íéøåè÷å éðù v1, v2 åéäé :(Cauchy-Schwarz ïåéååù éà) 12.18 èôùî

.úéøàðéì íééåìú v1, v2 íà ÷øå íà ïåéååù ïàë ùéå ||v1|| · ||v2||

.v1 ̸= 0 çéðð ïëì .úéøàðéì íééåìú v1, v2-å ïåéååù ùé ,v1 = 0 íà :äçëåä

øùàá ,u2 = v2 − c1u1 ,u1 = v1 äá ,u1, u2 úéìðåâåúøåà äøãñ ïúåð v1, v2 ìò èãéîù-íøâ êéìäú

,(â)12.8 ïåéôéàä úîì éôì .v2 = c1u1 + u2 ìá÷ðå éðù óâàì c1u1 øéáòð .c1 = ⟨u1,v2⟩
||u1||2

||v2||2 = |c1|2 · ||u1||2 + 1 · ||u2||2 =
|⟨v1, v2⟩|2

||u1||2
+ ||u2||2 ≥ |⟨v1, v2⟩|2

||u1||2

,v2 ∈ Sp(v1) ,(èãéîù-íøâ êéìäú ìù íéàðúä éôì) øîåìë ,u2 = 0 ,øîåìë ,||u2|| = 0 íà ÷øå íà ïåéååù ùéå

.ù÷åáî úà ìá÷ì éãë ||u1||2-á ïåéååù éàä úà ìéôëð .úéøàðéì íééåìú v1, v2 ,øîåìë

.||v1 + v2|| ≤ ||v1||+ ||v2|| æà .v1, v2 ∈ V åéäé :(ùìåùîä ïåéååù éà) 12.19 èôùî

:(||v1 + v2||)2 ≤ (||v1||+ ||v2||)2 çéëåäì éãë õøååù-éùå÷ ïåéååù éàá ùîúùð :äçëåä

(||v1 + v2||)2 = ⟨v1 + v2, v1 + v2⟩ = ⟨v1, v1⟩+ ⟨v1, v2⟩+ ⟨v2, v1⟩+ ⟨v2, v2⟩ =

||v1||2 + ⟨v1, v2⟩+ ⟨v1, v2⟩+ ||v2||2 = ||v1||2 + 2Re(⟨v1, v2⟩) + ||v2||2 ≤

.||v1||2 + 2|⟨v1, v2⟩|+ ||v2||2 ≤ ||v1||2 + 2||v1|| · ||v2||+ ||v2||2 = (||v1||+ ||v2||)2
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àåä (éìðåâåúøåàä) áöéðä íéìùîä .V ìù áçøî úú U éäé :12.20 äøãâä

.U⊥ = {v ∈ V | u ∈ U ìëì ⟨u, v⟩ = 0}

;V ìù áçøî úú àåä U⊥ (à) :12.21 äîì

.U ∩ U⊥ = {0} (á)

,u ∈ U ìëì ,æà .α ∈ F éäéå v, v′ ∈ U⊥ åéäé (à) :äçëåä

⟨u, v + v′⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u, v′⟩ = 0 + 0 = 0

.v + v′ ∈ U⊥ ïëìå

.αv ∈ U⊥ ïëìå ⟨u, αv⟩ = α⟨u, v⟩ = α0 = 0 ïë åîë

.0 ∈ U⊥ïëì ,u ∈ U ìëì ⟨u, 0⟩ = 0 ,óåñáì

.u = 0 ïëìå ,||u||2 = ⟨u, u⟩ = 0 æà .u ∈ U ∩ U⊥ éäé (á)

:úéôåñ øöåð áçøîá áöéðä íéìùîä úàéöî

ïúé èãéîùÎíøâ êéìäú .V ìù v1, . . . , vr, . . . , vn ñéñáì åúåà íéìùð .U ìù ñéñá v1, . . . , vr éäé

:æàå .U = Sp(v1, . . . , vr) = Sp(u1, . . . , ur)-ù êë u1, . . . , ur, . . . , un éìðåâåúøåà ñéñá

ìéòì íéðåîéñá æà .úéôåñ øöåð V éäé :12.22 èôùî

.dimU⊥ = dimV − dimU èøôá ,U⊥ = Sp(ur+1, . . . , un) (à)

.U ⊕ U⊥ = V ïëìå ,U + U⊥ = V (á)

.r + 1 ≤ k ≤ n ìëì uk ∈ U⊥-ù çéëåäì éã êë íùì .U⊥ ⊇ Sp(ur+1, . . . , un) äàøð äìéçú (à) :äçëåä

ïàëî .u = a1u1 + · · ·+ arur-ù êë a1, . . . , ar ∈ F ùé æà .u ∈ U éäé

, ⟨uk, u⟩ = a1⟨uk, u1⟩+ · · ·+ ar⟨uk, ur⟩ = 0

.uk ∈ U⊥ ïëì

éäé .v = a1u1 + · · · + anun-ù êë a1, . . . , an ∈ F ùé ïëìå v ∈ V æà .v ∈ U⊥ éäé ,êôéäì

v = ar+1ur+1 + · · · + anun ∈ ïàëî .ai = 0 ,12.8 ïåéôéàä úîì éôì ,ïëìå v⊥ui æà .1 ≤ i ≤ r

.Sp(ur+1, . . . , un)

.U + U⊥ = Sp(u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un) = V ,(à) éôì (á)

.(U⊥)⊥ = U æà úéôåñ øöåð V íà :12.23 äð÷ñî
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úéîéðô äìôëî éáçøîá úå÷úòä .13

T : V → V éäú .F ìòî éôåñ ãîéî ìòá úéîéðô äìôëî áçøî àåä V -å ,F = C åà F = R éäé äæ ÷øôá

.úéøàðéì ä÷úòä

íéé÷îù ãéçé w = T ∗(v) ∈ V íéé÷ v ∈ V ìëì :13.1 èôùî

.u ∈ V ìëì ⟨T (u), v⟩ = ⟨u,w⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩ (1)

.úéøàðéì T ∗: V → V ä÷úòää ,ïë ìò øúé

.V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éäé :äçëåä

æà ,(1) íéé÷î w íà .w =
∑n

i=1⟨ui, w⟩ui ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì .v, w ∈ V éäé :w úåãéçé

w =
n∑

i=1

⟨T (ui), v⟩ui (2)

.úåãéçéä ïàëîå

úîì éôì ïëì .i ìëì ⟨ui, w⟩ = ⟨T (ui), v⟩ ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì .(2) éãé ìò w øéãâð :w íåé÷

,(á)12.8 ïåéôéàä

.⟨u,w⟩ =
n∑

i=1

⟨ui, u⟩⟨ui, w⟩ =
n∑

i=1

⟨ui, u⟩⟨T (ui), v⟩

ïàëî .T (u) =
∑n

i=1⟨ui, u⟩T (ui) ïëì ,u =
∑n

i=1⟨ui, u⟩ui ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì ,éðù ãöî êà

.⟨T (u), v⟩ =
n∑

i=1

⟨ui, u⟩⟨T (ui), v⟩

.íéé÷úî (1) ïëì

u ∈ V ìëì æà .a ∈ F éäé :úéøàðéì T ∗

⟨T (u), av⟩ = a⟨T (u), v⟩ = a⟨u, T ∗(v)⟩ = ⟨u, aT ∗(v)⟩

.T ∗(av) = aT ∗(v) ïàëîå

u ∈ V ìëì æà .v1, v2 ∈ V åéäé

⟨T (u), v1+v2⟩ = ⟨T (u), v1⟩+⟨T (u), v2⟩ = ⟨u, T ∗(v1)⟩+⟨u, T ∗(v2)⟩ = ⟨u, T ∗(v1)+T
∗(v2)⟩

.T ∗(v1 + v2) = T ∗(v1) + T ∗(v2) ïàëîå
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.T ìù äãåîöä ä÷úòää úàø÷ð T ∗ (à) :13.2 äøãâä

éãé ìò úøãâåî A∗ ∈ Mn(F ) äì äãåîöä äöéøèîä æà ,A ∈ Mn(F ) íà (á)

1,≤ i, j ≤ n ìëì (A∗)ij = (A)ji

.A∗ = At æà ,F = R íà .(A∗ = At ,øîåìë)

.([T ]BB íå÷îá) [T ]B-á B ñéñá éôì T ä÷úòä ìù äöéøèîä úà ïîñð êùîäá

.[T ∗]B = [T ]∗B æà .V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B = (u1, . . . , un) éäé :13.3 èôùî

ïëì .⟨uj , T (ui)⟩ àåä [T ]B ìù i-ä äãåîòä ìù j-ä áéëøä ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì :äçëåä

.([T ]∗B)ij = ([T ]B)ji = ⟨uj , T (ui)⟩ = ⟨T (ui), uj⟩ = ⟨ui, T ∗(uj)⟩ = ([T ∗]B)ij

æà .úåéøàðéì úå÷úòä T, S: V → V äðééäúå a ∈ F éäé :13.4 äîì

(T + S)∗ = T ∗ + S∗ (à)

(aT )∗ = aT ∗ (á)

(TS)∗ = S∗T ∗ (â)

(T ∗)∗ = T (ã)

,[T + S]B = A + B æà .A = [T ]B, B = [S]B äðééäúå V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :äçëåä

çéëåäì éã ïëìå ,[TS]B = [T ]B[S]B = AB ,[aT ]B = aA

(A+B)∗ = A∗ +B∗ ('à)

(aA)∗ = aA∗ ('á)

(AB)∗ = B∗A∗ ('â)

(A∗)∗ = A ('ã)

('â) ,ìùîì .ì÷ äæå

(
(AB)∗

)
ij
= (AB)ji =

n∑
k=1

(A)jk(B)ki =
n∑

k=1

(A)jk(B)ki =
n∑

k=1

(A)jk (B)ki =

=

n∑
k=1

(B∗)ik(A
∗)kj = (B∗A∗)ij

.(AB)∗ = B∗A∗ ïëìå i, j ìëì

u ∈ V ìëì :(ã) ,ìùîì .úåöéøèîä êøã àì ,äøéùé äçëåä íâ úúì øùôà

⟨T ∗(u), v⟩ = ⟨v, T ∗(u)⟩ = ⟨T (v), u⟩ = ⟨u, T (v)⟩

.(T ∗)∗(v) = T (v) äøãâää éôì ïàëîå
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.A ∈ Mn(F ) éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :13.5 äøãâä

.(A = A∗) T = T ∗ íà äîöòì äãåîö úàø÷ð (A) T

.(A∗A = I) T ∗T = 1V íà úéøèéðåà úàø÷ð (A) T

.(A∗A = AA∗) T ∗T = TT ∗ íà úéìîøåð úàø÷ð (A) T

."äîöòì äãåîö" íå÷îá úéèéîø¦ä íâ íéøîåà ,F = C íà

."äîöòì äãåîö" íå÷îá úéøèîéñ íâ íéøîåà ,F = R íà

."úéøèéðåà" íå÷îá úéìðåâåúøåà íâ íéøîåà ,F = R íà

íà ÷øå íà úéìîøåð/úéøèéðåà/äîöòì äãåîö T æà .A = [T ]B éäúå V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá B éäé :13.6 äð÷ñî

.åæë A

.T = 0 æà u, v ∈ V ìëì ⟨u, T (v)⟩ = 0 íà :13.7 ìéâøú

.T = 0 ïàëî .T (v) = 0 ïëì ,⟨T (v), T (v)⟩ = 0 æà .u = T (v) ç÷ð .v ∈ V éäé :äçëåä

éëå v ∈ V ìëì ⟨v, T (v)⟩ = 0 çéðð :13.8 äîì

åà ;F = C (à)

.äîöòì äãåîö T -å F = R (á)

.T = 0 æà

.a ∈ F éäéå u, v ∈ V åéäé :äçëåä

0 = ⟨u+ av, T (u+ av)⟩ = ⟨u, T (u)⟩+ ā⟨v, T (u)⟩+ a⟨u, T (v)⟩+ āa⟨v, T (v)⟩ =

= ā⟨v, T (u)⟩+ a⟨u, T (v)⟩

ìá÷ð ,a = i ë"çàå a = 1 ìéòì áåùéçá áéöð íà .F = C éë çéðð (à)

⟨v, T (u)⟩ + ⟨u, T (v)⟩ = 0

−i⟨v, T (u)⟩+ i⟨u, T (v)⟩ = 0

.T = 0 ,ìéâøúä éôì .u, v ∈ V ìëì ⟨u, T (v)⟩ = 0 ïàëîå

(b ∈ R ìëì b̄ = b-ù ïåéë) æà .T = T ∗-å F = R éë çéðð (á)

.⟨v, T (u)⟩ = ⟨v, T ∗(u)⟩ = ⟨T (v), u⟩ = ⟨u, T (v)⟩

éôì .u, v ∈ V ìëì ⟨u, T (v)⟩ = 0 ïàëîå ,2⟨u, T (v)⟩ = 0 ìá÷ð ,a = 1 ìéòì áåùéçá áéöð íà ïëì

.T = 0 ,ìéâøúä
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êà ,T ̸= 0 æà .úéùàøä áéáñ 90◦-á áåáéñä T : R2 → R2 éäé :íéöåçð ïëà (á) åà (à) íéàðú :13.9 äîâåã

.v ∈ V ìëì ⟨v, T (v)⟩ = 0

.v ∈ V ìëì ⟨v, T (v)⟩ ∈ R ⇔ T = T ∗ æà .F = C éë çéðð :13.10 èôùî

.éùîî ⟨v, T (v)⟩ ïëì .⟨v, T (v)⟩ = ⟨v, T ∗(v)⟩ = ⟨T (v), v⟩ = ⟨v, T (v)⟩ æà .T ∗ = T çéðð :äçëåä

v ∈ V ìëì æà .v ∈ V ìëì ⟨v, T (v)⟩ ∈ R çéðð ,êôéäì

⟨v, (T−T ∗)(v)⟩ = ⟨v, T (v)⟩−⟨v, T ∗(v)⟩ = ⟨v, T (v)⟩−⟨T (v), v⟩ = ⟨v, T (v)⟩−⟨v, T (v)⟩ = 0

.T = T ∗ ,øîåìë ,T − T ∗ = 0 äîìä éôì ïëìå

.ïîöòì úåãåîö T ∗T − 1V ,TT ∗ ,T ∗T úå÷úòää :13.11 ìéâøú

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä :13.12 èôùî

.T ∗T = 1V ,øîåìë ,úéøèéðåà T (1)

. TT ∗ = 1V (2)

.V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá�ì V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá ìë ä÷éúòî T (3)

.V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá�ì V ìù íéåñî éìîøåðåúøåà ñéñá ä÷éúòî T (4)

.u, v ∈ V ìëì ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, v⟩ :øîåìë ,úéîéðô äìôëî úøîùî T (5)

.u ∈ V ìëì ||T (u)|| = ||u|| :øîåìë ,äîøåð úøîùî T (6)

.u, v ∈ V ìëì ||T (u)− T (v)|| = ||u− v|| :øîåìë ,÷çøî úøîùî T (7)

:äçëåä

ïàëî .T ∗ = T−1 ïëì (!÷åãá .ìò T ∗-å ò"çç T ) úåëéôä T ∗, T æà ,T ∗T = 1V íà :(2)⇐ (1)

.TT ∗ = 1V

.(T ∗ ïéáì T ïéá óìçä) ïôåà åúåàá :(1)⇐ (2)

1 ≤ i, j ≤ n ìëì æà .V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éäé :(3)⇐ (1)

,⟨T (ui), T (uj)⟩ = ⟨ui, T ∗T (uj)⟩ = ⟨ui, 1V (uj)⟩ = ⟨ui, uj⟩ = δij

.ñéñá óà àéä ,n = dimV -å úåéä :úéøàðéì äéåìú éúìá àéä ïëì .úéìîøåðåúøåà T (u1), . . . , T (un)

.éìàéáéøè :(4)⇐ (3)
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åéäé .éìîøåðåúøåà ñéñá T (u1), . . . , T (un) íâå éìîøåðåúøåà ñéñá u1, . . . , un éë çéðð :(5)⇐ (4)

12.8 ïåéôéàä úîì éôì æà .u =
∑n

i=1 aiui, v =
∑n

i=1 biui

,⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨
n∑

i=1

aiT (ui),
n∑

i=1

biT (ui)⟩ =
n∑

i=1

aibi

,⟨u, v⟩ = ⟨
n∑

i=1

aiui,

n∑
i=1

biui⟩ =
n∑

i=1

aibi

.⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, v⟩ ,øîåìë

.||T (u)|| = ||u|| ïëì ,||T (u)||2 = ⟨T (u), T (u)⟩ = ⟨u, u⟩ = ||u||2 :(6)⇐ (5)

.||T (u)− T (v)|| = ||T (u− v)|| = ||u− v|| :(7)⇐ (6)

ïëì .||T (u)|| = ||u|| :(v = 0 íò) äçðää éôì .u ∈ V éäé :(1)⇐ (7)

.⟨u, T ∗T (u)⟩ = ⟨T (u), T (u)⟩ = ||T (u)||2 = ||u||2 = ⟨u, u⟩ = ⟨u, 1V (u)⟩

ïàëî

.u ∈ V ìëì ⟨u, (T ∗T − 1V )(u)⟩ = 0

.T ∗T = 1V ïëì .T ∗T − 1V = 0 ,(á)13.8 äîì éôì ïëì ,äîöòì äãåîö T ∗T − 1V ,13.11 ìéâøú éôì

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä úùåìù A ∈ Mn(F ) øåáò :13.13 èôùî

.(AA∗ = I ,øîåìë) A∗A = I ,øîåìë ,úéøèéðåà A (à)

.(Fn ìò úéèøãðèñä äìôëîì ñçéá) Fn ìù éìîøåðåúøåà ñéñá úååäî A ìù úåãåîòä (á)

.(Fn ìò úéèøãðèñä äìôëîì ñçéá) Fn ìù éìîøåðåúøåà ñéñá úååäî A ìù úåøåùä (â)

(.äìù k-ä áéëøä (u)k-á ïîñð ,äöéøèî ìù äãåîò åà äøåù u íà) :äçëåä

:(á)⇔ (à)

ïàëî .A∗ ìù úåøåùä ïä ut1 . . . , u
t
n æà .A ìù úåãåîòä u1, . . . , un äðééäú

.(A∗A)ij =

n∑
k=1

(uti)k (uj)k =

n∑
k=1

(ui)k (uj)k = ⟨ui, uj⟩st

.A∗A = I ⇔ i, j ìëì ⟨ui, uj⟩st = δij ⇔ úéìîøåðåúøåà u1, . . . , un ïëì

ïàëî .A∗ ìù úåãåîòä ïä vt1 . . . , v
t
n æà .A ìù úåøåùä v1, . . . , vn äðééäú :(â)⇔ (à)

.(AA∗)ij =

n∑
k=1

(vi)k (vtj)k =

n∑
k=1

(vj)k (vi)k = ⟨vj , vi⟩st

.úéìîøåðåúøåà v1, . . . , vn⇔ i, j ìëì ⟨vj , vi⟩st = δji⇔ AA∗ = I ïëì
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éìîøåðåúøåà B′ æà .V ìù B′ ñéñáì V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñáî øáòîä úöéøèî A ∈ Mn(F ) éäú :13.14 ìéâøú

.úéøèéðåà A⇔

(A)ij áéëø ,øîåìë ,A =
(
[u′1]B, . . . , [u

′
n]B
)
æà .B′ = (u′1, . . . , u

′
n) ,B = (u1, . . . , un) çéðð :äçëåä

úîì éôì ïàëî .(A)ij = ⟨ui, u′j⟩ ,(à)12.8 ïåéôéàä úîì éôì ,ïëì .B ñéñá éôì u′j ìù i-ä áéëøä àåä A ìù

(á)12.8 ïåéôéàä

(A∗A)ij =
n∑

k=1

(A∗)ik(A)kj =
n∑

k=1

(A)ki(A)kj =
n∑

k=1

⟨uk, u′i⟩ ⟨uk, u
′
j⟩ = ⟨u′i, u′j⟩

.úéìîøåðåúøåà u′1, . . . , u
′
n⇔ i, j ìëì (A∗A)ij = δij⇔ A∗A = I ïëì

.|λ| = 1 íà ÷øå íà úéøèéðåà A = (λ) ∈ M1(F ) äöéøèî :13.15 äîâåã

äøåöäî àéä íà ÷øå íà (R ìòî úéøèéðåà=) úéìðåâåúøåà A ∈ M2(R) (13.13 èôùî éôì)

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
åà A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(.úéùàøä êøã øéö�ì ñçéá óå÷éù úéìàîùä ,úéùàøä áéáñ áåáéñ úâöééî úéðîéä) .θ ∈ R äæéà øåáò

.T ∗ -øåîù àåä W⊥ æà .T -øåîù áçøî úú W éäéå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :13.16 ìéâøú

,øîåìë ,0 = ⟨T (w), v⟩ = ⟨w, T ∗(v)⟩ ïëìå T (w) ∈ W íéé÷úî w ∈ W ìëì æà .v ∈ W⊥ éäé :äçëåä

.T ∗(v) ∈W⊥ ïàëî .W -á øåè÷å ìëì áöéð T ∗(v)

.T ∗(v) = λ̄v æà T (v) = λv íà .v ∈ V ,λ ∈ F åéäéå úéìîøåð T : V → V éäú :13.17 äîì

ïàëî .T (v) = 0 æà .λ = 0 éë çéðð äìéçú :äçëåä

||T ∗(v)||2 = ⟨T ∗(v), T ∗(v)⟩ = ⟨v, (T ∗)∗T ∗(v)⟩ = ⟨v, TT ∗(v)⟩ =

= ⟨v, T ∗T (v)⟩ = ⟨T (v), T (v)⟩ = ||T (v)||2 = 0

.ùøãðë ,T ∗(v) = 0 ïëìå

ïëì .N∗ = T ∗ − λ̄1∗V = T ∗ − λ̄1V æà .N = T − λ1V ïîñð :éììëä äø÷îä

NN∗ =(T − λ1V )(T
∗ − λ̄1V ) = TT ∗ − λT ∗ − λ̄T + λλ̄1V =

=T ∗T − λ̄T − λT ∗ + λ̄λ1V = (T ∗ − λ̄1V )(T − λ1V ) = N∗N

,øîåìë ,N∗(v) = 0 ,íãå÷ä äø÷îä éôì ïëì .N(v) = T (v) − λv = 0 ,úòë .úéìîøåð N øîåìë

.T ∗(v) = λ̄v ,øîåìë ,T ∗(v)− λ̄v = 0
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.äæì äæ íéáöéð íðéä íéðåù íééîöò íéëøòì íéëééùä T ìù íééîöò íéøåè÷å .úéìîøåð T : V → V éäú :13.18 äîì

,úîãå÷ä äîìä éôì .íéðåù λ, µ ∈ F øùàá ,T (w) = µw ,T (v) = λv-ù êë v, w ∈ V åéäé :äçëåä

ïëì .T ∗(v) = λ̄v

.µ⟨v, w⟩ = ⟨v, µw⟩ = ⟨v, T (w)⟩ = ⟨T ∗(v), w⟩ = ⟨λ̄v, w⟩ = λ⟨v, w⟩

⟨v, w⟩ = 0 ïëì ,λ− µ ̸= 0 ìáà .(λ− µ)⟨v, w⟩ = 0 ïàëî

øåáò éðùäå F = C øåáò ãçàä ,÷øôä ìù úåéæëøîä úåàöåúä íä (13.23-å 13.20) íéàáä íéèôùîä éðù

:úåãùä éðùì ãçåàî ïôåàá - äàáä äîìá úéùòð äçëåää ø÷éò .F = R

T æà .λ ∈ F ,X − λ äøåöäî íéîøåâ ìù äìôëî àåä fT -ù êë úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :13.19 äîì

.(úéðåñëìà [T ]B ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåð

éôì .A = [T ]B éäú .1 ≤ i ≤ n ìëì T (ui) = λiui øùàá ,B = (u1, . . . , un) çéðð :⇒ :äçëåä

ïàëî .A∗ = Diag(λ̄1, . . . , λ̄n) ïëìå .A = Diag(λ1, . . . , λn) ,4.7 èôùî

,AA∗ = Diag(λ1λ̄1, . . . , λnλ̄n) = Diag(λ̄1λ1, . . . , λ̄nλn) = A∗A

.úéìîøåð T ,13.6 äð÷ñî éôì .úéìîøåð A ,øîåìë

ñéñá øçáð Vλi éîöò áçøî ìëì .T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä λ1, . . . , λk ∈ F åéäé :⇐

íéùð .W = Sp(B) éäéå ,B äðîñð .úéìîøåðåúøåà äøãñ àéä äìàä íéñéñáä óåøéö ,13.18 äîì éôì .éìîøåðåúøåà

.12.10 èôùî éôì ,V ìù éìîøåðåúøåà ñéñá àéä B æàå W = V -ù äàøð .i ìëì Vλi
⊆W -ù áì

.W = (W⊥)⊥ = {0}⊥ = V ,12.23 äð÷ñî éôì æà éë ,W⊥ = {0} éë úåàøäì éã

.T -éøåîùW,W⊥ :äðòè

ïàëî òáåð èøôáå ,T ∗(u) = λiu ,13.17 äîì éôì ;T (u) = λiu-ù êë i ùé æà ,u ∈ B íà

àåä W ,øîåìë ,T (W ) = T (Sp(B)) = Sp(T (B)) ⊆ W ïëì .T (u), T ∗(u) ∈ Sp(B) = W -ù

.T -øåîù W⊥ ,13.16 ìéâøú éôì ïëì .(T ∗)∗ = T ,(ã)13.4 äîì éôì .T ∗-øåîù W ïôåà åúåàá .T -øåîù

,12.22 èôùî éôì .deg fS ≥ 1 æà .W⊥-ì T ìù íåöîöä S éäé .W⊥ ̸= {0} éë äìéìùá çéðð

äøåöäî íéîøåâ ìù äìôëî àåä fS íâù ïàëî .fT úà ÷ìçî fS ,9.10 äð÷ñî éôì ïëì ,V = W ⊕W⊥

êë 0 ̸= u ∈ W⊥ ⊆ V ùé ,øîåìë ,S ìù éîöò êøò λ æà .λ ∈ F ùøåù ùé fS -ì èøôá .λ ∈ F ,X − λ

ìáà .u ∈ Vλi
⊆W ïëìå .λ = λi-ù êë i ùé øîåìë ,T ìù éîöò êøò íâ λ-ù ïàëî .T (u) = S(u) = λu-ù

.äøéúñ ,0 ̸= u ∈W ∩W⊥ = {0} æà

:åðçëåä ïëì .äøáâìà ìù éãåñéä èôùîä ììâá íéé÷úî 13.19 äîìá fT ìò éàðúä ,F = C íà
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V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåð àéä T : V → V úéøàðéì ä÷úòä .F = C çéðð :13.20 èôùî

.(úéðåñëìà [T ]B ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä

-ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C) úîéé÷ íà ÷øå íà úéìîøåð A æà .A ∈ Mn(C) éäú :13.21 äð÷ñî

.úéðåñëìà P−1AP = P ∗AP

éãé ìò äðåúð T : V → V éäú .éìîøåðåúøåà St æà ;åìù éèøãðèñä ñéñáä St éäéå V = Cn éäé :äçëåä

T íãå÷ä èôùîä éôì .úéìîøåð T íà ÷øå íà úéìîøåð A ,13.6 äð÷ñî éôì .[T ]StSt = A æà ;T (v) = Av

.úéðåñëìà [T ]B-ù êë V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá ùé íà ÷øå íà úéìîøåð

,P−1AP = [T ]B ,òåãéë .úéøèéðåà P ,13.14 ìéâøú éôì ;B-ì St-î øáòîä úöéøèî P éäú ,äøå÷ äæ íà

.úéðåñëìà P−1AP ïëì

B äøãñì St-î øáòîä úöéøèî P æà .úéðåñëìà P−1AP -ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C) éë çéðð ,êôéäì

.[T ]B = P−1AP ,òåãéë .éìîøåðåúøåà ñéñá B ,13.14 ìéâøú éôì ;(P ìù úåãåîòä úøãñ B ,÷åéã øúéá) éäùìë

.úéðåñëìà [T ]B ïëì

æà .úéìîøåð A ∈ Mn(F ) éäú :13.22 äð÷ñî

.íééùîî íä (!) C-á fA(X) éùøù ìë íà ÷øå íà äîöòì äãåîö A (à)

.1 èìçåî êøò éìòá íä (!) C-á fA(X) éùøù ìë íà ÷øå íà úéøèéðåà A (á)

ùé 13.21 äð÷ñî éôì ïëì ,úéìîøåð A æà .(F = R íà íâ) C ìòî äöéøèîë A-á ïðåáúð :äçëåä

øùàá ,D = Diag(λ1, . . . , λn) ,øîàð ,úéðåñëìà D = P ∗AP = P−1AP -ù êë úéøèéðåà P ∈ Mn(C)

:úåì÷á ïàëîå D∗ = P ∗A∗P æà .fA ìù íéùøùä λ1, . . . , λn ∈ C

. úéøèéðåà D íà ÷øå íà úéøèéðåà A ;äîöòì äãåîö D íà ÷øå íà äîöòì äãåîö A

.úéðåñëìà A = D úåéììëä úìáâä éìá ïëì .úåîåã A,D éë fA = fD ïë åîë

1 ≤ i ≤ n ìëì λi = λi⇔ Diag(λ1, . . . , λn) = Diag(λ1, . . . , λn)⇔ äîöòì äãåîö D (à)

.íééùîî λ1, . . . , λn⇔

Diag(λ1, . . . , λn)Diag(λ1, . . . , λn) = Diag(1, . . . , 1) ⇔ D∗D = In⇔ úéøèéðåà D (á)

.|λ1| = · · · = |λn| = 1⇔ 1 ≤ i ≤ n ìëì |λi|2 = λiλi = 1⇔

B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ íà ÷øå íà äîöòì äãåîö àéä T : V → V úéøàðéì ä÷úòä .F = R çéðð :13.23 èôùî

.(úéðåñëìà [T ]B ,øîåìë) T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä V ìù

.13.6 äð÷ñî éôì äîöòì äãåîö T ïëìå ,äîöòì äãåîö àéä ,úéðåñëìà [T ]B ∈ Mn(R) íà :⇒ :äçëåä

.λ ∈ R ,X −λ äøåöäî íéîøåâ ìù äìôëî àåä fT 13.22 äð÷ñî éôì .úéìîøåð ïëì ,äîöòì äãåîö T :⇐

.13.19 äîìî úòáåð äðòèä ïëì
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-ù êë úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) úîéé÷ íà ÷øå íà úéøèîéñ àéä A ∈ Mn(R) äöéøèî :13.24 äð÷ñî

.úéðåñëìà P tAP = P−1AP

.(äîöòì äãåîö =) úéøèîéñ áåúë úéìîøåð íå÷îáå R-á C óìçä :13.21 äð÷ñî ìù äçëåää åîë :äçëåä

[T ]B -ù êë V ìù B éìîøåðåúøåà ñéñá íéé÷ éæà .úéìðåâåúøåà ä÷úòä T : V → V éäú .F = R çéðð :13.25 èôùî

äøåöäî



p︷ ︸︸ ︷ q︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1

0

−1
. . .

−1
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

0
. . .

cos θr − sin θr
sin θr cos θr


.p, q, r ≥ 0 øùàá

åäùìë éìîøåðåúøåà ñéñá øçáð .dimV = 2 åà dimV = 1 éë íãå÷ çéðð .dimV ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

åà A = (−1) åà A = (1) äøåöäî àéä ,13.15 äîâåã éôì .úéìðåâåúøåà [T ]B ,13.6 äð÷ñî éôì .V ìù B

ïåøçàä äø÷îá êà .A =
(

cos θ
sin θ

sin θ
− cos θ

)
åà A =

(
cos θ
sin θ

− sin θ
cos θ

)
,fT = fA = X2 − tr(A)X + detA = X2 − 1 = (X − 1)(X + 1)

.[T ]B
′

B′ =
(

1
0

0
−1

)
-ù êë B′ øçà éìîøåðåúøåà ñéñá ùé 13.19 äîì éôì ïëì ,úéìîøåð T -å

.dimV > ãîéîî áçøî ìë øåáò çëåä èôùîä éëå dimV ≥ 3 éë çéðð úòë

,0 ̸= w éîöò øåè÷å ùé T -ì íà ,ïëà .0 < dimW < dimV -ù êë T -øåîùW ⊆ V áçøî úú ùé :à äðòè

.ñôàî íéðåù íééîöò íéøåè÷å ïéà T -ìù ,ïë íà ,çéðð .1 ãîéîî T -øåîù àåä W = Sp(w) æà

éôì ïëì ,S∗ = (T + T ∗)∗ = T ∗ + T = S æà .S = T + T ∗ = T + T−1: V → V éäé

ìéòôð .(T + T−1)(v) = S(v) = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ V ùé ïëì .λ ∈ R éîöò êøò S-ì ùé ,(à)13.22 äð÷ñî

ìá÷ðå äæ ïåéååù ìò T

.T 2(v) + v = λT (v)

ïëì .úéøàðéì íééåìú éúìá v, T (v) ïëì ,(äøéúñ ,T ìù éîöò øåè÷å äéä v úøçà) v ìù äìåôë åðéà T (v) ,úòë

íâå T (v) ∈W éë ,T -øåîù àåä .2 ãîéî ìòá W = Sp(v, T (v))

.T (T (v)) = T 2(v) = λT (v)− v ∈W
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W ,(ã)9.3 ìéâøú éôì ïëì ,T ∗ = T−1 ,ïëà .T -øåîù W⊥ íâ æà ,T -øåîù áçøî úú W ⊆ V íà :á äðòè

.T -øåîù W⊥ ,13.16 ìéâøú éôì .T ∗-øåîù

éôì .T -éøåîù W1,W2 æà .W1 = W,W2 = W⊥ ïîñð .à äðòèá åîë W éäé :äçëåää íåéñ

.(dimV = dimW1 + dimW2 éë) dimW1,dimW2 < dimV -å ,V = W1 ⊕W2 ,(á)12.22 èôùî

àåä B = B1 ∪ B2 æà .úù÷åáîä äøåöäî [T ]Bi

Bi
-ù êë Wi ìù Bi éìîøåðåúøåà ñéñá ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.(B éøáà ìù øãñä éãë ãò) úù÷åáîä äøåöäî àéä [T ]B =

(
[T ]

B1
B1
0

0
[T ]

B2
B2

)
-å ,éìîøåðåúøåà àåä ,V ìù ñéñá
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úåéøàðéìéá úåéðáú .14

.F äãù ìòî éôåñ ãîéîî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé äæ ÷øôá

úîéé÷îä f : V ×W → F ä÷úòä àéä V ×W ìò úéøàðéìéá úéðáú :14.1 äøãâä

,f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w)

,f(αv,w) = αf(v, w)

,f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′)

,f(v, αw) = αf(v, w)

.w,w′ ∈W ,v, v′ ∈ V ,α ∈ F ìëì

.V ìò úéøàðéìéá úéðáú ,øåöé÷á ,íâ úàø÷ð V × V ìò úéøàðéìéá úéðáú

:14.2 úåàîâåã

.v ∈ V,w ∈W ìëì f(v, w) = 0 :ñôàä úéðáú (à)

.úéøàðéìéá úéðáú àéä F = R ìòî úéîéðô äìôëî áçøîá úéîéðô äìôëî (á)

æà ,W ìò éøàðéì ìðåéö÷ðåô ψ-å (φ: V → F úéøàðéì ä÷úòä ,øîåìë) V ìò éøàðéì ìðåéö÷ðåô φ íà (â)

.úéøàðéìéá úéðáú àéä ,f(v, w) = φ(v)φ(w) éãé ìò äðåúðä ,f : V ×W → F

f : Fm×Fn → ä÷úòä äì íéàúð .A ∈ Mm×n(F ) éäú .(úåãåîò éáçøî) V = Fm,W = Fn åéäé (ã)

,A = (aij) íà :ùøåôîá .(F íò M1(F ) íéäæî) f(v, w) = vtAw ∈ M1(F ) = F éãé ìò F

æà ,w = (y1, . . . , yn)
t ,v = (x1, . . . , xm)t

.f(v, w) = (x1, . . . , xm)

 a11 · · · a1n
−− · · · −−
am1 · · · amn


 y1

...

yn

 =

(x1, . . . , xm)


∑n

j=1 a1jyj
...∑n

j=1 amjyj

 =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiaijyj

:øì÷ñá ìôëå øåáéç V ×W ìò úåéøàðéìéáä úåéðáúä óñåà ìò øéãâð

,(f + g)(v, w) =f(v, w) + g(v, w)

.(αf)(v, w) =αf(v, w)

úåéðáúä óñåà ,ïë ìò øúé .úåéøàðéìéá úåéðáú f + g, αf íâ æà ,úåéøàðéìéá úåéðáú f, g íàù ÷åãáì ì÷

.Bil(V,W ) åðîñð .ì"ðä úåìåòôì ñçéá F ìòî éøåè÷å áçøî àåä V ×W ìò úåéøàðéìéáä

.W ìù ñéñá C = (w1, . . . , wn)-å V ìù ñéñá B = (v1, . . . , vm) åéäé :14.3 èôùî
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íéé÷úîù êë A = θBC (f) ∈ Mm×n(F ) äãéçé äöéøèî úîéé÷ f ∈ Bil(V,W ) ìëì (à)

.v ∈ V, w ∈W ìëì f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C (1)

(.B, C éôì f úà úâöééî A-ù íéøîåà)

éãé ìò úøãâåî A = θBC (f) äöéøèîä (á)

.(A)ij = f(vi, wj) 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n (2)

.A = θBC (f)-å úøéàðéìéá úéðáú f æà .(1) éãé ìò f : V ×W → F øéãâð .A ∈ Mm×n(F ) éäú (â)

.θBC : Bil(V,W ) → Mm×n(F ) íééøåè÷å íéáçøî ìù íæéôøåîåæéà àéä ì"ðä f 7→ A äîàúä (ã)

ïàëî .i, j ìëì ,f(vi, wj) =
(
[vi]B

)t
A[wj ]C = etiAej = (A)ij æà ,(1) úîéé÷î A íà (á) ,(à) :äçëåä

.A ìù úåãéçéäå (á)

æà .v =
∑m

i=1 xivi, w =
∑n

j=1 yjwj çéðð .(2) éãé ìò A úà øéãâð :íåé÷

,f(v, w) = f
( m∑
i=1

xivi,

n∑
j=1

yjwj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(vi, wj)

.
(
[v]B

)t
A[w]C = (x1, . . . , xm)A

 y1
...

yn

 =
m∑
i=1

n∑
j=1

xi(A)ijyj =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(vi, wj)

.A = θBC (f) ,(à) ÷ìçá úåãéçéä éôì .úøéàðéìéá úéðáú f -ù úåàøì ì÷ (â)

.úéëøò ãç ãçå úéøàðéì àéäù äàøð .ìò θBC ,(â) éôì (ã)

æà .α ∈ F éäé .A = θBC (f), B = θBC (g) äðééäúå ,f, g ∈ Bil(V,W ) äðééäú .úéøàðéì θBC :äðòè

,(f + g)(vi, wj) =f(vi, wj) + g(vi, wj) = (A)ij +Bij = (A+B)ij

,(αf)(vi, wj) =αf(vi, wj) = α(A)ij = (αA)ij

.θBC (αf) = αA ,θBC (f + g) = A+B ,øîåìë

v ∈ V,w ∈W ìëì íéé÷úî (à) éôì æà ,θBC (f) = θBC (g) = A íà .úéëøò ãç ãç θBC :äðòè

.f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C = g(v, w)

.f = g ïëì

.dimBil(V,W ) = dimV · dimW (à) :14.4 äð÷ñî

.dimBil(V, V ) = (dimV )2 (á)
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.A′ = θB
′

C′ (f) ,A = θBC (f) äðééäú .W ìù íéñéñá éðù C, C′ åéäéå V ìù íéñéñá éðù B,B′ åéäé :14.5 èôùî

.C′ -ì C -î øáòîä úöéøèî Q -å ,B′ -ì B -î øáòîä úöéøèî P øùàá ,A′ = P tAQ æà

(1) éôì ïëì .w ∈W ìëì [w]C = Q[w]C′ ïôåà åúåàáå ,v ∈ V ìëì [v]B = P [v]B′ íéé÷úîù øåëæð :äçëåä

.f(v, w) =
(
[v]B

)t
A[w]C =

(
P [v]B′

)t
A
(
Q[w]C′

)
=
(
[v]B′

)t
P tAQ[w]C′

.A′ = P tAQ ,(à)14.3 èôùîá úåãéçéä éôì ,ïàëî

úåëéôä P ∈ Mm(F ), Q ∈ Mn(F ) ùé íà úåìå÷ù úåàø÷ð A,A′ ∈ Mm×n(F ) úåöéøèî :14.6 äøãâä

.A′ = P tAQ-ù êë

.A′ = P tAP -ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) ùé íà úåôôåç úåàø÷ð A,A′ ∈ Mn(F ) úåéòåáéø úåöéøèî

.C -ì úôôåç A æà C -ì úôôåç B -å B -ì úôôåç A íà :èøôá .úåìé÷ù éñçé íä úåìé÷ùå äôéôç :14.7 ìéâøú

ñéñáì ñçéá à"ë) úéøàðéìéá úéðáú äúåà úåâöééî ïä íà ÷øå íà úåìå÷ù A,A′ ∈ Mm×n(F ) (à) :14.8 äð÷ñî

.(íéàúî

.rkA = rkA′ íà ÷øå íà úåìå÷ù A,A′ ∈ Mm×n(F ) (á)

ñçéá à"ë) n ãîéîî V éøåè÷å áçøî ìò úéøàðéìéá úéðáú äúåà úåâöééî ïä íà ÷øå íà úåôôåç A,A′ ∈ Mn(F ) (â)

.(íéàúî ñéñáì

úöéøèî P øùàá ,A′ = P tAP æà ,A′ = θB
′

B′ (f)-å A = θBB(f) íà ,14.5 èôùî éôì :(â) ÷ø çéëåð :äçëåä

.úåôôåç A,A′ ïëì .B′-ì B-î øáòîä

ãéçé ñéñá íéé÷ éæà .V ìù åäùìë ñéñá B éäé .äëéôä P ∈ Mn(F ) øùàá ,A′ = P tAP çéðð ,êôéäì

éôì .A = θBB -ù êë f ∈ Bil(V, V ) ùé (â)14.3 èôùî éôì .B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P -ù êë V ìù B′

.A′ = θB
′

B′ (f) ,14.5 èôùî

äæéà øåáò detA′ = c2 detA-å rkA′ = rkA æà .úåôôåç A,A′ ∈ Mn(F ) äðééäú :14.9 äðòè

.0 ≠ c ∈ F

äöéøèîá ìôëå äëéôä P t íâ æà .A′ = P tAP -ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) úîéé÷ äçðää éôì :äçëåä

detA′ = detP t detAdetP = ïë åîë .rkA′ = rkP tAP = rkA ïëì ,äâøãä úà äðùî åðéà äëéôä

.(detP )2 detA

.úåéòåáéø úåéðáúå úåéøèîéñ úåéøàðéìéá úåéðáú

úàæë f øåáò .v, w ∈ V ìëì f(v, w) = f(w, v) íà úéøèîéñ úàø÷ð f ∈ Bil(V, V ) úéðáú :14.10 äøãâä

.úéòåáéø úéðáú úàø÷ð ,q(v) = f(v, v) éãé ìò úøãâåîä ,q: V → F äéö÷ðåôä
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A íà ÷øå íà úéøèîéñ f éæà .B éôì f ìù äöéøèîä A éäúå V ìù ñéñá B éäé ,f ∈ Bil(V, V ) éäú :14.11 äîì

.(A = At ,øîåìë) úéøèîéñ

.B = (v1, . . . , vn) øùàá ,1 ≤ i, j ≤ n ìëì ,(A)ij = f(vi, vj) äøãâää éôìù øåëæð :äçëåä

.At = A ïëì ,(At)ij = (A)ji = f(vj , vi) = f(vi, vj) = (A)ij æà ,úéøèîéñ f íà

(1) éôì æà ,úéøèîéñ A íà

.f(w, v) =
(
[w]B

)t
A[v]B =

((
[w]B

)t
A[v]B

)t

=
(
[v]B

)t
At[w]B =

(
[v]B

)t
A[w]B = f(v, w)

éæà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú :14.12 äîì

.v, w ∈ V ìëì 2f(v, w) = f(v + w, v + w)− f(v, v)− f(w,w) (:áåèé÷ä úîì) (à)

.f(u, u) ̸= 0-ù êë u ∈ V ùé æà ,f ̸= 0-å charF ̸= 2 íà (á)

(à) :äçëåä

.f(v + w, v + w) = f(v, v) + f(v, w) + f(w, v) + f(w,w) = f(v, v) + 2f(v, w) + f(w,w)

2 ̸= 0 ìáà .v, w ∈ W ìëì 2f(v, w) = 0 ,(à) éôì .u ∈ V ìëì f(u, u) = 0-ù äìéìùá çéðð (á)

.äøéúñ ,f = 0 ïàëî .v, w ∈W ìëì f(v, w) = 0 ïëì ,F -á

êë ,V ìù B = (u1, . . . , un) ñéñá íéé÷ ,charF ̸= 2 íà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú :14.13 èôùî

èøôá .i ̸= j ìëì f(ui, uj) = 0-ù

.i ìëì ci = f(ui, ui) øùàá ,Diag(c1, . . . , cn) úéðåñëìà àéä B éôì f ìù äöéøèîä (à)

.f(v, w) =
∑n

i=1 aibici æà ,v =
∑n

i=1 aivi, w =
∑n

i=1 bivi íà (á)

.14.3 èôùî éôì äðåùàøä äðòèäî úåòáåð (á) ,(à) úåðòè :äçëåä

.n = dimV ìò äéö÷åãðéàá B íåé÷ úà çéëåð

ùé äîìä éôì ,f ̸= 0 íà .åäùìë B øçáð ,f = 0 íà .n > 1 éë çéðð .çéëåäì äî ïéà n = 1 øåáò

éäéå V1 = Sp(u1) ïîñð .u1 ̸= 0 èøôá .c1 = f(u1, u1) ̸= 0-ù êë u1 ∈ V

.V2 = {v ∈ V | f(u1, v) = 0}

.(!÷åãá) V ìù áçøî úú V2-ù øåøá
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åæ äâöäù äàøð .v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 øùàá ,v = v1 + v2-ù êë v ∈ V éäé ,ïëà .V = V1 ⊕ V2 :äðòè

æà .v1 = au1-ù êë a ∈ F ùé :äãéçé äðéä v ìù

f(u1, v) = f(u1, au1 + v2) = af(u1, u1) + f(u1, v2) = ac1 + 0 = ac1

ïëìå ,a = c−1
1 f(u1, v) ïàëîå

.v1 = c−1
1 f(u1, v)u1, v2 = v − c−1

1 f(u1, v)u1 (3)

.úåãéçéä ïàëî

.v = v1 + v2 íéé÷úîå ,(!÷åãá) v2 ∈ V2 ,v1 ∈ V1 æà .(3) éô ìò v1, v2 øéãâð :äâöää íåé÷

íåöîöä .dimV2 = n − 1 ïëì ,dimV1 = 1,dimV = n-å ,dimV = dimV1 + dimV2 úòë

V2 ìù u2, . . . , un ñéñá íéé÷ äéö÷åãðéàä úçðä éôì .V2 ìò úéøèîéñ úéøàðéìéá úéðáú àéä V2-ì f ìù

íâ íéé÷úî V2 úøãâä éôìå ,V ìù ñéñá u1, u2, . . . , un ,äðòèä éôì .i ̸= j ìëì f(ui, uj) = 0-ù êë

.i ̸= 1 ìëì f(u1, ui) = f(ui, u1) = 0

.úéðåñëìà äöéøèîì úôôåç A æà .charF ̸= 2-å úéøèîéñ A ∈ Mn(F ) éäú :14.14 äð÷ñî

äöéøèîä àéä A-ù êë f ∈ Bil(V, V ) ùé 14.3 èôùî éôì .åñéñá B éäéå n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :äçëåä

.úéðåñëìà àéä åéôì A′ äöéøèîäù êë B′ ñéñá ùé 14.13 èôùî éôì .úéøèîéñ f ,14.11 äîì éôì .B éôì f ìù

.úåôôåç ïä ,f úéðáú äúåà úåâöééî A,A′-ù ïåéë

ñéñá éôì f úà úâöééîä äöéøèîä ìù äâøãä àéä úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) ìù rk f äâøãä :14.15 äøãâä

(.äâøã úÛåù ïëìå úåôôåç ïä íéðåù íéñéñá éôì f úà úåâöééîä úåöéøèîä :äáåè äøãâää) .V ìù åäùìë

æà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå C ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :14.16 èôùî

.Dr = Diag(

r︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, . . . , 0) äøåöäî àéä åéôì f ìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé (à)

.(f éãé ìò òá÷ð ïëìå) r = rk f (á)

ci := ïîñð .i ̸= j øåáò ,f(ui, uj) = 0-ù êë V -ì u1, . . . , un ñéñá ùé 11.13 èôùî éôì (à) :äçëåä

.c1, . . . , cr ̸= 0, cr+1, . . . , cn = 0 ,ñéñáä éøáà ìù ùãçî øåãéñ éøçà ,úåéììëä úìáâä éìá .f(ui, ui)

ìëì f(u′i, u
′
j) = 0-ù øåøá æà .u′i =

{
1√
ci
ui 1 ≤ i ≤ r

ui r < i ≤ n
éãé ìò V ìù u′1, . . . , u

′
n øçà ñéñá øéãâð

æà 1 ≤ i ≤ r íà .i ̸= j

f(u′i, u
′
i) = f(

1
√
ci
ui,

1
√
ci
ui) = (

1
√
ci
)2f(ui, ui) =

1

ci
ci = 1

.Dr éãé ìò u′1, . . . , u
′
n éôì úâöåéî f ïëì .f(u′i, u

′
i) = f(ui, ui) = ci = 0 æà r < i íàå

.rk f = rkDr = r (á)
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.Dr äøåöäî äãéçé äöéøèîì úôôåç C ìòî úéøèîéñ äöéøèî ìë (à) :14.17 äð÷ñî

.rkA = rkB⇔úåôôåç A,B æà .úåéøèîéñ A,B ∈ Mm(C) äðééäú (á)

.úåôôåç ïëìå ,Dr-ì úåôôåç A,B æà .rkA = rkB = r çéðð :⇒ ;14.9 äðòè :⇐ (á) :äçëåä

ìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé æà .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå R ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :14.18 èôùî

àéä åéôì f ìù äöéøèîäù êë V -ì ñéñá ùé æà ,íééìéìù q -å íééáåéç íéáéëø p åæ äöéøèîá íà .úéðåñëìà àéä åéôì f

.Dp,q = Diag(

p︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

q︷ ︸︸ ︷
−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)

äöéøèîä .ci := f(ui, ui) ïîñð .f(ui, uj) = 0-ù êë V -ì u1, . . . , un ñéñá ùé 11.13 èôùî éôì :äçëåä

,ñéñáä éøáà ìù ùãçî øåãéñ éøçà ,úåéììëä úìáâä éìá .Diag(c1, . . . , cn) :úéðåñëìà àéä äæ ñéñá éôì f ìù

.c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q < 0, cp+q+1 = · · · = cn = 0

u′i =


1√
ci
ui 1 ≤ i ≤ p

1√
−ci

ui p < i ≤ p+ q

ui p+ q < i ≤ n

éãé ìò V ìù u′1, . . . , u
′
n øçà ñéñá øéãâð

éæà

.i ̸= j ìëì f(u′i, u
′
j) = 0-ù øåøá •

;f(u′i, u
′
i) = ( 1√

ci
)2f(ui, ui) = 1 æà 1 ≤ i ≤ p íà •

;f(u′i, u
′
i) = ( 1√

−ci
)2f(ui, ui) = −1 æà p < i ≤ p+ q íà •

.f(u′i, u
′
i) = f(ui, ui) = 0 æà p+ q < i íàå •

.Dp,q àéä äæ ñéñá éôì f ìù äöéøèîä ïëì

çéðð .úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäúå R ìòî n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :(Sylvester èôùî) 14.19 èôùî

ñéñá éôìå ,íééìéìù íéáéëø q-å íééáåéç íéáéëø p úìòáD′
p,q úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò u1, . . . , un ñéñá éôì úâöåéî f -ù

.p = s, q = t æà .íééìéìù íéáéëø t-å íééáåéç íéáéëø s úìòáD′
s,t úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò v1, . . . , vn

.p = s éë çéëåäì éã ïëì .p+ q = rkD′
p,q = rk f = rkD′

s,t = s+ t :äçëåä

1 ≤ i ≤ p øåáò f(ui, ui) = (D′
p,q)ii > 0 úåéììëä úìáâä éìá .p > s ,ìùîì ,éë äìéìùá çéðð

.íéñéñáä éðùá íéøáéàä ìù øãñä úà äðùð úøçà ,s < i ≤ n øåáò f(vi, vi) = (D′
s,t)ii ≤ 0-å

ùé ïëì .R ìòî úéøàðéì äéåìú ïëìå ,íéøáà n-î øúåé úá V -á äøãñ u1, . . . , up, vs+1, . . . , vn æà

-ù êë ,0 íìåë àì ,a1, . . . , ap, bs+1, . . . , bn

.

p∑
i=1

aiui +
n∑

i=s+1

bivi = 0 (4)
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ïàëîå ,
∑n

i=s+1 bivi = 0 ,(4) éôì úøçà ,ïëà .ai ̸= 0-ù êë 1 ≤ i ≤ p ùéù òáåð ïàëî ,ïë ìò øúé

,úòë .äøéúñ ,úéøàðéì íééåìú éúìá vs+1, . . . , vn éë ,bs+1 = · · · = bn = 0

,f(

p∑
i=1

aiui,

p∑
i=1

aiui) =

p∑
i=1

a2i f(ui, ui) > 0

.ai ̸= 0-ù êë 1 ≤ i ≤ p ùéå 1 ≤ i ≤ p ìëì f(ui, ui) > 0 éë

,(4) éôì ,éðù ãöî

,f(

p∑
i=1

aiui,

p∑
i=1

aiui) = f(−
m∑

i=s+1

bivi,−
n∑

i=s+1

bivi) =
n∑

i=s+1

b2i f(vi, vi) ≤ 0

.p = s ïëì .äøéúñ .s+ 1 ≤ i ≤ n ìëì f(vi, vi) ≤ 0 éë

æà .úéùîî úéøèîéñ äöéøèî A ∈ Mn(R) éäú :14.20 äð÷ñî

.Dp,q äøåöäî äãéçé äöéøèîì úôôåç A (à)

A,B ∈ Mn(R) æà .A ìù (äøåèðâéñä) äîéúçä úåéäì σ(A) = p − q øéãâð ,Dp,q -ì úôôåç A íà (á)

.äîéúçä äúåàå äâøãä äúåà ïäì ùé íà ÷øå íà úåôôåç ïðéä úåéøèîéñ

úàø÷ð úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) úéðáú .R ìòî éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :14.21 äøãâä

;v ∈ V ìëì f(v, v) ≥ 0 íà (positive) úéáåéç •

.0 ̸= v ∈ V ìëì f(v, v) > 0 íà (positive definite) äøåîâ úéáåéç •

äöéøèîä A ∈ Mn(R) éäúå úéøèîéñ f ∈ Bil(V, V ) éäú R ìòî éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :14.22 èôùî

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä éàðúä .V ìù B ñéñá åäùæéà éôì f ìù

.0 ̸= v ∈ V ìëì f(v, v) > 0 øîåìë ,äøåîâ úéáåéç f (1)

.c1, . . . , cn > 0 øùàá ,D = Diag(c1, . . . , cn)-ì úôôåç A (2)

.In -ì úôôåç A (3)

.äëéôä P ∈ Mn(R) øùàá ,A = P tP (4)

.(A ìù äîéúçä=) σ(A) = n (5)

.V ìò úéîéðô äìôëî àéä f (6)

.íééáåéç íééùîî íä C-á fA éùøù ìë (7)

:äçëåä

íéé÷úîù øåëæð .úéðåñëìà àéä åéôì f ìù D äöéøèîäù êë V ìù u1, . . . , un ñéñá ùé :(2)⇐ (1)

êà .i ìëì ci = f(ui, ui) > 0 ,(1) éôì ,øùàá ,D = Diag(c1, . . . , cn) ïëì .i, j ìëì (D)ij = f(ui, uj)

.úåôôåç ïëì ,f úà úåâöééî A,D
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f -å ,V ìù ñéñá 1√
c1
u1, . . . ,

1√
cn
un íâ .u1, . . . , un ñéñá äæéà éôì D éãé ìò úâöåéî f :(3)⇐ (2)

.úåôôåç D, In ïëì .åéôì In éãé ìò úâöåéî

,0 ̸= v ∈ V éäé .f(ui, uj) = δij ,øîåìë ,In éãé ìò úâöåéî f åéôì u1, . . . , un ñéñá ùé :(1)⇐ (3)

.f(v, v) =
∑

i,j aiajδij =
∑n

i=1 a
2
i > 0 ïàëî .ai ̸= 0-ù êë i ùé æà .v =

∑n
i=1 aiui ,øîàð

.P tP = P tInP éë ,øåøá :(4)⇔ (3)

.Dn,0 = In-ì úôôåç A íà ÷øå íà σ(A) = n ,äîéúçä úøãâä éôì :(5)⇔ (3)

.úéîéðô äìôëî úøãâä éôì :(6)⇔ (1)

úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) ùé 13.24 äð÷ñî éôì ïëì ,úéøèîéñ A-ù øåëæð ,(7)⇔ (2) çéëåäì éãë ,óåñáì

åúåà ïäì ùé ïëì ,úåîåã A,D′ ,úòë .D′ = Diag(λ1, . . . , λn) ,øîàð ,úéðåñëìà P tAP = P−1AP -ù êë

:ïëì .úåôôåç íâ A,D′ ìáà .fA = fD′ = (X − λ1) · · · (X − λn) ,éðééôåà íåðéìåô

.λ1, . . . , λn > 0 øèñáìéñ èôùî éôì ïëìå ,úåôôåç D,D′ :(7)⇐ (2)

.D = D′ ç÷ð :(2)⇐ (7)

ïîñð A = (aij) ∈ Mn(R) øåáò :14.23 ïåîéñ

.Ak =

 a11 · · · a1k
− · · · −
ak1 · · · akk

 ∈ Mk(R), k = 1, . . . , n

.A ìù íééùàøä íéøåðéîä úåàø÷ð (ïäìù úåèððéîøèãä åà) äìà úåöéøèî

q øùàá ,Dp,q -ì úôôåç A éæà .detA1, . . . , detAn ̸= 0 éë çéðð úéøèîéñ A ∈ Mn(R) éäú :14.24 èôùî

.åæ äøøãñ ïîéñä úåôìçä éà øôñî àåä p-å 1,detA1,detA2, . . . , detAn äøãñá ïîéñä úåôìçä øôñî àåä

.A = (aij) áåúëð :äçëåä

øéñçð êë øçàå úåøçàä úåãåîòäî äðåùàøä äãåîòä ìù úåîéàúî úåìåôë øéñçð .a11 = detA1 ̸= 0 æà .1

,detA1, . . . , detAn úà úåðùî ïðéà äìà úåìåòô .A ìù úåøçàä úåøåùäî äðåùàøä äøåùä ìù úåìåôëä ïúåà

,ïéîéî P úéøèðîìà äöéøèîá äìôëäì äîéàúî úåãåîòä ìò úéøèðîìà äìåòô éë) úôôåç äöéøèîì øåáòú A-å

úåéììëä úìáâä éìá ïëì .(P t-á äìôëäì äîéàúî úåøåùä ìò äìéá÷î äìåòôå

.A =


a11 0 · · · 0
0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 an2 · · · ann


úåãåîòäî äéðùä äãåîòä ìù úåîéàúî úåìåôë øéñçð .a22 ̸= 0 èøôá .a11a22 = detA2 ̸= 0 æà .2

úà úåðùî ïðéà äìà úåìåòô .A ìù äéúçúîù úåøåùäî äéðùä äøåùä ìù úåìåôëä ïúåà øéñçð êë øçàå äéøçàù
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.úôôåç äöéøèîì øåáòú A-å ,(A ìù äðåùàøä äãåîòä úàå äðåùàøä äøåùä úà àì íâå) detA1, . . . , detAn

úåéììëä úìáâä éìá ïëì

.A =


a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · a3n
...

...
...

...

0 0 an3 · · · ann


øôñî àåä p ïëì .a11, . . . , ann ̸= 0 øùàá ,A = Diag(a11, . . . , ann) ,úåéììëä úìáâä éìá ,äéö÷åãðéàá .3

ìáà .a11, . . . , ann äøãñá íééìéìùä øôñî q-å íééáåéçä

ääæ ïîéñ éìòá detAk−1,detAk ⇔ detAk

detAk−1
> 0 ⇔ akk > 0, k = 1, . . . , n

.äð÷ñîä ïàëî .(k = 1 øåáò íâ úåòîùî äéäú åæ äàååùîìù éãë ,detA0 = 1 åðøãâä)

æà .0 ̸= α ∈ R éäéå úéøèîéñ A ∈ Mn(R) éäú :14.25 ìéâøú

,σ(αA) =

{
σ(A) α > 0

−σ(A) α < 0
(à)

.fαA(X) = αnfA(α
−1X) (á)

.fαA(X) =
∏n

i=1(X − αλi) æà ,fA(X) =
∏n

i=1(X − λi) íà ,èøôá

.A àéä éèøãðèñä ñéñáä éôì f ìù äöéøèîäù êë Rn ìò f úéøàðéìéá úéðáú ùé 14.3 èôùî éôì (à) :äçëåä

.Dp,q àéä åéôì f ìù äöéøèîäù êë Rn ìù B ñéñá ùé 14.18 èôùî éôì .úéøèîéñ f ,14.11 äîì éôì

æà ,α > 0 íà .äîàúäá ,αDp,q-å αA ïä B éôìå éèøãðèñä ñéñáä éôì αf ìù úåöéøèîä ,úòë

ïëì .Dp,q-ì úôôåç øèñáìéñ èôùî éôì ïëì ,íééìéìù íéáéëø q-å íééáåéç íéáéëø p úìòá ,úéðåñëìà αDp,q

ïëì ,íééìéìù íéáéëø p-å íééáåéç íéáéëø q úìòá ,úéðåñëìà αDp,q æà ,α < 0 íà .σ(αA) = p− q = σ(A)

.σ(αA) = q − p = −σ(A) ïëì .Dq,p-ì úôôåç øèñáìéñ èôùî éôì

.fαA(X) = det(XI − αA) = αn det(α−1XI −A) = αnfA(α
−1X) (á)
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úåéðåéðù ïåéî .15

íéáéëøäù v =

(
x1...
xn

)
∈ Rn ìù X äöåá÷ àéä Rn áçøîá X (quadric) úéðåéðù :15.1 äøãâä

:äøåöäî äàååùî íéîéé÷î íäìù x1, . . . , xn

a+
n∑

i=1

2bixi +
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj = 0 (1)

2 íéîã÷îä) .x1, . . . , xn-á äéðù äìòîî åäùìë íåðéìåô àåä äàååùîä ìù ìàîù óâà .0 íìåë àì aij -å

(.êùîäá øøáúé íãé÷ôú ,íééúåøéøù

.(øåãë éðô) äTÅôÀñ éäåæ .R3-á úåðåéðù úøàúî x21 + x22 + x23 − 1 = 0 äàååùî (à) :15.2 äîâåã

.(R3-á íéøåùéî âåæ åà) R2-á íéøùé âåæ úøàúî (x1 + x2 + 1)(x1 + x2 − 1) = 0 äàååùî (á)

.(R3-á ãéàåìåáøôéä åà) øåùéîá äìåáøôéä úøàúî x1x2 − 1 = 0 äàååùî (â)

,1 ≤ i < j ≤ n ìëì aji = aij øéãâð ,(1) éãé ìò äðåúð X íà .úåéðåéðù ìù úåøçà íåùéø úåèéù :15.3 äøòä

úà ääæð) êë íåùøì øùôà (1) úà .A ̸= 0 ,úéøèîéñ A æà .A = (aij) ∈ Mn(R) ,u =

(
b1...
bn

)
∈ Rn

:(R íò M1(R)

.a+ 2utv + vtAv = 0 (2)

.úéðåéðùä ìù úîöîåöîä äöéøèîä àø÷ú A

àéä íâ .úéðåéðùä ìù úáçøåîä äöéøèîä àø÷ú Ã =


1 n

1 a ut

n u A

 ∈ Mn+1(R) íéùåâä úöéøèî

:êë äúøæòá íåùøì øùôà (2) úà .úéøèîéñ

.

(
1
v

)t

Ã

(
1
v

)
= 0 (3)

:úåàáä úåìåòôä ìù äøãñ éãé ìò X ìù øúåé äèåùô äàååùîì òéâäì åðúøèî .úåéðåéðù ìò úåìåòô :15.4 ïåéã

åæá úéøå÷îä íéøéöä úëøòî úà óéìçðå Rn ìù B éìîøåðåúøåà éñéñá øçáð :(à"áù)éìîøåðåúøåà ñéñá éåðéù (I)

v′ = [v]B íà .úéìðåâåúøåà àéä B-ì éèøãðèñä ñéñáäî P ∈ Mn(R) øáòîä úöéøèî .B éãé ìò äðåúðù

øîåìë ,a+ 2utPv′ + (Pv′)tA(Pv′) = 0 -ì äìå÷ù (2) ïëìå ,v = Pv′ æà

.a+ 2(P tu)tv′ + (v′)t(P tAP )v′ = 0 (2′)
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úåèðéãøåàå÷á úéðåéðùä ìù úîöîåöîä äöéøèîä .v′ ìù úåèðéãøåàå÷á äéðù äìòîî íåðéìåô àåä ìàîù óâà

úáçøåîäå ,A′ = P tAP àéä úåùãçä

,Ã′ =

(
a utP
P tu P tAP

)
=

(
1 0
0 P t

)(
a ut

u A

)(
1 0
0 P

)
= P̃ tÃP̃

ìù ìôëä éììë éôì P̃ tP̃ = In+1 éë ,úéìðåâåúøåà åìéôàå ,äëéôä P̃ =

(
1 0
0 P

)
∈ Mn+1(R) øùàá

.íéùåâ úåöéøèî

úëøòîá v ìù úåèðéãøåàå÷ä øåè÷å àåä v′′ íà .w ∈ Rn-ì íéøéöä úéùàø úà æéæð :(äææä) íéøéö úææä (II)

,øîåìë ,a+2ut(w+ v′′)+ (w+ v′′)tA(w+ v′′) = 0 -ì äìå÷ù (2) ïëì ,v′′ = v−w æà ,úææåîä

.(a+ 2utw + wtAw) + 2(u+Aw)tv′′ + v′′tAv′′ = 0 (2′′)

úáçøåîä äöéøèîäå A úîöîåöîä äöéøèîä íò ,(2) äøåöäî ,úéðåéðù ìù äàååùî áåù éäåæ

,

(
a+ 2utw + wtAw ut + wtA

u+Aw A

)
=

(
1 wt

0 In

)(
a ut

u A

)(
1 0
w In

)
= P̃ tÃP̃

.(w ̸= 0 íà ,úéìðåâåúøåà àì êà) äëéôä P̃ =

(
1 0
w In

)
∈ Mn+1(R) øùàá

úøàúî úìá÷úîä äàååùîä .0 ̸= c ∈ R øì÷ñá úéðåéðùä ìù äàååùîä úà ìéôëð :(äìôëä) òåá÷á äìôëä (III)

.cÃ ,cA ïä äìù úáçøåîäå úîöîåöîä äöéøèîäå ,X úà

íðéà íéàáä íéìãâä ìáà ,úåøçà úåèðéãøåàå÷á äàååùîì úéðåéðùä ìù äàååùîä úà øéáòî äææä åà à"áù :15.5 äð÷ñî

:íéðúùî

,rk(A), rk(Ã) (1)

,σ(A), σ(Ã) (2)

.det Ã ,detA ìù ïîéñä (3)

.A ìù íééîöòä íéëøòä (4)

,−1-á (2) äìéôëî àéä ,c < 0 íà .(3) ,(2) íâ úøîåù àéä ,c > 0 íà .c-á (4) úà äìéôëîå (1) úøîåù 0 ̸= c-á äìôëä

.äîàúäá ,(−1)n+1, (−1)n -á (3)-å

úìá÷úî X ′ æà .äîàúäá ,ïäìù úåáçøåîä úåöéøèîä Ã, Ã′ äðééäúå úåéðåéðù X,X ′ ∈ Rn äðééäú :15.6 äîì

úöéøèî P̃ =

(
1 0
w P

)
∈ Mn+1(R) øùàá ,Ã′ = P̃ tÃP̃ íà ÷øå íà úåææä åà à"áù ìù äøãñ éãé ìò X -î

.äãåîò w ∈ Rn -å úéìðåâåúøåà P ∈ Mn(R) äá ,íéùåâ

äìåòôä íà ,ïëà .úçà äìåòô éãé ìò X-î úìá÷úî X ′ íà íéé÷úî éàðúäù åðéàø ìéòì ïåéãá ":⇐" :äçëåä

ìù äææää øåè÷å w-å P = In ç÷éð ,äææä àéä äìåòôä íà ;w = 0-å øáòîä úöéøèî úåéäì P ç÷ð ,à"áù àéä

.úéùàøä
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úìá÷úî X ′-ù çéððå ,úåìåòô k éãé ìò úøçàî úìá÷úî úçà úéðåéðù íà ïåëð éàðúäù äéö÷åãðéàá ,çéðð

äöéøèîä B̃ éäúå ,úåðåùàøä úåìåòôä k éãé ìò X-î úìá÷úîù úéðåéðùä Y éäú .úåìåòô k + 1 éãé ìò X-î

íò P̃1 =

(
1 0
w1 P1

)
ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì .úçà äìåòô éãé ìò Y -î úìá÷úî X ′ æà .äìù úáçøåîä

P2 íò P̃2 =

(
1 0
w2 P2

)
ùé (úçà äìåòô ìù) íãå÷ä äø÷îä éôì .B̃ = P̃ t

1ÃP̃1-ù êë úéìðåâåúøåà P1

øùàá Ã′ = P̃ t
2P̃

t
1ÃP̃1P̃2 = P̃ tÃP̃ ïàëî .Ã′ = P̃ t

2B̃P̃2-ù êë úéìðåâåúøåà

P̃ = P̃1P̃2 =

(
1 0
w1 P1

)(
1 0
w2 P2

)
=

(
1 0

w1 + P1w2 P1P2

)
.(úåéìðåâåúøåà ìù äìôëî àéä éë) úéìðåâåúøåà P1P2 íò

øùàá ,Ã′ = P̃ tÃP̃ ìéòì ïåéãä éôì .P éôì ñéñá éåðéù êë øçàå w-ì úéùàøä úææä äùòð ":⇒"

.P̃ =

(
1 0
w In

)(
1 0
0 P

)
=

(
1 0
w P

)
äöéøèîä A øùàá σ̃ = σ(Ã), r̃ = rk(Ã), σ = σ(A), r = rk(A) ïîñð .úéðåéðù X éäú :15.7 èôùî

.X ìù úáçøåîä äöéøèîä Ã-å úîöîåöî

äøåöäî äãéçé äàååùî úìòá úéðåéðùì X úøáåò úåææäå à"áù ìù äøãñ éãé ìò (à)

øùàá , λ1x
2
1 + · · ·+ λsx

2
s = Φ (4)

, 0-î íéðåù λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs , 1 ≤ s ≤ n (5)

.β > 0 ,Φ = 2βxs+1 åà Φ = α ∈ R-å

.(íééøáâìàä íäééåáéø ìò) 0-î íéðåùä A ìù íééîöòä íéëøòä íä λ1, . . . , λr -å s = r íéé÷úî (á)

.Φ =


0 r̃ = r
α > 0 r̃ = r + 1, σ̃ = σ − 1
α < 0 r̃ = r + 1, σ̃ = σ + 1
2βxr+1 r̃ = r + 2

(â)

úìáâä éìáå úéðåñëìà P tAP = D = Diag(λ1, . . . , λn)-ù êë úéìðåâåúøåà P ùé :íåé÷ (à) :äçëåä

.A = D úåéììëä úìáâä éìá ,15.4 ïåéã éôì ,ïëì .λr+1 = · · · = λn = 0-å s = r íò (5) íéé÷úî úåéììëä

.u+Aw =


b1...
br
br+1...
bn

−

λ1 . . .

λr
0
. . .
0




b1
λ1...
br
λr

0...
0

 =


0...
0

br+1...
bn

 æà .w =


− b1

λ1...
− br

λr

0...
0

 øçáð

.b1 = · · · = br = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,15.4 ïåéã éôì ,ïëì

øùôà ïëì ,|| − 1
β ū|| = 1 æà .β = ||ū|| > 0 éäé .0 ̸= ū =

(
br+1...
bn

)
∈ Rn−r æà ,u ̸= 0 íà

êë úéìðåâåúøåà P̄ ∈ Mn−r(R) ùé 13.13 èôùî éôì ïëì .Rn−r ìù éìîøåðåúøåà ñéñáì − 1
β ū úà íéìùäì
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æà .P̄ tū = P̄−1ū =

−β
0...
0

 ïàëî .P̄

 1
0...
0

 = − 1
β ū ,øîåìë ,äìù äðåùàøä äãåîòä àéä − 1

β ū-ù

íéé÷úîå úéìðåâåúøåà P =

(
Ir 0
0 P̄

)

.P tAP = A ,P tu =

(
Ir 0
0 P̄ t

)(
0
ū

)
=

(
0
P̄ tū

)
= −βer+1

.β > 0 øùàá ,u = −βer+1 åà u = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,à"áù éøçà ,ïëì

.Φ = α ∈ R íò (4) úà åðìáé÷ ,u = 0 íà •

.Φ = 2βxr+1 íò (4) úà åðìáé÷ ,a = 0-å u = −βer+1 íà •

-å Aw = 0 æà .w = a
2βer+1 øéãâð ,a ̸= 0-å u = −βer+1 íà •

,a′ = a+ 2utw + wtAw = a+ 2(−βer+1)
t a

2β
er+1 = a+ 2(−β) a

2β
etr+1er+1 = 0

àì úéðåéðùä ìù úáçøåîä äöéøèîä ìù íéáéëøîä øàùå) a = 0 úåéììëä úìáâä éìá ,äæ w-á äææä éøçà ,ïëì

.(åðúùé

:ïëì. A-ì äîåã àéä .Diag(λ1, . . . , λs, 0, . . . , 0) àéä (4) ìù úîöîåöîä äöéøèîä (á)

.(íäééåáéø ìò) A ìù íééîöòä íéëøòä íä λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0-å s = r

,Φ ìù íéðåùä íéø÷îä éôì ,àéä (4) ìù úáçøåîä äöéøèîä (â)


0 0 · · · 0
0
...

λ1 . . .
λs

0

0
. . .
0


Φ = 0
r̃ = r, r = s
σ̃ =? (áåùç àì)


−α 0 · · · 0
0
...

λ1 . . .
λs

0

0
. . .
0


Φ = α > 0
r̃ = r + 1, r = s
σ̃ = σ − 1

æà σ ̸= 0 íà

|σ̃| = |σ| − 1


−α 0 · · · 0
0
...

λ1 . . .
λs

0

0
. . .
0


Φ = α < 0
r̃ = r + 1, r = s
σ̃ = σ + 1

æà σ ̸= 0 íà

|σ̃| = |σ|+ 1


0 0 −β
0 λ1 . . .

λs
−β 0

. . .
0


Φ = 2βxr+1

r̃ = r + 2, r = s
σ̃ =? (áåùç àì)

(.àáä èôùîä ìéáùá åãòåð úåðåøçàä úåøåùä éúù) .(â) ,15.5 äð÷ñî éôì ,ïàëîå

íàù çéëåäì ÷ø øúåð .Φ ìù "âåñä" òá÷ð (â) éôì .λ1, . . . , λr ,r ãéçé ïôåàá íéòá÷ð (á) éôì :úåãéçé (à)

øåáòì äìåëé X

;α = α′ æà ,Φ = α′ íò (4) úéðåéðùì íâå Φ = α íò (4) úéðåéðùì (i)

.β = β′ æà ,Φ = 2β′xr+1 íò (4) úéðåéðùì íâå Φ = 2βxr+1 íò (4) úéðåéðùì (ii)

91



à"áù ìù äøãñ éãé ìò øåáòì øùôàù ïåéë .äìàä úåéðåéðùä éúù ìù úåáçøåîä úåöéøèîä Ã, Ã′ äðééäú

úéìðåâåúøåà P -å w = (w1, . . . , wn)
t ∈ Rn íò P̃ =

(
1 0
w P

)
ùé 15.6 äîì éôì ,äéðùì úçàî úåææäå

:íéø÷îä éðù ïéá ìéãáð .Ã′ = P̃ tÃP̃ -ù êë

ïëì .A = Diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) øùàá ,Ã =

(
−α 0
0 A

)
, Ã′ =

(
−α′ 0
0 A

)
(i)

.

(
−α′ 0
0 A

)
=

(
1 wt

0 P t

)(
−α 0
0 A

)(
1 0
w P

)
=

(
−α+ wtAw wtAP

P tAw P tAP

)
.α = α′ ïàëî .wtAw = 0 ïëì .(äëéôä P t éë) Aw = 0 ïëìå P tAw = 0 ïàëî

åîë A-å u′ = −β′er+1 ,u = −βer+1 øùàá ,Ã =

(
0 ut

u A

)
, Ã′ =

(
0 (u′)t

u′ A

)
(ii)

æà .β′ ≤ β úåéììëä úìáâä éìá .íãå÷

.

(
0 (u′)t

u′ A

)
=

(
1 wt

0 P t

)(
0 ut

u A

)(
1 0
w P

)
=

(
2utw + wtAw utP + wtAP
P tu+ P tAw P tAP

)
éôì .(13.6 äð÷ñî) úéøèéðåà àéä v 7→ P tv ä÷úòää ,úéìðåâåúøåà P t-ù ïåéë .u′ = P t(u + Aw) ïàëî

ïëì .äîøåð úøîùî àéä 13.12 èôùî

.(β′)2 = ||u′||2 = ||u+Aw||2 = || − βetr+1 + (λ1w1, . . . , λrwr, 0, . . . , 0)
t||2 =

= ||(λ1w1, . . . , λrwr,−β, 0, . . . , 0)t||2 = λ21w
2
1 + . . .+ λ2rwr + β2 ≥ β2

.β′ = β ïàëî .β′ ≥ β ïëì

êà ,åøîùéé àì úîöîåöîä äöéøèîä ìù íééîöòä íéëøòä (ñôàî äðåù øì÷ñá äìôëä) äìôëä íâ äùøð íà

:("ìîøåðî" øåàéú) β = 1 ,α = 0 åà α = ±1 ìá÷ì øùôà

.σ̃ = σ(Ã), r̃ = rk(Ã), σ = σ(A), r = rk(A) ïîñð .úéðåéðù X éäú :15.8 èôùî

äøåöäî äàååùîì X ìù äàååùîä úà øéáòäì øùôà úåìôëäå úåææä ,à"áù ìù äøãñ éãé ìò (à)

, λ1x
2
1 + · · ·+ λpx

2
p + λp+1x

2
p+1 + · · ·+ λp+qx

2
p+q = Φ (4′)

p ≥ 1, p ≥ q ≥ 0 , λ1, . . . , λp > 0 > λp+1, . . . , λp+q øùàá (5′)

.Φ = 2xp+q+1 åà Φ = ±1 åà Φ = 0-å

:àáä ïáåîá äãéçé àéä – (5′) éàðú úçú – (4′) äàååùî ,ïìò øúé

;p− q = |σ| ,p+ q = r (1á)

;(íäééåáéø ìò) A ìù íééîöòä íéëøòä íä γλ1, . . . , γλp+q, 0, . . . , 0 -ù êë 0 ̸= γ ∈ R ùé (2á)

.Φ =


0 r̃ = r
+1 r̃ = r + 1, σ ̸= 0, |σ̃| = |σ| − 1
−1 r̃ = r + 1, σ ̸= 0, |σ̃| = |σ|+ 1
±1∗) r̃ = r + 1, σ = 0
2xp+q+1 r̃ = r + 2

(â)
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X-ì íà ,ïëà .Φ = −1 íò íâå Φ = 1 íò (4′) äøåöì òéâäì øùôà ,r̃ = r + 1, σ = 0 øùàë :äøòä*

äàååùî

,λ1x
2
1 + · · ·+ λpx

2
p + λp+1x

2
p+1 + · · ·+ λ2px

2
2p = 1

:X úà úøàúî äàáä äàååùîä íâ æà

(−λp+1)x
2
p+1 + · · ·+ (−λ2p)x22p + (−λ1)x21 + · · ·+ (−λp)x2p = −1

.(4′) äøåöäî àéä ñéñáä éøáà ìù øãñä éåðéù øçàìå

.σ(A) ≥ 0-ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì øùôà ,êéøö íà ,−1-á äàååùîä úìôëä éãé ìò (à) :èôùîä úçëåä

äàååùîì úåææäå à"áù éãé ìò øåáòì øùôà íãå÷ä èôùîä éôì ïëì (.|σ|-á σ úà óéìçîå r úà äðùî åðéà äæ øáã)

.σ ≥ 0 úàå r úà úåðùî ïðéà äìà úåìåòô .β > 0 ,Φ = 2βxp+q+1 åà Φ = α ∈ R-å (5) éàðú íò (4)

æà ,λ1, . . . , λs íééîöòä íéëøòä úøãñá íééìéìùäå íééáåéçä íéøáéà øôñî úà p-á ïîñð íàå s = r ïëì

íà , 1
|α| ) γ ̸= 0 íéàúî øì÷ñá (4) úà ìéôëð .p ≥ 1 ïëì ,p+ q = r ≥ 1-å ,p ≥ q ïëì ,p− q = |σ| ≥ 0

.ù÷åáîë Φ ìá÷ðå (Φ = 2βxp+q+1 íà , 1β åà Φ = α ̸= 0

.øì÷ñá ìôë éãë ãò ,A ìù íééîöòä íéëøòä úøãñ úàå r, |σ| úà úåðùî ïðéà úåìôëäå ,úåææä ,à"áù (á)

øáë äùòîì .Φ ìù íéðåùä íéø÷îä éôì (4′) ìù úáçøåîä äöéøèîä úà ïçáð .íãå÷ä èôùîá åîë (â)

.íéøîùð |σ|, |σ̃|-ù øåëæð .íù úàæ åðéùò

æà .det Ã ̸= 0 ,detA ̸= 0 çéðð 15.8 èôùî ìù íéðåîéñá :15.9 ìéâøú

.Φ = −1 åà Φ = +1 ïëìå, r̃ = n+ 1 ,r = n (à)

:çëåä .σ = σ(A) > 0 éë íâ çéðð

.Φ = −1 æà ,ïîéñ úååù det Ã,detA íà (á)

.Φ = +1 æà ,ïîéñ úåãâåðî det Ã,detA íà (â)

øúé íò äðåùàøä äøåùä úà óéìçð êë øçàå úåãåîòä øúé íò Ã ìù äðåùàøä äãåîòä úà óéìçð (â) ,(á) :äçëåä

äîéúç äúåà úìòá èøôáå Ã′ :=

(
A u
ut a

)
úôôåç äöéøèî Ã =

(
a ut

u A

)
-î ìá÷ð êë éãé ìò .úåøåùä

.Ã′-á Ã úà óéìçäì øùôà ,úåîéúçä éôì òá÷ð Φ-ù ïåéë .äèððéîøèã ìù ïîéñ åúåà íâå

,14.24 èôùî éôì .det Ã′ úôñåúá ,A ìù íééùàøä íéøåðéîä úøãñ àéä Ã′ ìù íééùàøä íéøåðéîä úøãñ

ïàëî .ïîéñ úåãâåðî det Ã′,detA íà σ(Ã′) = σ − 1-å ,ïîéñ úååù det Ã′,detA íà σ(Ã′) = σ + 1

.15.8 èôùî éôì äð÷ñîä

íéøúàá .úéðåð÷ äàååùî úìòá úåðåéðù ìù úéøèîåàéâä äøåöä úà úøàúî äàáä äìáèä

http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcIII/QuadricSurfaces.aspx

.äìà úåøåöî ÷ìç ìù íéøåéö íâ íéòéôåî
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úåéðåéðù ïåéî ìù äìáè

.ñôàî íéðåù α, β, γ ∈ R ,r = rk(A), r̃ = rk(Ã), σ = Sign(A), σ̃ = Sign(Ã) :àø÷î

:R3 -á •

(ìîøåðî) éðåð÷ øåàéú r |σ| r̃ |σ̃| úéðåéðùä íù

α2x2 + β2y2 + γ2z2 = 0 3 3 3 3 äãå÷ð

α2x2 + β2y2 + γ2z2 = 1 3 3 4 2 ãéàåñôéìà

α2x2 + β2y2 + γ2z2 = −1 3 3 4 4 ä÷éø äöåá÷

α2x2 + β2y2 − γ2z2 = 0 3 1 3 1 éèôéìà èåøç

α2x2 + β2y2 − γ2z2 = 1 3 1 4 0 úçà äòéøé ìòá éèôéìà ãéàåìåáøôéä

α2x2 + β2y2 − γ2z2 = −1 3 1 4 2 úåòéøé éúù ìòá éèôéìà ãéàåìåáøôéä

α2x2 + β2y2 = 0 2 2 2 2 øùé

α2x2 + β2y2 = 1 2 2 3 1 éèôéìà ìéìâ

α2x2 + β2y2 = −1 2 2 3 3 ä÷éø äöåá÷

α2x2 + β2y2 = 2z 2 2 4 2 éèôéìà ãéàåìåáøô

α2x2 − β2y2 = 0 2 0 2 0 íéëúçð íéøåùéî éðù

α2x2 − β2y2 = ±1 2 0 3 1 éìåáøôéä ìéìâ

α2x2 − β2y2 = 2z 2 0 4 0 éìåáøôéä ãéàåìåáøô

α2x2 = 0 1 1 1 1 (ìåôë) øåùéî

α2x2 = 1 1 1 0 0 íéìéá÷î íéøåùéî éðù

α2x2 = −1 1 1 2 2 ä÷éø äöåá÷

α2x2 = 2y 1 1 3 1 éìåáøô ìéìâ

:R2-á •

(ìîøåðî) éðåð÷ øåàéú r |σ| r̃ |σ̃| úéðåéðùä íù

α2x2 + β2y2 = 0 2 2 2 2 äãå÷ð

α2x2 + β2y2 = 1 2 2 3 1 äñôéìà

α2x2 + β2y2 = −1 2 2 3 3 ä÷éø äöåá÷

α2x2 − β2y2 = 0 2 0 2 0 íéëúçð íéøùé éðù

α2x2 − β2y2 = ±1 2 0 3 1 äìåáøôéä

α2x2 = 0 1 1 1 1 ìåôë øùé

α2x2 = 1 1 1 0 0 íéìéá÷î íéøùé éðù

α2x2 = −1 1 1 2 2 ä÷éø äöåá÷

α2x2 = 2y 1 1 3 1 äìåáøô
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?R2-á −2 + 4x− 4y + 3x2 + 2y2 = 0 úéðåéðùä úøàúî äî :15.10 äîâåã

èøôá .Ã =

−2 2 −2
2 3 0

−2 0 2

 úáçøåîäå A =

(
3 0
0 2

)
àéä äìù úîöîåöîä äöéøèîä

øùôà ,øîåìë ,Φ = +1 ,15.9 ìéâøú éôì ïëì ,det Ã = −32 < 0 ,detA = 6 > 0 ïë åîë .σ(A) = 2 > 0

äøåöì úéðåéðùä úà àéáäì

λ1x
2 + λ2y

2 = 1, λ1, λ2 > 0

.(λ1 : λ2) = (3 : 2) ,ïë ìò øúé .äñôéìà ìù äàååùî éäåæ

?R3-á 1 + 2z + 4xy − 4xz − 2x2 + 3y2 + 2z2 = 0 úéðåéðùä úøàúî äî :15.11 äîâåã

.Ã =


1 0 0 1
0 −2 2 −2
0 2 3 0
1 −2 0 2

 úáçøåîäå A =

−2 2 −2
2 3 0

−2 0 2

 àéä äìù úîöîåöîä äöéøèîä

åîë .σ(A) = 2− 1 = 1 ïëì ,−2,−10,−32 àéä A ìù íééùàøä íéøåðéîä (ìù úåèððéîøèãä) úøãñ

úéðåéðùä úà àéáäì øùôà ,øîåìë ,Φ = −1 ,15.9 ìéâøú éôì ïëì ,det Ã = −22 < 0 ,detA = −32 < 0 ïë

äøåöì

.αx2 + βy2 − γz2 = −1, α, β, γ > 0

.çåòéøé éúù ìòá éèôéìà ãéàåìåáøôéä åäæ
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íéùåâ ìù úåöéøèî :çôñð .16

êë úéàøð äöéøèîä :íéùåâ r × s-ì ÷ìçì ïúéð F ìòî
∑r

k=1mk ×
∑s

k=1 nk øãñî äöéøèî .äãù F éäé



n1 n2 . . . ns

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s
... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars


äöéøèî .i, j ìëì Aij ∈ Mmi×nj

(F ) (íéùåâä éìãâ úà íéðñîñî äöéøèîì ìòîå ìàîùî íéøôñîä) øùàá

.íéùåâ ìù äöéøèî úàø÷ð êë äîåùøù

:íéùåâ úöéøèî àéä íéùåâ úåöéøèî ìù äìôëî :(íéùåâ ìù úåöéøèî ìù äìôëî) 16.1 èôùî



p1 p2 . . . ps

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s

... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars





n1 n2 . . . nt

p1 B11 B12 . . . B1t

p2 B21 B22 . . . B2t

... . . . . . . . . . . . .

ps Bs1 Bs2 . . . Bst


=

=



n1 n2 . . . nt

m1 C11 C12 . . . C1t

m2 C21 C22 . . . C2t

... . . . . . . . . . . . .

mr Cr1 Cr2 . . . Crt


.i, j ìëì Cij = Ai1B1j +Ai2B2j + . . .+AisBsj =

∑s
k=1AikBkj øùàá

2 × 2 úåìòá úåöéøèî ìù éèøô äø÷îá íãå÷ ìôèð (íéñ÷ãðéà äáøä ììâá) íéëáåñî íéðåîéñäù ïåéë :äçëåä

:êë èôùîä úà çñðì øùôà äæ äø÷îá .íéùåâ


p1 p2

m1 A B

m2 C D

 
n1 n2

p1 P Q

p2 R S

 =


n1 n2

m1 AP +BR AQ+BS

m2 CP +DR CQ+DS


íéøãâåî ïëå úåøãâåî AP,BR,AQ,BS,CP,DR,CQ,DS úåìôëîäù áì íéùð äìéçú :åæ äçñåð çéëåð

øãñä åúåàî íéôâàä éðùá äöéøèîäå ,AP +BR,AQ+BS,CP +DR,CQ+DS íéîåëñä

.íéååù íéôâàä éðùá íéîéàúîä íéáéëøäù ÷åãáì øúåð .(m1 +m2)× (n1 + n2)
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.1 ≤ i ≤ m2, 1 ≤ j ≤ n1 øùàá ,íéôâàä éðùá (m1 + i, j)-ä áéëøä úà áùçð ,ìùîì

àéäù

(
A B
C D

)
ìù m1 + i-ä äøåùä úìôëä éãé ìò ìá÷úî äæ áéëø ìàîù óâàá

(
(C)i1, (C)i2, . . . , (C)i p1

, (D)i1, (D)i2, . . . , (D)i p2

)
àéäù

(
P Q
R S

)
ìù j-ä äãåîòá

.
(
(P )1j , (P )2j , . . . , (P )p1 j , (R)1j , (R)2j , . . . , (R)p2 j

)t
àéä ïúìôëî

(C)i1(P )1j + (C)i2(P )2j + · · ·+ (C)i p1
(P )p1 j+

+(D)i1(R)1j + (D)i2(R)2j + · · ·+ (D)i p2(R)p2 j = (CP )ij + (DR)ij = (CP +DR)ij

.éèøôä äø÷îä ìù äçëåää äîééúñä úàæá .ïéîé óâàá (m1 + i, j)-ä áéëøä ÷åéãá äæå∑s
k=1AikBkj íéîåëñä íéøãâåî ïëå úåøãâåî AikBkj úåìôëîäù áì íéùð äìéçú :äîåã éììëä äø÷îä

÷åãáì øúåð .(m1 +m2 + . . . +mr) × (n1 + n2 + . . . + nt) øãñä åúåàî íéôâàä éðùá úåöéøèîäå

.íéååù íéôâàä éðùá íéîéàúîä íéáéëøäù

.1 ≤ i ≤ m2, 1 ≤ j ≤ n1 øùàá ,íéôâàä éðùá (m1 + i, j)-ä áéëøä úà áùçð ,ìùîì

àéäù (Aij ) äöéøèîä ìù m1 + i-ä äøåùä úìôëä éãé ìò ìá÷úî äæ áéëø ìàîù óâàá

(
(A21)i1, (A21)i2, . . . , (A21)i p1 , . . . , (A2s)i1, (A2s)i2, . . . , (A2s)i ps

)
àéäù (Bij ) äöéøèîä ìù j-ä äãåîòá

.
(
(B11)1j , (B11)2j , . . . , (B11)p1 j , . . . , (Bs1)1j , (Bs1)2j , . . . , (Bs1)ps j

)t
àéä ïúìôëî

(A21)i1(B11)1j + (A21)i2(B11)2j + · · ·+ (A21)i p1(B11)p1 j + . . .+

(A2s)i1(Bs1)1j + (A2s)i2(Bs1)2j + · · ·+ (A2s)i ps
(Bs1)ps j =

p1∑
k=1

(A21)ik(B11)kj + · · ·+
ps∑
k=1

(A2s)ik(Bs1)kj

.(Cij ) äöéøèîä ìù (m1 + i, j)-ä áéëøä ÷åéãá äæå
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-å ,A ìù úåãåîòä A1, . . . , Ap äðééäú ,B ∈ Mp×n(F ) ,A ∈ Mm×p(F ) äðééäú :16.2 äð÷ñî

æà .B ìù úåøåùä B1, . . . , Bp

.AB = (A1, . . . , Ap )

B1
...

Bp

 = (
∑p

k=1AkBk ) ∈ Mm×n(F )

.r = 1, s = p, t = 1, p1 = · · · = ps = 1 íò èôùîä úà ìòôä :äçëåä

æà .c1, . . . , cn ∈ F åéäéå ,A ∈ Mm×n(F ) ìù úåãåîòä v1, . . . , vn ∈ Fm äðééäú :16.3 ìéâøú

.A

 c1
...

cn

 = c1v1 + · · ·+ cnvn

civi = vi(ci)-ù áì íéùì êéøö ÷ø úòë .v1(c1)+ · · ·+vn(cn) äöéøèîì äååù ïéîé óâà ,äð÷ñîä éôì :äçëåä

.(1×1 øãñî (ci) äöéøèîám×1 øãñî vi äöéøèîä úìôëî ,m×1 øãñî äöéøèî àåä vi(ci)) i ìëì

æà .A ìù úåøåùä A1, . . . , Am ∈ Fn äðééäú .P ∈ Mm(F )-å A ∈ Mm×n(F ) äðééäú :16.4 ìéâøú

ïä PA ìù úåøåùä

(P )i1A1 + (P )i2A2 + · · ·+ (P )imAm =
m∑

k=1

(P )ikAk, i = 1, 2, . . . ,m

PA =

 (P )11 . . . (P )1m
. . . . . . . . .

(P )m1 . . . (P )mm

 A1
...

Am

 =


∑m

k=1(P )1kAk

...∑m
k=1(P )mkAk

 ,èôùîä éôì :äçëåä

æà äøå÷ äæ íàå úåëéôä A,D íà ÷øå íà äëéôä M =


m n

m A B

n 0 D

 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :16.5 ìéâøú

.äìù éëôåää N =


m n

m A−1 −A−1BD−1

n 0 D−1



.M−1
0 =


m n

m A−1 0

n 0 D−1

 æàå úåëéôä A,D íà ÷øå íà äëéôä M0 =


m n

m A 0

n 0 D

 ,èøôá

,øîåìë ,

(
A B
0 D

)(
P Q
R S

)
= Im+n íéé÷úîå M−1 =


m n

m P Q

n R S

 æà äëéôä M íà :äçëåä

,èôùîä éôì

.

(
AP +BR AQ+BS

DR DS

)
=

(
Im 0
0 In

)
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ïàëî

.AP +BR = Im , DS = In , DR = 0 , AQ+BS = 0

.R = D−1(DR) = 0-ù ÷éñð ,DR = 0 êåúî ,ïàëî .S = D−1-å äëéôä D-ù ÷éñð DS = In êåúî

êåúî ,óåñáì .P = A−1-å äëéôä A-ù ÷éñð ïàëîå AP = Im-ì úåéäì êôåä AP + BR = Im ïëì

.M−1 = N -å úåëéôä A,D :íåëéñá .Q = −A−1BS = −A−1BD−1 éë ÷éñð AQ+BS = 0(
A B
0 D

)(
A−1 −A−1BD−1

0 D−1

)
= ,èôùîä éôì æà ,úåëéôä úåöéøèî A,D íà ,êôéäì

.M−1 = N -å äëéôä M ïëì ,

(
Im 0
0 In

)
= Im+n

æà äøå÷ äæ íàå úåëéôä B,C íà ÷øå íà äëéôä M =


n m

m A B

n C 0

 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :16.6 ìéâøú

.äìù éëôåää N =


m n

n 0 C−1

m B−1 −B−1AC−1



.M−1
0 =


m n

n 0 C−1

m B−1 0

 æàå úåëéôä B,C íà ÷øå íà äëéôä M0 =


n m

m 0 B

n C 0

 ,èøôá

äìôëîä êà ,M -á íéùåâä ìù íéøãñäî íéðåù N ìù íéùåâä éøãñù áì íéùì ùé .íãå÷ä ìéâøúá åîë :äçëåä

.èôùîä éàðúì äîéàúîå úøãâåî MN

.


n m

n D 0

m 0 A

 äöéøèîì äîåã


m n

m A 0

n 0 D

 éë çëåä :16.7 ìéâøú

èôùîä éôì .äìù éëôåää


m n

n 0 In

m Im 0

 -å äëéôä


n m

m 0 Im

n In 0

 ,16.6 ìéâøú éôì :äçëåä


m n

n 0 In

m Im 0

 
m n

m A 0

n 0 D

 
n m

m 0 Im

n In 0

 =


n m

n D 0

m 0 A



99



.|M | = |A| · |D| :çëåä .íéùåâ úöéøèî M =


m n

m A B

n 0 D

 éäú :16.8 ìéâøú

.
|A|·|D|
|M | = 1 éë çéëåð :äçëåä

íà) .C úéòåáéø äöéøèî ìëì |P(C)| = λP · |A|-ù êë λP øì÷ñ íéé÷ P úéøèðîìà äìåòô ìëì ,òåãéë

úôñåä àéä P íàå ;äæä øì÷ñä àåä λP æà ,øì÷ñá äøåù úìôëä àéä P íà ;λP = −1 æà ,úåøåù úôìçä àéä P

.M ′ =

(
A′ B′

0 D

)
éäéå ,B′ = P(B) ,A′ = P(A) ïîñð (.λP = 1 æà ,úøçà äøåùì äøåù ìù äìåôë ìù

.
|A|·|D|
|M | úà äðùî äðéà M ìò P úìòôä ,øîåìë ,

|A′|·|D|
|M ′| = λP |A|·|D|

λP |M | = |A|·|D|
|M | ïëì .M ′ = P(M) æà

.äðåéìò úéùìåùî èøôáå úâøåãî A-ù çéðäì øùôà ïëì

úéùìåùî äöéøèîáù ïåéë .äðåéìò úéùìåùî M íâ æà .äðåéìò úéùìåùî D-ù çéðäì ïúéð äîåã ïôåàá

.úòáåð äð÷ñîä ,éùàøä ïåñëìàá íéøáéàä úìôëî àéä äèððéîøèãä äðåéìò
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øáòî úåöéøèî :çôñð .17

.øáòî úöéøèî úåãåà 1 úéøàðéì äøáâìàî øîåç ìéëî äæ çôñð

.åìù ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

úàø÷ð P =
(
[v′1]B, . . . , [v

′
n]B
)
∈ Mn(F ) æà .V éøáà ìù äøãñ B′ = (v′1, . . . , v

′
n) éäú :17.1 äøãâä

.P = [idV ]
B′

B æà V ìù ñéñá B′ íàù áì íéù .B′-ì B-î øáòîä úöéøèî

.

(
1 1
0 −2

)
àéä
((

1
1

)
,
(

1
−1

))
-ì
((

1
1

)
,
(
0
1

))
-î øáòîä úöéøèî :17.2 äîâåã

øáòîä úöéøèî àéä P -ù êë V éøáà ìù B′ = (v′1, . . . , v
′
n) äøãñ úîéé÷ æà .P ∈ Mn(F ) éäú :17.3 ìéâøú

.B′ -ì B -î

j-ä äãåîòä àéä [v′j ]B-ù êë v′j ∈ V íéé÷ 1 ≤ j ≤ n ìëì ïëì .Fn ìò àéä v 7→ [v]B ä÷úòää :ïåøúô

.B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P æà ,B′ = (v′1, . . . , v
′
n) øéãâð .P ìù

.ñéñá B′ íà ÷øå íà äëéôä B′ -ì B -î P øáòîä úöéøèî :17.4 èôùî

dim(Sp([v′1]B, . . . , [v
′
n]B)) = dim(C(P )) = rkP = n⇔ äëéôä P :äçëåä

(.P ìù úåãåîòä áçøî àåä C(P ) ïàë) .Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v
′
n]B ⇔

íéñéñá íé÷éúòî Fn → V åìù éëôåää íâå v 7→ [v]B éãé ìò ïåúðä V → Fn íæéôøåîåæéàä êà

.V ìù ñéñá v′1, . . . , v
′
n ⇔ Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v

′
n]B ïëì .íéñéñáì

.[v]B = P [v]B′ æà .v ∈ V éäéå V ìù ñéñá B′ = (v′1, . . . , v
′
n) éäé :17.5 äðòè

ïëì ,[v′j ]B′ = ej æà .v = v′j ∈ B′-ù äìéçú çéðð : :äçëåä

.P [v′j ]B′ = Pej = P ìù j-ä äãåîòä = [v′j ]B

,íãå÷ä äø÷îä éôì ,æà .v =
∑n

j=1 ajv
′
j -ù êë a1, . . . , an ∈ F ùé éììëä äø÷îá

,P [
n∑

j=1

ajv
′
j ]B′ = P

( n∑
j=1

aj [v
′
j ]B′
)
=

n∑
j=1

ajP [v
′
j ]B′ =

n∑
j=1

aj [v
′
j ]B = [

n∑
j=1

ajv
′
j ]B

.P [v]B′ = [v]B ,øîåìë

101



úåéøèðîìà úåöéøèî :çôñð .18

.úåéøèðîìà úöéøèî úåãåà 1 úéøàðéì äøáâìàî øîåç ìéëî äæ çôñð

.m éòáè øôñîå F äãù òá÷ð

:úåàáäî úçà àéä (úåøåù m úåðá úåöéøèî ìù úåøåù ìò) E úéøèðîìà äìåòô :18.1 äøãâä

.ñôàî äðåù øì÷ñá äøåù ìù äìôëä (à)

.úøçà äøåùì äøåù ìù äìåôë ìù äôñåä (á)

.úåøåù éúù ïéá äôìçä (â)

.E -ì äîéàúîä úéøèðîìàä äöéøèîä àø÷ú E(Im) ∈ Mm(F ) äöéøèîä

.äâøãä úà äðùî äðéà úéøèðîìà äìåòô éë ,äëéôä äðéä úéøèðîìà úöéøèî :18.2 äøòä

æà .äì äîéàúîä úéøèðîìàä äöéøèîä E éäúå .úéøèðîìà äìåòô E éäú .A ∈ Mm×n(F ) éäú :18.3 äðòè

.E(A) = EA

æà .A ìù úåãåîòä A1, . . . , An äðééäú ,ïëà .n = 1 úåéììëä úìáâä éìá (à) :äçëåä

E(Aj) = EAj éë çéëåäì éã ïëì ,E(A) =
(
EA1, . . . , EAn

)
åìéàå E(A) =

(
E(A1), . . . , E(An)

)
.j ìëì

.a1, . . . , am ∈ F øùàá ,A =
∑m

i=1 aiei ,ïëà .1 ≤ i ≤ m ìëì A = ei úåéììëä úìáâä éìá (á)

.i ìëì E(ei) = Eei éë çéëåäì éã ïëì ,E(A) =
∑m

i=1 aieiAei åìéàå E(A) =
∑m

i=1 aiE(ei) æà

,E = E(Im) = E(e1, . . . , em) =
(
E(e1), . . . , E(em)

)
ìáà .E ìù i-ä äãåîòä àéä Eei (â)

.E(ei) àéä E ìù i-ä äãåîòä ïëì

úåðá úåöéøèî ìù úåãåîò ìò) E -ì äîéàúîä E ′ úéøèðîìàä äìåòôä æà .úéøèðîìà äìåòô E éäú :18.4 äøãâä

."úåãåîò\äãåîò" íéìîá "úåøåù\äøåù" íéìîä úôìçä éãé ìò E -î úìá÷úîù äìåòôä àéä (úåãåîò m

.B ∈ Mm×n(F ) éäú .äì äîéàúîä úåãåîò ìò úéøèðîìàä äìåòôä E ′ éäúå úéøèðîìà äìåòô E éäú :18.5 äð÷ñî

.E ′(B) = BEt æà

.E ′(B) =
(
E(Bt)

)t
= (EBt)t = BEt :äçëåä
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ïçáîì íéèôùî

äàöøäá äéäù øîåç ìù äçëåä ìù úåìàù éúù äðééäú (á ãòåîá íâå à ãòåîá) æ"òùú úðù ìù éôåñä ïçáîá

:äàáä äîéùøä êåúî äðééäú úåìàùä .("íéèôùî")

[úéøàù íò ÷åìéç] 2.3

[.(X − α)|f íà ÷øå íà f(α) = 0] 2.4

[éùàø àåä F [X]-á ìàãéà ìë] 3.4

[.éðåùàø àåä íà ÷øå íà ÷éøô éà åðéä øáéà] 3.6 +3.7

[íééðåùàøì ÷åøéô] 3.8

[íéðåù ò"òì íéëééùä ò"å úåìú éà] 4.10

[Cayley-Hamilton] 6.9

[fA|mn
A] 7.5

[degmA = n :ìéâøú] 7.12

[éøèîåàéâ éåáéø ≤ éøáâìà éåáéø] 8.2

[ éåáéø éôì ïåñëì] 8.3

[n = 2 ,éøîéøô ÷åøéô] 9.13+9.12

[rank(J)] 10.6

[úéèðèåôìéð ïãøå'æ úöéøèî àéä åéôì äöéøèîäù ñéñá íåé÷] 10.12

[ïåñáå÷òé úøåö] 11.10

[èãéîù íøâ êéìäú] 12.11

[õøååù éùå÷ ïåéååù éà] 12.18

[íéìùî áçøî úéðá] 12.22

[T∗ úøãâä] 13.1

[úéøèéðåà ä÷úòä ìù úåéåìé÷ù] 13.12

[.äæìì äæ íéáöéð ò"å T ∗(v) = λ̄v] 13.18 + 13.17

[úåéìîøåð úå÷úòäì éøèéðåàä ïåñëìä èôùî] 13.19

[úéøèéðåàå äîöòì äãåîö äöéøèî ìù ò"ò] 13.22

[úéìðåâåúøåà ä÷úòä ìù äöéøèî] 13.25

[úéøàðéìéá úéðáú ïåñëì] 14.13

[øèñáìéñ èôùî] 14.19

[úåèððéîøèãä éôì úéðáúä úîéúç] 14.24

.êùîäá äîéùøì óñååúäì íéìåëé ,åãîìð àì ãåòù íé÷øôäî ,íéôñåð íéèôùî
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