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úåãùä úøåú .1

éøåè÷å áçøîë L ìù ãîîä .K ìòî éøåè÷å áçøîë L úà úåàøì øùôà ,L äãùá ìëåîä äãù àåä K íà

äø÷îá .[L : K] < ∞ åáù äø÷îá ø÷Äòá ï�éðòúð åðà .[L : K] á ïîËñîå "L/K äáçøää ìù äìòîä" àø÷ð

íéî�é÷ ,úåøçà íéìîá .K ìòî úéøàðéì úåéåìú 1, x, . . . , xn úå÷æ¢çäù êë n éòáè øôñî í�é÷ x ∈ L ìëì äæ

íåðéìåôä ìù ùø¹ù åð¤ä x ,øµîåà ä�åä ,a0 + a1x+ · · ·+anxn = 0 ù êë ñôà íì�ë àìù a0, a1, . . . , an ∈ K

óñåðá íà .K[X] âåçá ÷éøô éà f(X) éæà ,åæ äðåëú ìòá éøòæî n íà .f(X) = anXn + · · ·+ a1X + a0

óåøöë äâöäì ïú�ð L ìù øáà ìë ïëìå L/K ì ñéñá úååäî 1, x, . . . , xn−1 úå÷æçä éæà ,n = [L : K] ,äæì

.K[x] âåçä íò ãëìúî L ,úåøçà íéìîá .K á íéîã÷î íò åìà úå÷æç ìù éøàðéì

L = K[x] ù êë n äìòîî K úà óé÷îä L äãù í�é÷ n äìòîî f ∈ K[X] ÷éøô éà íåðéìåô ìëì ,êôäì

øîåà äæ ÷øôá çéëåðù íééæëøîä íéèôùîä ãçà .K-íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé L ,ïë ìò øúé .f ìù ùøù àåä x å

ùé K̃ ìòî úéáåéç äìòîî íîåðéìåô ìëìå K ìòî éøáâìà åìù øáà ìëù K̃ äãù úåðáìå åæ äéðá áéçøäì øùôàù

."K ìù éøáâìàä øÛâñä" àø÷ð äæ äãù .K̃ á ùøù

f ìù ïåéìòä íã÷îä íà ,èøôá .íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ÷øôúî f ∈ K[X] íåðéìåô ìë ,K̃ ìòî

x1, . . . , xn íà .f ìù íéùøùä íä x1, . . . , xn øùàá ,f(X) =
∏n

i=1(X − xi) äøåöá f ÷øôúî ,1 ì äåù

øîåà íåã÷ä øáàä èôùî ."K ìòî ãéøô" åð¤ä x1, . . . , xn íéøáàäî ãçà ìëå ãéøô f ù íéøîåà ,äæî äæ íéðåù

.L = K[x] ù êë x ∈ L í�é÷ éæà ,ãéøô K ìù L úéôåñ äìòîî äáçøä ìù íéøáàäî ãçà ìë íàù

L úåáçøä ïä åìà ."úåéìîøåð úåáçøä" àåä úåãùä úøåúá úéæëøî úåáéùç ìòá úåáçøä ìù øçà âåñ

.L ìòî íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ÷øôúî f éæà ,L á ùøù ùé f ∈ K[X] íåðéìåôì íà :äàáä äðåëúä úåìòá

.éðùä ÷øôä ìù ïåéãä àeùð úà eåäé åìà ."äàåìâ úåáçøä" úåàø÷ð úåéìîøåð íâå úåãéøô íâ ïäù K ìù L úåáçøä
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íéâåç ìò úåôñåúå úåø�ëæú 1.1

äøáâìà" úåàöøää úøáåçá íá�á íéòéôåîä íééôåì¤çä íéâåçä úøåúî úåéñéñá úåàöåúå íéâùåî øéëæð äæ óéòñá

ãîìð äæ øî©çù àéä åðúçðä .á"ìùú íéìùåøé ,ïåîã÷à úàöåäáå ïåøéì éøåà úëéøòá øåöéîò ïåùîù øåñôåøô ìù "à

ñøå÷ä åúåàá ììë êøãá úãîìð äðéàù äàöåú .úåçëåä àìì úåàöåúä úà àéáð ïëìå "1 úéøàðéì äøáâìà" ñøå÷á øáë

.äçëåä íò ïàë àáåú ïøåö ìù äîìä ìò úëîñðäå

.íéìàãéàå íéâåç

1 å 0 íéðé�öî íéøáàå (·) ìôëå (+) øåá¤ç ,úåéøðéá úåìËòô éúù íò ãçé R äöåá÷ åðä (äãéçé íò éôåì¤ç) âåç

:íéàáä íéàðúä úà íéî�é÷îä

.ñôàä øáàë 0 íò úéôå�ìç äøåáç äåäî (R, +) (1à)

.x ∈ R ìëì 1 · x = x í�é÷úîå óåø�öäå óåì¤çä éàðú úà í�é÷î ìôëä (2à)

.x(y + z) = xy + xz :âåìÄôä éàðú í�é÷úî (3à)

.âåç ä�åäî íéìéâøä 1 å 0 íéøáàäå ìôëäå øåáçä íò ãçé Z íéîìùä íéøôñîä úöåá÷ ,äîâHì

.äãù åðä R éæà ,xx′ = 1 åøåáòù x′ øáà øîåìë ,éëô¨ä í�é÷ R ìù x ñôàî äðåù øáà ìëì íà

.ϕ(1) = 1 ïëå ìôëäå øåá¤çä ìò úøîåù àéä íà íæéôøåîåîåä úàø÷ð íéâåç éðù ïéá ϕ: R → S ä÷úÀòä

ãç ϕ íà ,óåñáì . ïåë´ù íâ åà íæéôøåîåðåî úàø÷ð àéä ,úéëøò ãç ãç ϕ íà . íæéôøåîéôà úàø÷ð àéä ,ìò ϕ íà

. íæéôøåîåæéà úàø÷ð àéä ,ìòå úéëøò ãç

.R ìù àåäùìë øáàá ìôë úçúå øåá¤ç úçú äøåâñ àéä íà ìàãéà äð�ëî R ìù I ä÷éø àì äöåá÷ úú

,R íò ãëìúî åðéà íà úÛàð àåäù I ìàãéàä ìò íéøîåà .xa ∈ I éæà ,x ∈ R å a ∈ I íà ,úåøçà íéìîä

úå÷ìçîä óñ¹à .I éôì úéðîé ä÷ìçî úàø÷ð a + I = {a + x | x ∈ I} äøåöäî äöåá÷ ìë .1 /∈ I ïéôåì¤çì

:úåàáä úåøãâää úøæòá âåçì äæ óñ¹à êÉôäì øùôà .R/I á ïîËñî úåéðî�éä

(x + I) + (y + I) = (x + y) + I (x + I)(y + I) = xy + I

π(x) = x + I éãé ìò úøã»îä π: R → R/I ä÷úòää .1 + I åðä äãéçéä øáà åìàå I ë øãâ»î R/I ìù ñôàä

.x ∈ I íà ÷øå íà π(x) = 0 ù òáåð äøãâääî .äðîä ú÷úÀòä àø÷ðä íéâåç ìù íæéôøåîéôà äðä

. x éãé ìò øöåðä éùàøä ìàãéàä àø÷ðä R ìù ìàãéà àéä Rx = {ax | a ∈ R} äöåá÷ä x ∈ R ìëì

.éùàø àåä Z ìù ìàãéà ìëù òáåð úéøàù íò ÷åì¤çä èôùîî ,äîâHì

ìàãéà åðä Ker(ϕ) = {x ∈ R | ϕ(x) = 0} éæà ,íéâåç ìù íæéôøîåîåä àåä ϕ: R → S íà ,êôäì

ù êë ϕ̄: R/Ker(ϕ) → S íæéôøåîåæéà éòáè ïô¹àá äøùî ϕ éæà ,ìò ϕ íà .ϕ ìù ïéòøâä àø÷ðä R ìù

.íéâåçì íæéôøåîåæéàä èôùî úàø÷ð åæ äðòè .äðîä ú÷úòä àåä π: R → R/Ker(ϕ) øùàá ,ϕ̄ ◦ π = ϕ
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äæ äø÷îá .M úà ùîî óé÷îä úåàð ìàãéà íåù R ì ïéà íàå úåàð M íà éaøî äð�ëî R ìù M ìàãéà

.éaøî M éæà ,äãù R/M íà ,êôäì .äãù åðä R/M

íä ax íäáù
∑

x∈X axx íéîåëñä ìë óñà àåä X éãé ìò øöåðä ìàãéàä .R ìù äöåá÷ úú X éäú

,éðåùàø p íà ÷øå íà éáøî pZ éæà ,p ∈ Z íà ,äîâHì .
∑

x∈X Rx á ïîËñî àåä .ñôà íì�ë èòîëù R ìù íéøáà

.íéøáà p ïéá äãù åðä Z/pZ äæ äø÷îáå

ù ãéîú òáåð x, y ∈ R íéøáà øåáò xy = 0 ïåéåùäî íà úåîìù íçú àø÷ð R (äãéçé íò éôåìç) âåç

K ìù øáà ìë .R ìù úåðîä äãù àø÷ð äæ äãù .R úà óé÷·îä K éøòæî äãù í�é÷ äæ äø÷îá .y = 0 åà x = 0

.R ìù íéøáà ìù xy′ = x′y ïåéåùì ìå÷ù x
y = x′

y′ úåðî ïåéåù .y 6= 0 å x, y ∈ R íò x
y äðîë äâöäì ïú�ð

úà êëá íéðkùîå x
1 äðîä íò R ìù x øáà íéäæî óåñáì .úåìéâøä úåàçñ�ðä éôì íéøãâ»î úåðî ìù äìôëîå íåëñ

.Z ìù úåðîä äãù àåä Q íééìðåéöøä íéøôñîä äãù ,äîâHì .K á R

.ïøåö ìù äîìä

ìò ≤ éøðéá ñçé .ïøåö ìù äîìä àåä (úåãùäå) íéâåçä úøåúá åðúåùøì íéãîåòä íé÷æçä íéìëäî ãçà

.x, y, z ∈ X ìëì úåàáä úåùéøãä ùìù úà í�é÷î àåä íà é÷ìç øãÅñ ñçé äð�ëî X äöåá÷

.x ≤ x (1á)

.x = y ù øøåâ y ≤ x å x ≤ y (2á)

.x ≤ z ù øøåâ y ≤ x å x ≤ y (3á)

äàåùäì íéðú�ð X ìù x, y íéøáàù øîàð .úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ äåäî (X,≤) âåæäù øîàð äæ äø÷îá

A ⊆ X íà .äàåùäì íéðú�ð C ìù íéøáà éðù ìë íà úøùøù àø÷ú X ìù C äöåá÷ úú .y ≤ x åà x ≤ y íà

ïéà íà éaøî øáà àø÷ð X ìù x̄ øáà .A ìù ìéòìî íñç àø÷ð m éæà ,a ∈ A ìëì a ≤ m í�é÷î m ∈ X å

.x̄ î ùîî ìåãâä X ìù øáà íåù

íñç ùé X á ä÷éø àì úøùøù ìëìù çéðð .ä÷éø àì úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ 〈X,≤〉 éäú :(ïøåö ìù äîìä) 1.1.1 äîì

.éaøî øáà X á ùé éæà .ìéòìî

."úåöåá÷ä úøåú" ñøå÷ä úåîéùøá 9 óéòñ äàø :äçëåä

.äîìä ìù ïåùàøä ùåî´ùä éVä

.I úà óé÷·îä R ìù M éáøî ìàãéà í�é÷ R âåç ìù I úåàð ìàãéà ìëì :1.1.2 äîì

.äéìà ê�éù I éë ä÷éø äðéà åæ äöåá÷ .I úà íéôé÷·îä R ìù íéúåàðä íéìàãéàä ìë äöåá÷ úà J á ïîñð :äçëåä

x, y ∈ J íà .C ì íéë�éùä íéìàãéàä ìë ãåçà J éä�éå J á úøùøù C éäú .J ìò é÷ìç øãñ ñçé åðä äìëää ñçé

íéìàãéàä éðùî ãçà ìëåî úøùøùä úøãâä éôì .J ì ê�éùä J2 ìàãéàì ê�éù y å J ì ê�éùä J1 ìàãéàì ê�éù x éæà
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äîåã ïô¹àá .x + y ∈ J ù ïàëî .x + y ∈ J2 ïëìå x, y ∈ J2 éæà .J1 ⊆ J2 ù ìùîì çéðð .øçàá J2 å J1

.J ì ê�éù åðéà íâ àåä ,J éøáàî ãçà óàì ê�éù åðéà 1 å ìéàåä .ìàãéà àåä J ïëì .a ∈ R ìëì ax ∈ J ù òáåð

.J ìù ìéòìî íñç åðä J ,ïëì .I ⊆ J óåñáì

.I úà óé÷îä I ìù éáøî ìàãéà åðä äæ øáà .J á M éaøî øáà úðúåð ïøåö ìù äîìä

.íééøåè÷å íéáçøî ìù íéñéñá

÷øå êà éåìú ñéñáä éøáà øôñîå ñéñá ùé úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî ìëìù íéçéëåî úéøàðéì äøáâìàá ñøå÷á

.íééììë íééøåè÷å íéáçøîì åìà úåãáËò ïàë ìéìëð .áçøîá

.F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :ñéñáä èôùî

.B ñéñá V ì íé÷ (à)

.B0 úà óé÷éù êë B úà øçáì ïú�ð éæà ,úéøàðéì äéåìú äðéàù V ìù äöåá÷ úú àéä B0 íà (á)

.|B′| = |B| éæà ,V ìù óñåð ñéñá àåä B′ íà (â)

.V ìù ãîîä àø÷ú V ìù íéñéñáä ìë ìù úôú»ùîä äîöòä

äéäú àéä .B0 úà äôé÷îä B úéáøî úéøàðéì äéåìú àì äöåá÷ úî�é÷ù òáåð ïøåö ìù äîìäî :(á) å (à) úçëåä

.V ìù ñéñá

.úåéôåñðéà B′ å B ù çéðäì ìëåð ,ïëì .úéôåñ B ù äø÷îá úìôèî úéñéñáä úéøàðéìä äøáâìàä :(â) úçëåä

,èøôá .j 6= j′ íà uj 6= uj′ å i 6= i′ íà vi 6= vi′ ù êë B′ = {uj | j ∈ J} å B = {vi | i ∈ I} íùøð

.|B′| = |J | å |B| = |I|
äöåá÷ä .vi =

∑
j∈J αijuj ù êë ñôà íì�ë èòîë øùà αij ∈ F íéî�é÷ i ∈ I ìëì

.úéôåñ Ji = {j ∈ J | αij 6= 0}

,ïëì .uj =
∑

i∈I βjivi ù êë ñôà íì�ë àìù βji ∈ F íéî�é÷ éæà .j ∈ J éäé ,ïëàå .J =
⋃

i∈I Ji :äðòè

uj =
∑

i∈I

βji

∑

k∈J

αikuk =
∑

k∈J

( ∑

i∈I

βjiαik

)
uk

,ïëì .αij 6= 0 ù êë i ∈ I íé÷ù ïàëî .1 =
∑

i∈I βjiαij úðúåð íéôâàä éðùá uj ìù íéîã÷îä úàåùä

.j ∈ Ji

éôì .|B| ≤ |B′| ,éøèîéñ ïôàá .|B′| = |J | = |⋃i∈I Ji| ≤ ℵ0 · |I| = |I| = |B| ù òáåð äðòèäî

.|B| = |B′| ,ïééèùðøá-øåèð÷ èôùî
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.ãçà äðúùîá íéîåðéìåô

íåëñ àåä åìù øáà ìë .R ìòî X á íéîåðéìåôä âåç úà R[X] á ïîñð .äðúùî X å âåç R éäé

óñåð íåðéìåô .íåðéìåôä éµîã÷î íéàø÷ðäå ñôà íì�ë èòîëù R ìù íéøáà íä íé-ai ä åáù
∑∞

i=0 aiX
i éìîøåô

:úåàáä úåàçñ�ðä éãé ìò íéøãâ»î íéîåðéìåô éðù ìù äìôëîäå íåëñä .i ìëì ai = bi íà íãå÷ì äåù
∑∞

i=0 biX
i

(
∞∑

i=0

aiX
i) + (

∞∑

i=0

biX
i) =

∞∑

i=0

(ai + bi)Xi (
∞∑

i=0

aiX
i)(

∞∑

j=0

bjX
j) =

∞∑

k=0

∑

i+j=k

aibjX
k

àø÷�éù) a + 0 ·X + 0 ·X2 + · · · íåðéìåôä úà a ∈ R øáà ìëì íéàúðù éãé ìò R[X] êåúì R úà ïëùð

.(òåá÷ íåðéìåô

ϕ(a) = a å ϕ(X) = x ù êë ϕ: R → S ãéçé íæéôøåîåîåä í�é÷ R úà óé÷îä S âåç ìù x øáà ìëì

.R-íæéôøåîåîåä åðä ϕ ù øîàð äæ äø÷îá .a ∈ R ìëì

äæ äø÷îá .an 6= 0 åøåáòù éaøµîä n ä äðä ñôàî äðåùä f(X) =
∑∞

i=0 aiX
i íåðéìåô ìù äìÂò·îä

.f(X) =
∑n

i=0 aiX
i å n = deg(f) í¹ùøð

ìëì deg(fg) = deg(f) + deg(g) éæà ,(äãù àåä R íà ,èøôáå) úåîìù íåçú àåä R íà

.f, g ∈ R[X]

g, r ∈ K[X] íéî�é÷ éæà .g 6= 0 ù êë íéîåðéìåô éðù f, g ∈ K[X] åéäéå äãù K éäé :úéøàù íò ÷åìÄçä èôùî

.deg(r) < deg(g) åà r = 0 å f = qg + r ù êë íéãéçé

åéäé .g, r ìù íåéNä úà ÷ø çéëåð :äçëåä

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 an 6= 0

g(X) = bmXm + bm−1X
m−1 + · · ·+ b0 bm 6= 0

éæà .f1(X) = f(X) − an

bm
Xn−mg(X) ïîñð úøçà .r = f å q = 0 øçáð ,n < m íà

ù êë q1, r ∈ K[X] úðúåð deg(f) ìò (äéö÷åãðà=) äàøùä .deg(f1) < deg(f)

f1(X) = q1(X)g(X) + r(X)

.ù÷Ëáîë ,f(X) =
(

an

bm
Xn−m + q1(X))

)
g(X) + r(X) ,ïëì .deg(r) < deg(g) å

íâå f úà íâ ÷ìçîä d íåðéìåô åðä f, g ∈ K[X] ñôàî íéðåù íéîåðéìåô éðù ìù óú»ùîä éáøµîä ÷ìçîä

ñôàî äðåù òåá÷á ìôë éãë ãò ãéçé ïôàá òá÷ð äæ íåðéìåô .d úà íâ ÷ìçî g å f ìù óú»ùî ÷ìçî ìëù êë g úà

.äæì äæ íéøæ g å f ù íéøîåà gcd(f, g) = 1 íà ,èøôá .gcd(f, g) á ïîËñîå
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,ïë ìò øúé .éaøî óú»ùî ÷ìçî K[X] á ùé ñôàî íéðåù f, g ∈ K[X] íéîåðéìåô éðù ìëì :ñãéì÷åà ìù ïåkúîä

.pf + qg = d ù êë p, q ∈ K[X] íéî�é÷

q, r ∈ íéîåðéìåô ìá÷ì éãë úéøàù íò g á f úà ÷ìçð .deg(f) ≥ deg(g) ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

.min(deg(g),deg(r)) < min(deg(f),deg(g)) ,ïëì .deg(r) < deg(g) å f = qg + r ù êë K[X]

g, r ìù d øúåéá ìåãâ óú»ùî ÷ìçî úðúåð íéîåðéìåôä éðù ìù úåìòîä ïéá äðè÷ä äìòîä ìò äàøùä úçðä

íéùð äúò .q1f = q1qg + q1r = q1qg− p1g + d ïëì .p1g + q1r = d ù êë p1, q1 ∈ K[X] íéîåðéìåôå

.ù÷Ëáîë ,q1f + (p1 − q1q)g = d ,óñåðá .gcd(f, g) = gcd(g, r) ù êëì áì

.òåá÷ g åà f íéîåðéìåôä éðùî ãçà ,åìù p = fg ÷åøô ìëá íà ÷éøô éà äð�ëî p ∈ K[X] íåðéìåô

øîàð .p|g åà p|f ù òáåð p|fg êåúî íà éðåùàø äð�ëî p íåðéìåôä .÷éøô éà åðä 1 äìòîî íåðéìåô ìë ,äîâHì

.g = cf ù êë c ∈ K× í�é÷ íà íéøá¢ç íä f, g ∈ K[X] íéîåðéìåô éðùù

éæà .äãù K éäé :úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî

.ãçà øáà éãé ìò øöåð øîåìë ,éùàø àåä K[X] ìù ìàãéà ìë (à)

.éðåùàø åðä K[X] á ÷éøô éà øáà ìë (á)

àéä äâöääå íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù äìôëîë äâöäì ïú�ð âåçä ìù øáà ìë øîåìë ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä K[X] (â)

.úåøáç éãë ãòå íéîøåâä øãñ éãë ãò äãéçé

íò ÷åì¤çä èôùî .úéøòæî äìòî ìòá ñôàî äðåù g øáà a á øçáð .K[X] á ñôàî äðåù ìàãéà a éäé :à úçëåä

úåéøòæîäî .r ∈ a éæà .deg(r) < 0 å f = qg + r ù êë q, r ∈ K[X] íéîåðéìåô f ∈ a ìëì ïúåð úéøàù

.ïòèðù éôë ,a = K[X]g ù òáåð ïàëî .f = qg ,ïëì .r = 0 ù òáåð g úìÀòî ìù

å p - f ù äìéìùÄá çéðð .p|fg ù êë íéîåðéìåô íä f, g ù çéððå ÷éøô éà íåðéìåô p ∈ K[X] éäé :á úçëåä

àåôà ïúåð ñãéì÷åà ìù ïåëúîä .gcd(p, g) = 1 å gcd(p, f) = 1 ù ïàëî òáåð ,÷éøô éà p å ìéàåä .p - g

ìá÷ð ,åìàä úåðåéåùä éðù úà ìéôëð íà .h2p + j2g = 1 å h1p + j1f = 1 ù êë h1, h2, j1, j2 ∈ K[X]

åæ äøéúñî .1 ì äåù ïéîé óâàù ãåòá p á ÷ìçúî ìàîù óâàå h1h2p
2 + h1j2fp + h2j1fp + j1j2fg = 1

.p|g åà p|f ù íéãµîì åðà

äìôëî åðä n î äðè÷ äìòîî íåðéìåô ìëù äàøùäá çéððå n > 1 éäé .÷éøô éà åðä 1 äìòîî íåðéìåô ìë :â úçëåä

øùàá f = gh ,úøçà .åðî�éñ ,÷éøô éà f íà .n äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] éäé .íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù

ìù äìôëî åðä f íâ ïëì .íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù äìôëî íðä h íâå g íâ ,äçðää éôì .deg(g), deg(h) < n

.íé÷éøô éà íéîåðéìåô
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éà íéîåðéìåô ìù äìôëîë f íåðéìåô ìù úåâöä ïä f = q1 · · · qn å f = p1 · · · pm ù çéðð ,óåñáì

.ïéîé óâàá íéîøåâäî ãçà úà ÷ìçî p1 ù (à) éôì äçéëåî m ìò äàøùä .p1 · · · pm = q1 · · · qn ,éæà .íé÷éøô

í�é÷ù òáåð ,÷éøô éà q1 å ìéàåä .p1|q1 ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì ìëåð ,äîéàúî äøåîú íäéìò ìéòôð íà

ìò äàøùä .p2 · · · pm = q2 · · · qn ïåéåùä úà úðúåð c á q2 úìôëäå p1 á íåöîö .q1 = cp1 ù êë c ∈ K×

.i = 2, . . . , n øåáò qi ìù øáç åðä pi ,ïéîé óâàá íéîøåâä ìù äîéàúî äøåîú øçàìùå m = n ù äçéëåî m

.éëøò ãç åðä íé÷éøô éà íéîøåâ ìù äìôëîì íåðéìåô ìù ÷åøôäù àåôà åðçëåä

ïú�ð ,ñåàâ ìù äîìä íò óåøöá .K[X] ìòîå Z ìòî íéîåðéìåô ìù úå÷éøô éà ú÷éãá�ì éùåî´ù àáä ïçÉáä

.K(X) ìòîå Q ìòî íéîåðéìåô ìù úå÷éøô íéáø íéø÷îá åúøæòá ÷Iáì

ìòî íåðéìåô f(X) =
∑n

i=0 aiX
i ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç R åéäé :(Eisenstein ìù ïçÉáä) 1.1.3 ïåèôùî

.R[X] á ÷éøô éà f(X) éæà .p2 - a0 å 0 ≤ i ≤ n− 1 ìëì p|ai ,p - an ù çéðð .R ìù ÷éøô éà øáà p å R

÷åøô í�é÷ù äìéìùá çéðð :äçëåä

n∑

k=0

akXk =
d∑

i=0

biX
i

e∑

j=0

cjX
j

.an = bdce å a0 = b0c0 ,èøôá .k ìëì ak =
∑

i+j=k bicj éæà .bi, cj ∈ R å 1 ≤ d, e ≤ n − 1 íò

êë øúåéá ïè÷ä øôñîä m éäéå p - bl ù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä l éäé .p - ce å p - bd ù òáåð ïåøçàä ïåéåùäî

åðà ïàë) p|c0 å p|b0 ,èøôá .j < m ìëì p|cj å i < l ìëì p|bi úøçà ,l + m = n ù ïëúé àì .p - cm ù

.äçðäì äøéúñá ,p2|b0c0 = a0 ïëìå (0 < d, e ù êëá íéùîúùî

:äàáä äøåöá al+m úà í¹ùøð

al+m = blcm +
∑

i+j=l+m
(i,j)6=(l,m)

bicj

åà p|bi ïëìå j < m åà i < l éæà (i, j) 6= (l, m) å i + j = l + m íà íìåà .p - |blcm å p|al+m éæà

.÷éøô åðéà f ù äçéëåî åæ äøéúñ .p|bicj íéø÷îä éðùî ãçà ìëá .p|cj

.Q ìòî ÷éøô éà Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ 1 íåðéìåôäù çëåä .éðåùàø øôñî p éäé :1.1.4 ìéâøú

.n äìòîî f ∈ Q[X] ÷éøô éà íåðéìåôì äîâH ïú n éòáè øôñî ìëì :1.1.5 ìéâøú

éà øôñî àåä n
√

a éæà ,b ∈ Z ìëì bn 6= a ù êë éòáè øôñî n å íìù øôñî àåä a íàù çëåä :1.1.6 ìéâøú

.éìðåéöø
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.K(X) ìòî n äìòîî ÷éøô éà íåðéìåôì äîâH ïú .äãù K éäé :1.1.7 ìéâøú

éaøîä óú»ùîä ÷ìçîì .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá R âåçá íéîã÷î íò íåðéìåô f(X) =
∑n

i=0 aiX
i éäé

.íeã÷ f ù íéøîåà ,cont(f) = 1 íà .cont(f) á åúåà íéðîñîå f ìù ïëúä íéàøå÷ a0, . . . , an ìù

éæà .f, g ∈ R[X] åéäéå úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç R éäé :([223 ãåîò ,øåöéîò] ñåàâ ìù äîìä) 1.1.8 ïåèôùî

.íåã÷ fg íâ ,íéîåã÷ g å f íà ,èøôá .cont(fg) = cont(f)cont(g)

,f(X) =
∑m

i=0 aiX
i àåôà åéäé .íéîåã÷ g å f ù çéðäì éãë íäìù íéðëúá g å f úà ÷ìçð :äçëåä

.k ìëì ck =
∑

i+j=k aibj éæà .f(X)g(X) =
∑mn

k=0 ckXk å g(X) =
∑n

j=0 bjX
j

å ìéàåä .p - ar å p|ar+1, . . . , am ù êë 0 ≤ r ≤ m− 1 í�é÷ ,íåã÷ f å ìéàåä .R ìù ÷éøô éà øáà p éäé

á ïðåáúð .p - bs å p|bs+1, . . . , bn ù êë 0 ≤ s ≤ n− 1 í�é÷ ,íåã÷ g

cr+s = arbs +
∑

i+j=r+s
(i,j) 6=(r,s)

aibj

.p|bj åà p|ai ,ïëì .j ≥ s + 1 åà i ≥ r + 1 éæà ,(i, j) 6= (r, s) å i + j = r + s íà .p - arbs äçðää éôì

.íåã÷ fg ,ïëì .p - cr+s ù òáåð ïàëî .p|aibj ,äø÷î ìëá

.K[X] âåçá ÷éøô éà f éæà .ïééèùðæééà íåðéìåô f ∈ R[X] éäéå úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç R éäé :1.1.9 äàöåú

úà àéöåð íà .1 ≤ deg(g),deg(h) < deg(f) å g, h ∈ K[X] øùàá f = gh ù äìéìùá çéðð :äçëåä

ìá÷ð ,äæë ïôàá åìá÷úéù íéîåðéìåôä éðù ìù óú»ùîä ÷ìçîä úàå äöåçä h å g éîã÷î ìù éáøîä óú»ùîä äðëîä

òáåð ñåàâ ìù äîìäî .bf = ag1h1 ù êë ñôàî íéðåù a, b ∈ R íéøáàå g1, h1 ∈ R[X] íéîåã÷ íéîåðéìåô

.ïééèùðæééà ïçÉáì äøéúñá ,f = ug1h1 ,ïëì .R ìù êéôä øáà u øùàá a = ub ù

f ∈ R[X] íà ,èøôá .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä R[X] íâ ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àåä R íà :1.1.10 äàöåú

íéîøåâ ìù äìôëîì ÷åøô íâ åäæ éæà ,R[X] á íé÷éøô éà íéîøåâ ìù äìôëîì ÷åøô àåä f = f1 · · · fm å íåã÷ íåðéìåô àåä

.K[X] á íé÷éøô éà

.íéðúùî äîëá íéîåðéìåô
∑

i aiX
i1
1 · · ·Xin

n éìîøåô éåèÄá åðä R á íéîã÷î íò X1, . . . , Xn å íéðúùîá íåðéìåô .âåç R éäé

R ìù íéøáà íä ai íéîã÷îäå íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù úåé-n ä ìë ìò øáåò i = (i1, . . . , in) åáù

:úåàáä úåàçñ�ðä éãé ìò øãâ»î åìàë íéîåðéìåô ìù ìôëå íåëñ .ñôà íì�ë èòîëù
∑

i

aiX
i1
1 · · ·Xin

n +
∑

i

biX
i1
1 · · ·Xin

n =
∑

i

(ai + bi)Xi1
1 · · ·Xin

n

∑

i

aiX
i1
1 · · ·Xin

n +
∑

j

bjX
j1
1 · · ·Xjn

n =
∑

k

( ∑

i+j=k

aibj
)
Xk1

1 · · ·Xkn
n
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.R[X1, . . . , Xn] á ïîËñîä âåçì åìàä íéîåðéìåôä ìë óñà úà úåëôåä åìà úåàçñ�ð

i = (i1, . . . , in, in+1) åáù
∑

i aiX
i1
1 · · ·Xin

n X
in+1
n+1 íåðéìåôä íò

∑
i aiX

i1
1 · · ·Xin

n íåðéìåôä úà ääæð

éâåçá íâ ïðåáúäì åðì øùôàî äæ éåä�æ .in+1 = 0 úî�é÷îä íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù äé-(n + 1) àåä

øôñîá íåðéìåô àåä S ìù øáà ìë .íéðúùî ìù àéäùìë {Xi | i ∈ I} äöåá÷á S = R[Xi | i ∈ I] íéîåðéìåô

äöåá÷ úú àéä {xi | i ∈ I} å R úà óé÷îä âåç àåä A íà .R á íéîã÷î íò äöåá÷ä êåúî íéðúùî ìù éôåñ

.i ∈ I ìëì ϕ(Xi) = xi í�é÷îä ϕ: S → A ãéçé R-íæéôøåîåîåä í�é÷ éæà ,A ìù

.n ìò äàøùäá 1.1.10 äàöåúî úòáåð äàáä äàöåúä

.úéëøò ãç úå÷éøô K[X1, . . . , Xn] âåçì ùé n ìëìå K äãù ìëì :1.1.11 ïåèôùî
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éðåùàX äãù 1.2

úåãùäù åðà íéàöåî ïë åîë .úåãù ìù ïåéôàå íééðåùàø úåãù ,úåãù ìù íæéôøåîåæéà ,äãùä úåøãâäá íéìéçúî åðà

.Fp åà Q íð¤ä íééðåùàøä

íéî�é÷îä 1 å 0 äæî äæ íéðåù íéðé�öî íéøáà éðùå ìôëå øåá¤ç úåìËòô íò ãçé K äöåá÷ åðä äãù :1.2.1 äøãâä

:íéàáä íéàðúä úà

.0 ñôàä øáàå øåá¤çì ñçéá úéôåì¤ç äøåáç åðä K (à1)

.1 äãéçéä øáàäå ìôëì ñçéá úéôåì¤ç äøåáç åðä K× = K r{0} äöåá÷ä (á1)

.x, y, z ∈ F ìëì í�é÷úî x(y + z) = xy + xz âåìÄôä ÷©ç (â1)

C íéáë�îä íéøôñîä äãù ,R íééùîîä íéøôñîä äãù ,Q íééìðåéöøä íéøôñîä äãù ïä úåãùì úåàîâH

.Fp íéøáà p ìòá äãùäå

÷åìçä èôùî .a ∈ Z íò a + pZ úåéðîéä úå÷ìçîä íä åéøáàù Z/pZ äðîä âåçì äåù ïåøçàä äãùä

ïëì .0 ≤ b ≤ p− 1 å a ∈ Z øùàá n = ap + b äøåöá ãéçé ïôàá n íìù øôñî ìë âéöäì øùôàî úéøàù íò

,(a + pZ)(b + pZ) = 0 + pZ íà .0 + pZ, 1 + pZ, . . . , (p− 1) + pZ íéøáàä p î ÷åéãá Z/pZ áëø»î

ìù ñôàî äðåù øáà àåä x íà .úåîìù íåçú àåä Z/pZ ù ïàëî .ñôàì äåù íéîøåâä éðùî ãçà ïëìå p|ab éæà

äðä åæ ä÷úòä ,éôåñ Z/pZ âåçäå ìéàåä .åîöò êåúì Z/pZ ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä ïúåð x á ìôë éæà ,Z/pZ

.Fp á íâ ïîËñîä äãù åðä Z/pZ ù ïàëî .xy = 1 + pZ ù êë y ∈ Z/pZ í�é÷ èøôá .ìò

úî�é÷îä ìòå úéëøò ãç ãç ä÷úòä åðä úåãù ìù α: K → K ′ íæéôøåîåæéà :1.2.2 äøãâä

.α(xy) = α(x)α(y) å α(x + y) = α(x) + α(y)

.K ∼= K ′ ïîñðå äæì äæ íééôøåîåæéà íäù øîàð K ′ å K úåãù éðù ïéá íæéôøåîåæéà í�é÷ íà

:1.2.3 ìéâøú

.äãù åðä éôåñ úåîìù íåçú ìëù çëåä (à)

.α: F → Fp ãéçé íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà ,éðåùàø p å íéøáà p ïá äãù àåä F íàù çëåä (á)

ìù ìôëäå øåá¤çä úåìËòô úçú äãù ä�åäî àéä íà äãù úú àV÷´ú K2 äãù ìù K1 äöåá÷ úú :1.2.4 äøãâä

.K1 ìù äáçøä äðä K2 ù íéøîåà äæ äø÷îá .÷åì¤çäå ìôëä ,øåñ¤çä ,øåá¤çä úåìËòô úçú øåâñ K1 øîåìë ,K2

.R ìù äáçøä äðä C å Q ìù äáçøä åðä R ,äîâHì

åìù úåðîä äãù úà K(X) áå K á íéîã÷î íò X äðúùîá íéîåðéìåôä âåç úà K[X] á íéðîñî åðà

:K ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù íâ àø÷ðä

K(X) =
{f(X)

g(X)
| f, g ∈ K[X], g 6= 0

}
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,a ∈ K ìëì α(a) = a í�é÷îä íæéôøåîåæéà àåä α: L → L′ å K äãù ìù úåáçøä éúù ïä L, L′ íà

.L ∼=K L′ íéðîñîå K-íæéôøåîåæéà åðä α ù íéøîåà

K-íæéôøåîåèåà íâ àø÷ð åîöò ìò L ìù K-íæéôøåîåæéà

åðä
⋂

i∈I Ki íëåúç íâ éæà K äãù ìù úåãù úú ìù óñ¹à åðä {Ki | i ∈ I} íà .éðåùàø äãù :1.2.5 äøòä

.K ìù éðåùàøä äãùä åì àø÷ð .F äãù åðä K ìù úåãùä úú ìë ìù êåúçä èøôá .K ìù äãù úú

íåëñä úà n̄ á ïîñð éòáè n ìëì .K ìù ãçàäå ñôàä éøáà úà 1̄ áå 0̄ á ïîñðå ø�æçð F úà òÉá÷ì éãë

äðä n ≥ 0 ìëì α(−n) = −n̄ å α(n) = n̄ éãé ìò úøãâ»îä α: Z → K ä÷úòää éæà .1̄ íéîòô n ìù

úåîìù íåçú åðä α(Z) = {n̄ | n ∈ Z} å (ìôëäå øåñçä ,øåáçä ìò úøîåù øîåìë) íéâåç ìù íæéôøåîåîåä

.íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .F á ìëåîä

Q̄ = { m̄
n̄ | m,n ∈ Z, n 6= 0} óñ¹àä ,ïëì .Z ì éôøåîåæéà α(Z) äæ äø÷îá .éòáè n ìëì n̄ 6= 0 :à äø÷î

úåäæì àåôà ìëåð .Q̄ = F ù òáåð K ìù éøòæîä äãùä úúë F úøãâäî .Q ì éôøåîåæéàä F ìù äãù úú äåäî

ìù éðåùàøä äãùä úà Q ä�åäî äæ éåä�æ úçú .Q̄ íò Q úà úåäæìå Q̄ á n̄ åúðåîú íà n íìù øôñî ìë äæ äø÷îá

.char(K) = 0 ïîñðå 0 åðä K ìù ïåéô´àäù øîàð äæ äø÷îá .K

åðä äæ øôñî .p̄ = 0 í�é÷îä øúåéá ïè÷ä éòáèä øôñîä úà p á ïîñð .n̄ = 0 ù êë éòáè n í�é÷ :á äø÷î

åà ā = 0 í�é÷úî äãù åðä F å ìéàåä .āb̄ = 0 ù êë 1 < a, b < p íééòáè íéøôñî íéî�é÷ åéä úøçà .éðåùàø

.p úøãâäì äøéúñá ,̄b = 0

øùàá ,n = ap + b äøåöá ãéçé ïôàá n íìù øôñî ìë âéöäì åðì øùôàî úéøàù íò ÷åì¤çä èôùî

å F á ìëåîä éôåñ úåîìù íåçú àåä α(Z) = {0̄, 1̄, . . . , p− 1} ,ïëì .0 ≤ b ≤ p − 1 å a, b ∈ Z
.F = Fp ù òáåð F ìù úåéøòæîäî .α(Z) ∼= Z/pZ = Fp ù ïàëî .Ker(α) = pZ

éòáè n ìëì n øåúá n̄ úà í¹ùøð ïë åîë .char(K) = p ïîñðå p åðä K ìù ïåéô´àäù øîàð äæ äø÷îá

.Fp ìù äãéçéä øáà íéîòô n ìù íåëñä åðä äæ øáà p ïåéôàáù ø�ëæðå

.åîöò êåúì K ìù íæéôøåîåæéà ä�åäî x 7→ xp ä÷úòää éæà ,p = char(K) > 0 íàù çëåä :1.2.6 ìéâøú

.ïåèåéð ìù íåðéáä úçñ�ðá ùîúùä :æîø
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úåãù ìù úåáçøä 1.3

ìò úøöåðä K äãù ìù úéøáâìà äáçøäù äô íéàøî åðà .úåìòðå úåéøáâìà ,íéâåñ éðùì úåð�é»îî úåãù ìù úåáçøä

åæ äáçøä .f ∈ K[X] ÷éøô éà íåðéìåô ìù ùø¹ù àåäù x øáàá K[x] íéîåðéìåôä âåç äùòîì àéä ãçà øáà éãé

ùøù í�é÷ f ∈ K[X] ÷éøô éà íåðéìåô ìëìù äô äàøð ,êôäì .íåðéìåôä éãé ìò K-íæéôøåîåæéà éãë ãò úòá÷ð

.K ìù äáçøäá

L ìù úåãùä úú ìë ìù êåú¤çä úà ïîñð .L ìù äöåá÷ úú S å úåãù ìù äáçøä L/K éäú :1.3.1 äøòä

íééåèÄáä ìë úöåá÷ àìà åðéà äæ äãù .K ìòî S éãé ìò øöåðä äãùä åì àø÷ðå K(S) á K ∪ S úà íéôé÷·îä

äøåöäî
f(s1, . . . , sn)
g(s1, . . . , sn)

íà .ñôàî äðåù äðëîäå s1, . . . , sn ∈ S ,íéîìòð n á K á íéîã÷î íò íéîåðéìåô íä f, g íäáù

øöåð K(S) ù øîàðå K(S) íå÷îá K(x1, . . . , xn) íâ ïîñð ,íéøáà n úá äöåá÷ àéä S = {x1, . . . , xn}
äæ äø÷îá .K ìòî úéôåñ

K(x1, . . . , xn) =
{f(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)
| f, g ∈ K[X1, . . . , Xn], g(x1, . . . , xn) 6= 0

}

äãùä úà ìá÷ð ãçà øáà úìòá S = {x} å ù äø÷îá

K(x) =
{f(x)

g(x)
| f, g ∈ K[X], g 6= 0

}

å Q(π) ,Q(
√

2,
√

3,
√

5) ,Q(
√

2) íä íéøáà ìù éôåñ øôñî éãé ìò úåøöåðä úåáçøäì úåàîâH

.C = R(
√−1)

úøçà ,f(x) = 0 ù êë ñôàî äðåù f ∈ K[X] íåðéìåô í�é÷ íà K ìòî éøáâìà x ù øîàð .x ∈ L éäé

.K ìòî äìÂò�ð x ù øîàð

ä�ìòð L ù øîàð úøçà ,K ìòî úéøáâìà L ù øîàð ,K ìòî íééøáâìà K äãù ìù L äáçøä éøáà ìë íà

.K ìòî

äãùì K-úåéôøåîåæéà ãçà äìòð øáà éãé ìò úåøöåðä K äãù ìù úåáçøää ìëù øîåà àáä ïåèôùîä

.K(X)

.äðúùî X å äãù K éäé :1.3.2 ïåèôùî

.K ìòî äìòð X å K ìù äáçøä åðä K(X) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù (à)
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ä÷úòää éæà ,K ìòî íéìÂòð K ìù äáçøä úåãù ìù x, y íéøáà íà (á)

f(x)
g(x)

7→ f(y)
g(y)

.K(y) ìò K(x) ìù K -íæéôøåîåæéà äð¤ä g 6= 0 å f, g ∈ K[X] øåáò

.åæì åæ K-úåéôøåîåæéà ïðéàù ãçà øáà éãé ìò úåøöåðä úåéøáâìà úåáçøä K äãùì åðëúé úàæ úîåòì

í�é÷îä úéøòæî äìòî ìòá ñôàî äðåù íåðéìåô f ∈ K[X] éäéå K äãù ìòî éøáâìà øáà x 6= 0 éäé :1.3.3 ïåèôùî

:éæà .f(x) = 0

.K[X] á ÷éøô éà f (à)

.f |g éæà ,g(x) = 0 å 0 6= g ∈ K[X] íà (á)

éàä íåðéìåôä åì àø÷ð .x ùø¹ù ìòá ãéçé (1 ì äåù åìù ïåéìòä íã÷îä øîåìë) ï÷»úî ÷éøô éà íåðéìåô K[X] á í�é÷ (â)

.irr(x, K) á åúåà ïîñðå x ìù ÷éøô

.K(x) ìò K[X]/f(X)K[X] äðîä âåç ìù K -íæéôøåîåæéà äøùî g(X) → g(x) ä÷úòää (ã)

èøôá .deg(f) î äðè÷ äìòîî íåðéìåô àåä g ∈ K[X] øùàá ,g(x) äøåöá äãéçé äâöäì ïú�ð K(x) ìù øáà ìë (ä)

.K(x) äãùä íò ãëìúî K[x] âåçäù ìá÷ð

äìòî ìòá äæë f íåðéìåô íâ í�é÷ ïëì .x ùø¹ù ìòá K[X] á ñôàî äðåù íåðéìåô í�é÷ äçðää éôì :à äçëåä

.deg(f) ≥ 1 øîåìë ,òåá÷ åðéà f ù òáåð x 6= 0 ù äçðääî .úéøòæî

å g, h ∈ K[X] øîåìë ,f ìù éìàéáéøè àì ÷åøô åðä f = gh ù äìéìùá çéðð

.1 ≤ deg(g), deg(h) < deg(f)

íéø÷îäî ãçà ìëá .h(x) = 0 åà g(x) = 0 ,ïëìå g(x)h(x) = f(x) = 0 úðúåð ïåøçàä ïåéå´ùá x ìù äáöä

.deg(f) ìù úåéøòæ´îì äøéúñ íéìá÷î

.deg(r) < deg(f) å g = qf + r ù êë q, r ∈ K[X] ìá÷ì éãë úéøàù íò f á g úà ÷ìçð :á úçëåä

ù òáåð deg(f) ìù úåéøòæîäî .r(x) = 0 ïëìå g(x) = q(x)f(x) + r(x) úðúåð ïåøçàä ïåéåùá x ìù äáöä

.ùøãðë ,f |g øîåìë ,g = qf ïëìå r = 0

óñåð ï÷»úî íåðéìåô åðä g íà .ï÷»úî f ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì éãë åìù ïåéìòä íã÷îá f úà ÷ìçð :â úçëåä

.äæì äæ íéåù ïëìå äæ úà äæ íé÷ìçî g å f (á) éôì éæà ,g(x) = 0 í�é÷îä úéøòæî äìòî ìòá

(á) î .K[x] âåçä àéä åúðåîúù α: K[X] → K(x) íæéôøåîåîåä úðúåð X íå÷îá x ìù äáöää :ã úçëåä

í�é÷ éæà ,0 6= u ∈ K[x] íà .K[x] ∼=K K[X]/f(X)K[X] ,ïëì .Ker(α) = f(X)K[X] ù òáåð
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ïúåð ñãéì÷åà ìù ïåëúîä .g ì øæ f ,÷éøô éà f å ìéàåä .f á ÷ìçúî åðéà g ,èøôá .g(x) = u ù êë g ∈ K[X]

á êéôä u øîåìë ,g(x)g′(x) = 1 úðúåð äæ ïåéåùá x ìù äáö§ä ff ′ + gg′ = 1 ù êë f ′, g′ ∈ K[X] àåôà

K[x] = K(x) ù ïàëî ìá÷ð K[x] ìù úåðîä äãù åðä K(x) å ìéàåä .äãù àåä K[x] ù òáåð ïàëî .K[x]

.äãù àåä

x ìù äáöä .deg(g) < deg(f) å h = qf + g ù êë q, g ∈ K[X] íéî�é÷ éæà ,h ∈ K[X] íà :ä úçëåä

.K(x) = K[x] ïåéåùäî äúò úòáåð åðúðòè .ù÷Ëáîë ,h(x) = g(x) ù úðúåð ïåøçàä ïåéåùá

éãé ìò K-íæéôøåîåæéà éãë ãò òá÷ð 1.3.2 ïåèôùîá òéôåîä K(x) äãùäù çéëåî àáä ïåèôùîä

.irr(x, K)

éâåç ìù ′: K[X] → K ′[X] íæéôøåîåæéàì α úà áéçøð .úåãù ìù íæéôøåîåæéà α: K → K ′ éäé :1.3.4 ïåèôùî

f ′ ∈ K ′[X] éæà .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé .(
∑

aiX
i)′ =

∑
α(ai)Xi äøãâää úøæòá íéîåðéìåôä

ä÷úòää éæà ,f ′ å f ìù íéùøºù íä x′ å x íà ,ïë ìò øúé .deg(f) = deg(f ′) å ÷éøô éà íåðéìåô àåä

α ìù äãéçéä äáçøää éäåæ ,ïë ìò øúé .α úà áéçøîä K ′(x′) ìò K(x) ìù íæéôøåîåæéà äðä g(x) 7→ g′(x′)

.x′ ìò x úà ä÷éúòîä K(x) ∼= K ′(x′) íæéôøåîåæéàì

f(X)K[X] éaøîä ìàãéàä úà ïëìå f ′(X) ìò f(X) úà ÷éúòî ′: K[X] → K ′[X] íæéôøåîåæéàä :äçëåä

ïúåð íéâåç ìù ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî .K ′[X] ìù f ′(X)K ′[X] éáøîä ìàãéàä ìò K[X] ìù

íâøúî 1.3.2 ïåèôùî .K[X]/f(X)K[X] ∼= K ′[X]/f ′(X)K ′[X] äðîä éâåç ìù K-íæéôøåîåæéà

.x′ ìò x úà ÷éúòîå α úà áéçøîä K(x) → K ′(x′) íæéôøåîåæéàì äæ íæéôøåîåæéà

0 // f(X)K[X] //

²²

K[X] //

²²

K(x) //

²²

0

0 // f ′(X)K[X] // K ′[X] // K ′(x) // 0

äðä β(g(x)) = g′(x′) éãé ìò úøãâ»îä β: K[x] → K ′[x′] ä÷úòääù êëì áì íéùð ïéôåì¤çì

,ïëì .f |(g1 − g2) ,(á)1.3.2 ïåèôùî éôì éæà ,g1(x) = g2(x) íà ,ïëàå .áèéä øãâ»îä íæéôøîåîåä

ïëìå f |g ïëìå f ′|g′ éæà g′(x′) = 0 íà éë ,ñôàì äåù β ìù ïéòøâä .g′1(x′) = g′2(x
′) ïëìå f ′|(g′1 − g′2)

K ′(x′) = K ′[x] å K(x) = K[x] éåäæäî äúò úòáåð åðúðòè .íæéôøåîåæéà àåä β ù ïàëî .g(x) = 0

.((ä)1.3.2 ïåèôùî)

úéøáâìàä äáçøäì úåãéçé èôùî åðì ïúåð α = idK å K = K ′ åáù 1.3.4 ïåèôùî ìù éèøôä äø÷îä

:K(x)
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í�é÷ éæà .K ìù äáçøä úåãùá f ìù íéùøºù x, x′ å ,÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] ,äãù K åéäé :1.3.5 äàöåú

.x′ ìò x úà ÷éúòîä K(x′) ìò K(x) ìù ãéçé K -íæéôøåîåæéà

.íå�é÷ èôùî çéëåð úåéøáâìà úåáçøäì úåãéçéä éèôùî øçàì

.ùø¹ù f ì ùé äáù L äáçøä K ì úî�é÷ éæà .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] å äãù K éäé :1.3.6 ïåèôùî

äðîä âåç ïëìå éáøî àåä K[X] éùàøä âåçä ìù f(X)K[X] ìàãéàä ,ìéòì åðøëæäù éôë :äçëåä

ä÷ìçîä íò K ìù a øáà ääæðù éãé ìò L êåúì K úà ïëùð .äãù àåä L = K[X]/f(X)K[X]

í�é÷î x = X + f(X)K[X] øáàä .a + f(X)K[X]

, f(x) = f(X + f(X)K[X]) = f(X) + f(X)K[X] = 0

.ùøãðë

.K ìòî f ìù ùø¹ù äBÚ àø÷ð 1.3.6 ïåèôùîá åðéðáù K(x) äãùì
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äáçøä úìòî 1.4

äìòîä àø÷ð äæ áçøî ìù ãîîì .K ìòî éøåè÷å áçøîë L úà úåàøì øùôà ,úåãù ìù äáçøä äðä L/K íà

íâ ïîñð éðùä äø÷îá .éôåñðéà äðåî øôñî åà ,éòáè øôñî åðä äæ øôñî .[L : K] á åðîñðå K ìòî L ìù

.[L : K] = ∞

.K ìù äáçøä äãùá øáà x å äãù K åéäé :1.4.1 ïåèôùî

.[K(x) : K] = ∞ éæà ,K ìòî äìòð x íà (à)

àåä 1, x, . . . , xn−1 ,ïë ìò øúé .[K(x) : K] = n éæà ,n = deg(irr(x,K)) å K ìòî éøáâìà x íà (á)

.K ìòî L ìù ñéñá

.[K(x) : K] = ∞ ,ïëì .K ìòî úéøáâìà úåéåìú ïðéà x ìù 1, x, x2, x3, . . . úå÷æçä äæ äø÷îá :à úçëåä

äøåöá äãéçé äâöäì ïúð K(x) ìù øáà ìëù øîåà 1.3.3 ïåèôùî ìù (ä) ÷ìç :á úçëåä

a0 + a1x + · · ·+ an−1x
n−1

.[L : K] = n ïëìå K ìòî L ì ñéñá àåä 1, x, . . . , xn−1 ù ïàëî .ai ∈ K íéîã÷î íò

.[K(x) : K] < ∞ íà ÷øå íà K ìòî éøáâìà åðä K äãù ìù äáçøäá x øáà :1.4.2 äð÷ñî

ïåèôùî éôì .K ìòî ÷éøô éà X2 − a íåðéìåôä éæà .K á òåáX åðéàù øáà a å äãù K åéäé :1.4.3 äîâH

íéåäî 1, x å [K(x) : K] = 2 ,x2 = a í�é÷î äæ øáà .K ìù äáçøä äãùá x ùøù äæ íåðéìåôì ùé ,1.4.1

àåä −x éæà ,char(K) 6= 2 íà .x =
√

a ïîñðå a ìù éòåáø ùøù àåä x ù øîàð .K ìòî K(x) ìù ñéñá

äæî äæ íéðåù íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì K(
√

a) ìòî ÷øôúî X2 − a å a ìù óñåð éòåáø ùøù

X2 − a = (X −√a)(X +
√

a)

,ïëìå (y −√a)(y +
√

a) = y2 − a = 0 éæà ,K(
√

a) úà óé÷·îä L äãùá X2 − a ìù ùøù àåä y íà

éëøò ãç ïôàá òá÷ð
√

a ùøùä .íéùøù éðù ÷åéãá L á ùé X2 − a ì ,úåøçà íéì´îá .y = −√a åà y =
√

a

.ïîéñä éãë ãò ÷ø

äøåöá K(
√

a) ìòî ÷øôúî X2 − a ,1.3.1 ìéâøú éôì éæà ,char(K) = 2 úàæ úîåòì íà

X2 − a = X2 − (
√

a)2 = (X −√a)2

.K(
√

a) ìù äáçøä ìëá ãçà ùøù ÷ø X2 − a ì ùé ïëìå
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åáù f(X) = aX2 + bX + c éòåáøä íåðéìåôá ïðåáúðå char(K) 6= 2 åáù äø÷îì äúò ø�æçð

íìåà ,K ìòî ÷éøô éà f(X) éæà .K á òåáø äðéà d = b2 − 4ac äèððéîéø÷ñDäå a 6= 0 ,a, b, c ∈ K

äæî äæ íéðåù íééøàðéì íéîøåâ éðù ìù äìôëîì K ìù L úéòåáø äáçøä ìòî ÷øôúî

aX2 + bX + c = a(X − x1)(X − x2)

íéî�é÷î íäå L ìù äáçøä äãù ìëá f(X) ìù íéùøùä ìë íä x1, x2

x1 + x2 = −b

c
x1x2 =

c

a

:äòåãéä äçñ�ðä úøæòá íéîã÷îä êåúî íúåà áùçì ïú�ð

x1,2 =
−b±√b2 − 4ac

2a

.[M : K] = [M : L][L : K] éæà .úåãù ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé :1.4.4 ìãâîä úçñ�ð

W = {wj | j ∈ J} å V = {vi | i ∈ I} àåôà åéäé .ñéñá ùé éøåè÷å áçøî ìëìù òáåð ïøåö ìù äîìäî :äçëåä

÷éôñî ïåèôùîä úà çéëåäì éãë .|J | = [M : L] å |I| = [L : K] éæà ,äîàúäá L/K å M/L ì íéñéñá

.úåðòè éúù úçëåä éãé ìò äùòð äæ .M/K ì ñéñá ä�åäî V W = {viwj | i ∈ I, j ∈ J} äöåá÷äù úåàøäì

øùàá ,y =
∑

i∈I xjwj éøàðéì óåøöë äâöäì ïú�ð y ∈ M ìë .K ìòî M úà úÚøåô V W äöåá÷ä :à äðòè

èòîëå aij ∈ K øùàá xj =
∑

i∈I aijvi éøàðéì óåøöë íé-xj äî ãçà ìë í¹ùøð .ñôà íì�ë èòîëå xj ∈ L

.ùøãðë ,y =
∑

(i,j)∈I×J aijviwj ìá÷ðå ïåùàøä ïåéåùá áéöð .ñôà íì�ë

ù êë ñôà íì�ë èòîëù K ìù íéøáà aij åéäé .K ìòî úéøàðéì äéåìú äðéà V W äöåá÷ä :á äðòè

i ìëì aij = 0 ïëìå j ìëì
∑

i∈I aijvi = 0 ,ïëì .
∑

j∈J

(∑
i∈I aijvi

)
wj = 0 éæà .

∑
i,j aijviwj = 0

.ùøãð ,j å

:1.4.5 äîì

.L = M éæà .[L : K] = [M : K] < ∞ ù êë úåãù ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé (à)

.[LE : E] ≤ [L : K] éæà .óú»ùî äãùá íéìëåî E å L å [L : K] < ∞ ù êë úåãù K ⊆ L,E åéäé (á)

,éæà .[L : K] = [L1 : K][L2 : K] å [L : K] < ∞ ,L1L2 = L ù êë úåãù K ⊆ L1, L2 ⊆ L åéäé (â)

.L1 ∩ L2 = K

.L = M ïëì .ãîîä åúåà ìòáå M ìù áçøî úú àåä L äãùä :à úçëåä

17



å f = irr(x,K) åéäéå x ∈ LrK øçáð ,úøçà .1 ì íéåù íéôâàä éðù ,L = K íà :á úçëåä

.[E(x) : E] = deg(g) ≤ deg(f) = [K(x) : K] ,1.4.1 ïåèôùî éôì ,ïëìå g|f éæà .g = irr(x,E)

,ìãâîä úçñ�ð éôì ,ïëì .[LE : E(x)] ≤ [L : K(x)] úðúåð [L : K] ìò äàøùä úçðä

, [LE : E] = [LE : E(x)][E(x) : E] ≤ [L : K(x)][K(x) : K] = [L : K]

.ïòè�ðë

ù òáåð ìãâîä úçñ�ð´îå äçðääî .L0 = L1 ∩ L2 ïîñð :â úçëåä

[L1 : K][L : L1] = [L : K] = [L1 : K][L2 : K]

,(á) éôì ,ïëì

[L : L1] = [L2 : K] = [L2 : L0][L0 : K] ≥ [L : L1][L0 : K]

.ïòèðù éôë ,L0 = K ïëìå [L0 : K] = 1 ïëì ,[L0 : K] ≤ 1 ù òáåð ïàëî

.úåãù úáçøä L/K éäú :1.4.6 ïåèôùî

.K ìòî éøáâìà L ìù øáà ìë éæà ,[L : K] < ∞ íà (à)

.L = K(x1, . . . , xn) ù êë x1, . . . , xn íééøáâìà íéøáà L á íéî�é÷ íà ÷øå íà ,[L : K] < ∞ (á)

.[K(x) : K] < ∞ ïëìå K ìòî L ìù áçøî úú àåä K(x) éæà .x ∈ L éäéå [L : K] < ∞ ù çéðð :à úçëåä

.K ìòî éøáâìà x ,1.4.2 äð÷ñî éôì

.L = K(x1, . . . , xn) èøôá .x1, . . . , xn ,éôåñ ñéñá L/K ì í�é÷ éæà .[L : K] < ∞ ù íãå÷ çéðð :á úçëåä

.éøáâìà xi íéøáàäî ãçà ìë ,(à) éôì

ïîñð .K ìòî éøáâìà íé-xi äî ãçà ìëå L = K(x1, . . . , xn) ù çéðð ,êôäì

åðä irr(x,K) ,äæì óñåðá .[K ′ : K] < ∞ ù úðúåð äàøùä úçðä .K ′ = K(x1, . . . , xn−1)

äð÷ñî éôì ,ïëì .åìù ùøù x ù (K ′ ìòî ÷éøô éà çøëäá åðéà éë íà) K ′ á íéîã÷î íò ñôàî äðåù íåðéìåô

.[L : K] = [L : K ′][K ′ : K] < ∞ ù àåôà òáåð ìãâîä úçñ�ðî .[K ′(xn) : K ′] < ∞ ,1.4.2

.úåéôåñ ïðéàù úåéøáâìà úåáçøäì úåàîâH äàø�ð êùîäá :1.4.7 äøòä

íò ãëìúî K[x1, . . . , xn] âåçä éæà ,K äãù ìòî íééøáâìà íéøáà íä x1, . . . , xn íàù çëåä :1.4.8 ìéâøú

.K(x1, . . . , xn) äãùä
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äãù ìù äáçøä äãù ìù íéøáà íä x1, . . . , xn íà :ïåëð 1.4.7 ìéâøú ìù äðòèä ìù êeôää íâ :1.4.9 äøòä

úåìå÷ùä úåàñøâäî úçà äðä åæ äðòè .K ìòî íééøáâìà x1, . . . , xn éæà ,äãù åðä K[x1, . . . , xn] ù êë K

.äæ ñøå÷á çëåú àìå "èøáì¤ä ìù íéñôàä èôùî" ìù

.úéøáâìà M/K äáçøää íâ éæà ,úåéøáâìà úåáçøä ïä M/L å L/K íà :1.4.10 ïåèôùî

ù êë ñôà íì�ë àìù b0, . . . , bn ∈ L íéøáà äçðää éôì íéî�é÷ M ìù x øáà ìëì :äçëåä

.b0 + b1x + · · ·+ bnxn = 0

ïåèôùî éôì .[K ′(x) : K ′] < ∞ ,1.4.2 äð÷ñî éôì ,ïëì .K ′ = K(b0, . . . , bn) äãùä ìòî éøáâìà x èøôá

úçñ�ð éôì ,ïëì .[K ′ : K] < ∞ ,(à)1.4.6 ïåèôùî éôì ,ïëì .K ìòî éøáâìà bi íéøáàäî ãçà ìë ,(á)1.4.6

òáåð ïàëî .K ìòî éøáâìà x ù óåñáì äçéëåî x ìò (á)1.4.6 ïåèôùî ìù äìòôä .[K ′(x) : K ′] < ∞ ,ìãâîä

.K ìòî éøáâìà M ù

íåðéìåô ìëì éæà .K äãù óé÷îä M äãù ìù íééøáâìà íéøáà x1, . . . , xn åéäé :1.4.11 äð÷ñî

íééøáâìà x, y ∈ M íà ,èøôá .K ìòî éøáâìà M ìù f(x1, . . . , xn) øáàä f ∈ K[X1, . . . , Xn]

.K ìòî íééøáâìà (y 6= 0 íà) x
y å xy ,x + y íâ éæà ,K ìòî

íéî�é÷ù úøîåà íééøáâìà x, y íà K ìòî íééøáâìà x
y å xy ,x + y ù êëì åðúðù äçëåää :1.4.12 äøòä

ïåëúî úðúåð äçëåää ïéà íìåà .íéðåùàøä íéøáàä úùìù íééåöî íäéùøù ïéáù K á íéîã÷î íò íéîåðéìåô

åæë äðåá äçëåä úúì øùôà .irr(y, K) å irr(x,K) ìù íéîã÷îä êåúî åìàä íéîåðéìåôä ìù íéîã÷îä áåùçì

.øúåé øçåàî ãîì�ðù äàåìâ úøåúî íéâùåî úøæòá

.K/Q ì ñéñá íéåäî 1,
√

2,
√

3,
√

6 å [K : Q] = 4 í�é÷î K = Q(
√

2,
√

3) äãùäù çëåä :1.4.13 ìéâøú

.L = K(x2) ù çëåä .L = K(x) å úéâåæ éà äìòîî K ìòî éøáâìà øáà x ,äãù K åéäé :1.4.14 ìéâøú

äàåùîä ìù ùøù àåä x øùàá ,L = Q(x) éäé :1.4.15 ìéâøú

.X3 + X2 + X + 2 = 0

å (x2 + x + 1)(x2 + x) íééåèáäî ãçà ìë àèáå (íéîìù íéùøù íåðéìåôì ïéàù çëåä :æîø) [E : Q] = 3 ù çëåä

a, b, c ∈ Q íò ax2 + bx + c äøåöá (x− 1)−1

ù çéðð .g = irr(y, K) å f = irr(x,K) ïîñð .K äãù ìòî íééøáâìà íéøáà x, y åéäé :1.4.16 ìéâøú

.K(x) ìòî ÷éøô éà g ùå [K(x, y) : K] = [K(x) : K][K(y) : K] ù çëåä .gcd(deg(f),deg(g)) = 1
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.óú»ùî äãùá úåìëåîä K äãù ìù úåéôåñ úåáçøä éúù F å E äðééäú :1.4.17 ìéâøú

.[EF : K] ≤ [E : K][F : K] ù çëåä (à)

.[EF : K] = [E : K][F : K] éæà ,äæì äæ íéøæ [F : K] å [E : K] íàù çëåä (á)

V ù çëåä .L ìòî n äìòîî éøåè÷å áçøî V éäé�å m = [L : K] ïîñð ,úåãù K ⊆ L åéäé :1.4.18 ìéâøú

.K ìòî mn äìòîî éøåè÷å áçøî àåä

ù çëåä .K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù L éäéå n äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] éäé ,äãù K éäé :1.4.19 ìéâøú

.[L : K] ≤ n!

-áä ìë óñ¹à àåä K(x1, . . . , xn) éæà ,K̃ ìù íéøáà íä x1, . . . , xn å äãù åðä K íàù çëåä :1.4.20 ìéâøú

í�é÷îä íåðéìåô àåä f ∈ K[X1, . . . , Xn] íäáù f(x1, . . . , xn) äøåöäî íééåè

.degXi
f < [K(xi) : K]
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íéîåðéìåô ìù íéùøºù 1.5

ìéãáäì ïåëúî çúôðe ùøù ìù éåáXä úà øéãâð ,íéùøºù ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé ñôàî äðåù íåðéìåôìù äæ óéòñá äàøð

.äÆa�°î ùøùì èåùô ùøù ïéá

.X − a|f(X) éæà .åìù ùø¹ù a ∈ K å íåðéìåô f ∈ K[X] ,äãù K éäé :1.5.1 ïåèôùî

ù êë q, r ∈ K[X] íéîåðéìåô ìá÷ð úéøàù íò X − a á f(X) úà ÷ìçð íà :äçëåä

ïåøçàä ïåéåùá áéöð íà .òåá÷ íåðéìåô àåä r ,ïëì .deg(r) < 1 å f(X) = q(X)(X − a) + r(X)

.X − a|f(X) øîåìë ,f(X) = q(X)(X − a) ïëì .0 = r ù ìá÷ð X íå÷îá a

.íéðåù íéùøºù n øúåéä ìëì K á ùé n äìòîî f ∈ K[X] íåðéìåô ìëì :1.5.2 äàöåú

ïúåð 1.5.1 ïåèôùî .a ∈ K ùøù f ì ùéù ïë íà çéðð .K á íéùøù f ì ïéà íà äðåëð éàãåá åðúðòè :äçëåä

g ì ùéù äàøùä úçðä úøîåà ,deg(g) = deg(f)− 1 å ìéàåä .f(X) = g(X)(X − a) ù êë g ∈ K[X]

n øúåéä ìëì f ì ùé ïëì .a ì äåù àåäù åà g ìù ùøù åðä f ìù ùøù ìë .K á íéðåù íéùøù n− 1 øúåéä ìëì

.K á íéðåù íéùøù

ãçà ùøù ÷ø äéäé n äìòîî íåðéìåôìù ïëú�éù äàøî f(X) = (X − 1)n íåðéìåôä ìù äîâHä :1.5.3 äøòä

.äãùá

í�é÷ èøôá .a ∈ K ìë èòîë øåáò f(a) 6= 0 éæà ,0 6= f ∈ K[X] íàå éôåñðéà äãù àåä K íà :1.5.4 äàöåú

.f(a) 6= 0 ù êë a ∈ K

ìëá ñôàúî ,f(X) =
∏

a∈K(X − a) íåðéìåôä éæà ,éôåñ äãù àåä K íà ,úàæ úîåòì :1.5.5 äøòä

.a ∈ K

íéî�é÷ éæà .ñôàî äðåù íåðéìåô f ∈ K[X1, . . . , Xn] å K äãù ìù úéôåñðéà äöåá÷ úú A åéäé :1.5.6 äàöåú

.f(a1, . . . , an) 6= 0 ù êë a1, . . . , an ∈ K

,fi ∈ K[X1, . . . , Xn−1] íò f(X1, . . . , Xn) =
∑d

i=0 fi(X1, . . . , Xn−1)Xi
n í¹ùøð íà :äçëåä

.fi(a1, . . . , an−1) 6= 0 ù êë a1, . . . , an−1 ∈ A àåôà úðúåð n ìò äàøùä úçðä .fi 6= 0 ù êë i í�é÷ù ìá÷ð

í�é÷ ,1.5.4 äàöåú éôì .ñôàî äðåùå K[Xn] ì í�éù g(Xn) =
∑d

i=0 fi(a1, . . . , an−1)Xi
n íåðéìåôä

.ùøãðë ,f(a1, . . . , an) 6= 0 ,úåøçà íéìîá ,g(an) 6= 0 ù êë an ∈ A

ïåèôùî éôì .f ìù ùø¹ù a ∈ K å ,ñôàî äðåù íåðéìåô f ∈ K[X] ,äãù K åéäé .ùøù ìù éåaX :1.5.7 äøãâä

å f(X) = g(X)(X − a)r ù êë g ∈ K[X] íåðéìåôå éòáè r ≥ 1 íéî�é÷ ïëì .X − a|f(X) ,1.5.1

a ìù éåáXä r ì àø÷ð .f(X) úà ú÷ìçîä X − a ìù øúåéá ääåáâä ä÷æçä àéä (X − a)r øîåìë ,g(a) 6= 0
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r ≥ 2 íàå ìåôë ùøù àåä a ù øîàð r = 2 íà ,f ìù èåùô ùøù àåä a ù øîàð r = 1 íà .f ìù ùøùë

. äa�î ùøù àåä a ù øîàð

ìò íåðéìåô ìù úøæâðä úà íéøéãâî úåáë�îä åà úåéùîîä úåéö÷ðåôä úøåúá .íåðéìåô ìù úøæâð :1.5.8 äøãâä

åæ äçñ�ð íéç÷åì àåäùìë äãù ìòî .éøå÷îä íåðéìåôä ìù íéçðåîá äøåáò äèåùô äçñ�ð íéàöåîå ìåáâ�ì øáòî éãé

.úøæâ�ðä úøãâäë

f(X) ìù úøæâðä úà øéãâð .K äãùá íéîã÷î íò íåðéìåô f(X) =
∑n

i=0 aiX
i éäé ,ùøÉôî ïô¹àá

éðùä ,(ñ÷ãð´à=) ïåé�öë ãçàä .íéãé÷ôú äùìù i ïîéñì ùé åæ äçñ�ðá .f ′(X) =
∑n

i=1 iaiX
i−1 íåðéìåôë

.X ìù êéøòîá íìù øôñîë éùéìùäå (p á ÷ìçúî ïåéöë i íà i = 0 èøôá) K äãùá 1 íéîòô i ìù íåëñë

:íéàáä íéììëä úà úî�é÷î úøæâðä úìËòô

.deg(f ′) = n− 1 éæà ,char(K) = 0 êëì óñåðá íà .deg(f ′) ≤ n− 1 ù øøåâ deg(f) = n (à1)

.(f + g)′ = f ′ + g′ (á1)

.(fg)′ = f ′g + fg′ (â1)

.c′ = 0 èøôá .(cf)′ = cf ′ éæà ,c ∈ K íà (ã1)

íà .òåá÷ f ∈ K éæà ,char(K) = 0 íà .f ′ = 0 ù çéððå f(X) =
∑n

i=0 aiX
i éäé (ä1)

.f(X) =
∑m

j=0 apjX
pj ,ïëì .p á ÷ìçúî åðéàù i ìëì ai = 0 éæà ,char(K) = p > 0

.f ′(X) = g′(h(X))h′(X) éæà ,f(X) = g(h(X)) å íéîåðéìåô íä g, h ∈ K[X] íà :úøùøùä ììë (å1)

.(g(X) =
∑n

i=0 ai(h(X))i øåáò êë øçàå h(X) = Xi åáù äø÷îä úà äìéçú çëåä)

.íåðéìåô ìù ùøù ìù úåèùôì èåùô ïçÉá úúì åðì øùôàî úøæâðä âùåî

íà ÷øå íà èåùô ùøù åðä a éæà .f ìù ùøù a ∈ K å íåðéìåô f ∈ K[X] ,äãù K åéäé :1.5.9 ïåèôùî

.f ′(a) 6= 0

,ïëì .g(a) 6= 0 å g ∈ K[X] øùàá f(X) = (X − a)g(X) éæà .èåùô ùøù åðä a ù íãå÷ çéðð :äçëåä

.f ′(a) = g(a) 6= 0 ïàëîå f ′(X) = g(X) + (X − a)g(X)

,ïëì .g ∈ K[X] å r ≥ 2 øùàá ,f(X) = (X − a)rg(X) éæà .äá�î ùøù àåä a ù çéðð äúò

.f ′(a) = 0 ,ïëìå f ′(X) = r(X − a)r−1g(X) + (X − a)rg′(X)

.K á úåìËòô úøæòá K ìù äáçøä äãùá íéá�î íéùøù ùé íåðéìåôì íà òÉá÷ì åðì øùôàî àáä ïçÉáä

ìù äìôëîì f ÷øôúî äéìòîù K ìù äáçøä L éäúå K äãùá íéîã÷î íò X á íåðéìåô f éäé :1.5.10 ïåèôùî

.íééøàðéì íéîøåâ

.íéá�î L á f ìù íéùøºùä ìë éæà ,f ′ = 0 íà (à)
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.gcd(f, f ′) = 1 íà ÷øå íà íéèåùô L á f ìù íéùøùä ìë éæà .f ′ 6= 0 ù çéðð (á)

.íéá�î f ìù íéùøùä ìë 1.5.9 ïåèôùî éôì ,ïëìå f ìù ùøù ìëì f ′(a) = 0 éæà ,f ′ = 0 íà :äçëåä

÷øå íà íéèåùô L á f ìù íéùøùä ìë ,1.5.9 äîì éôK .d = gcd(f, f ′) éäé�å f ′ 6= 0 ù àåôà çéðð

íéîøåâì d ÷øôúî ,f úà ÷ìçî d å ìéàåä .L á íéùøù d ì ïéà íà øîåìë ,íéôú»ùî íéùøù f ′ ìe f ì ïéà íà

.d = 1 íà øîåìë ,deg(d) = 0 íà ÷øå íà L á íéùøù d ì ïéà ,ïëì .L á íééøàðéì

íéîøåâ ìù äìôëîì f ÷øôúî äéìòîù K ìù äáçøä L éäúe ÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé :1.5.11 ïåèôùî

.f ′ = 0 íà ÷øå íà L á íéá�î íéùøù f ì ùé éæà .íééøàðéì

.äaøî ùøù åðä a ,1.5.9 ïåèôùî éôì ,ïëìå f ′(a) = 0 éæà .L á f ìù ùø¹ù a éäé�å f ′ = 0 ù íãå÷ çéðð :äçëåä

í�é÷úî d|f ′ å ìéàåä .d = gcd(f, f ′) 6= 0 éæà .f ′ 6= 0 ù çéðð ,êôäì

. deg(d) ≤ deg(f ′) ≤ deg(f)− 1

f ì ïéà ,1.5.10 ïåèôùî éôì ,ïëì .(ï÷»úî d ù íéçéðî) d = 1 ïëìå òåá÷ d ù ïàëî òáåð ,÷éøô éà f å ìéàåä

.L á íéaøî íéùøù

.÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé :1.5.12 ïåèôùî

.íéèåùô íéùøù ÷ø f ì ùé éæà ,char(K) = 0 íà (à)

.f(X) = g(Xp) ù êë g ∈ K[X] í�é÷ íà ÷øå íà íéá�î íéùøù f ì ùé éæà .p = char(K) > 0 ù çéðð (á)

.íéèåùô f éùøù ìë ,1.5.11 ïåèôùî éôì ,ïëì .f ′ 6= 0 èøôá ,deg(f ′) = deg(f)− 1 äæ äø÷îá :à úçëåä

,(ä1) ììë éôì ,ïëì .f ′ = 0 ,1.5.11 ïåèôùî éôì ,éæà .íéá�î íéùøù f ì ùéù çéðð :á úçëåä

.f(X) = g(Xp) ù ìá÷ð ,g(X) =
∑m

i=0 apiX
p ïîñð íà .f(X) =

∑m
j=0 apjX

pj

.íéá�î f éùøù ìë ïëìå f ′(X) = 0 éæà ,äðåøçàä äøåöä f ì ùé íà ,êôäì

÷éøô éà f(X) = Xp − t íåðéìåôä ïééèùðæééà ïçÉá éôì .K ìòî äìÂòð t å K = Fp(t) éäé :1.5.13 äîâH

àåôà ùé f(X) ì .f(X) = Xp − xp = (X − x)p å xp = t éæà f ìù ùøù àåä x ∈ K̃ íà .K ìòî

.p åéåáXå ãçà ùøù

Xpn − a ù çëåä .K á é-p ùøù a ì ïéàù çéðð .a ∈ K éäéå p éáåéç ïåéôà ìòá äãù K éäé :1.5.14 ìéâøú

.éòáè n ìëì K[X] á ÷éøô éà
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ìåöô äãù 1.6

ìë úà óøöì ãöéë ïàë äàøð ,åìù íéîã÷îä äãùì íåðéìåô ìù ãçà ùø¹ù óøöì ãöéë 1.3 óéòñá åðéàøäù éøçà

.íéùøùä

K ìù N äáçøä åðä K ìòî f ìù ìåöÄô äãù .K äãùá íéîã÷î íò ñôàî äðåù íåðéìåô f éäé :1.6.1 äøãâä

:úåàáä úåùéøãä úà úî�é÷îä

.f(X) = c(X − x1) · · · (X − xn) øîåìë ,N ìòî íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúî f(X) (à1)

.N = K(x1, . . . , xn) (á1)

.K ë øãâ�é K ìòî ñôàä íåðéìåô ìù ìåöôä äãù

.ìåöÄôä äãù ìù úåãéçéäå íåé÷ä úà ïúåð àáä ïåèôùîä

.K äãùá íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô f éäé :1.6.2 ïåèôùî

.K ìòî N ìåöÄô äãù f ì í�é÷ (à)

.[N : K] < ∞ (á)

α ìù äáçøä úî�é÷ K ′ ìòî f ′ = α(f) ìù N ′ ìåöô äãù ìëìå úåãù ìù α: K → K ′ íæéôøåîåæéà ìëì (â)

.β: N → N ′ íæéôøåîåæéàì

çéððå n = deg(f) ≥ 2 äúò éäé .åîöò K àåä ìåöôä äãù deg(f) = 1 íà :f úìòî ìò äàøùäá äçëåä

f ì øçáð .ï÷»úî f ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .n − 1 äìòîî íéîåðéìåôä ìëìå úåãùä ìëì çëåä ïåèôùîäù

í�é÷úî ,g|f å ìéàåä .g ìù a ùøù äáå L äáçøä K ì úî�é÷ 1.3.6 ïåèôùî éôì .K[X] á g ÷éøô éà íøåâ

åðä h(X) = f(X)
X−a ,øîåìë .K(a)[X] á f(X) úà X − a ÷ìçî ,1.5.1 ïåèôùî éôì ,ïëìå f(a) = 0

øîåìë K(a) ìòî N ìåöô äãù h ì í�é÷ ,äàøùää úçðä éôì .K(a) á íéîã÷î íò n − 1 äìòîî íåðéìåô

å ìéàåä .[N : K(a)] < ∞ ,ïë ìò øúé .N = K(a, a2, . . . , an) å h(X) = (X − a2) · · · (X − an)

éôì .K ìòî f ìù ìåöÄô äãù íâ àåä N ù ïàëî íéìá÷î åðà ,f(X) = (X − a)(X − a2) · · · (X − an)

.[N : K] = [N : K(a)][K(a) : K] < ∞ ,ìãâîä úçñ�ð

÷éøô éà íøåâ àåä g′ = α(g) å ìéàåä .íééøàðéì íéîøåâì N ′ ìòî ÷øôúî f ′ ù øéòð ,(â) úà çéëåäì éãë

ïú�ð ,1.3.4 ïåèôùî éôì .N ′ á g′ = α(g) ìù a′ ùø¹ù øçáð .íééøàðéì íéîøåâì N ′ ìòî ÷øôúî g′ íâ f ′ ìù

h(X) = f(X)
X−a úà ÷éúòî β0 èøôá .a′ ìò a úà ÷éúòîä β0: K(a) → K(a′) íæéôøåîåæéàì α úà áéçøäì

ïú�ð ,äàøùää úçðä éôì ,ïëì .K(a′) ìòî h′ ìù ìåöÄô äãù àåä N ′ ù òáåð ìéòì åîë .h′(X) = f ′(X)
X−a′ ìò

.β: N → N ′ íæéôøåîåæéàì β0 úà áéçøäì

.[L : K] ≤ n! ù çëåä .K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù L éäéå n äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] éäé :1.6.3 ìéâøú
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.Fp ìòî Xp8 − 1 ìù ìåöÄôä äãù úà àöî :1.6.4 ìéâøú

.F7 ìòî X3 − 2 ìù ìåöÄôä äãù ìù äìòîä úà áùç :1.6.5 ìéâøú

:åúìòî úà àöîå Q ìòî íéàáä íéîåðéìåôäî ãçà ìë ìù ìåöÄôä äãù úà øàú :1.6.6 ìéâøú

.X2 − 2 (à)

.X2 − 1 (á)

.X3 − 2 (â)

.(X3 − 2)(X2 − 2) (ã)

.X2 + X + 1 (ä)

.X6 + X3 + 1 (å)

.X5 − 7 (æ)

K ìòî M î úéøàðéì ãøô»î L ù øîàð .óú»ùî äãùá úåìëåîä K äãù ìù úåáçøä éúù M å L äðééäú :1.6.7 ìéâøú

úéøàðéìä úåãøô»îä ñç�éù çëåä .M ìòî íâ úéøàðéì íééåìú íðéà K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù L á x1, . . . , xn ìë íà

.éøèîéñ

íà ÷øå íà K ìòî úéøàðéì íéãøô»î M å L ù çëåä .K äãù ìù úåéôåñ úåáçøä M å L äðééäú :1.6.8 ìéâøú

.[ML : K] = [M : K][L : K]

K(x) ù çëåä .K ìù äáçøä L éäúå f ìù ùøù x éäé ,÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé ,äãù K éäé :1.6.9 ìéâøú

.L ìòî ÷éøô éà f íà ÷øå íà K ìòî L î úéøàðéì ãøô»î

.[F : E] úà áùç .F = K(t) å E = K
(

t3

t+1

)
ïîñð .K äãù ìòî äìòð øáà t éäé :1.6.10 ìéâøú

.óú»ùî äãùá íéìëåî åììä úåãùä ìëù çéðð .K ìù äáçøä E éäúå úåãù ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé :1.6.11 ìéâøú

.L ìòî M î úéøàðéì ãøô»î LE å K ìòî L î úéøàðéì ãøô»î E íà ÷øå íà K ìòî M î úéøàðéì ãøô»î E ù çëåä
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äãù ìù éøáâìàä øÛâñä 1.7

M ìòî ÷øôúî úéáåéç äìòîî f ∈ M [X] íåðéìåô ìë íà úéøáâìà øeâñ àåäù M äãù ìò íéøîåà åðà

åæ äáçøä .K ìòî úéøáâìà àéäù K̃ úéøáâìà äøåâñ äáçøä ùé K äãù ìëìù äô äàøð åðà .íééøàðéì íéîøåâì

."K ìù éøáâìàä øåâÀñä" àø÷ú àéäå K-íæéôøåîåæéà éãë ãò äãéçé äðä

á íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô ìëìù àåä úéøáâìà øeâñ äéäé M äãùù êëì (éçøëä íâå) ÷éôñî éàðú :1.7.1 äîì

.M á ùø¹ù äéäé M

í�é÷ 1.5.1 ïåèôùî éôì .a ∈ M ùøù f ì í�é÷ äçðää éôì .úéáåéç äìòîî íåðéìåô f ∈ M [X] éäé :äçëåä

äàøùä úçðä äçéèáî ,deg(g) = deg(f)− 1 å ìéàåä .f(X) = (X − a)g(X) ù êë g ∈ M [X] íåðéìåô

.M ìòî íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì f íâ ÷øôúî ïëì .M ìòî íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ÷øôúî g ù

.K ìòî éøáâìà L íàå úéøáâìà øeâñ L íà K ìù éøáâìà øÛâñ äð�ëú K äãù ìù L äáçøä :1.7.2 äøãâä

L éæà .K ìòî íééøáâìà íäù M éøáà ìë óñ¹à úà L á ïîñð .K äãù ìù úéøáâìà äøåâñ äáçøä M éäú :1.7.3 äîì

.úéøáâìà øåâñ äãù àåä

åðä L ,ïëì .K ìòî éøáâìà áåù åðä K ìòî íééøáâìà íéøáà ìù äðîå äìôëî ,íåëñ ,1.4.11 äð÷ñî éôì :äçëåä

ùøù ùé f ∈ L[X] ÷éøô éà íåðéìåô ìëìù 1.7.1 äîì éôì ,çéëåäì ÷éôñî ,úéøáâìà øåâñ L ù çéëåäì éãë .äãù

.L á

äáçøä äðä L(x)/L éæà .M á f ìù x ùøù øçáð .M ìòî íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ÷øôúî f ,ïëàå

éøáâìà x èøôá .K ìòî éøáâìà K(x) ù 1.4.10 ïåèôùîî òáåð ,úéøáâìà äáçøä L/K íâå ìéàåä .úéøáâìà

.L ì x ê�éù ,L úøãâä éôì .K ìòî

ãåñé ìò úåáë�îä úåéö÷ðåôä úøåúá çëåî äæ èôùî .úéøáâìà øeâñ C íéáë�îä íéøôñîä äãù :1.7.4 äîâH

úøæòá êùîäá äæ èôùî çéëåð åðà .äòåá÷ äðä øåùéîä ìëá äîåñçå äîìù úéèéìðà äéö÷åôù øîåàä ìéáåéì èôùî

.åìéñ éèôùîå äàåìâ úøåú

,äæ äãù ,êãéàî .úéøáâìà øåâñ äãù äåäî Q ìòî íééøáâìà íäù íéáë�îä íéøôñîä óñà ,1.7.3 äîì éôì

.éøáâìà øÛâñ ùé äãù ìëìù äàøð ïìäì .Q ìù éøáâìà øÛâñ åðä Q̃ ïëì .Q ìòî éøáâìà ,Q̃ á åðîñðù

.M úéøáâìà äøåâñ äáçøä úî�é÷ K äãù ìëì :1.7.5 äîì

äðúùî íéàúð f ∈ F ìëì .úéáåéç äìòîî f ∈ K[X] íéîåðéìåôä ìë óñ¹à úàF á ïîñð :(Emil Artin) äçëåä

ìù I =
∑

f∈F Rf(Xf ) ìàãéàä úà äðáð äúò .R = K[Xf | f ∈ F ] íéîåðéìåôä âåçá ïðåáúðå Xf ùãç

.f ∈ F íøåáòù f(Xf ) íéøáàä ìë éãé ìò øöåðä R
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àåôà íéî�é÷ .1 =
∑

f∈F eff(Xf ) ù êë ñôà íì�ë èòîëù ef ∈ R íéî�é÷ äéä úøçà .R 6= I :à äðòè

ù êë K á íéîã÷î íò íéðúùî n á gi íéîåðéìåôå f1, . . . , fn ∈ F

.1 =
n∑

i=1

gi(Xf1 , . . . , Xfn
)fi(Xfi

) (1)

K-íæéôøåîåîåä øéãâðå L á fi ìù xi ùø¹ù øçáð i ìëì .K ìòî h ìù ìåöÄôä äãù L éäéå h = f1 · · · fn ïîñð

,(1) ìò äæ íæéôøåîåîåä ìéòôð íà .i = 1, . . . , n øåáò ϕ(Xfi
) = xi éãé ìò ϕ: K[Xf1 , . . . , Xfn

] → L

.ùøãðë ,1 /∈ I ù äçéëåî åæ äøéúñ .1 =
∑n

i=1 gi(x1, . . . , xn)fi(xi) = 0 ù ìá÷ð

äðîä äãù K1 = R/J éäé .I úà óé÷·îä J éáøî ìàãéà R ì í�é÷ù ,1.1.2 äîì éôì ,òáåð à äðòèî

,ïëìå f(Xf ) ∈ I ⊆ J í�é÷úî f ∈ F ìëì .a 7→ a + J ä÷úòää éãé ìò K1 êåúì K úà ïëùð .íéàúîä

.f(Xf + J) = f(Xf ) + J = 0

äàøùäá .K1[X] á úåéáåéç äìòîî íåðéìåô ìëì ùøù ùé äáù K1 ìù K2 äáçøä úåðáì ìëåð äîåã ïôàá

Km á íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô ìëìù êë K = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · · úåãù ìù äìåò äøãñ äðáð

f ∈ M [X] íåðéìåô ìë ,ïëàå .K ìù úéøáâìà äøåâñ äáçøä åðä M =
⋃∞

m=0 Km ãåçàä .Km+1 á ùøù ùé

äîì éôì .M á ùøù åì ùé èøôá ,Km+1 á ùøù åì ùé ïëìå m àåäù äæéà øåáò Km[X] ì ê�éù úéáåéç äìòîî

.úéøáâìà øåâñ M ,1.7.1

.éøáâìà øÛâñ ùé K äãù ìëì :1.7.6 ïåèôùî

,äéäú K ìòî íééøáâìà íäù M éøáà ìë úöåá÷ .M úéøáâìà äøåâñ äáçøä K ì ùé 1.7.5 äîì éôì :äçëåä

.K ìù éøáâìà øÛâñ ,1.7.3 äîì éôì

.K-íæéôøåîåæéà éãë ãò ,åúeãéçé úà çéëåäì äúò äöøð ,äãù ìù éøáâìàä øÛâñä íåé÷ úà åðçëåäù øçàì

éæà .äîàúäá K ′ å K ìù íééøáâìà íéøÛâñ L′ å L åéäéå úåãù ìù íæéôøåîåæéà α: K → K ′ éäé :1.7.7 ïåèôùî

.α úà áéçøîä úåãù ìù γ: L → L′ íæéôøåîåæéà í�é÷

L′ êåúì E ìù ïåë´ù àåä β å L ì K ïéá í�éðéá äãù àåä E íäáù (E, β) úåâåæä ìë óñ¹à úà E á ïîñð :äçëåä

:äàáä äøãâää úøæòá é÷ìç ïôàá E úà øãñð .(K, α) âåæä úà ìéëî àåä ïëù ÷éø åðéà äæ óñà .α úà áéçøîä

éæà ,E á úøùøù àéä E0 = {(Ei, βi) | i ∈ I} íà .β2|E1 = β1 å E1 ⊆ E2 íà (E1, β1) ≤ (E2, β2)

øåáò β(x) = βi(x) éãé ìò úøãâ»îä β: E → L′ ä÷úòääå L á ìëåîå K úà óé÷·îä äãù àåä E =
⋃

i∈I Ei

.E0 úøùøùä ìù ìéòìî íñç àåä (E, β) ,ïëì .α úà áéçøîå áèéä øãâ»îä L′ êåúì E ìù ïåë´ù ä�ðä x ∈ Ei

.F ′ = L′ å F = L ù çéëåäì åðéìò .F ′ = γ(F ) éäé .E ìù (F, γ) éaøî øáà åðì úðúåð ïøåö ìù äîìä

éà íåðéìåô àåä f ′ = γ(f) éæà .f = irr(x, F ) éäé .F ìòî íâ ïëìå K ìòî éøáâìà åðä x ∈ L øáà ìë ,ïëàå
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ïú�ð ,1.3.4 ïåèôùî éôì .x′ ∈ L′ ùøù f ′ ì í�é÷ ,úéøáâìà øeâñ L′ å ìéàåä .deg(f ′) = deg(f) ≥ 1 å ÷éøô

ù òáåð (F, γ) ìù úåéaøîäî .(F, γ) ≤ (F (x), δ) ,ïëì .δ: F (x) → F ′(x′) íæéôøåîåæéàì γ úà áéçøäì

.F = L ù íé÷éñî åðà äæî .x ∈ F øîåìë ,F = F (x)

úéáåéç äìòîî ÷éøô éà f éæà .f = γ−1(f) å f ′ = irr(x′, F ′) ïîñðå x′ ∈ L′ øáàî àö�ð êåôä¦ä ïååká

úåéaøîäî .γ úà áéçøîä δ: F (x) → F ′(x′) íæéôøåîåæéà í�é÷ ,íãå÷ä óéòñá åîë .L á x ùø¹ù àåôà åì í�é÷å

.ùøãðë ,x′ ∈ F ′ ù ïàëîå deg(f ′) = deg(f) = 1 ,ïëì .x ∈ F ù òáåð (F, γ) ìù

.éøáâìàä øÛâñä ìù úåãéçéä úà åðì ïúåð K = K ′ åáù äø÷´îä

.K̃ á åúåà ïîñð .K -íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé éøáâìà øÛâñ ùé K äãù ìëì :1.7.8 èôùî

äìòîä ïëì .éòáè n ìëì Q ìòî ÷éøô éà Xn − 2 íåðéìåôä ,(1.1.9 äàöåú) ïééèùðæééà ïçÉá éôì :1.7.9 äîâH

.[Q̃ : Q] = ∞ ù ïàëî ìá÷ð íåñç åðéà n å ìéàåä .n äéäú åìù ùøù äãù ìë ìù

åîë ,ïëì .F = K(t) ìòî ÷éøô éà Xn − t íåðéìåôä K ìòî t äìòð øáàå K äãù ìëì ,äîåã ïôàá

.[F̃ : F ] = ∞ íãå÷î

íéùøùä úöåá÷ éæà ,K ìòî éøáâìà øáà åðä x íàù òáåð 1.3.5 äàöåúî .x ì íéãåîöä íéøáàä :1.7.10 äøòä

åììä íéøáàäî ãçà ìë .K̃ êåúì K(x) ìù K-ïåëù åðä σ íäáù σx íéøáàä ìë úöåá÷ì ä�åù irr(x,K) ìù

.K ìòî x ìù ãåîö àø÷ð
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úåéìîøåð úåáçøä 1.8

ìò øöåðä äãùì àø÷ð K á íéîã÷î íò F íéîåðéìåô úöåá÷ ïúðäá .K̃ éøáâìà øÛâñ åì òá÷ðå K äãùá ïðåáúð

äãù éæà ,f ãáìá ãçà íåðéìåôî úáëø»î F íà .F ìù ìåöÄôä äãù F ì íéë�éùä K̃ á íéîåðéìåôä éùøù ìë éãé

.(1.6.1 äøãâä) f ìù ìåöÄôä äãù íò ãëìúî F ìù ìåöÄôä

L íàù äøãâääî òáåð ïë åîë .K̃ êåúá éëøò ãç ïôàá òá÷ð K ìòî F ìù ìåöÄôä äãùù òáåð äøãâääî

àáä ïåèôùîä .L á úìëåîä K ìù äáçøä ìë ìòî F ìù ìåöôä äãù àåä F éæà ,K ìòî F ìù ìåöÄôä äãù àåä

.K ì åðøçáù K̃ ãç�éîä éøáâìàä øÛâñá ìåöÄôä äãù ìù úåìúä éà úà çéèáî

äãù L ,F ′ = α(F) ,K[X] á íéîåðéìåô ìù äöåá÷ F ,úåãù ìù íæéôøåîåæéà α: K → K ′ åéäé :1.8.1 ïåèôùî

.β: L → L′ íæéôøåîåæéàì α úà áéçøäì ïú�ð éæà .F ′ ìù ìåöÄô äãù L′ å F ìù ìåöÄô

íæéôøîåæéàì α̃ äáçøä ïúåð 1.7.7 ïåèôùî .äîàúäá K ′ å K ìù íééøáâìà íéøÛâñ K̃ ′ å K̃ åéäé :äçëåä

ìë úöåá÷ ìò K̃ ì íéë�éùä f ∈ F íéîåðéìåôä ìù íéùøùä ìë úöåá÷ úà ÷éúòé äæ íæéôøåîåæéà .α̃: K̃ → K̃ ′

.α̃(L) = L′ ïëì .K̃ ′ ì íéë�éùä f ′ ∈ F ′ íéîåðéìåôä ìù íéùøùä

÷øôúî L á ùø¹ù åì ùéù f ∈ K[X] ÷éøô éà íåðéìåô ìë íà úéìîøåð àø÷´ú úéøáâìà äáçøä :1.8.2 äøãâä

.L á íééøàðéì íéîøåâì

ìòî íéîåðéìåô úöåá÷ ìù K ìòî ìåöÄôä äãù àåä L íà ÷øå íà úéìîøåð äðä L/K úéøáâìà äáçøä :1.8.3 ïåèôùî

.K

.{irr(x,K) | x ∈ L} äöåá÷ä ìù K ìòî ìåöÄôä äãù àåä L éæà .K ìòî éìîøåð L ù íãå÷ çéðð :äçëåä

ïîñðå x ∈ L éäé .K[X] ìù F äöåá÷ úú ìù K ìòî ìåöÄôä äBù àåä L ù çéðð ,êôäì

K-íæéôøåîåæéà í�é÷ ,1.3.4 ïåèôùî éôì ,ïëàå .L ì ê�éù K̃ á f ìù x′ ùøù ìëù çéëåðù ÷éôñî .f = irr(x, K)

,ïë åîë .K(x) ìòî F ìù ìåöÄôä äãù íâ åðä L ù òáåð äøãâääî .α(x) = x′ í�é÷îä α: K(x) → K(x′)

.K(x′) ìòî F ìù ìåöÄôä äãù ìò L ìù íæéôøåîåæéàì α úà áéçøäì ïú�ð ,1.8.1 ïåèôùî éôì ,ïëì .α(F) = F
,x′ ∈ L ,ïëì .L′ = L ,úåøçà íéìîá .K ìòî F ìù ìåöÄôä äãù íâ åðä äæ ïåøçà äãùù òáåð äøãâääî ,áåù

.ù÷Ëáîë

.úéìîøåð M/L äâçøää íâ éæà .úéìîøåð M/K äáçøääù êë úåãù ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé :1.8.4 äàöåú

äãù íâ àåä M ïëì .K[X] ìù F äöåá÷ úú ìù K ìòî ìåöÄôä äãù àåä M ,1.8.3 ïåèôùî éôì :äçëåä

.L ìòî íâ éìîøåð M ,1.8.3 ïåèôùî éôì ,ïëì .L ìòî F ìù ìåöÄôä

.úåãù ìù úéìîøåð äáçøä L/K éäú :1.8.5 ïåèôùî
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.åîöò ìò L úà ÷éúòî K̃ êåúì L ìù K -ïåë´ù ìë (à)

.L ìù K -íæéôøåîåèåàì äáçøäì ïú�ð L/K ìù í�éðéá úåãù ìù σ: E → E′ K -íæéôøåîåæéà ìë (á)

íò F íéîåðéìåô úöåá÷ ìù K̃ ì íéë�éùä íéùøùä ìë óåø�ö éãé ìò K î úìá÷úî L ,äçðää éôì :à úçëåä

.L ìò øîåù σ ,ïëì .ì"ðä íéùøùä úöåá÷ úà øéîúî σ éæà ,K̃ êåúì L ìù K-ïåë´ù àåä σ íà .K á íéîã÷î

L ìù íæéôøåîåæéàì σ úà áéçøäì ïú�ð 1.8.1 ïåèôùî éôì .E ìòî F ìù ìåöÄôä äãù íâ àåä L äãùä :á úçëåä

.ù÷Ëáîë ,L ìò ,(à) éôì ,L úà ÷éúòé äæ íæéôøåîåæéà .K̃ á F ìù ìåöôä äãù ìò

.K ìòî éìîøåð çøëäá åðéà L éæà ,K ìòî éìîøåð M å K ⊆ L ⊆ M íà :1.8.6 äîâH

éùîîä ùøùä 4
√

2 éäé .Q ìòî ÷éøô éà X4 − 2 íåðéìåôä ,(1.1.9 ïåèôùî) ïééèùðæééà ïçÉá éôì ,ïëàå

åðéà i å ìéàåä .i2 = −1 øùàá ,± 4
√

2,±i 4
√

2 íä X4 − 2 ìù íéùøºùä .L = Q( 4
√

2) ïîñðå åìù éáåéçä

.Q ìòî éìîøåð åðéà L ù ïàëî .i 4
√

2 /∈ L ïëì ,Q( 4
√

2) ì íâ ê�éù åðéà àåä ,R ì ê�éù

.Q ìòî éìîøåð M ïëìå X4 − 2 íåðéìåôä ìù Q ìòî ìåöÄôä äãù àåä M = Q( 4
√

2, i) êãéàî

.2 äìòîî àéä íà L/K úéòåaX àø÷ú L/K äáçøä

.úéìîøåð àéä L/K úéòåáø äáçøä ìë :1.8.7 äîì

ê�éù íîåëñù íéùøù éðù øúåéä ìëì ùé f ì .2 äìòîî f ÷éøô éà íåðéìåô ìù K ìòî ùøù äãù àåä L :äçëåä

.K ìòî éìîøåð L ù 1.8.3 ïåèôùî éôì .L ì íéë�éù íäéðù ïëì .K ì

.úéìîøåð çøëäá M/K ïéà úåéìîøåð úåáçøä ïä M/L å L/K íà :1.8.8 äîâH

éôì ,íìåà úéìîøåð Q ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q( 4
√

2) ìãâîá í�éðéÅáä úåáçøäî úçà ìë 1.8.7 äîì éôì ,ïëàå

.úéìîøåð äðéà Q( 4
√

2)/Q äáçøää ,1.8.6 äîâH

åéäéå K ìù úéôåñ úéìîøåð äáçøä L éäú ,÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[x] éäé ,äãù K éäé :1.8.9 ìéâøú

.σ(g) = h ù êëK ìòî L ìù σ íæéôøåîåèåà í�é÷ù çëåä .f(X) ìù íé÷éøô éà íéîøåâ g, h ∈ L[X]
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íåã÷ä øáàä èôùî 1.9

úeéìîøåðì óéñåäì íéëéøö éáåéç ïåéô´àá .úåéìîøåðä úåáçøää úåùôåú 0 ïåéô´àá úåãù ìù äàåìâ úøåúá éæëøî íå÷î

.ãçà øáà éãé ìò úøöåð úéôåñ äãéøô äáçøä ìëù äæ óéòñá çéëåð åðà ."úåãéøô" äð�ëîä úôñåð äðåëú

x ∈ K̃ øáà ìò íéøîåà .íéèåùô åéùøù ìë íà ãéøô àø÷ð K äãùá íéîã÷î íò f ∈ K[X] íåðéìåô

ìòî ãéøô E ìù øáà ìë íà äãéøô äð�ëî E/K úéøáâìà äáçøä ,óåñáì .ãéøô irr(x,K) íà K ìòî ãéøô àåäù

.K

.äãéøô ñôà ïåéô´àá E/K úéøáâìà äáçøä ìë :1.9.1 ïåèôùî

.äãéøô ñôà ïåéôàá úéøáâìà äáçøä ìë ,ïëì .ãéøô 0 ïåéôàá ÷éøô éà íåðéìåô ìë ,1.5.12 ïåèôùî éôì :äçëåä

.äãéøô åìù úéøáâìà äáçøä ìë íà ììë»ùî åðä K äãùù íéøîåà :1.9.2 äøãâä

:1.9.3 ïåèôùî

.ììë»ùî àåä 0 ïåéôà ìòá äãù ìë (à)

.ììë»ùî åðä úéøáâìà øåâñ äãù ìë (á)

éøáà ìù p-úå÷æç ìë óñà úà ïàë ïîñî Kp øùàá) Kp = K íà ÷øå íà ììë»ùî åðä p éáåéç ïåéôà ìòá K äãù (â)

.(K

.úììë»ùî äðä åìù úéøáâìà äáçøä ìë ,ììë»ùî åðä K äãù íà (ã)

.ììë»ùî åðä éôåñ äãù ìë (ä)

.ììë»ùî åðéà (äìÂòð t íò) Fp(t) äãùä (å)

ïåèôùî éôì ,éæà .ãéøô åðéà f ù äìéìùÄá çéðð .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäéå Kp = K ù íãå÷ çéðð :â úçëåä

ìá÷ð ,g(X) =
∑n

i=0 aiX
i ,èåøôá g úà í¹ùøð íà .f(X) = g(Xp) ù êë g ∈ K[X] í�é÷ ,(á)1.5.12

,f(X) =
∑n

i=0 aiX
ip =

∑n
i=0 bp

i X
ip = (

∑n
i=0 biX

i)p ,ïëì .bp
i = ai ù êë bi ∈ K íéî�é÷ù äçðääî

.÷éøô éà f ù äçðäì äøéúñá

ùé ,ïëìå Xp − a = (X − b)p éæà .bp = a ù êë b ∈ K̃ øçáðå a ∈ K éäé .ììë»ùî K ù çéðð ,êôäì

èåùô ùøù àåä b ,ììë»ùî K å ìéàåä .b àåäå ãáìá ãçà ùøù ,Xp − a ìù ÷ìçî øåúá ,g(X) = irr(b, K) ì

.ù÷Ëáîë ,b ∈ K ù ïàëîå deg(g) = 1 ,ïëì .g ìù

å ìéàåä .íéèåùô irr(x,K) éùøù ìë ïëì .K ìòî éøáâìà íâ àåä L ìòî x éøáâìà øáà ìë :ã úçëåä

.ììë»ùî L ,ïëì .íéèåùô L éùøù ìë íâ irr(x, L)|irr(x, K)
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,ïëì .úéëøò ãç ãç ä�ðä åîöò êåúì K ìù x 7→ xp ä÷úòää ,éæà .p éáåéç ïåéô´à ìòá éôåñ äãù K éäé :ä úçëåä

.ììë»ùî K ,(â) éôì .xp = y ù êë x ∈ K í�é÷ y ∈ K ìëì ,úåøçà íéìîá .ìò íâ àéä

.ììë»ùî åðéà Fp(t) ,ïëì .ãéøô åðéà Xp − t ÷éøô éàä íåðéìåôä ,1.5.13 äîâH éôì :å úçëåä

íéìéãáî åðà äçëåäá .ãçà øáà éãé ìò úåøöåð ïäù àéä úåéôåñ úåãéøô úåáçøä ìù úåáåùçä úåðåëúäî úçà

ïéá úãîåòä äàöåúì åðà íé÷å÷æ ïåøçàä äø÷îá ìôèì éãë .íééôåñ úåãùäù äø÷îì íééôåñðéà úåãùäù äø÷îä ïéá

.úåãùä úøåúå úåøåáçä úøåú

.úéìâòî äðä K ìù K× úéìôëä äøåáçä ìù G úéôåñ äøåáç úú ìë éæà .äãù K éäé :1.9.4 ïåèôùî

,ïëì .äìù åìéñ úåøåáç ìù äøùé äìôëî àéä G ,úåéôåñä úåéìáàä úåøåáçä ìù éãåñéä èôùîä éôì :äçëåä

.G á éaøî øãñ ìòá øáà g éäé .éðåùàø øôñî p øùàá pn øãñî àéä G ù äø÷îá ïåèôùîä úà çéëåäì ÷éôñî

x ∈ G íà .m ≤ n øùàá ,ord(g) = pm ,ïëì .äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî øáà ìë ìù øãñä úéôåñ äøåáçá

àåôà íéìá÷î åðà .xpm

= (xpk

)pm−k

= 1 ,ïëì .k ≤ m øùàá ord(x) = pk éæà ,G ìù àåäùìë øáà àåä

äàöåú) íéùøù pm øúåéä ìëì åæä äàåùîì ùé éðù ãöî .íéùøù pn úåçôì K á ùé Xpm − 1 íåðéìåôìù

.g éãé ìò úøöåðå úéìâòî G ù ïàëîå n = m ,ïëì .(1.5.2

ù çéðð .K äãù ìù úéôåñ äáçøä L = K(x1, · · · , xn) éäú :(Abel ìù íåã÷ä øáàä èôùî) 1.9.5 èôùî

.L/K äáçøää ìù íåã÷ øáà àø÷é z øáàä .L = K(z) ù êë z ∈ L í�é÷ éæà .K ìòî íéãéøô x2, . . . , xn

z éäé .úéôåñ äøåáç àéä L× èøôá .K ìòî éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî øåúá ,éôåñ L íâ éæà ,éôåñ K íà :äçëåä

.L = K(z) éæà .(1.9.4 ïåèôùî) äìù øöåé

ãéøô éøáâìà y å K ìòî éøáâìà x íàù çéëåäì ÷éôñîù äàøî n ìò äàøùä .éôåñðéà K ù àåôà çéðð

.K(x, y) = K(z) ù êë z í�é÷ éæà ,K ìòî

g = irr(y, K) äçðää éôì .K̃ á f ìù íéðåùä íéùøùä x1, . . . , xm åéäéå f = irr(x,K) àåôà ïîñð

.K̃ ìòî äæî äæ íéðåù íééøàðéì íéîøåâì ÷åøô àåä g(Y ) =
∏d

j=1(Y − yj) å d äìòîî ÷éøô éà íåðéìåô åðä

íåðéìåôä

q(T ) =
∏

(i,j)6=(i′,j′)

(
(xi + Tyj)− (xi′ + Tyj′)

)

íéì´îá .q(b) 6= 0 ù êë b ∈ K øáà 1.5.4 äàöåú éôì í�é÷ ,éôåñðéà K å ìéàåä .ñôàî äðåùå K̃[T ] ì ê�éù

,úåøçà

xi + byj 6= xi′ + Tyj′ (1)
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.(i, j) 6= (i′, j′) ìëì

éãë .K(z) ⊆ K(x, y) éæà .z = x + by ïîñð .y = y1 å x = x1 ,úåéììëä úìáâä éìá

í�é÷î àåä .K(z) á åéîã÷îù h(Y ) = f(z − bY ) íåðéìåôá ïðåáúð êåôä¦ä ïåå�ëá äìëää úà çéëåäì

ïëìå j 6= 1 ìëìå i ìëì z − byj 6= xi ù (1) î òáåð äæì óñåðá .h(y) = f(z − by) = f(x) = 0

gcd(g, h) = (Y − y)k ïëì .h å g ì óú»ùîä ãéçéä ùøùä åðä y ù àåôà åðìáN .h(yj) = f(z − byj) 6= 0

.gcd(g, h) = Y − y øîåìë ,k = 1 ù òáåð ,(Y − y)2 - g(Y ) äçðää éôìå ìéàåä .k ≥ 1 àåäù äæéà øåáò

ïëì .K(z) ì íéë�éù íäìù éáøîä óú»ùîä ÷ìçîä éîã÷î íâ K(z) ì íéë�éù g, h íéîåðéìåôä éîã÷îå ìéàåä

.ù÷Ëáîë ,K(x, y) = K(z) ù åðçëåä øáã ìù åîåëÄñá .x = z − by ∈ K(z) ù ïàëî .y ∈ K(z)

.L = K(z) ù êë z ∈ L í�é÷ éæà ,úéôåñ äãéøô äáçøä äðä L/K íà :1.9.6 äàöåú

ù êë x ∈ L í�é÷ù çëåä .í�éðéá úåãù ìù éôåñ øôñî ÷ø äì ùéù úéôåñ äáçøä L/K éäú :1.9.7 ìéâøú

.L = K(x)
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úåãéøô úåáçøä 1.10

.äúìòîì äåù K̃ êåúì äìù K-íéîæéôøåîåæéàä øôñîù åæëë K äãù ìù L úéôåñ äãéøô äáçøä ï�éôàð äæ óéòñá

.úåãù ìù íéôåøöå úåãù úú úçé÷ì úçú äøåâñ K ìù úåãéøôä úåáçøää úöåá÷ù äàøð ïë åîë

K̃ êåúì L ìù K-íéîæéôøåîåæéàä øôñî úà [L : K]s á ïîñð .K äãù ìù úéøáâìà äáçøä L éäú

ìë .L = K(x1, . . . , xn) éæà ,K ìù úéôåñ äáçøä àéä L íà .K ìòî L ìù úåãéøôä úìòî åì àø÷ðå

ìù ùøù àåä σxi å ìéàåä .x1, . . . , xn ìù åúìËòô éãé ìò ãéçé ïôàá òá÷ð K̃ êåúì L ìù σ K-íæéôøåîåæéà

,úåøçà íéì´îá .úåéøùôà ìù éôåñ øôñî ÷ø σ ì ùé ,íéëøò ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé äæ íåðéìåôìå irr(xi,K)

.[L : K]s < ∞

ïîñð .úåãù ìù íéîæéôøåîåæéà τ : K → K2 å σ: K → K1 åéä�éå K äãù ìù úéøáâìà äáçøä L éäú :1.10.1 äîì

êåúì L ìù ìåë´ùì τ ìù úåáçøää ìë úöåá÷ úà S(τ) áå K̃1 êåúì L ìù ïåëùì σ ìù úåáçøää ìë úöåá÷ úà S(σ) á

.|S(σ)| = [L : K]s ,ïë ìò øúé .|S(σ)| = |S(τ)| éæà .K̃2

íà .K̃ → K̃2 íæéôøåîåæéàì τ ìù τ̃ äáçøä øçáðå K̃ → K̃1 íæéôøåîåæéàì σ ìù σ̃ äáçøä øçáð :äçëåä

,τ å σ ìù íéãé÷ôúä êåô¤ä éãé ìò úðú�ð äëåôää ä÷úòää .(τ̃ ◦ σ̃−1)|σ′(L) ◦ σ′ ∈ S(τ) éæà ,σ′ ∈ S(σ)

.äîöò úååù S(τ) å S(σ) ,ïëì .τ ′ 7→ (σ̃ ◦ τ̃−1)|τ ′(L) ◦ τ ′ øîåìë

,K̃ êåúì L ìù K-íéîæéôøåîåæéàä øôñî àåä |S(σ)| ù ìá÷ð τ = idK å K2 = K ç÷ð íà ,èøôá

.|S(σ)| = [L : K]s øîåìë

.[M : K]s = [M : L]s[L : K]s éæà .úåéôåñ úåáçøä ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé :1.10.2 ïåèôùî

ìë úöåá÷ S(σi) éäú i ìëì .K̃ êåúì L ìù K-íéðåë´ùä ìë σ1, . . . , σl åéäéå l = [L : K]s ïîñð :äçëåä

.K̃ êåúì M ìù K-íéðåë´ùä ìë úöåá÷ àéä S =
⋃· l

i=1 S(σi) éæà .K̃ êåúì M ìù ïåë´ùì σi ìù úåáçøää

,ïëì .|S(σi)| = [M : L]s ,1.10.1 äîì éôì

, [M : K]s = |S| = |
l⋃
·

i=1

S(σi)| =
l∑

i=1

|S(σi)| = l[M : L]s

.çéëåäì äéäù éôë

:éæà .K äãù ìù úéôåñ äáçøä L éäú :1.10.3 ïåèôùî

.[L : K]s ≤ [L : K] (à)

íà ÷øå íà K ìòî ãéøô x ,ïë ìò øúé .[K(x) : K]s ì äåù K ìòî x ìù íéãåîöä øôñî éæà ,x ∈ K̃ íà (á)

.[K(x) : K]s = [K(x) : K]

.äãéøô äáçøä L/K íà ÷øå íà [L : K]s = [L : K] (â)
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.L = K(x) éæà ,n àåä K ìòî x ìù íéãåîöä øôñî íà .x ∈ L éäé�å n úéôåñ äìòîî äáçøä L/K éäú (ã)

éæà .K̃ á irr(x, K) ìù íéðåùä íéùøùä x1, . . . , xm åéäé .L = K(x) åáù äø÷îá íãå÷ ìôèð :à úçëåä

,(1.3.4 ïåèôùî) K̃ êåúì K(x) ìù K-éðåëù øôñî àåä m êãéàî .m ≤ deg(irr(x,K)) = [K(x) : K]

.[L : K]s ≤ [L : K] ,ïëì .m = [L : K]s øîåìë

ù úðúåð n ìò äàøùä .L = K(y1, . . . , yn) éììëä äø÷îá

.[K(y1, . . . , yn−1) : K]s ≤ [K(y1, . . . , yn−1) : K] (2)

ù çéèáî úîãå÷ä ä÷ñôá çëåäù n = 1 äø÷îä ì

[L : K(y1, . . . , yn−1)]s ≤ [L : K(y1, . . . , yn−1)] (3)

.[L : K]s ≤ [L : K] ù òáåð (3) å (2) î ,1.10.2 å 1.4.4 ìãâîä úåàçñ�ðî

äøòä éôì ,äåù äæ øôñîå irr(x,K) ìù íéðåùä íéùøùä øôñîì äåù K ìòî x ì íéãåîöä øôñî :á úçëåä

.[K(x) : K]s ì øîåìë K̃ êåúì K(x) ìù K-é�ðåëù øôñîì ,1.7.10

äåù irr(x,K) ìù íéðåùä íéùøùä øôñî íà ÷øå íà í�é÷úî [K(x) : K]s = [K(x) : K] ïåéåùä

.K ìòî ãéøô x íà øîåìë ,ãéøô irr(x,K) íà ÷øå íà äøå÷ äæ .irr(x,K) ìù äìòîì

,ìãâîä úåàçñ�ð éôì ,éæà .x ∈ L éäé .[L : K]s = [L : K] ù íãå÷ çéðð :â úçëåä

.[L : K(x)]s[K(x) : K]s = [L : K(x)][K(x) : K]

,ïëì .[K(x) : K]s ≤ [K(x) : K] å [L : K(x)]s ≤ [L : K(x)] ,à ÷ìç éôì

.[K(x) : K]s = [K(x) : K]

.äãéøô äáçøä äðä L/K ù òáåð ïàëî .K ìòî ãéøô éøáâìà x ,(á) éôì

øçáð ,úøçà .[L : K]s = [L : K] éàãåá éæà ,L = K íà .äãéøô äáçøä äðä L/K ù çéðð ,êôäì

ìãâîä úåàçñ�ð ìù íåù�é .[K(x) : K]s = [K(x) : K] ,(á) éôì ,ïëìå K ìòî ãéøô x éæà .x ∈ LrK

.[L : K]s = [L : K] ù íéðúåð äìòîä ìò äàøùäå

,(á) éôì :ã úçëåä

.n = [K(x) : K]s ≤ [K(x) : K] ≤ [L : K] = n

.K(x) = L ,ïëì
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.úåéøáâìà úåáçøä ìù ìãâî K ⊆ L ⊆ M éäé :1.10.4 ïåèôùî

.úåãéøô M/L å L/K íâ ,äãéøô M/K äáçøää íà (à)

.äãéøô K(x)/K äáçøää ,K ìòî ãéøô éøáâìà x íà (á)

.äãéøô M/K íâ ,úåãéøô M/L å L/K úåáçøää íà (â)

.äãéøô EL/K íâ ,K ìù úåãéøô úåéøáâìà úåáçøä ïðä L å E íà (ã)

.äãéøô L/K äáçøääù ïàëî .K ìòî ãéøô ïëìå M ìù øáà íâ àåä L ìù øáà ìë :à úçëåä

íâ ,irr(x,K) úà ÷ìçî irr(x, L) å ìéàåä .íéèåùô K̃ á irr(x,K) ìù íéùøùä ìë éæà ,x ∈ M íà

.äãéøô M/L äáçøää íâ ïëì .íéèåùô K̃ á irr(x, L) ìù íéùøùä ìë

,ïëì .åúìòîì äåù K̃ á irr(x,K) ìù íéùøùä øôñîù òáåð x ìò äçðääî :á úçëåä

.K ìòî ãéøô K(x) ,1.10.3 ïåèôùî éôì .[K(x) : K]s = [K(x) : K]

.L á úìëåîä K ìù L0 úéôåñ äáçøä íéøöåé åéîã÷î .ãéøô íåðéìåô àåä irr(x, L) éæà .x ∈ M éäé :â úçëåä

,(á) äðòè úà çéëåäì ÷éôñî ,ïëì .((á) éôì) ,L0 ìòî ãéøô M0 = L0(x) óñåðá .K ìòî äãéøô L0 ,(à) éôì

úåðåéåùä úà í¹ùøì éãë ,1.10.3 ïåèôùîáå ìãâîä úåàçñ�ðá ùîúùäì ìëåð äæ äø÷îá .[M : K] < ∞ ù äø÷îá

[M : K]s = [M : L]s[L : K]s = [M : L][L : K] = [M : K]

.äãéøô M/L ù ÷éñäìå

.(1.9.5 èôùî) äìù íåã÷ øáà x éäé .úéôåñ äáçøä äðä L/K ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,çéðäì çëåð áåù :ã úçëåä

úà ÷ìçî irr(x,E) å ìéàåä .íéèåùô K̃ á irr(x,K) éùøù ìëù òáåð äãéøô L/K ù êëî .EL = E(x) ,éæà

(à) î òáåð ,äãéøô E/K íâå ìéàåä .äãéøô EL/E äáçøää ,ïëì .íéèåùô irr(x,E) éùøù ìë íâ irr(x, K)

.äãéøô EL/K íâù

íéãéøô (y 6= 0 íà) x
y å xy ,x + y íâ éæà ,K ìòî íéãéøô x, y íà .x, y ∈ K̃ å äãù K éäé :1.10.5 äð÷ñî

àåä äæ äãù .Ks á ïîËñîäå K ìù ãéøôä øÛâñä àø÷ðä äãù äåäî K̃ ìù K ìòî íéãéøôä íéøáàä óñ¹à ïëì .K ìòî

.K ìù úåéôåñä úåãéøôä úåáçøää ìë ãåçà

a1, . . . , an ∈ K íéî�é÷ù çëåä .K éôåñðéà äãù ìù äãéøô äáçøä L = K(x1, . . . , xm) éäú :1.10.6 ìéâøú

.L/K äáçøää ìù íåã÷ øáà àåä x = a1x1 + · · ·+ anxn ù êë
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úåéøáâìà úåáçøä 1.11

éà äáçøä êë øçàå äãéøô äáçøä ìë íãå÷ ,íéaìù éðùá äâùäì úðúð úéøáâìà äáçøä ìëù äæ óéòñá íéàøî åðà

.äø¢äÈèá äãéøô

äáçøää äðä K ìòî L ìù íéãéøôä íéøáàä ìë L0 óñ¹àä éæà ,úéøáâìà äáçøä äðä L/K íà :1.11.1 ïåèôùî

äæ äø÷îá ,ïë ìò øúé .äãéøô äðéà L0(x)/L0 äáçøää x ∈ Lr L0 ìëì .L êåúá K ìù úéaøîä äãéøôä

.a ∈ L0 øùàá ,Xpn − a äøåöäî ÷éøô éà íåðéìåô ìù ùøù àåä x å p = char(K) 6= 0

.L0 = L ∩Ks ,÷åéã øú�éì .1.10.5 äð÷ñî ìù äøéùé äð÷ñî àåä ïåèôùîä ìù ïåùàøä ÷ìçä :äçëåä

,1.10.4 ïåèôùî éôì ,x äéä úøçà) L0 ìòî ãéøô åðéà x éæà .x ∈ LrL0 øáàá äúò ïðåáúð

p = char(K) 6= 0 å íéá�î íéùøù f(X) = irr(x, L0) ì ùé ,ïëì .(L0 ì ê�éù ïëìå K ìòî ãéøô

n éäé .f(X) = g(Xp) ù êë g ∈ L0[X] í�é÷ ,(á)1.5.12 ïåèôùî éôì ,ïë ìò øúé .(1.9.3 ïåèôùî)

,éæà .a = xpn

ïîñð .f(X) = h(Xpn

) ù êë h ∈ L[X0] í�é÷ åøåáòù øúåéá ìåãâä éòáèä øôñîä

÷åøô íéìá÷î åðééä ,L0 ìòî h = h1h2 éìàéáéøè àì ÷åøô h ì äéä åìà .h(a) = h(xpn

) = f(x) = 0

ìòî ÷éøô éà h ,ïëì .f úøãâäì äøéúñá ,L0 ìòî f(X) = h(Xpn

) = h1(Xpn

)h2(Xpn

) éìàéáéøè àì

íåðéìåô í�é÷ äéä ,(á)1.5.12 ïåèôùî éôì áåù ,ïëì .h ìù äá�î ùøù a äéä ,L0 ì ê�éù a äéä àì åì´à .L0

åæ äøéúñ´î .n ìù úåéaøîì äøéúñá ,f(X) = h0(Xpn+1
) äéä ïëì .h(X) = h0(Xp) ù êë h0 ∈ L0[X]

.ù÷Ëáîë ,a ∈ L0 ù òáåð

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòÂòÇèä .K ìù úéøáâìà äáçøä L éäúå p éáåéç ïåéô´à ìòá äãù K éäé :1.11.2 ïåèôùî

.[L : K]s = 1 (à)

.xpn ∈ K ù êë éìéìù éà íìù n í�é÷ ,øîåìë K ìòî äø¢äèá ãéøô éà åð¤ä L ìù øáà ìë (á)

.Xpn − a äøåöäî K ìòî ÷éøô éà íåðéìåô ìù ùøù åðä x ∈ L øáà ìë (â)

.äø£äèá íéãéøô éà íéøáà éãé ìò K ìòî øöåð L (ã)

.[L : K] < ∞ ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

,úåãéøôä úâøãì ìãâîä úçñ�ð éôì .L êåúá K ìù úéáøîä äãéøôä äáçøää L0 éäú :(â) å (á)⇐= (à) úçëåä

í�é÷î 1.11.1 ïåèôùî éôì .L0 = K ,ïëì .(1.10.3 ïåèôùî) [L : K] = [L0 : K]s ,êãéàî .[L0 : K]s = 1

.a ∈ K íò Xpn − a = 0 äøåöäî ä÷éøô éà äàåùî L ìù øáà ìë

÷éøô éà íåðéìåô ìù ùøù àåä x ∈ L øáà ìë ,äçðää éôì .K̃ êåúì L ìù K-ïåë´ù σ éäé :(à)⇐= (á) úçëåä

ìéàåä .x åðä äæ f(X) ìù ãéçéä ùøùä òáåð f(X) = (X − x)pn

úåäæäî .a ∈ K íà f(X) = Xpn − a

.ù÷Ëáîë ,[L : K]s = 1 ïëì .σ = idL ,úåøçà íéì´îá .σx = x ù íéìá÷î åðà ,f(σx) = σ(f(x)) = 0 å
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.øåøá :(á)⇐= (ã) å (ã)⇐= (â)

ãéøô éà øáà áåù ä�åäî K ìòî äø¢äèá íéãéøô éà K̃ á íéøáà ìù äðîå äìôëî ,íåëñù úåàøì äù÷ äæ ïéà

úéaøîä äø¢äèá ãéøô éàä øÛâñä äð�ëîä äãù äåäî K ìòî äø¢äèá íéãéøô éà íäù K̃ éøáà ìë óñà ,ïëì .äø¢äèá

.Kins á ïîËñîäå K ìù

á íéùøù ïéà Xp − a äàåùîì íàù çëåä .K ìù øáà a éäéå äãù K éäé ,éðåùàø øôñî p éäé :1.11.3 ìéâøú

.char(K) 6= p åáù äø÷îä ïéáì char(K) = p äø÷îä ïéá êúçëåäá ìãáä .÷éøô éà Xp− a íåðéìåôä éæà ,K

íà ÷øå íà K ìòî ãéøô x ù çëåä .K ìòî éøáâìà øáà x éäéå p éáåéç ïåéôà ìòá äãù K éäé :1.11.4 ìéâøú

.éòáè n ìëì K(x) = K(xpn

)

.K ìòî úéøáâìà íééåìú àì íéðúùî t, u åéäéå p éáåéç ïåéôà ìòá äãù K åéäé :1.11.5 ìéâøú

.[K(t, u) : K(tp, up)] = p2 ù çëåä (à)

K(t, u) ïéáì K(tp, up) ïéá íéðëåùä úåãù óåñðéà ùé éæà ,éôåñðéà K íàù çëåä (á)
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úåìÂò�ð úåáçøä 1.12

äéøèîåàâá íééñéñá íéâùåî íä åìà .úåãù úáçøä ìù "úåìòð úâøã"å "úåìÂòð ñéñá" íéâùåîä úà çµúôð äæ óéòñá

.äàåìâ úøåú ìù çåúôá íäì ÷÷æð àì åðà íìåà úéøáâìà

íà úéøáâìà íééåìú íðéàù F ìù t1, . . . , tn íéøáà ìò íéøîåà .úåãù ìù äáçøä F/K éäú

äéåìú äðéà àéäù F ìù T äöåá÷ úú ìò íéøîåà .ñôàî äðåù f ∈ K[X1, . . . , Xn] ìëì f(t1, . . . , tn) 6= 0

äðä F ìù B äöåá÷ úú ,óåñáì .K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéà äìù úéôåñ äöåá÷ úú ìë íà K ìòî úéøáâìà

.úéøáâìà äáçøä àéä F/K(B) íàå K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéà B íà ,F/K ìù úåìÂòð ñéñá

A ù çéðð .T ìù äöåá÷ úú A å F ìù äöåá÷ úú T ,úåãù úáçøä F/K åéäé :(úåìòð ñéñá íåé÷) 1.12.1 ïåèôùî

.A ⊆ B ⊆ T ù êë B úåìòð ñéñá F/K ì í�é÷ éæà .úéøáâìà äáçøä äðä F/K(T ) å K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéà

ïðéàå A úà úåôé÷·îä T ù úåöåá÷ úú ìù úøùøù ãåçà .äìëä éôì T ìù úåöåá÷ä úú óñ¹à úà øãñð :äçëåä

úú T ì úî�é÷ ïøåö ìù äîìä éôì ,ïëì .K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéàù äöåá÷ áåù àåä K ìòî úéøáâìà úåéåìú

.K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéàå A úà äôé÷îä B úéáøî äöåá÷

t /∈ B ù äìéìùá àåôà çéðð .t ∈ B íà äøåøá äðòèä .K(B) ìòî éøáâìà t ∈ T ìë :äðòè

b1, . . . , bm ∈ B íéîé÷ úøçà .K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéà B ∪ {t} éæà .K(B) ìòî äìòð t ï

íà .f(b1, . . . , bm, t) = 0 ù êë ñôàî äðåù f ∈ K[X1, . . . , Xm+1] íåðéìåô í�é÷å äæî äæ íéðåù

ïëìå
∑d

i=0 fi(b1, . . . , bm)ti = 0 ù ìá÷ð f(X1, . . . , Xm+1) =
∑d

i=0 fi(X1, . . . , Xm)ti íùøð

äøéúñá ,f = 0 ,ïëì .i ìë øåáò fi = 0 ,úéøáâìà íééåìú íðéà b1, . . . , bm å ìéàåä .fi(b1, . . . , bm) = 0

.K(t) ìòî éøáâìà t ïëàù òáåð åæ äøéúñî .äçðäì

F ù íéìá÷î åðà ,K(T ) ìòî éøáâìà F äçðää éôìå ìéàåä .K(B) ìòî éøáâìà K(T ) ù òáåð äðòèäî

.F/K ìù ñéñá åðä B ù íéìá÷î åðà øáã ìù åîåëÄñá .K(B) ìòî éøáâìà

ìù íéñéñáä ìù äîöòä úåãéçéì äîåã åæ äðåëú .úåìòðä éñéñá ìù äîöÈòä úåãéçé úà çéëåäì äöøð äúò

.äôìçä úîì ìò äðåùàøå ùàøá úññáúî äúçëåäå éøåè÷å áçøî

äáçøä äðä F/K(u1, . . . , un) ù êë F ìù íéøáà u1, . . . , un ,úåãù úáçøä F/K åéäé :1.12.2 äôìçä úîì

äöåá÷ä ìù σ äøåîú úî�é÷å m ≤ n éæà .K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù F ìù íéøáà t1, . . . , tm å ,úéøáâìà

.úéøáâìà äáçøä äðä F/K(t1, . . . , tm, uσ(m+1), . . . , uσ(n)) ù êë {1, . . . , n}

äãùä ìòî éøáâìà F ù êë {1, . . . , n} ìù κ äøåîú úðúåðå m− 1 ≤ n ù úøîåà m ìò äàøùä :äçëåä

.E = K(t1, . . . , tm−1, uκ(m), . . . , uκ(n))
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ù êë f ∈ K[X1, . . . , Xn+1] ñôàî äðåù íåðéìåô àåôà í�é÷ .E ìòî éøáâìà tm èøôá

.f(t1, . . . , tm, uκ(m), . . . , uκ(n)) = 0 (1)

úåìúä éàì äøéúñ íéìá÷î åðééä úøçà ,(1) ìù ìàîù óâàá òéôåäì á�éç uκ(m), . . . , uκ(n)) íéøáàäî ãçà

óâàá òéôåî λ(κ(m)) ù êë {κ(m), . . . , κ(n)} äöåá÷ä ìù λ äøåîú àåôà úî�é÷ .t1, . . . , tm ìù úéøáâìàä

äãùä ìòî éøáâìà uσ(m) éæà .σ = λ ◦ κ ïîñðå {1, . . . , n} äöåá÷ä ìù äøåîúì λ úà áéçøð .(1) ìù ìàîù

K(t1, . . . , tm, uσ(m), . . . , uσ(n)) ìòî éøáâìà F å ìéàåä .E′ = K(t1, . . . , tm, uσ(m+1), . . . , uσ(n))

.ù÷Ëáîë ,K(t1, . . . , tm, uσ(m+1), . . . , uσ(n)) ìòî íâ éøáâìà F ù ìá÷ð

.|B| = |B′| éæà .F/K úåãù úáçøä ìù úåìòð éÅñéñá éðù B, B′ åéäé :1.12.3 ïåèôùî

,éøáâìà F/K(B′) å ìéàåä .íéøáà n ìòá éôåñ B′ ìùîì .éôåñ íéñéñáä éðùî ãçàù íãå÷ çéðð :äçëåä

,ïëì .|B′| ≤ |B| ,äáñ äúåàî .úéôåñ B èøôá .n ìò äìåò åðéà B éøáà øôñîù 1.12.2 äôìçää úîì úøîåà

.|B| = |B′|
úéôåñ äöåá÷ úú B ì úî�é÷ ïëìå K(B) ìòî éøáâìà b′ ∈ B′ ìë .íééôåñðéà B′ íâå B íâù çéðð äúò

éøáâìà b øáàä .b ∈ BrA í�é÷ù äìéìùá çéððå A =
⋃

b′∈B′ Bb′ ïîñð .K(Bb′) ìòî éøáâìà b′ ù êë Bb′

úåìúä éàì äøéúñá ,K(A) ìòî éøáâìà b ,ïëì .K(A) ìòî éøáâìà K(A,B′) äéðáä éôìå K(B′) ìòî

..A ∪ {b} ìù úéøáâìàä

,ïëì .|B′| ≤ |B| ù òáåð éøèîéñ ïô¹àá .|B| ≤ |B′|ℵ0 = |B′| ïëì .B =
⋃

b′∈B′ Bb′ ù àåôà åðìá÷

.|B| = |B′|

F/K ìù úåìòðä úìÂò·î íéàøå÷ F/K úåãù úáçøä ìù úåìòðä éñéñá ìù úåîöÈòä ìë ìù óú»ùîä êøòì

.trans.deg(F/K) á åúåà íéðîñîå

éæà .úåãù ìù úåáçøä F/E å E/K åéäé :1.12.4 ïåèôùî

.trans.deg(F/K) = trans.deg(F/E) + trans.deg(E/K)

ãåçàä ïë ìò øúé ,B ì øæ A éæà .F/E ìù úåìòð ñéñá B é¤äé�å E/K ìù úåìòð ñéñá A éäé :äçëåä

åîë .úéøáâìà E(B)/K(A,B) ïëì ,úéøáâìà E/K(A) äáçøää óñåðá .K ìòî úéøáâìà éåìú åðéà A ∪ B

,ïëì .F/K ì úåìòð ñéñá äåäî A ∪ B ù òáåð äæ ìëî .úéøáâìà F/K(A, B) ,ïëì .úéøáâìà F/E(B) ,ïë

.çéëåäì äéäù éôë ,trans.deg(F/K) = |A|+ |B| = trans.deg(E/K) + trans.deg(F/E)
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äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä 1.13

äæ èôùîì äçëåä ïú�ð äæ óéòñá .úéøáâìà øåâñ C íéáë�îä íéøôñîä äãùù øîåà äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä

.íééùîî íéðúùî éðùá äôéöø äéö÷ðåô ìù úåðåëúì ìå÷ùù äî ,áë�î äðúùîá äôéöø äéö÷ðåô úåðåëú ìò úúù»îä

úéèéìðà äéö÷åôù øîåàä ñøèùøééå èôùî ìù äàöåúë èôùîä úà íéçéëåî úåáë�îä úåéö÷ðåôä úøåú ñøå÷á

.äàåìâ úøåú ìò úëîñðä äæ èôùîì úôñåð äçëåä àéáð 2.10 óéòñá .äòåá÷ äðä áë�îä øåùéîä ìëá äîåñç

.áë�î ùø¹ù ùé íéáë�î íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô ìëì :èôùî

ïîñð .z ∈ C ìëì f(z) 6= 0 ù äìéìùá çéðð .n úéáåéç äìòîî íåðéìåô f ∈ C[Z] éäé :äçëåä

í�é÷ ,ïëì .óåñðéàì óàåù |z| øùàë óåñðéàì óàåù |f(z)| ,íåðéìåô àåä f å ìéàåä .c1 = inf |z|≤1 |f(z)|
éæà .c2 = inf |z|≤r2 |f(z)| ïîñð .|z| > r2 íà |f(z)| > c1 ù êë r2 ≥ 1

.c2 ≤ inf
|z|≤1

|f(z)| = c1 ≤ inf
|z|>r2

|f(z)|

.z ∈ C ìëì c2 ≤ |f(z)| ù ïàëî

z2 í�é÷ ,øeâñ ìåâÄò ìëá éøòæîä êøòä úà úìá÷î äôéöø äéö÷ðåôå äôéöø äéö÷ðåô àåä íåðéìåôë f å ìéàåä

.z ∈ C ìëì |f(z2)| ≤ |f(z)| ,ïë åîë .c2 > 0 ù òáåð åðúçðäî .f(z2) = c2 å |z2| ≤ r2 ù êë

ïú�ð .z ∈ C ìëì g(0) = 1 ≤ |g(z)| í�é÷îä n äìòîî íåðéìåô àåä g éæà .g(z) = f(z+z2)
c2

ïîñð

.ak 6= 0 å 1 ≤ k ≤ n ,ak, . . . , an ∈ C ,øùàá g(Z) = 1 + akZk + · · ·+ anZn äøåöá g úà í¹ùøì

éùîî κ å åéA ïè÷ ρ > 0 íò z = ρeκπi äúò øçáð .i =
√−1 å éùîî θ ,r > 0 øùàá ,ak = reθπi ïë åîë

:íéî�é÷îä

,θ + kκ = −1 (à)

.|ak+1z + · · ·+ anzn−k| < r (á)

¶ù (á) î òáåð ïëì .1 + akzk = 1 + rρke(θ+kκ)πi = 1− rρk ù òáåð (à) îe ,e−πi = −1 úåäæäî

|g(z)| = |1 + akzk + ak+1z
k+1 + · · ·+ anzn|

≤ |1 + akzk|+ |ak+1z
k+1 + · · ·+ anzn|

= 1− rρk + |ak+1z + · · ·+ anzn−k|ρk < 1

.1 àåä C ìò ìá÷î g ù éøòæîä êøòäù êëì äøéúñá
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äàåìâ úøåú .2

äáçøäì .úéìîøåðå äãéøô àéä íà "äàåìâ úáçøä" úàø÷ð L/K úåãù úáçøä ,ïåùàøä ÷øôì äîã÷äá åð�éöù éôë

íéúéáùîä L ìù íéîæéôøåîåèåàä ìë ìù Gal(L/K) äøåáçä úà øîåìë ,"äàåìâ úøåáç" úà íéîéàúî åðà åæë

í�éðéáä úåãù âéøÀÚ ïéá øãñ úëôåä úéëøò ãç ãç äîàúä äðåá äàåìâ úøåú ìù éãåñéä èôùîä .K éøáàî ãçà ìë

úú úà äîéàúî åæ äîàúä E í�éðéá äãùì .Gal(L/K) ìù úåøåáçä úú ïéáì L/K úéôåñ äàåìâ úáçøä ìù

.Gal(L/E) äøåáçä

.K ïåúð äãù ìù äàåìâ úåáçøä ìù äàåìâ úåøåáç ìë úà øàúì äàåìâ úøåú úù÷áî äæ èôùî úåá÷Äòá

ìù n äìòîî äáçøä àåä L íà ,äæ äø÷îá .éðåùàø øôñî ìù q ä÷æç àåä åøãñ éæà ,éôåñ äãù àåä K íà ,èøôá

ìë ,êôäì .x 7→ xq éãé ìò øãâ»îä "ñåéðáåøô íæéôøåîèåà" éãé ìò úøöåðä úéìâòî äøåáç àéä Gal(L/K) éæà ,K

.åæë äàåìâ úøåáçë äòéôåî úéôåñ úéìâòî äøåáç

äàøð åðà .äàåìâ úåøåáçë úåòéôåîä úåéôåñä úåøåáçä ïäî íéòãåé ïéà äæ äø÷îá .Q ìòî øåøá úåçô áöîä

úéøáâìà äàåùî øúôì ïú�ðù äàøð ïë åîë .Q ìòî ùåîîì úåðúð úéøèîéñ äøåáç ìëå úéôåñ úéìáà äøåáç ìëù äô

.äøéúô Q ìòî äìù äàåìâ úøåáç íà ùøù úåàöåäå úåìéâøä ïåáùçä úåìËòô úòáøà úøæòá Q á íéîã÷î íò

.ùøù úåàöåä úøæòá ïåøúôì úðúð äðéà 5 î äðè÷ äðéàù äìòîî úéììëä äàåùîäù ìá÷ð ,èøôá

éàù çéëåð äæ âùåî úøæòá .Q ìù 2-úåáçøäì úåøåù÷ åìà úåéðá .äâ«çîå ìâøñ úøæòá úåé�ðá àåä áåø÷ àùåð

.äâ«çîå ìâøñ úøæòá íéåù íé÷ìç äùìùì úéììë úéåæ ÷ìçì øùôà éàå ìåâÄòä úà òaøì øùôà
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äàåìâ úøåú ìù íééãåñéä íéèôùîä 2.1

úáçøä ìù í�éðéáä úåãù âéøù ïéá øãñ úëôåä ìò úéëøò ãç ãç äîàúä øàúî äàåìâ úøåú ìù éãåñ�éä èôùîä

úåîìä ìë óåøöî ìá÷úî äæ èôùî .Gal(L/K) äàåìâ úøåáç ìù úåøåáçä úú âéøùì L/K úéôåñ äàåìâ

.äæ óéòñá íéòéôåîä íéðåèôùîäå

K-íéîæéôøåîåèåàä ìë óñ¹à .äãéøôå úéìîøåð ,úéøáâìà àéä íà äàåìâ úáçøä úàø÷ð K äãù ìù L äáçøä

.Gal(L/K) á úðîËñîäå K ìòî L ìù äàåìâ úøåá¢ç úàø÷ðä äâçøää úìËòô úçú äøåáç ä�åäî L ìù

øîåìë ,G úçú íéúaù»îä L éøáà óñà úà LG á ïîñð ,åìù G íéîæéôøåîåèåà úøåá¢ç�å L äãù ïúðäá

LG = {x ∈ L | σx = x for all σ ∈ G}
.G ìù úÆá¶ùä äãù àø÷ðä L ìù äãù úú äåäî äæ óñà

:éæà .G = Gal(L/K) éäúe äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.1 äîì

.K = LG (à)

.äàåìâ úáçøä àéä L/E éæà ,L/K ìù í�éðéá äãù àåä E íà (á)

úåøåáçä úú äöåá÷ êåúì éëøò ãç ãç ïô¹àá L/K ìù íéðéÅáä úåãù úöåá÷ úà ä÷éúÀòî E 7→ Gal(L/E) ä÷úòää (â)

.G ìù

àåä f = irr(x, K) éæà .x ∈ LGrK í�é÷ù äìéìùá çéðð ,êôäì .K ⊆ LG ù òáåð äøãâääî :à úçëåä

.x î äðåùä K̃ á x′ ùøù f ì í�é÷ ïëì .äãéøô äáçøä äðä L/K éë ,1 î äìåãâ äìòîî ãéøô ÷éøô éà íåðéìåô

ïåèôùî éôì .x′ ìò x úà ÷éúòîä σ0 K-íæéôøåîåæéà í�é÷ ,1.3.4 ïåèôùî éôì .x′ ∈ L ,éìîøåð L/K å ìéàåä

,éðù ãöî .σx = x′ í�é÷é�å G ì ê�éúùé σ íæéôøåîåèåàä .L ìù σ K-íæéôøåîåèåàì σ0 úà áéçøäì ïú�ð ,1.8.5

.x ∈ K ù íéãîåì åðà åæ äøéúñî .x ìò äçðää éôì ,σx = x

àéä L/E ,ïëì .äãéøô L/E ,1.10.4 ïåèôùî éôì .úéìîøåð äáçøä äðä L/E ,1.8.4 äàöåú éôì :á úçëåä

.äàåìâ úáçøä

å H = Gal(L/E) ,ïîñð .Gal(L/E) = Gal(L/E′) ù êë í�éðéá úåãù E′ å E åéäé :â úçëåä

.ùøãðë ,E = E′ ,ïëì .E′ = LH′
å E = LH ,(á) å (à) éôì .H ′ = Gal(L/E′)

ìëì [K(x) : K] ≤ n ù çéðð .éòáè øôñî n é¤äé�å äãéøô úéøáâìà äáçøä L/K éäú :(Emil Artin) 2.1.2 äîì

.[L : K] ≤ n ,éæà .x ∈ L

ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù x1, . . . , xn+1 ∈ L íéî�é÷ éæà .[L : K] > n ù äìéìùÄá çéðð :äçëåä

ù êë x ∈ L í�é÷ íåã÷ä øáàä èôùî éôì ,êãéàî .[K(x1, . . . , xn+1) : K] ≥ n + 1 ,èøôá .K

.[L : K] ≤ n ù òáåð åæ äøéúñî .[K(x) : K] ≤ n äçðää éôìå K(x) = K(x1, . . . , xn)
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.|Gal(L/K)| = [L : K] ,éæà .úéôåñ äàåìâ äáçøä L/K éäú :2.1.3 äîì

.äìù äøéùé äçëåä ïàë àéáð ,äúåáéùç ììâá ,úàæ úåøîì .1.10.1 äîì ìù éèøô äø÷î àéä åæä äîìä :äçëåä

íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúî f éæà .f = irr(x,K) éäéå L/K äãéøôä äâçøää ìù íåã÷ øáà x éäé

äîàúää .(úéìîøåð L/K éë) n = [L : K] øùàá ,f(X) =
∏n

i=1(X − xi) L ìòî äæî äæ íéðåù

ìòå úéëøò ãç ãç àéä σx = xi åøåáòù f ìù xi ùøùä úà σ ìëì äîéàúîä Gal(L/K) 7→ {x1, . . . , xn}
.ïòè�ðë ,|Gal(L/K)| = n ,ïëì .(1.3.4 ïåèôùî)

ìëì .L äãù ìù íéîæéôøåîåèåà úøåáç G éäú .úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùì íéîæéôøåîåèåà ìù äáçøä :2.1.4 äøòä

äøãâää úøæòá L[X] ìù σ′ íæéôøåîåèåà íéàúð σ ∈ G

σ′(
n∑

i=0

aiX
i) =

n∑

i=0

σ(ai)Xi

σ′ ìù úåéìô�ëäî .σ′
(
f
g

)
= σ′f

σ′g øéãâðù éãé ìò σ′ á àåä óà ïîËñéù L(X) ìù íæéôøåîåèåàì σ′ úà áéçøð äúò

.äáåè äøãâä éäåæù òáåð íéîåðéìåô ìò

êåúì G ìù ïåë´ù àéä ,úåøçà íéì´îá .ìôëä ìòå øåáçä ìò úøîåùå úéëøò ãç ãç äðä σ 7→ σ′ ä÷úòää

ìù íéîæéôøåîåèåà úøåáçë íâ G úà äàø�ðå σ′ íò σ úà ääæð åðà .L(X) ìù íéîæéôåøèîåèåàä ìë úøåáç

.L(X)

L/K éæà .K = LG ïîñð .L ìù n øãñî íæéôøåîåèåà úøåáç G éäúå äãù L éäé :(Emil Artin) 2.1.5 ïåèôùî

.Gal(L/K) = G å n øãñî äàåìâ úáçøä àéä

σ1x, . . . , σmx åéäé äæ êøöì .n ≥ äìòîî äãéøô äðä K(x) äáçøää x ∈ L ìëìù çéëåð úéùàø :äçëåä

ïô¹àá A úà ä÷éúòî ,σx 7→ τσx ä÷úòää τ ∈ G ìëì .A = {σx | σ ∈ G} äöåá÷ä ìù íéðåùä íéøáàä

äé-m ä ìù äøåîú àéä (τσ1x, . . . , τσmx) ïëì .ìò àéä åæ ä÷úòä ,úéôåñ A å ìéàåä .äîöò êåúì éëøò ãç ãç

ìá÷ð ,L á åéîã÷îù f(X) =
∏n

i=1(X − σix) íåðéìåôä ìò τ úà ìéòôð íà .(σ1x, . . . , σmx)

τ(f(X)) =
m∏

i=1

(X − τσix) =
m∏

i=1

(X − σix) = f(X)

ìéàåä .f(x) = 0 ù f úøãâäî òáåð ,x ∈ A å ìéàåä .f ∈ K[X] ù ïàëî .f éîã÷î úà τ øîåù ,ïëì

,ïë ìò ,øúé .[K(x) : K] ≤ m ≤ n å K ìòî ãéøô x ù íéìá÷î åðà ,äæî äæ íéðåù σ1x, . . . , σmx å

íéîøåâì ÷øôúî irr(X, K) íâ ,ïëì .K ìòî íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúîä f(X) íåðéìåôä úà ÷ìçî irr(x, K)

.éìîøåð íâ L/K ù òáåð ïàëî .(f(X) = irr(x,K) äùòîì) K ìòî íééøàðéì
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,2.1.2 äîì éôì ,ïëì .x ∈ L ìëì [K(x) : K] ≤ n å úéôåñ äàåìâ úáçøä àéä [L : K] ù íéìá÷î åðà

,2.1.3 äîì éôì ,ïëìå ,G ≤ Gal(L/K) ,éðù ãöî .[L : K] ≤ n

.n = |G| ≤ |Gal(L/K)| = [L : K] ≤ n

.çéëåäì äéäù éôë ,G = Gal(L/K) å [L : K] = n ,ïëì

:éæà .í�éðéá úåãù E1, E2 åé äé�å úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.6 ïåèôùî

.E1 ⊆ E2 ⇐⇒ Gal(L/E2) ≤ Gal(L/E1) (à)

.Gal(L/E1E2) = Gal(L/E1) ∩Gal(L/E2) (á)

.Gal(L/E1 ∩ E2) = 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 (â)

H1 = Gal(L/E1) ïîñð äëåôää äøéøâä úà çéëåäì éãë .úåøãâääî úòáåð =⇒ äøéøâä :à úçëåä

,(à)2.1.1 äîì éôì .LH1 ⊆ LH2 ,úåøãâää éôì ,éæà .H2 ≤ H1 ù çéððå H2 = Gal(L/E2) å

.ùøãðë ,E1 = LH1 ⊆ LH2 ⊆ E2

äìëää úòáåð ,E2 ⊆ E1E2 å E1 ⊆ E1E2 å ìéàåä :á úçëåä

Gal(L/E1E2) ≤ Gal(L/E1) ∩Gal(L/E2)

,ïëì .x ∈ E2 ìëì íâå x ∈ E1 ìëì σx = x éæà ,σ ∈ Gal(L/E1) ∩ Gal(L/E2) íà ,êôäì .úåøãâääî

.σ ∈ Gal(L/E1E2) ù ïàëî .x ∈ E1E2 ìëì σx = x

úåøãâää éôì .H = 〈H1,H2〉 å H2 = Gal(L/E2) ,H1 = Gal(L/E1) ïîñð :â úçëåä

H1, H2 ≤ Gal(L/E1 ∩ E2)

.H ≤ Gal(L/E1 ∩ E2) ïëìå

,2.1.5 ïåèôùî éôì ,ïëì .LH ⊆ LH1 ∩ LH2 = E1 ∩ E2 ,(à)2.1.1 äîì éôì ,êôäì

.H = Gal(L/LH) ≥ Gal(L/E1 ∩ E2)

.ù÷Ëáîä ïåéåùä úà ìá÷ð ,íéîãå÷ä íéôéòñä éðù ìù úåð÷ñîä úà óøöð íà

:éæà .G ìù úåøåáç úú H2 å H1 äðééäúå G = Gal(L/K) éäú ,úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.7 ïåèôùî

.H1 ≤ H2 ⇐⇒ LH2 ⊆ LH1 (à)

.LH1∩H2 = LH1LH2 (á)
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.L〈H1,H2〉 = LH1 ∩ LH2 (â)

.(2.1.5 ïåèôùî) Gal(L/E2) = H2 å Gal(L/E1) = H1 éæà .E2 = LH2 å E1 = LH1 ïîñð :äçëåä

,äîâHì .2.1.6 ïåèôùîá íéîéàúîä íéàðúäî äúò íéòáåð (â) å (á) ,(à) íéàðú

.LH1∩H2 = LGal(L/E1E2) = E1E2 = LH1LH2

.Gal(L/K) ìù äøåáç úú H éäúå í�éðéá äãù E éäé .äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.8 ïåèôùî

.Gal(L/σE) = σGal(L/E)σ−1 (à)

.LσHσ−1
= σLH (á)

.úåøãâääî úòáåð :äçëåä

íà ÷øå íà äàåìâ úáçøä äðä E/K éæà .í�éðéá äãù E éäéå äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.9 ïåèôùî

Gal(E/K) ìò Gal(L/K) ìù íæéôøåîéôà àéä σ 7→ σ|E ä÷úòää äæ äø÷îá .Gal(L/E) / Gal(L/K)

.Gal(E/K) ∼= Gal(L/K)/Gal(L/E) ù ïàëî .Gal(L/E) àåä äðéòøâù

E äãùä L ìù äãù úú øåúá .Gal(L/K) ìù úéìîøåð äøåáç úú àéä Gal(L/E) ù íãå÷ çéðð :äçëåä

L ìù σ íæéôøåîåèåàì K̃ êåúì E ìù σ0 K-ïåëù ìë áéçøð K ìòî éìîøåð E ù çéëåäì éãë .K ìòî ãéøô

ïåèôùî éôì ,ïëì .σGal(L/E)σ−1 = Gal(L/E) ù òáåð Gal(L/E) ìù úåéìîøåðäî .(1.8.5 ïåèôùî)

.äàåìâ íâ àéäù ïàëîå úéìîøåð E/K ,ïëì .σE = E ,2.1.1 äîì éôì .Gal(L/σE) = Gal(L/E) ,2.1.8

,2.1.8 ïåèôùî éôì ,ïëìå σ ∈ Gal(L/K) ìëì σE = E éæà ,äàåìâ úáçøä àéä E/K íà ,êôäì

.Gal(L/E) / Gal(L/K) ù ,ïàëî .σGal(L/E)σ−1 = Gal(L/σE) = Gal(L/E)

íà ÷øå íà σ|E = 1 ,äøãâää éôì ,í�é÷úî σ ∈ Gal(L/K) ìëì ,éæà .äðåøçàä äð÷ñîä úà äúò çéðð

.σ ∈ Gal(L/E)

.úåøåáçä úøåú ìù ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùîî úòáåð ïåèôùîä ìù äðåøçàä äð÷ñîä

å óú»ùî äãùá íéìëåî E å L ù çéðð .K ìù àéäùìë äáçøä E å úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.10 ïåèôùî

ìò Gal(LE/E) ìù íæéôøåîåæéà ä�åäî σ 7→ σ|L íåöî�öä ú÷úòäå äàåìâ úáçøä àéä LE/E éæà .L ∩ E = K

.Gal(L/K)

íéîøåâ ìù äìôëîì L ìòî ÷øôúî f éæà .f = irr(x,K) éäé�å L/K äáçøää øåáò x íåã÷ øáà øçáð :äçëåä

f å ìéàåä .E ìòî f ìù ìåöÄôä äãù àåä F ,ïëì .F = E(x) ,éæà .F = LE ïîñð .äæî äæ íéðåù íééøàðéì

.äàåìâ úáçøä àéä F/E ,ãéøô
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äðä íåöîöä ú÷úòäù ïàëî .x ∈ L ìëì íâ ïëìå x ∈ E ìëì σx = x éæà ,σ ∈ Gal(F/E) íà

ú÷úòäù òáåð F = LE ïåéåùäî .H á åúðåîú úà ïîñð .Gal(L/K) êåúì Gal(F/E) ìù íæéôøåîåîåä

,2.1.1 äîì éôì .úéëøò ãç ãç äðä íåöîöä

.LH = L ∩ FGal(F/E) = L ∩ E = K

.íæéôøåîåæéà äðä íåöîöä ú÷úòäù åðçëåä úàæá .H = Gal(L/K) ,2.1.5 ïåèôùî éôì ,ïëì

ïä L0 = L1 ∩ L2 íâå L = L1L2 íâ éæà .K ìù úåéôåñ äàåìâ úåáçøä L2 å L1 äðééäú :2.1.11 ïåèôùî

íæéôøåîåæéà àéä σ 7→ (σ|L1 , σ|L2) ä÷úòää ,ïë ìò øúé .K ìù úåéôåñ äàåìâ úåáçøä

Gal(L/K) ∼= {(σ1, σ2) ∈ Gal(L1/K)×Gal(L2/K) | σ1|L0 = σ2|L0} (1)

ãéøô íåðéìåô ìù ìåöôä äãù àåä L2 åìàå f1 ∈ K[X] ãéøô íåðéìåô ìù ìåöÄôä äãù àåä L1 :äçëåä

.äàåìâ úáçøä àéä L/K ù ïàëî .{f1, f2} äöåá÷ä ìù ìåöôä äãù àåä L ,ïëì .f2 ∈ K[X]

éôì .(2.1.9 ïåèôùî) Gal(L/K) á úéìîøåð Gal(L/L2) å Gal(L/L1) úåøåáçä éúùî úçà ìë

éôì ,áåù .Gal(L/L0) / Gal(L/K) ,ïëì .Gal(L/L0) = 〈Gal(L/L1),Gal(L/L2)〉 ,2.1.6 ïåèôùî

.K ìù äàåìâ úáçøä àéä L0 ,2.1.9 ïåèôùî

íà .Φ á H êåúì Gal(L/K) ìù σ 7→ (σ|L1 , σ|L2) ä÷úòää úàå H á (1) ìù ïéîé óâà úà ïîñð

ãç Φ øîåìë ,σ = 1 ,ïëì .x ∈ L ìë øåáò ïëì ,x ∈ L2 ìë øåáòå x ∈ L1 ìë øåáò σx = x éæà ,Φ(σ) = 1

.úéëøò ãç

σ2 úà áéçøðå τ1 ∈ Gal(L/K) øáàì σ1 úà áéçøð .(σ1, σ2) ∈ H âåæá ïðåáúð ìò Φ ù çéëåäì éãë

τ ∈ Gal(L/L2) ïúåð 2.1.10 ïåèôùî .τ−1
2 τ1 ∈ Gal(L/L0) ù òáåð H úøãâäî .τ2 ∈ Gal(L/K) øáàì

.ù÷Ëáîë ,τ2τ |L2 = σ2 åì´àå τ2τ |L1 = σ1 ,ïëì .τ |L1 = τ−1
2 τ1|L1 ù êë

.L1 ∩ L2 = K øùàë ìá÷úî ïåøçàä ïåèôùîä ìù áåùç éèøô äø÷î

éæà .L = L1L2 ïîñðå L1 ∩ L2 = K ù çéðð .K ìù úåéôåñ äàåìâ úåáçøä L2 å L1 äðééäú :2.1.12 äàöåú

.Gal(L/K) ∼= Gal(L1/K)×Gal(L2/K) íæéôøåîåæéà äðä σ 7→ (σ|L1 , σ|L2) ä÷úòää

:äàåìâ úåáçøä n ì äðåøçàä äàöåúä úà áéçøäì úøùôàî äàøùä

ìëì L1 · · ·Lm ∩ Lm+1 = K ù çéðð .K ìù úåéôåñ äàåìâ úåáçøä L1, . . . , Ln äðééäú :2.1.13 äàöåú

íæéôøåîåæéà äðä σ 7→ (σ|L1 , · · ·σ|Ln) ä÷úòää éæà .L = L1 · · ·Ln ïîñðå 1 ≤ m ≤ n− 1

.Gal(L/K) ∼= Gal(L1/K)× · · · ×Gal(Ln/K)
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K ìòî ÷éøô éà íåðéìåô f(X) = X3 + bX + c éäé ,3 îå 2 î äðåùä ïåéôà ìòá äãù K éäé :2.1.14 ìéâøú

.∆ = δ2 å δ = (x1 − x2)(x2 − x3)(x1 − x3) ïîñð .(í�éåáX íò) K̃ á f éùøù x1, x2, x3 åéäéå

.∆ = −4b3 − 27c2 ù çëåä (à)

úøçà ,Gal(L/K) ∼= A3 éæà ,K á òåáø àåä ∆ íàù çëåä .L á K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù úà ïîñð (á)

.Gal(L/K) ∼= S3

.óú»ùî äãùá íéìëåî L å K ′ ù çéðð .K ìù úôñåð äáçøä K ′ éäúå äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.1.15 ìéâøú

.K ìòî úéøàðéì íéãøô»î L å K ′ íà ÷øå íà K ′ ∩ L = K ù çëåä

éðù éãé ìò úøöåðä D8 ïåéð´ùä úøåáç àéä Q ìòî X4 − 2 íåðéìåôä ìù äàåìâ úøåáçù çëåä :2.1.16 ìéâøú

.τστ = σ−1 å τ2 = σ4 = 1 íéñçéä íò σ, τ íéøáà

äìù äàåìâ úøåáçå äàåìâ úáçøä àéä Q(x)/Q ù çëåä .x =
√

(2 + 2
√

2)(3 +
√

3) ïîñð :2.1.17 ìéâøú

.úéôåì¤ç àì äøåáç äðä Gal(Q(x)/Q) ù øú�éä ïéá çëåä :æîø .Q8 íéðåòáXä úøåáç äðä

.26
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úåðåùàø úåàöåú 2.2

.äàåìâ ìù éãåñéä èôùîä ìù úåéã�éî úåð÷ñî éúù àéáð äæ óéòñá

ìù äàåìâ úáçøä åðä äæ øåâñ .K ìù Ks ãéøôä øÛâñá úìëåî L éæà .äãéøô äáçøä L/K éäú :2.2.1 äøãâä

äãù .L/K ìù äàåìâ øÛâñ àø÷ð L úà úåôé÷îä K ìù äàåìâ úåáçøä ìë ìù L̂ êåú¤çì .L úà äôé÷·îä K

éæà ,[L : K] < ∞ íà .L á ùøù éìòáå K á íäéîã÷îù íéîåðéìåôä ìë úöåá÷ ìù K ìòî ìåöÄôä äãù åðä äæ

èøôá .K ìòî L úà íéøöåé íäéùøùù f1, . . . , fm íéîåðéìåô ìù úéôåñ äöåá÷ ìë ìù ìåöôä äãù íâ äéäé L̂

.[L̂ : K] < ∞

.í�éðéÅá úåáçøä ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé L/K úéôåñ äãéøô äáçøäì :2.2.2 ïåèôùî

úøåáç äðä G = Gal(L̂/K) ,ïëìå úéôåñ äàåìâ úáçøä àéä L̂/K éæà .L/K ìù äàåìâ øÛâñ L̂ éäé :äçëåä

ìëå ìéàåä .G ìù úåøåáçä úú øôñîë í�éðéá úåáçøä L̂/K ì ùé ,äàåìâ úøåú ìù éãåñéä èôùîä éôì .úéôåñ

.éôåñ L/K ìù í�éðéáä úåáçøä øôñî ,L̂/K ìù í�éðéá úáçøä íâ àéä L/K ìù í�éðéá úáçøä

.úéìáà äøåáç äðä Gal(L/K) å äàåìâ úáçøä àéä L/K íà úéìÅa·à äð�ëú L/K úåãù úáçøä :2.2.3 äøãâä

:2.2.4 ïåèôùî

.úéìáà äáçøä àåä E/K íâ éæà ,í�éðéá äãù àåä E íàå úåãù ìù úéôåñ úéìáà äáçøä àéä L/K íà (à)

úéìáà äáçøä àåä L ïôåø�ö íâ éæà .K̃ éøáâìà øåâñ êåúá K äãù ìù úåéôåñ úåéìáà úåáçøä L1, . . . , Ln äðééäú (á)

.K ìù

å Gal(L/E) / Gal(L/K) ,ïëì .úéìáà Gal(L/K) äçðää éôì :à úçëåä

Gal(E/K) ∼= Gal(L/K)/Gal(L/E)

.úéìáà

êåúì Gal(L/K) ìù ïåë´ù äðä σ 7→ (σ|L1 , . . . , σ|Ln) ä÷úòää :á úçëåä

.Gal(L1/K)× · · · ×Gal(Ln/K)

.úéìáà Gal(L/K) íâ ,úéìáà äðåøçàä äøåáçäå ìéàåä

.Q ìòî 4 äìòîî éøáâìà øôñî åðä
√

2 +
√

3 ù çëåä :2.2.5 ìéâøú
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íééôåñ úåãù 2.3

ìëì ,êôäì .åìù ïåéôàä ìù ä÷æç åðä éôåñ äãù ìë ìù øãñä .ãç�éîá äèåùô äðä íééôåñ úåãù ìù äàåìâ úøåú

äãù ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä àéä L íà .åæ ä÷æç åøãñù íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé äãù í�é÷ éðåùàø äãù ìù ä÷æç

.åæä äøåöäî K̃ á L äãéçé äáçøä úî�é÷ éòáè n ìëì ,êôäì .Gal(L/K) ∼= Z/nZ éæà ,n øãñî K éôåñ

.p ïåéôà ìòá éôåñ äãù K éäé :2.3.1 ïåèôùî

.|K| = pn å Fp ìù n äìòîî äáçøä àåä K ù êë éòáè n í�é÷ (à)

.pn − 1 äìòîî úéìâòî äøåáç àéä K× (á)

.xpn

= x í�é÷úî x ∈ K ìë (â)

n ãîîî éøåè÷å áçøî àåä K ù ìá÷ð ,n = [K : Fp] ïîñð íà .Fp ìù úéôåñ äáçøä åðä K äãùä :äçëåä

.pn àåä åéøáà øôñî äæëù øåúá .Fp ìòî

ïëìå xpn−1 = 1 èøôá .úéìâÀòî K× ,1.9.4 ïåèôùî éôì .pn − 1 àåä K× úéìôëä äøåáçä éøáà øôñî

.x = 0 øåáò íâ ïåëð ïåøçàä ïåéåùä .x ∈ K× ìëì xpn

= x

.Fpn á åðîñð .pn øãñî íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé äãù í�é÷ éòáè n ìëìå éðåùàø p ìëì :2.3.2 ïåèôùî

ìòî f(X) = Xpn −X íåðéìåôä ìù ìåöôä äãù Fpn éäé ,éììë ïôàá .Fp = Z/pZ ,n = 1 øåáò :äçëåä

ïåèôùî) Fpn á íéðåù íéùøù pn f(X) ì ùé ïëìå gcd(f(X), f ′(X)) = 1 ,f ′(X) = −1 å ìéàåä .Fp

Fpn ìù F äãù úú äåäî ïëìå (ñôàî íéðåù íéøáàá) ÷åì¤çå ìôë ,øåáç úçú øåâñ åìàä íéùøùä óñà . (1.5.10

.|Fpn | = pn å F = Fpn ïëì .Fp úà óé÷îä

íæéôøåîåæéà éãë ãò òá÷ð ìåöÄôä äãùå ìéàåäå íæéôøåîåæéà éãë ãò åéøáà øôñî éãé ìò òá÷ð Fp å ìéàåä

.íæéôøåîåæéà éãë ãò åøãÄñ éãé ìò òá÷ð Fpn íâ ,(1.6.2 ïåèôùî)

.2.3.2 ïåèôùîá øîàðù äîî ä÷æç øúåé äáøä äðä Fpn ìù úåãéç�éä

.éðåùàø øôñî p éäé :2.3.3 èôùî

.q øãñî F̃p á Fq = {x ∈ F̃p | xq = x} ãéçé äãù úú í�é÷ p ìù q ä÷æç ìëì (à)

ìë ,ïë ìò øúé .r éòáè øôñî àåäù äæéà øåáò q′ = qr íà ÷øå íà Fq ⊆ Fq′ éæà ,p ìù úå÷æ¢ç éúù ïä q′ å q íà (á)

.q ìù q′ ä÷æç àéäù åæéà øåáò Fq′ äøåöäî äðä F̃q á Fq ìù úéôåñ äáçøä

éãé ìò øãâ»îä ϕq íæéôøåîåèåàä éãé ìò úøöåðå úéìâÀòî Fqr/Fq äáçøää r éòáè øôñî ìëìå p ìù q ä÷æç ìëì (â)

.(q ì óø�öîä) ñåéðáåøô ìù íæéôøåîåèåàä àø÷ð äæ íæéôøåîåèåà .ϕq(x) = xq

.åæ äöåá÷ì ê�éù íéøáà q ïÆa äãù ìù øáà ìëå äãù ä�åäî {x ∈ F̃ | xq = x} äöåá÷ä ,ìéòì åp�éöù éôë :à úçëåä

.q øãñî F̃p ìù ãéçéä äãùä úú úà äåäî àéä ,ïëì
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.x ∈ Fq′ ù ïàëî .xqr

= x ïëìå xq = x éæà ,x ∈ Fq íàå q′ = qr íà :á úçëåä

,ïëì .r åãîîù Fq ìòî éøåè÷å áçøî àåä Fq′ éæà .r = [Fq′ : Fq] ïîñð ,Fq ⊆ Fq′ íà ,êôäì

.q′ = qr ù ïàëî .|Fq′ | = |Fq|r = qr

äìòîî äàåìâ úáçøä äðä Fqr/Fq ,ïëì .Fq ìòî Xqr −X ãéøôä íåðéìåôä ìù ìåöÄôä äãù àåä Fqr :â úçëåä

,ïëàå .åæî åæ úåðåù ϕq ìù 1, ϕq, . . . , ϕ
r−1
q úå÷æ¢çä ìëù çéëåäì àåôà ÷éôñî ,úéìâòî àéäù çéëåäì éãë .r

ìù x øöåéì äæ ïåéåù ïåëð èøôá .x ∈ Fqr ìëì xqi

= xqj

éæà ,ϕi
q = ϕj

q íéî�é÷î 0 ≤ i ≤ j ≤ r − 1 íà

.i = j ,ïëì .qr − 1|qj−i ù ìá÷ð ,qr − 1 àåä åøãñå ìéàåä .(2.3.1 ïåèôùî) F×qr úéìâÀòîä äøåáçä

éæà ,äãù äåäî K̃ á f ìù íéùøùä óñ¹à íàù çëåä .íåðéìåô f ∈ K[X] å äãù K éäé :2.3.4 ìéâøú

.f(X) úà ÷ìçî Xpn −X ù êë éòáè n íé÷å char(K) = p > 0

ïîñð :æîø .x2 + y2 = a ù êë x, y ∈ K íéî�é÷ a ∈ K ìëìù çëåä .éôåñ äãù K éäé :2.3.5 ìéâøú

. q+1
2 àåä íâ a − y2 äøåöäî íéøáàä øôñî åìàå q+1

2 àåä K á íéòåáXä øôñîù êëì áì íéùðå q = |K|

çëåä .n øãñî F̃p á äãéçé ùøù ζ éäéå n úà ÷ìçî åðéàù éðåùàø øôñî p éäé ,éòáè øôñî n éäé :2.3.6 ìéâøú

.n åìåãåî p ìù øãñì äåù [Fp(ζ) : Fp] ù

q − 1|k íà
∑

x∈K× xk = −1 ù çëåä .éòáè øôñî k éäéå íéøáà q ìòá éôåñ äãù K éäé :2.3.7 ìéâøú

í�é÷î K× ìù a øöåéù êëì áì íéù äéðùä äðòèä úà çéëåäì éãë :æîø .q − 1 - k íà
∑

x∈K× xk = 0 å

.ak 6= 1

f(x) = α(x) í�é÷îä f ∈ K[X] íåðéìåô í�é÷ù çëåä .ä÷úòä α: K → K å éôåñ äãù K éäé :2.3.8 ìéâøú

.x ∈ K ìëì

F ù çëåä .ìôëäå øåáçä úçú äøåâñäå 0, 1 íéøáàä úà äìéëîä äöåá÷ úú F å éôåñ äãù K éäé :2.3.9 ìéâøú

.K ìù äãù úú åðä

ùîúùä :æîø .(p − 1)! ≡ −1 mod p :ïåñìéå èôùî úà çëåä .éâåæ éà éðåùàø øôñî p éäé :2.3.10 ìéâøú

.äîøô ìù ïè÷ä èôùîá
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äãéç�é éµùYºù 2.4

úåãùä úøåúá éæëøî ãé÷ôú íéàìîî íä ,ïë ìò øúé .çåú�ðì øúåéá íéçåðä íééøáâìàä íéøáàä íä äãéçéä éùøù

úåìá÷úîäQ ìù úåáçøäá ãç�éîá æëøúð äæ óéòñá .úåéìáà úåáçøä íéìáKî äãùì íúåà íéôøöî íà .äàåìâ úøåúå

.úåîéàúîä äàåìâ úåáçøä úà øàúðå äãéçé éùøù óåøö éãé ìò

äæ äø÷îá .ζn = 1 ù êë éòáè n í�é÷ íà äãéçé ùø¹ù àø÷ð K äãù ìù éøáâìàä øåâñá ζ øáà :2.4.1 äøãâä

äãéçé ùøù àåä ζ ù íéøîåà ,1 ≤ k ≤ n− 1 ìëì ζk 6= 1 êëì óñåðá íà .é-n äãéçé ùøù àåä ζ ù íâ øîàð

.ζn á åúåà íéðîñîå n øãñî

éùøù ÷åéãá íä äéøáà .µn(K̃) á úðîËñîä úéìôë äøåá¢ç äåäî K̃ á íéé-n ä äãéçéä éùøù ìë óñ¹à

øôñî àåä n = p íà .úéìâòî µn(K̃)) ,1.9.4 ïåèôùî éôì .n ìò äìåò åðéà äøãñ ïëìå Xn − 1 íåðéìåôä

ùøù íåù K̃ á ïéàå úéìàéáéøè äøåáç àéä µp(K̃) ,ïëìå Xp − 1 = (X − 1)p éæà ,p = char(K) å éðåùàø

.p øãñî äãéçé

ùø¹ù åðä µn(K̃) ìù øöåé ìë .|µn(K̃)| = n ïëìå ,ãéøô Xn − 1 íåðéìåôä éæà ,char(K) - n íà

éùøºù øôñî .gcd(i, n) = 1 íà ÷øå íà n øãñî äãéçé ùøù àåä ζi
n äùòîì .ãéçé åðéà äæ ùøù .n øãñî äãéçé

.øìéåà úéö÷ðåô íùá ϕ úà úåðëì âåäð íéøôñîä úøåúá ,ϕ(n) á ïîËñî n øãñî äãéçéä

å i =
√−1 ,íééòáèä íéîéøâåìä ñéñá àåä e øùàá ,e

2pi
n k íä íéé-n ä äãéçéä éùøù éæà ,K = C íà

.gcd(k, n) = 1 íäáù íéé-n ä äãéçéä éùøù íúåà íä n øãñî äãéçéä éùøù .k = 0, 1, . . . , n− 1

:úéìôë äéö÷ðåô àéä ϕ ù øîåà íéøôñîä úøåúá éãåñé èôùî

.ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) éæà ,gcd(m,n) = 1 íà :2.4.2 ïåèôùî

âåçä ìù (Z/nZ)× íéëéôää íéøáàä úøåáç ìù øãñä àìà åðéà ϕ(n) ù òáåð øìéåà úéö÷ðåô úøãâäî :äçëåä

x+mnZ 7→ (x+mZ, x+nZ) éãé ìò áèéä úøãâ»îäZ/mnZ→ Z/mZ⊕Z/nZ ä÷úòää .Z/nZ éôåñä

,(mn åðééäã) øãñä åúåà íéôâàä éðùìå ìéàåä .(äæì äæ íéøæ n å m ù êëá íéùîúùî ïàë) úéëøò ãç ãç àéä

éðù ìù íéëéôää íéøáàä úåøåáç íâ ïëì .Z/mnZ ∼= Z/mZ⊕ Z/nZ :íæéôøåîåæéà äðä ì"ðä ä÷úòääù òáåð

çéëåî íéôâàä éðù ìù íéøãñä áåù¤ç .(Z/mnZ)× ∼= (Z/mZ)× × (Z/nZ)× :åæì åæ úåéôøåîåæéà íéôâàä

.ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) ù÷Ëáîä ïåéåùä úà

äìòîî úéìáà äáçøä àéä K(ζn)/K) éæà .char(K) - n ù çéðð .éòáè øôñî n å äãù K éäé :2.4.3 äîì

.σ(ζn) = ζ
i(σ)
n äçñ�ðä éãé ìò øãâ»îä i: Gal(K(ζn)/K)) → (Z/nZ)× ïåë´ù í�é÷ ,ïë ìò øúé .ϕ(n) ≥

óú»ùîä ÷ìçîä ,ïëì .ñôàî K á n äðåù char(K) - n å ìéàåä .nXn−1 äðä Xn − 1 íåðéìåôä ìù úøæâðä :äçëåä
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ìù ìåöÄôä äãù åðä K(ζn) å ìéàåä .(1.5.10 ïåèôùî) ãéøô íåðéìåô àåä Xn − 1 ù ïàëî .1 àåä íéîåðéìåôä éðù ìù

.K ìù äàåìâ úáçøä àåä K(ζn) ù òáåð ,Xn − 1

σ(ζn) = ζk
n ,2.4.1 äøãâä éôì ,èøôá .øáà ìë ìù éìôëä øãñä ìò øîåù Gal(K(ζn)/K) ìù σ øáà ìë

.i(σ) ∈ (Z/nZ)× ù ìá÷ð ,i(σ) = k + nZ ,ïîñð íà .n åìåãåî ãéçé ïôàá òá÷ðä n ì øæ íìù øôñî àåä k øùàá

.(Z/nZ)× êåúì éëøò ãç ãç ïô¹àá Gal(K(ζn)/K) úà i ä÷éúòî ,σ(ζn) éãé ìò òá÷ð σ å ìéàåä

,ïëì .σ(τ(ζn)) = σ(ζi(τ)
n ) = σ(ζn)i(τ) = ζ

i(σ)i(τ)
n éæà .Gal(K(ζn)/K) ìù óñåð øáà τ éäé

,úéìáà àéä äéðùä äøåáçäå ìéàåä .(Z/nZ)× êåúì Gal(K(ζn)/K) ìù ïåë´ù àåä i ù ïàëî .i(στ) = i(σ)i(τ)

.åæë àéä äðåùàøä íâ

.K = Q ù äø÷îá íæéôøåîåæéàì êôåä åðì úðúåð 2.4.3 äîìù ïåë´ùä

:íéî�é÷úî éòáè n ìëì :2.4.4 èôùî

.[Q(ζn) : Q] = ϕ(n) (à)

.Gal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z/nZ)× (á)

.(à) úà çéëåäì ÷éôñî ,ïëì .2.4.3 äîìå (à) äðòè ìù äð÷ñî àéä (á) äðòè :äçëåä

.(1.1.10 äàöåú) úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àåä Z[X] íâ ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àåä Z å ìéàåä

ïîñð .ζn úà ñôàî f á åðîñðù íéîøåâäî ãçà .íé÷éøô éà íéîøåâ ìù äìôëîì Z[X] á ÷øôúî Xn − 1 èøôá

ìá÷ì éãë h á íéøçàä úìôëî úà

.Xn − 1 = f(X)h(X) (1)

äàöåú éôì .íéð÷»úî h íâå f íâù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá ïëì ,1 àéä h å f ìù íéðåéìòä íéîã÷îä úìôëî

å ìéàåä .[Q(ζn) : Q] = deg(f) ù òáåð ïàëî .f = irr(ζn,Q) ïëìå ,Q[X] âåçá íâ ÷éøô éà f ,1.1.9

.n ì øæä íìù k ìëì f(ζk
n) = 0 ù çéëåäì ÷éôñî ,(2.4.3 äîì) [Q(ζn) : Q] ≤ ϕ(n)

éôì ,éæà .f(ζp
n) 6= 0 ù äìéìùÄá çéðð .f(ζp

n) = 0 éæà ,n úà ÷ìçî åðéàù éðåùàø øôñî àåä p íà :à äðòè

h(Xp) úà ÷ìçî f(X) ,ñåàâ ìù äîìä éôì ,áåù .Q[X] á h(Xp) úà ÷ìçî f(X) ïëì .h(ζp
n) = 0 ,(1)

ìùå Z ìù äãîòää úà äúò ïîñð .f(X)g(X) = h(Xp) ù êë g ∈ Z[X] í�é÷ ,úåøçà íéì´îá .Z[X] á

,ïëì .f̄(X)ḡ(X) = h̄(X)p ù ïåøçàä ïåéåùäî òáåð ,x ∈ Fp ìëì xp = x å ìéàåä .ââá p åìåãåî Z[X]

.gcd(f̄ , h̄) = 1 ,íãå÷î åîë ,ïëì .char(Fp) - n å Xn − 1 = f̄(X)h̄(X) ,éðù ãöî .gcd(f̄ , h̄) 6= 1

.ïòè�ðë ,f(ζp
n) = 0 ù òáåð åæ äøéúñ´î
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k = p1 · · · pr äìôëîë k úà í¹ùøð äðòÇèä úà çéëåäì éãë .n ì øæä íìù k ìëì f(ζk
n) = 0 :á äðòè

äøãâä éôì .f(ζp1···pr−1
n ) = 0 ù úðúåð r ìò äàøùä .n úà íé÷ìçî íðéàù íééðåùàø íéøôñî ìù

ù ìá÷ð ,ζ ì íå÷îá ξ ì à äðòÇè úà íÚ�éð íà ,ïëì .n øãñî äãéçé ÷ìçî åðä ξ = ζ
p1···pr−1
n ,2.4.1

.çéëåäì äéäù éôë ,(ζk
n) = f(ξpr ) = 0

:éæà .äæì äæ íéøæ íééòáè íéøôñî n å m åéäé :2.4.5 èôùî

.Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζmζn) = Q(ζmn) (à)

.Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q (á)

Gal(Q(ζm)Q(ζn)/Q) ∼= Gal(Q(ζm)/Q)×Gal(Q(ζn)/Q) (â)

,ïëì .Q(ζm) ⊆ Q(ζmn) ù òáåð äîåã ïô¹àá .Q(ζn) ⊆ Q(ζmn) ù òáåð ord(ζm
mn) = n ñçéäî :à úçëåä

.Q(ζm)Q(ζn) ⊆ Q(ζmn)

ù ìá÷ìå ζmn ë ζmζn úà úç÷ì ïú�ð ,ïëì .ord(ζmζn) = mn ù òáåð gcd(m, n) = 1 ù äçðääî

.íéðåëð (à) á úåðåéåùä ìë ïëì .Q(ζmζn) ⊆ Q(ζm, ζn) éðù ãöî .Q(ζm, ζn) ⊆ Q(ζmn) = Q(ζmζn)

ù òáåð 2.4.2 ïåèôùîîå (à) î :á úçëåä

[Q(ζm)Q(ζn) : Q] = [Q(ζmn) : Q] = ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) = [Q(ζm) : Q][Q(ζn) : Q]

.Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q ,1.4.5 äîì éôì ,ïëì

.2.1.12 äàöåú éôì (á) î úòáåð äðòèä :â úçëåä

Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζlcm(m,n)) ù m, n íééòáè íéøôñî øåáò çëåäå 2.4.5 èôùî úà ììëä :2.4.6 ìéâøú

.Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζgcd(m,n)) å

íééðåùàø íéøôñî óåñðéà íéî�é÷ n ì øæä a íìù øôñî ìëìå n éòáè øôñî ìëì :(Dirichlet) 2.4.7 èôùî

.p ≡ a mod n

úåéìáà úåøåáç ùîîì éãë .úåáë�îä úåéö÷ðåôä úøåúá úùîúùî äìëéøéã èôùî ìù äìéâøä äçëåää

.äæ óéòñá åðçúÄôù äãéçéä éùøù ìù äøåúä úøæòá ïàë çéëåð åúåàù èôùîä ìù éèøô äø÷î ÷éôñî Q ìòî úåéôåñ

äìòîî Q á íéîã÷î íò ÷éøô éà íåðéìåô åäæ .Φn = irr(ζn,Q) ïîñð .éøåøùçä íåðéìåôä :2.4.8 äøòä

øúé .Q[X] á Xn − 1 úà Φn(X) ÷ìçî ,Xn − 1 ìù ùøù íâ àåä ζn å ìéàåä .(2.4.4 èôùî) ϕ(n)

ù êë h ∈ Z[X] í�é÷ ,úåøçà íéì´îá .Z[X] á Xn − 1 úà Φn(X) ÷ìçî ,ñåàâ ìù äîìä éôì ,ïë ìò

.Φn(0) = ±1 ,ïëì .−1 = Φn(0)g(0) ìá÷ð ,íéôâàä éðùá 0 áéöð íà ,èøôá .Xn − 1 = Φn(X)h(X)
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.q ≡ 1 mod n éæà ,q åìåãåî ùø¹ù Φq(X) ì ùé íà .n úà ÷ìçî åðéàù éðåùàø øôñî q éäé :2.4.9 äîì

íéøáàä 2.4.4 èôùî éôìå ìéàåä .qZ äðéòøâù q åìåãåî ρ0: Z → Fq äãîòäá ïðåáúð :äçëåä

êéôä åðéà q øôñîä ,Q ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà íâå Z ìòî Z[ζn] úà íéøöåé 1, ζn, . . . , ζ
ϕ(n)−1
n

.Z[ζn] ìù q éaøî ìàãéàá ìëåî qZ[ζn] ,1.1.2 äîì éôì .âåçä ìù úåàð ìàãéà àåä qZ[ζn] ,ïëì .Z[ζn] âåçá

äãù ìò Z[ζn] ìù ρ íæéôøåîåîåäì ρ0 úà áéçøäì ïúð ,ïëì .qZ úà óé÷îä Z ìù úåàð ìàãéà åðä q ∩ Z êåú¤çä

éãë ââá ùîúùð .F̃q êåúì Z[ζn] úà ÷éúòî ρ ,úåøçà íéìîá .Fq ìù úéôåñ äáçøä äìà åðéàù Z[ζn]/q úåðîä

.ρ úçú Z[ζn] éøáà ìù úåðåîúä úà ïîñì

ù òáåð Xn − 1 =
∏n

i=1(X − ζi
n) ÷åøôäî

Xn − 1 =
n∏

i=1

(X − ζ̄i
n)

ìò éôøåîåæéà ïô¹àá µn(Q̃) äøåáçä úà ÷éúòî ρ ,ïëì .äæî äæ íéðåù 1, ζ̄n, . . . , ζ̄n−1
n íéøáàä ,q - n å ìéàåä

.ord(ζ̄n) = n ,èøôá .µn(F̃q) äøåáçä

ìë ìò øáåò i øùàá Φn(X) =
∏

(X − ζi
n) íééøàðéì íéîøåâì Q̃ ìòî ÷øôúî Φn(X) íåðéìåôä

íééòáèä íéøôñîä ìë ìò øáåò i øùàá ,Φ̄n(X) =
∏

(X − ζ̄i
n) ,ïëì .n ì íéøæä n ì 1 ïéá íééòáèä íéøôñîä

í�é÷ ïëì .Φ̄n(z̄) = 0 å z̄ ∈ F×q éæà ,Φn(z) ≡ 0 mod q ù êë z éòáè øôñî í�é÷ íà .n ì íéøæä n ì 1 ïéá

,äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî úéôåñ äøåáçá øáà ìù øãñå ìéàåä .ord(z̄) = n ù ïàëî ,z̄ = ζ̄i
n ù êë n ì øæ i

.q ≡ 1 mod n ù øîåìë ,n|q − 1 ù ïàëî ìá÷ð

.q ≡ 1 mod n íéî�é÷îä q íééðåùàø íéøôñî óåñðéà ùé éòáè n ìëì :2.4.10 èôùî

y éòáè øôñî øçáð .q1, . . . , qm íäå åìàë íééðåùàø íéøôñî ìù éôåñ øôñî ÷ø íéî�é÷ù äìéìùá çéðð :äçëåä

éôì .Φn(q1 · · · qmy) ≡ 0 mod q ,éæà .äæ øôñî ìù éðåùàø íøåâ q éäé�å 1 î ìåãâ Φn(q1 · · · qmny) ù êë

q ≡ 1 mod n ,2.4.9 äîì éôì .q - n ïëìå Φn(q1 · · · qmny) ≡ Φn(0) ≡ ±1 mod n ,2.4.8 äøòä

,ïëì .q1 · · · qmny ≡ 0 mod q ,èøôá .q = qi ù êë 1 ≤ i ≤ m í�é÷ ïëìå

.Φn(q1 · · · qmny) ≡ Φn(0) ≡ ±1 mod q

.äøéúñ ,±1 ≡ 0 mod q ù ïàëî

.Q ìòî ùåî´îì úðú�ð úéôåñ úéìáà äøåáç ìë :2.4.11 èôùî

A úà âéöäì ïú�ð úåéôåñä úåéìáàä úåøåáçä úøåú ìù éãåñéä èôùîä éôì .úéôåñ úéìáà äøåáç A éäú :äçëåä

.pi éðåùàø øôñî àåäù äæéà øåáò qi = pki
i øãñî úéìâÀòî äøåáç äð¤ä Ai øùàá ,A =

∏n
i=1 Ai äøùé äìôëîë
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øåáò li ≡ 1 mod qi ù êë l1, . . . , ln äæî äæ íéðåù íééðåùàø íéøôñî ä�ìëéøéã èôùî úøæòá øçáð

,2.3.1 ïåèôùî éôìå 2.4.4 èôùî éôì .Li = Q(ζli) ïîñð .i = 1, . . . , n

.Gal(Li/L) ∼= (Z/liZ)× ∼= Z/(li − 1)Z

êë Ki (ãéçé) äãù úú Li ì í�é÷ ,ïëì .Z/(li − 1)Z ìù äðî äðä qi øãñî úéìâòîä äøåáçä ,qi|li − 1 å ìéàåä

.Gal(Ki/Qi) ∼= Z/qiZ ù

,2.4.5 äàöåú éôì ,éæà .1 ≤ m ≤ n− 1 éäé .K = K1 · · ·Kn ïîñð

K1 · · ·Km ∩Km+1 ⊆ L1 · · ·Lm ∩ Lm+1 = Q(ζq1···qm) ∩Q(ζqm+1) = Q

,2.1.13 äàöåú éôì ,ïëì .K1 · · ·Km ∩Km+1 = Q ïëì

Gal(K/Q) ∼=
n∏

i=1

Gal(Ki/K) ∼=
n∏

i=1

Z/qiZ ∼= A

.çéëåäì äéäù éôë

:äàáä äàöåúä úà íéìá÷î åðà ,úéìáà 5 ìò äìåò åðéà äøãñù äøåáç ìëå ìéàåä

.Q ìòî ùåîîì úðú�ð 5 ≥ øãñî äøåáç ìë :2.4.12 äàöåú

.éòáè n àåäù äæéà øåáò ,Q(ζn) äøåöäî äãù êåúá úéôåì¤ç äøåáç ìë úù¶î·îî 2.4.11 èôùî úçëåä

åðà íé÷å÷æ ,äæ èôùî çéëåäì éãë .úåàéöîä úá�é«çî äð¤ä åæ äòôåúù äàøî àáä èôùîä .éø÷î åðéà øáãäù øáúñî

.åðéã�éá ïéàù íééøáâìàä íéøôñîä úøåúá úåòéãé�ì

.Q(ζn) äøåöäî äãùá úìëåîQ ìù K úéôåñ úéìáà äáçøä ìë :(Kronecker-Weber) 2.4.13 èôùî

íéì´îá .Q ìòî ùµîîì ïú�ðù úåéôåñä úåøåáçä ìò úìàåù åæ äéòá .äàåìâ úøåú ìù äëåôää äéòáä :2.4.14 äøòä

.Gal(L/K) ∼= G ù êë L äàåìâ úáçøä Q ì úî�é÷ ïøåáòù G úåéôåñä úåøåáçä ïäî ,úåøçà

íùá òåãéä èôùîä úøæòá) çéëåä èøáì¤ä .Q ìòî ùåî´îì úðú�ð úéôåñ äøéúô äøåáç ìëù çéëåä õéáøôù

íâ .Q ìòî ùåîîì úåðú�ð An ïéôåìéç úøåáç ìëå Sn úéøèîéñ äøåáç ìëù ("èøáì¤ä ìù úå÷éøôä éà èôùî"

.(úåéãøåôñ=) úåøéãñ àìä úåøåáçä ìë èòîë ïäéðéáå Q ìòî åùî»î úåøçà úåáø úåéôåñ úåèåùô úåøåáç

.C êåúì Q(ζ) ìù íéðåë´ùä ìë úà àöî .X6 + X3 + 1 íåðéìåôä ìù ák�î ùø¹ù ζ éäé :2.4.15 ìéâøú

.äãéçé éùøù ìù éôåñ øôñî ÷ø ìéëî K ù çëåä .Q ìù úéôåñ äáçøä K éäú :2.4.16 ìéâøú
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íéðéô¸à ìù úéøàðéì úåìú 2.5

.úåéìâòî úåáçøä çúðì åðì ø�æòéù øæò èôùî çéëåð äæ óéòñá

.äãù K å äøåáç G øùàá ,χ: G → K× íæéôåøîåîåä åðä (ïéôÛà :éø÷) ïéôà

íééåìú íðéà χ1, . . . , χn ,éæà .íéðåù íéðéôà χ1, . . . , χn: G → K× åéäé :(Emil Artin) 2.5.1 ïåèôùî

éæà ,(K êåúì G î ä÷úòäë)
∑n

i=1 aiχi = 0 íéî�é÷î a1, . . . , an ∈ K íà ,úåøçà íéì´îá .K ìòî úéøðéì

.a1, . . . , an = 0

.a1 6= 0 ìùîìå ñôàì íéåù íé-ai ä ìë àìù äìéìùá çéððå n ≥ 2 ù àåôà çéðð .øåøá n = 1 äø÷îä :äçëåä

.σ ∈ G ìëì ,
∑n

i=1 aiχi(σ) = 0 ù äçðääî òáåð ãåò .χ1(τ) 6= χn(τ) ù êë τ ∈ G í�é÷ù òáåð äçðääî

,ïëì

.

n∑

i=1

aiχi(σ)χn(τ) = 0 (1)

ïëìå
∑n

i=1 aiχi(στ) = 0 êëì óñåðá
n∑

i=1

aiχi(σ)χi(τ) = 0 (2)

,ïëì .σ ∈ G ìëì
∑n−1

i=1 aiχi(σ)
(
χn(τ)− χi(τ)

)
= 0 ìá÷ð (1) î (2) úà øñçð íà

.

n−1∑

i=1

ai

(
χn(τ)− χi(τ)

)
χi = 0 (3)

.úåçðäì äøéúñá ,a1(χn(τ) − χ1(τ)) = 0 ,èøôá .ñôàì íéåù (3) éîã÷î ìëù úøøåâ n ìò äàøùä úçðä

K̃ êåúì L ìù íéðåùä K -éðåë´ù σ1, . . . , σn åéäé ,n úéôåñ äìòîî äãéøô äáçøä L/K éäú :2.5.2 äàöåú

äöéøèîä (úåãåîò íâå) úåøåù ,K̃ ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà σ1, . . . , σn éæà .L/K ìù ñéñá w1, . . . , wn éäéå

.det(σiwj)1≤i,j≤n 6= 0 å úéøàðéì úåéåìú ïðéà A = (σiwj)1≤i,j≤n

.úéøàðéì íééåìú íðéà åìµà íéðéôà ,2.5.1 éôì .K̃× êåúì íéð�éôà íä L× ì σ1, . . . , σn ìù íéîåöîöä :äçëåä

ù êë c1, . . . , cn ∈ K̃ íéî�é÷ åéä ,úéøàðéì úåéåìú åéä A äöéøèîä úåøåù åì´à

.

n∑

i=1

ci(σiw1 σiw2 · · · σnwn) = 0

∑n
i=1 ciσx = 0 ù ïàëî òáåð ,K ìòî L úà íéøöåé w1, . . . , wn å ìéàåä .j ìëì

∑n
i=1 ciσiwj = 0 ,ïëì

.σ1, . . . , σn ìù úéøàðéìä úåìúä éàì äøéúñá ,
∑n

i=1 ciσi = 0 ,úåøçà íéì´îá .x ∈ L ìëì

57



úåéìâòî úåáçøä 2.6

K á ùé íà .úéôåñ úéìâòî äøåáç àéä Gal(L/K) å äàåìâ àéä íà úéìâòî äð�ëî úåãù ìù L/K äáçøä

íéøáà ìù n øãñî íéùøºù óåøö éãé ìò úåìá÷úî n äìòîî K ìù úåéìâòîä úåáçøää éæà ,n øãñî äãéçé ùø¹ù

.úåãù ìù úåáçøä úøé÷çì íéò�éñîä íéâùåî éðù ñéðëð äðòèä úà çéëåäì éãë .K ìù

ä÷úòä íúøæòá øéãâð .K̃ êåúì L ìù K-é�ðåë´ù ìë σ1, . . . , σn åéä�éå n äìòîî äãéøô äáçøä L/K éäú

:àáä ïô¹àá äa÷Äò àø÷´úù traceL/K : L → K ä÷úòäå äîøåð àV÷úù normL/K : L → K

normL/K(x) =
n∏

i=1

σix traceL/K(x) =
n∑

i=1

σix

:úåàáä úåðåëúä åìà úå÷úòäì

.a, b ∈ K å x, y ∈ L øåáò traceL/K(ax + by) = a · traceL/K(x) + b · traceL/K(y) (à1)

.x, y ∈ L øåáò .normL/K(xy) = normL/K(x)normL/K(y) (á1)

.a ∈ K íà normL/K(a) = an (â1)

traceM/K(x) = traceL/K(traceM/L(x)) éæà , x ∈ M å L ìù úéôåñ äãéøô äáçøä àéä M/L íà (ã1)

.normM/K(x) = normL/K(normM/L(x)) å

.y ∈ L éäéå Gal(L/K) ìù øöåé σ éäé ,úéìâòî äáçøä L/K éäú :(èøáì¤ä ìù 90 ä èôùîä) 2.6.1 ïåèôùî

.y = x
σx ù êë x ∈ L× í�é÷ íà ÷øå íà normL/K(y) = 1 éæà

éæà .y = x
σx ù êë x ∈ L í�é÷ù íãå÷ çéððå n = [L : K] ïîñð :äçëåä

. normL/K(y) =
n−1∏

i=0

σi

(
x

σx

)
=

x(σx) · · · (σn−1x)
(σx)(σ2x) · · · (σnx)

= 1

íéøáàä n á ïðåáúð .normL/K(y) = 1 ù çéðð ,êôäì

1, y, yσy, · · · , y(σy) · · · (σn−2y)

ä÷úòääù 1, σ, . . . , σn−1 ìù úéøàðéìä úåìúä éàî òáåð ,ñôàî íéðåù íäå ìéàåä

σ0 + yσ1 + y(σy)σ2 + · · ·+ y(σy) · · · (σn−2y)σn−1

ù êë z ∈ L× àåôà í�é÷ .ñôàî äðåù L êåúì L× î

x = z + y(σz) + y(σy)(σ2z) + · · ·+ y(σy) · · · (σn−2y)(σn−1z) 6= 0
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:ïåéåùä étâ²à éðù ìò σ úà ìéòôð

σx = σz + (σy)(σ2z) + (σy)(σ2y)(σ3z) + · · ·+ (σy)(σ2y) · · · (σn−1y)(σnz)

:y á íétâàä éðù úà ìéôëðå

yσx = yσz + y(σy)(σ2z) + y(σy)(σ2y)(σ3z) + · · ·+ y(σy)(σ2y) · · · (σn−1y)(σnz)

.ù÷Ëáîë ,yσx = x ,ïëì .z ì äçðää éôì äåùä ,normL/K(y)z àìà åðéà ïéîé óâàá ïåøçàä øáàä

äãéçé ùøù K á í�é÷ù çéðð .char(K) á ÷ìçúî åðéàù éòáè øôñî n éäé ,äãù K éäé :(Kummer) 2.6.2 èôùî

.n øãñî ζn

.xn ∈ K å L = K(x) ù êë x ∈ L í�é÷ éæà .n äìòîî K ìù úéìâòî äáçøä L éäú (à)

åðä d øùàá ,d äìòîî úéìâòî äáçøä äð¤ä K(x)/K éæà .xn = a íéî�é÷îä íéøáà x ∈ Ks å a ∈ K åéäé (á)

.xd ∈ K åøåáòù n ìù øúåéá ïè÷ä ÷ìçîä

éæà .Gal(L/K) ìù øöåé σ éäé :à úçëåä

. normL/K(ζ−1
n ) =

n−1∏

i=0

σi(ζ−1
n ) = (ζ−1

n )n = 1

äæ ïåéå´ùî òáåð ,ζn ∈ K å ìéàåä .σx = ζnx ïëìå ζ−1
n = x

σx ù êë x ∈ L× ïúåð èøáì¤ä ìù 90 ä èôùîä

.K ìòî x ì íéãåîö íì�ëå äæî äæ íéðåù åìàä íéøáàä .i = 0, . . . , n− 1 øåáò σix = ζi
nx ù i ìò äàøùäá

,xn ∈ K ,ïëì .σ(xn) = (σx)n = (ζnx)n = xn í�é÷úî êë ìò óñåð .(1.10.3 ïåèôùî) L = K(x) ïëì

.ïòè�ðë

K(x) èøôá .x, ζnx, ζ2
nx, . . . , ζn−1

n x íäå K(x) á íéðåù íéùøºù n ùé Xn − a = 0 äàåùîì :á úçëåä

,åììä íéùøùä ãçà àåä x ìù ãåîö ìëå ìéàåä .äàåìâ úáçøä àéä K(x)/K ïëìå Xn − a ìù ìåöÄôä äãù åðä

,Gal(K(x)/K) ìù óñåð øáà åðä τ íà .σx = wσx ù êë ζn ìù wσ ä÷æç σ ∈ Gal(K(x)/K) ìëì úî�é÷

éæà

wτσx = τσx = τ(wσx) = wστx = wσwτx

úéìâòîä äøåáçä êåúì Gal(K(x)/K) ìù σ 7→ wσ ä÷úòää ,úåøçà íéìîá .wτσ = wτwσ ïëìå

äøåáç àéä Gal(K(x)/K) ,ïëì .éìàéáéøè åæ ä÷úòä ìù ïéòøâä .íæéôøåîåîåä äð¤ä n øãñî µn(K)

,ïëì .ord(wσ) = ord(σ) = d éæà ,Gal(K(x)/K) úà øöåé σ íà .n úà ÷ìçîä d øãñî úéìâòî
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,xk ∈ K ù êë éòáè øôñî àåä k íà .çéëåäì äéäù éôë ,xd ∈ K ïëìå σ(xd) = (σx)d = (wσx)d = xd

.k ≥ ord(wσ) = d ,ïëì .wk
σ = 1 ,ïëìå wk

σxk = σ(xk) = xk éæà

.äçëåä àìì äð¶àéáðù éáåéç ïåéôàá äìéá÷î ùé øîe÷ èôùîì

.p éáåéç ïåéô´à ìòá äãù K éäé :(Artin-Schreier) 2.6.3 èôùî

äøåöäî ä÷éøô éà äàåùî ìù ùøù àåä x å L = K(x) éæà .p äìòîî K ìù úéìâòî äáçøä L éäú (à)

.K ìòî Xp −X − a = 0

åà K ìòî íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúî f(X) ù åà éæà .a ∈ K íò f(X) = Xp − X − a íåðéìåôá ïðåáúð (á)

úéìâòî äáçøä àéä K(x)/K éæà ,f(X) ìù ùøù àåä x ∈ K̃ ,ïåøçàä äø÷îá íà .K ìòî ÷éøô éà f(X) ù

.f(X) =
∏p−1

i=0 (X − x− i) å p äìòîî

.[Lan93, p. 290] äàø :äçëåä

. Witt éøåè÷å úøæòá pn äìòîî úåéìâòî úåáçøäì øééøù-ïéèøà èôùî úà ìéìëäì ïú�ð

íéðåù íéùøù éðù x1, x2 åéäéå p úéðåùàø äìòîî ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé :2.6.4 ìéâøú

åéäé :æîø .(p äìòîî) úéìâòî äáçøä äðä K(x1)/K ù çëåä .K(x1) = K(x2) ù êë Ks á f ìù

éæà ,L î äðåùå K ìòî L ì ãåîöä äãù àåä L′ íà .L = K(x1) ì íéë�éùä f ìù íéùøùä ìë x1, . . . , xd

.i, j ìëì xi 6= x′j å f ìù íéùøù íä x′1, . . . , x
′
d øùàá L′ = K(x′1, . . . , x

′
d)

K ìù íéøáà a, b åéäéå ζn ∈ K ù çéðð .K äãù ìù ïåéôàá ÷ìçúî åðéàù éòáè øôñî n éäé :2.6.5 ìéâøú

r í�é÷å c ∈ K øáà í�é÷ íà ÷øå íà K( n
√

a) = K( n
√

b) ù çëåä .[K( n
√

a) : K] = [K( n
√

b) : K] ù êë

.a = brcn ù êë n ì øæä íìù

íéòåáøä øôñîù ïàëî ÷ñäå (F×q : (F×q )2) = 2 ù çëåä .éâåæ éà éðåùàø øôñî ìù ä÷æç q éäú :2.6.6 ìéâøú

.åæ äøåáçá íéòåáø éàä øôñîì äåù F×q á
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úåøéúô úåáçøä 2.7

úåìËòô úòáøà úøæòá K äãù ìòî ãçà íìòðá úéøáâìà äàåùî ø¹úôì úåøùôàä ïéá øù÷ä ìò äæ óéòñá òéáöð åðà

.äàåùîä ìù ìåöÄôä äãù ìù äàåìâ úøåáç ìù úåøéúô ïéáì ùøù úåàöåäå úåéñéñáä ïåáùçä

íéJ íà úéðåùøºù L/K äáçøää ù øîàð .úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäú .íéùøù éãé ìò úåøéúô :2.7.1 äøãâä

Mi î Mi+1 ìá÷úî 0 ≤ i ≤ r − 1 ìëìå L ⊆ Mr ù êë K = M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mr úåãù ìù ìãâî

:íéàáä íéðô³àä éð°ùî ãçàá

,char(K) - n å a ∈ Mi øùàá ,Mi+1 = Mi( n
√

a) (à)

.a ∈ K å p = char(K) ,xp − x− a = 0 øùàá ,Mi+1 = Mi(x) (á)

äøéúô f(X) = 0 äàåùîäù øîàð åðà .f ìù ùøù x ∈ Ks éäéå ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X] éäé

,øåáç úåìËòôä éãé ìò K éøáà úøæòá x úà âéöäì ïú�ð äæ äø÷îá .úéðåùøù K(x)/K äáçøää íà íéùøù éãé ìò

.ùøù úåàöåäå ÷åì¤ç ,ìôë ,øåñ¤ç

Gal(N/K) å úéôåñ äàåìâ úáçøä äðä N/K íà äøéúô äðä N/K úåãù ìù äáçøäù øîàð óåñáì

.äøéúô äøåáç äðä

L̂/K äáçøää íà ÷øå íà úéðåùøºù L/K éæà .L̂ äàåìâ øÛâñ íò úéôåñ äãéøô äáçøä L/K éäú :2.7.2 èôùî

.äøéúô

G = Gal(L̂/K) äøåáçäå úéôåñ äàåìâ úáçøä àéä L̂/K éæà .äøéúô L̂/K äáçøääù íãå÷ çéðð :äçëåä

Gi/Gi+1 äðîäù êë 1 = Gr / · · · / G2 / G1 / G0 = G úéìîøåð äøãÄñ G ì úî�é÷ ,úåøçà íéì´îá .äøéúô

äéäú Gi/Gi+1 úåðîäî úçà ìëù êë äøãñä úà ïBòì øùôà ,ïë ìò øúé .i = 0, 1, . . . , r − 1 øåáò úéìáà

éæà .L̂ á Gi ìù úÆá¶ùä äãù úà Li á ïîñð .éðåùàø øãñî úéìâòî

K = L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · ⊆ Lr = L̂

n á ïîñð .i = 1, . . . , r øåáò pi úéðåùàø äìòîî úéìâòî äáçøä àéä Li/Li−1 å úåãù ìãâî àåä

éæà .i = 0, . . . , r ,Mi = Li(ζn) éäéå char(K) î íéðåùä íé-pi ä íúåà ìë ìù äìôëîä úà
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.L ⊆ L̂ ⊆ Mr å äàåìâ úåáçøä ìù äøãñ àéä M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ · · · ⊆ Mr

L̂ = Lr

pr

®®
®®

®®
®®

®®
®®

®®
®®

Mr

Lr−1 Mr−1

L L1

p1

M1

K L0 M0= L0(ζn)

ïëìå Mi+1 = Li+1(ζn) = Li+1Mi í�é÷úî 1 ≤ i ≤ r ìëì

Gal(Mi+1/Mi) ∼= Gal(Li+1/Li+1 ∩Mi)

äøåáç àéä Gal(Mi+1/Mi) ù ïàëî .pi øãñî Gal(Li+1/Li) úéìâòîä äøåáçä ìù úé÷ìç äøåáç àéä

,úøçà .øééøù-ïéèøà úáçøä àéä Mi+1/Mi éæà ,pi = char(K) íà .pi øãñî úéìâòî äøåáç åà úéìàéáéøè

L/K äáçøää ïëìå M0 = K(ζn) ,äæì óñåðá .(ζpi ∈ Mi äæ äø÷îá éë) øîe÷ úáçøä àéä Mi+1/Mi

.úéðåùøºù

êë ,K = E0 ⊆ · · · ⊆ Er−1 ⊆ Er úåãù ìù ìãâî í�é÷ éæà .úéðåùøºù L/K äáçøääù çéðð ,êôäì

÷ìçúî åðéà n øùàá ,Ei ìù øáà ìù é-n ùøù óåøö éãé ìò Ei î Ei+1 ìá÷úî 0 ≤ i ≤ r− 1 ìëìå L ⊆ Er

.øééøù-ïéèøà úáçøä àéä Ei+1/Ei ù åà char(K) á

øééøù-ïéèøà úáçøä àéä Er íà .K ìù Fr−1 äøéúô äàåìâ úáçøäá úìëåî Er−1 ù r ìò äàøùäá çéðð

,úøçà .Fr = ErM å M = Fr−1 ïîñð ,äãéçé ùøù óåøö éãé ìò Er−1 î úìá÷úî Er ù åà Er−1 ìù

.Fr = ErM å M = Fr−1(ζn) ïîñð äæ äø÷îá .char(K) - n å a ∈ Er−1 øùàá Er = Er−1( n
√

a)
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.úéôåñ úéìáà äáçøä àéä Fr/M å äøéúô äáçøä àéä M/K äø÷î ìëá

N= (σ1Fr) · · · (σsFr)

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

L̂ Er Fr

Er−1 Fr−1 M

L E1

K E0

,ïëìå σiM = M ,äàåìâ úáçøä àéä M/K å ìéàåä .Ks êåúì M ìù K-éðåëù ìë σ1, . . . , σs åéäé

óåøöä ,úåéìâòî úåáçøä ìù óåøö øåúá .i = 1, . . . , s øåáò ,úéìâòî äáçøä àéä σiFr/M

N = (σ1Fr) · · · (σsFs)

.K ìù äøéúô äáçøä ïëìå K ìù äàåìâ úáçøä àåä N ,óñåðá .(2.2.4 ïåèôùî) .M ìù úéìáà äáçøä åðä

ïàëî .Gal(N/K) äøéúôä äøåáçä ìù äðî äðä Gal(L̂/K) ïëì ,L̂ úà íâ óé÷î àåä ,L úà óé÷î F å ìéàåä

.çéëåäì äéäù éôë ,äøéúô Gal(L̂/K) ù
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n äìòîî úéììëä äàåùîä 2.8

.úåéøèîéñä úåøåáçä éáâì øáãä åúåà äæ óéòñá çéëåðQ ìòî ùåî´îì úðú�ð úéôåñ úéìáà äøåáç ìëù åðéàøäù øçàì

úåàöåäå úåìéâøä ïåáùçä úåìËòô úòáøà úøæòá 5 ≤ äìòîî úéììë äàåùî ø¹úôì øùôà éàù äéäú úåàöåúä úçà

.ùø¹ù

íéðåù íéùø¹ù n ìòá n äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] éäé�å äãù K éäé .íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç :2.8.1 äøòä

K ìù äàåìâ úáçøä ä�åäîå L = K(x1, . . . , xn) àåä K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù ,éæà .K̃ á x1, . . . , xn

.G = Gal(L/K) ïîñð .n! ìò äìåò äðéàù äìòîî

øú�éá .π(σ) á ïîËñúù x = (x1, . . . , xn) äé-n ä ìù äøåîú (σx1, . . . , σxn) ä�åäî ,σ ∈ G ìëì

êåúá G ìù äðåîúä .x ìù S(x) úåøåîúä úøåáç êåúì G ìù ïåë´ù ä�åäî π ä÷úòää .π(σ)(xi) = σxi ,èåøô

.K ìòî f ìù äàåìâ úøåáç àø÷´úå Gal(f,K) á ïîËñú S(x)

ù êë σ ∈ G í�é÷ x, y ∈ G ìëì íà (transitive) úàöåé äðä X äöåá÷ ìù G úåøåîú úøåá¢çù øéëæð

.σx = y

.úàöåé Gal(f, K) äøåáçä íà ÷øå íà K[X] á ÷éøô éà åðä f ∈ K[X] ãéøô íåðéìåô :2.8.2 äîì

K-íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà .i 6= j åéäéå ÷éøô éà f ù çéðð .K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù úà L á ïîñð :äçëåä

øîåìë ,L ìù íæéôøåîåèåàì äáçøäì åãö´î ïú�ðäå (1.3.4 ïåèôùî) xj ì xi úà ÷éúòîä K(xi) → K(xj)

.úàöåé Gal(f, K) ,ïëì .σxi = xj ,èøôá .σ ∈ Gal(L/K) øáàì

g ìù x ùøù øçáð .K[X] á f ìù ÷éøô éà íøåâ g éäé .úàöåé Gal(f, K) úåøåîúä úøåáçù çéðð ,êôäì

ùøù íâ àåä x′ ïëì .σx = x′ ù êë σ ∈ Gal(f, K) í�é÷ f ìù x′ ùøù ìëì ,éæà .K ìòî f ìù ìåöôä äãùá

.÷éøô éà f ,ïëì .g = f ù ïàëî íéìá÷î åðà ,ãéøô f å ìéàåä .g ìù

íà úéøáâìà íééåìú íðéà K ìù äáçøä äãùá t1, . . . , tn íéøáàù íéøîåà åðà :2.8.3 äøãâä

íåðéìåôì àø÷ð äæ äø÷îá .h ∈ K[X1, . . . , Xn] ñôàî äðåù íåðéìåô ìëì h(t1, . . . , tn) 6= 0

f(t, X) = Xn + t1X
n−1 + · · ·+ tn

ï÷»úî íåðéìåô ìë .n äìòîî éììëä íåðéìåôä (t = (t1, . . . , tn) øùàá) K[t] âåçì íéë�éù åéîã÷îù X äðúùîá

.t1, . . . , tn íéðúùîä íå÷îá íéøáà úáöä éãé ìò ìá÷úî K[X] á

íåðéìåôä 1 ≤ k ≤ n ìëì .íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä :2.8.4 äøãâä

pk(X1, . . . , Xn) =
∑

j

Xj1Xj2 · · ·Xjk
(1)
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úåî�é÷îä íéîìù íéøôñî ìù úåé-k ä ìë ìò øáåò j = (j1, . . . , jk) øùàá

.1 ≤ j1 < j2 < · · · < · · · < jk ≤ n

.X1, . . . , Xn ìù äøåîú ìë úçú úaù»î àåä .X1, . . . , Xn íéðúùîá k äìòîî éãåñéä éøèîéñä íåðéìåôä àø÷ð

.n äìòîî Sn úéøèîéñä äøåáçì úéôøåîåæéà K(t) ìòî n äìòîî éììëä íåðéìåôä ìù äàåìâ úøåáç :2.8.5 èôùî

K(x) éæà .x = (x1, . . . , xn) ïîñð .K̃(t) ìòî f ìù ÷åøôä f(t, X) =
∏n

i=1(X − xi) éäé :äçëåä

å K(t) ìòî f(t, X) ìù ìåöÄôä äãù àåä

Xn + t1X
n−1 + · · ·+ tn =

n∏

i=1

(X − xi) (2)

ìù äøåîú ìë éæà .y = (y1, . . . , yn) ïîñðå úéøáâìà íééåìú íðéàù íéøáà y1, . . . , yn åéäé ,éðù ãöî

úåøåîúä ìë úøåáç úà úåàøì àåôà ìëåð .K(y) äãùä ìù íæéôøåîåèåàì äáçøäì úðú�ð y1, . . . , yn äöåá÷ä

ïåèôùî éôì .E á S(y) ìù úÆá¶ùä äãù úà ïîñð .K(y) ìù íéîæéôøåîåèåà úøåáçë {y1, . . . , yn} ìù S(y)

.[K(y) : E] = |S(y)| = n! ,èøôá .Gal(K(y)/E) ∼= S(y) å äàåìâ úáçøä àéä K(y)/E ,2.1.5

.E ì ê�éù ïëìå S(y) éøáàî ãçà ìë éãé ìò úáù»î uk éæà .uk = (−1)kpk(y) ïîñð 1 ≤ k ≤ n ìëì

.u = (u1, . . . , un) øùàá ,[K(y) : K(u)] ≥ n! ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëì .K(u) ⊆ E ù ïàëî

ù äìåò íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä úøãâäî

.Xn + u1X
n−1 + · · ·+ un =

n∏

i=1

(X − yi)

éà óøöð íà .[K(y) : K(u)] ≤ n! èøôá .K(u) ìòî f(u, X) ù ìåöÄôä äãù àåä K(y) ïëì

å äàåìâ úáçøä åðä K(y)/K(u) ïëìå K(u) = E ù ìá÷ð ,úîãå÷ä ä÷ñôä ìù úåð÷ñîì äæ ïåéåù

.Gal(K(y)/K(u)) ∼= S(y) ∼= Sn

i = 1, . . . , n ,yi 7→ xi ä÷úòää úà áéçøäì ïú�ð ,K ìòî úéøáâìà ééåìú íðéà y1, . . . , yn å ìéàåä

í�é÷î àåä .ϕ: K[y] → K[x] K-íæéôøåîéôàì

, ϕ(uk) = (−1)kϕ(pk(y)) = (−1)kpk(ϕ(y)) = (−1)kpk(x) = tk

.K[t] ìò K[u] ìù K-íæéôøåîéôà åðä ϕ0 = ϕ|K[u] ,ïëì .ϕ[K(u)] = K[t] ïëìå k = 1, . . . , n øåáò
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,ïëì .g ∈ K[X1, . . . , Xn] øùàá ,v = g(u) äøåöá äâöäì ïú�ð v ∈ K[u] øáà ìë

íâ ïëìå g = 0 ù t1, . . . , tn ìù úåìúä éàî ìá÷ð ,ϕ(v) = 0 íà .ϕ(v) = g(ϕ(u)) = g(t)

.ϕ′0: K(u) → K(t) íæéôøåîåæéàì ϕ0 úà áéçøäì ïúð ,ïëì .íæéôøåîåæéà åðä ϕ0 ,úåøçà íéìîá .v = 0

K(u) ìòî f(u, X) ìù K(y) ìåöôä äãù úà íâ ïëìå .f(t, X) ìò f(u, X) úà ÷éúòî äæ íæéôøåîåæéà

äàåìâ úøåáç íò äàåìâ úáçøä àéä K(y)/K(u) å ìéàåä .K(t) ìòî f(t, X) ìù K(x) ìåöôä äãù ìò

.Gal(f(t, X),K(t)) = Sn ,úåøçà íéìîá .åæë àéä K(x)/K(t) íâ ,Sn ì úéôøåîåæéà

.÷éøô éàå ãéøô K(t) ìòî n äìòîî éììëä íåðéìåôä :2.8.6 äàöåú

,2.8.5 èôùî éôì .x1, . . . , xn á åéùøù úàå f á n äìòîî éììëä íåðéìåôä úà ïîñð :äçëåä

.K(t) ìòî ÷éøô éà f ,2.8.2 äîì éôì ,ïëì .úàöåé äøåáç àéä Gal(f, K(t)) = S(x)

ìù äøåîú ìë úçú úøîùð àéä íà úéøèîéñ äðä f ∈ K(X1, . . . , Xn) úéìðåéöø äéö÷ðåôù íéøîåà

.íéðúùîä

:2.8.7 äàöåú

úðú�ð K á íéîã÷î íò x1, . . . , xn á úéøèîéñ úéìðåéöø äéö÷ðåô ìë éæà .íéðúùî x1, . . . , xn å äãù K éäé (à)

.K á íéîã÷î íò íééãåñéä íééøèîéñä íåðéìåôá úéøèîéñ úéìðåéöø äéö÷ðåôë äâöäì

íåðéìåôë äâöäì ïú�ð g ∈ R[x1, . . . , xn] éøèîéñ íåðéìåô ìë éæà .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú R éäé (á)

.R á íéîã÷î íò íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôá

éæà ,ñôàî äðåù h ∈ K[X1, . . . , Xn] íåðéìåô íà ,øîåìë .úéøáâìà íééåìú íðéà íééãåñ�éä íééøèîéñä íéîåðéìåôä (â)

.h(p1(X), . . . , pn(X)) 6= 0

.úéëøò ãç äð¤ä íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä éãé ìò (á) á åà (à) á éøèîéñ íåðéìåô åà äéö÷ðåô ìù äâöää (ã)

2.8.5 èôùî éôì .S(x) ìù øáà ìë úçú úøîùð g(x) éæà .úéøèîéñ äéö÷ðåô g(x) ∈ K(x) éäú :à úçëåä

.x1, . . . , xn á íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä íä t1, . . . , tn øùàá g(x) ∈ K(t) ,åúçëåäå

ìë éðù ãöî .g(x) ∈ K(t) ,éæà .éøèîéñ íåðéìåô g(x) ∈ R[x] éäé .R ìù úåðîä äãù úà K á ïîñð :á úçëåä

íéâùåîá íéùîúùî åðà ïàë) åéìòî íìù ïëìå R[t] ìòî ï÷»úî íåðéìåô ìù ùøù åðä x1, . . . , xn íéøáàäî ãçà

ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà t1, . . . , tn å ìéàåä .R[t] ìòî íìù g(x) íâù ïàëî .(äæ ñøå÷á åãîìð àìù úåàöåúå

.åðúðòè úà øøåâù äî ,g(x) ∈ R[t] ù ïàëî .úåîìùá øeâñ ïëìå úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àåä R[t] ,K

äãùä ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù y1, . . . , yn íéøáàî íéàöåé íàù åðéàø 2.8.5 èôùî úçëåäá :â úçëåä

íéøáàä .K(u) ∼= K(t) K-íæéôøåîåæéàì äáçøäì úðú�ð u 7→ t ä÷úòää éæà ,ui = pi(y) íéøéãâîå K
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ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà u1, . . . , un íâ ,ïëì .K ìòî úéøáâìà íééåìú åéäé àìù êë äçëåäá åøçá�ð t1, . . . , tn

.K

.(â) äðòèî úòáåð äðòèä :ã úçëåä

n øãñî úéììëä äàåùîä ,n ≥ 5 íà .íéùøù éãé ìò äøéúô n øãñî úéììëä äàåùîä éæà ,n ≤ 4 íà :2.8.8 äàöåú

.íéùøù éãé ìò äøéúô äðéà

úéììëä äàåùîä ìù äàåìâ úøåáçå ìéàåä .n ≤ 4 íà ÷øå íà äøéúô Sn ù íéçéëåî úåøåáçä úøåúá :äçëåä

.2.7.2 èôùîî äàöåúä úòáåð ,(2.8.5 èôùî) Sn ì úéôøåîåæéà n øãñî

.1892 á èøáì¤ä éãé ìò çëåäù úåãùä úøåúá éãåñé èôùîì åðà íé÷å÷æ ,äàáä äàöåúä úà çéëåäì éãë

.åæ úøâñîá äàéáäì éãë ú÷ôñî äã´îá äøö÷ äðéà ïäî úçà óà .úåçëåä äîë èôùîì

íåðéìåô f ∈ Q[t1, . . . , tn, X] éäéå íéðúùî t1, . . . , tn åéäé :(èøáìä ìù úå÷éøôä éà èôùî) 2.8.9 ïåèôùî

.Gal(f(a, X),Q) ∼= Gal(f(t, X),Q(t)) ù êë a1, . . . , an ∈ Q íéî�é÷ éæà .ãéøô

.Q ìòî ùåî´îì Sn äøåáçä úðú�ð éòáè n ìëì :2.8.10 èôùî

.n äìòîî éììëä íåðéìåôä ìò èøáìä ìù úå÷éøôä éà èôùî úà íÅÚ�éð :äçëåä

àåä f ∈ Q[t, X] å íéðúùî t1, . . . , tn íàù èøáì¤ä ìù úå÷éøôä éà èôùî êîñ ìò çëåä :2.8.11 ìéâøú

.÷éøô éà íåðéìåô àåä f(a,Q) ù êë a1, . . . , an ∈ Q íéî�é÷ éæà ,÷éøô éà íåðéìåô

á ïîñð .x1, . . . , xn íéùøù íò n äìòîî ãéøô íåðéìåô f ∈ K[X] éäéå ,äãù K éäé :2.8.12 ìéâøú

.Gal(L/K) ∼= Sn ù çéððå K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù úà L = K(x1, . . . , xn)

.K ìòî ÷éøô éà f ù çëåä (à)

.m = 1, . . . , n− 1 øåáò [K(x1, . . . , xm+1) : K(x1, . . . , xm)] = m ù çëåä (á)

.éìàéáéøè àì K-íæéôøåîåèåà íåù K(x1) ì ïéàù ÷Åñä (â)
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äâ«çîå ìâøñ úøæòá úåéøèîåàâ úåéðá 2.9

æëøîë íéðåúð íéìâòîäå úåãRð ìù âåæë íéðåúð íéøùéä .íéìâòîå íéøùé ,úåãRð R2 éãéì÷åàä øåùéîá úåðåúð

ìâøñ úøæòá éøèîåàâ íöò åìà íéðåúð´î úåðáì åðéìò .úåãRð ìù âåæë ïú�ð òè÷ .(òè÷ àåäù) âåçîëå (äãRð àåäù)

úåî�éËñî äàåìâ úåøåáçù êëá éåìú åæä úéñãðää äéòáä ïåøúôù äæ óéòñá äàøð .úåî�éËñî úåùéøã íéî�é÷îä äâ«çîå

.ïìäì åèøËôéù íéîéËñî íéàðú äðî�é÷ú íéðåúðäî úåøæâðä

âeçð äæ êø�öì .äãRðä êøã øùéì áö�ð ãéøåäì íéù÷áúî åðàå L ì õåçî z1 äãRðå L øùé åðì íéðåúð ,äîâHì

éìòá íéìâòî âeçð y2 å y1 áéáñ .y2, y1 úåðåù úåãRð éúùá øùéä úà êúçéù åéã ìåãâ âÛçî íò z1 áéáñ ìâòî

äéäé y3 å z1 êøã øáåòä øùéä .y3 á êåú¤çä úåãRðî úçà úà ïîñð .åëúçé íéìâòîäù êë åéã ìåãâ äéäéù âÛçî åúåà

.L ïåúðä øùéì áö�ð

ìë óéìçðù éãé ìò C ì R2 î ìë íãå÷ øÉáòð ,íééøáâìà íéçðåîì úéììëä äéðáä úéòá úà øéáòäì éãë

ë íéðåúðä úà àåôà äàøð .i =
√−1 ìéâøë øùàá ,x + yi áë�îä øôñîá íééùîî íéøôñî ìù (x, y) âåæ

ãîåòä íöòä úà øéãâéù íéáë�î íéøôñî ìù x øåè÷åë ïåøúôä úàå íéáë�î íéøôñî ìù (z1, . . . , zm) äé-m

ù íéîìù íéîã÷î íò ,i = 1, . . . , k ,fi(z1, . . . , zm,x) = 0 úåàåùî úëøòîë âéöð úåùéøãä úà .äéðá�ì

.í�é÷ì íéëéøö z1, . . . , zm,x

àåä äâ«çîå ìâøñ úøæòá z1, . . . , zm íéðåúðî äé�ðá ú�éòá ìù x ïåøúô úåðáì ïú�ðù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú :2.9.1 äîì

.éòåáX ùø¹ù úàöåäå ÷åì¤ç ,ìôë ,øåñ¤ç ,øåá¤ç úåìËòôá ùåî´ù éãé z1, . . . , zm úøæòá ìò x úà àèáì ïú�ðù

,áìù øçà áìù úéùòð äéðáä .äâ«çîå ìâøñ úøæòá z1, . . . , zm î x úà úåðáì ïú�ðù çéðð :éçøëä éàðúäù äçëåä

úåãRðä úøæòá yi äãRð íéðåá é-i ä áìùá .íéîãå÷ä íéaìùá øáë åðáðù úåãRðä ìëá íéùîúùî áìù ìëáù êë

úåøúåîä úåìËòôä .yi úåãRðä ïéá úåàöîé x1, . . . , xn úåãRðä ,øáã ìù åôåñá .z1, . . . , zm, y1, . . . , yi−1

:íä ä�éðáÄá

úåãRðì ñçéá íééòåáø åà íééøàðéì úåðåé�åù éà åà úåðåéåù äîë úî�é÷îä ä�ðåùä øåùéîá z äãRð úøéçá (à)

.Q ìòî ïëì íãå÷ åðáðù úåãRðä ìë éãé ìò øöåðä äãùì ê�éù z ù êë ïëì íãå÷ åðáðù

.úåðåúð úåãRð éúù êøã øùé úøáòä (á)

.ïåúð ñåéãøá äðåúð äãRð áéáñ ìâòî èåèø´ù (â)

úåàåùî úåëøòî úåøúôì úåîéàúî êåú¤çä úåãRð .øáë åðáðù íéìâòîå íéøùé ìù êåú¤ç úåãRð úàéöî (ã)

ùø¹ù úàöåäå úåìéâøä ïåáùçä úåìËòô úòáøà úøæòá úåðåøúôä úà øàúì øùôà ïëì .úåéòåáø úåàåùîå úåéøàðéì

.éòåáX

úøæòá äéðá�ì úðúð åììä úåìËòôäî úçà ìë .ì"ðä úåìËòôä úøæòá éåèáì ïú�ð x ïåøúôäù çéðð :÷éôñî éàðúäù äçëåä

.äâ«çîå ìâøñ
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.0, z1, z2 íä äéã÷ã÷ øàùù úéìéá÷îä ìù éòéáøä ã÷ãSä úà íéðåá z1, z2 íéáë�î íéøôñî éðù øáçì éãë

èôùîáå 1
x2

= x1
x úåäæá íéùîúùî x1, x2 ,íééùîî íéøôñî éðù ìù x = x1x2 äìôëîä úà áµùçì éãë

.íééðåéöøåôåøô íéòè÷ äéìò íéö÷î úéåæ ìù í�é÷åùä úà íéëúåçä íéìéá÷î íéøùé éðùù

,z = x + iy äøåöá ìë íãå÷ íúåà íéîùåø íéáë�î íéøôñî éðù ìù z = z1z2 äìôëîä úà áùçì éãë

êë øçàå íéøéöä ìò íéáö�ð úãøåä éãé ìò x1, x2, y1, y2 úà íéàöåî z2 = x2 + iy2 å z1 = x1 + iy1

.z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) äçñ�ðá íéùîúùî

íéìéá÷î íéñçé ìò èôùîáå y
1 = 1

x úåäæá íéùîúùî ,x 6= 0 éùîî øôñî øåáò y = 1
x úà áµùçì éãë

.ìéòì àáåäù

úåìËòô úòáøàá ùîúùäì íéëéøö ,íéáë�î íéîã÷î íò X2 + aX + c = 0 úéòåáø äàåùî øúôì éãë

øôñî ìù ùøù äâ«çîå ìâøñ úøæòá úåðáì ãöéë úåàøäì ÷éôñî .w =
√

z ùøù úàöåäáå ìéòì åøà¹úù ïåáùçä

äæ ìâòî . r+1
2 åâåçîù a áéáñ ìâòî äðáð .r ì −1 ïéá êøãä òöîàá éùîîä øùéä ìò äãRðä a éäú .r éáåéç éùîî

åîë .äøùé àéä ïëìå ìâòî ìù øèS ìò úðòùð ∠(−1)br úéåæä .b äãRðá íé-y ä øéö ìù úéáåéçä ïø÷ä úà êúçé

.900 ì ∠b(−1)r úéåæä úà úåîéìùî ∠(−1)rb å ∠(−1)b0 úåéåæäî úçà ìë ïëì .äøùé ∠(−1)ob úéåæä ïë

øîåìë , sr = 1
s ù ìá÷ð s á 0b òè÷ä ìù êøàä úà ïîñð íà .äæì äæ íéåù íäìù íéñðâðèä ïëìå úååù ïäù ïàëî

.ù÷Ëáîë ,s2 = r

å úéôåñ äàåìâ úáçøä àéä L/K íà p-úáçøä úàø÷ð L/K úåãù úáçøä .éðåùàø øôñî p éäé :2.9.2 äøãâä

.p ìù ä÷æç àéä [L : K] øîåìë ,p-úøåáç àéä Gal(L/K)

ïä L1, . . . , Ln íà .p úáçøä àéä E/K íâ éæà ,äàåìâ E/K å í�éðéÅa äãù àåä E íà ,äæ äø÷îá

úà úð�ëùî σ 7→ (σ|L1 , . . . , σ|Ln) ä÷úòää ,ïëàå .p-úáçøä àåä L ïäìù óåøöä íâ éæà ,K ìù p-úåáçøä

.Gal(L1/K)× · · · ×Gal(Ln/K) êåúì Gal(L/K)

àåä äâ«çîå ìâøñ úøæòá z1, . . . , zn íéðåúðî äéðá úéòá ìù x ïåøúô úåðáì ïú�ðù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú :2.9.3 äîì

.(z = (z1, . . . , zn) éøåè÷åä ïåîéñá ïàë íéùîúùî åðà) .Q(z) ìù 2-úáçøäá ìëåî Q(z,x) äãùäù

úåãù ìãâî í�é÷ ,2.9.1 äîì éôì éæà ,äâ«çîå ìâøñ úøæòá x úà úåðáì ïú�ð íà :éçøëä éàðúäù äçëåä

.i = 0, 1, . . . , r − 1 øåáò [Fi+1 : Fi] = 2 ù êë Q(z) = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fr = Q(z,x)

.2-úáçøä åðä Fr/Q(z) ìù äàåìâ øåâñù òáåð 2.9.2 äøãâäî

éæà .Q(z,x) úà äôé÷îä F 2-úáçøä Q(z) ì úî�é÷ù çéðð ,êôäì :÷éôñî éàðúäù äçëåä

1 = Gr/Gr−1/· · ·/G1/G0 = G úéìîøåð äøãñ úî�é÷ åæë äøåáçì .2-úøåáç àéä G = Gal(F/Q(z,x))

ïëìå Fi ìù úéòåáø äáçøä àéä Fi+1 ù ìá÷ð ,F á Gi ìù úá¶ùä äãù úà Fi á ïîñð íà .2 øãñî äéîøåâù

.é-i ä áìùá øáë íúåà åðéðáù íéîã÷î íò úéòåáø äàåùî ïåøúô éãé ìò úìá÷úî
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.åãéîòä íéð�å�éäù úåéòáäî äîë ø¹úôì øùôà äæ èôùî úøæòá

.äðåúð äéáR ìù çôð íé·îòôì äåù äçôðù äéáR äâ«çîå ìâøñ úøæòá ä�ðá :2.9.4 äéòá

àåä ïåøúôä .x3 = 2 äàåùîä úà ø¹úôì åðéìò ,úù÷Ëáîä äéðáä úà òöáì éãë .1 äòìö êøàù äéáRî àöð

.úéøùôà äðéà äé�ðáä ,2.9.3 äîì éôì ,ïëì .Q ìù 2-úáçøäá ìëåî åðéà [Q( 3
√

2) : Q] = 3 íìåà .x = 3
√

2

.íéåù íé÷ìç äùìùì äâ«çîå ìâøñ úøæòá äðåúð úéåæ ÷�ìç :2.9.5 äéòá

a ïéá øù÷ä úà ìá÷ì éãë .x = cos β ïîñð .a = cos α éãé ìò äðåúð àéäù çéðð .úéåæ α = 3β éäú

a = 1
3 ìùîì ç÷ð íà .4x3 − 3x = a äåöá äúåà íùø�ðå cos 3β = 4cos3β − 3 cos β äçñ�ðäî àöð x ì

ïééèùðæééà úàåùîì äúåà äøéáòî y = 1
x äáöää) Q ìòî äøéúô äðéàù 4x3 − 3x = 1

3 äàåùîä úà ìá÷ð

.úéøùôà äðéà äéðáäù ,2.9.3 äîì éôì íéìá÷î áåù åðà ïàëî .[Q(x) : Q] = 3 ïëì .(y3 + 9y2 − 12 = 0

.ïåúð ìåâÄò çèùì äåù åçèùù òåáX äðá :2.9.6 äéòá

ì äåù òåáXä çèùå π ì äåù ìåâòä çèù éæà ,x äðä ù÷Ëáîä òåáøä òìöå 1 ì äåù ïåúðä ìåâòä âåçî íà

ìù 2-úáçøä íåùá úìëåî äðéà èøôá ,Q ìù äìòð äáçøä àåä Q(x) = Q(
√

π) ù ìá÷ð x2 = π øù÷äî .x2

.úéøùôà äðéà äéðáä ,áåù .Q
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äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä 2.10

íéëøãá ñåàâ çéëåä äæä èôùîä úà .C íéáë�îä íéøôñîä äãù àéä úéøáâìà øeâñ äãùì øúåéá ú÷äá»îä äîâHä

.äàåìâ úøåú ìòå ,úåøåáçä úøåúá åìéñ èôùî ìò ,íéîåðéìåô ìù úåôéöøä ìò úëîúñîä äçëåä àéáð åðà .úåðåù

.C = R(i) å i =
√−1 ïîñð ,R íééùîîä íéøôñîä äãùî àöð èôùîä úà çéëåäì éãë

:2.10.1 äîì

.éùîî ùø¹ù ùé úéâåæ éà äìòîî f ∈ R[X] íåðéìåô ìëì (à)

.äæ äãùá ùøù ùé C ìòî úéòåáX äàåùî ìëì (á)

éìéìù x1 ∈ R íà ,äæ éàðúá .ï÷»úî f ù çéðäì éãë øáãá êø�ö ùé íà åìù ïåéìòä íã÷îá f úà ÷ìçð :à úçëåä

íéîã÷î ìòá íåðéìåôå ìéàåä .f(x1) > 0 éæà ,Ûéã ìåãâå éáåéç x2 ∈ R íà åìàå f(x1) < 0 éæà ,Ûéã ïè÷å

.f(x) = 0 ù êë x1 < x < x2 í�é÷ ,äôéöø äéö÷ðåô àåä íééùîî

÷éôñîù äàøî úéòåáX äàåùî úøéúôì äçñ�ðá ùåî´ù .R ìù úéòåáX äáçøä àéä C ù êëì áì íéÚð :á úçëåä

.åá éòåáø ùø´ù ùé R(i) á c = a + bi øôñî ìëìù çéëåäì

x2 > 0 øçáð äúò .x2
1 < a ù êë ñôàì Ûéã áåø÷ 0 < x1 øçáð .a > 0 å b = 0 åáù äø÷îá ìéçúð

x2 = −a ù êë x ∈ R øçáð ,a < 0 íà .x2 = a ù êë x ∈ R í�é÷ ,(à) úçëåäá åîë .a < x2
2 ù êë åéã ìåãâ

.(ix)2 = −a ù àöîðå

äàìòä .x, y íééùîî íéðúùîá (x + iy)2 = a + bi äàåùîä úà ø¹úôì óàùðå b 6= 0 ù çéðð äúò

úåàåùîä âåæì äìå÷ù åæ äàåùîù íéàøî íéîã÷î úàåùäå ä÷æçá

x2 − y2 = a 2xy = b

úåðåøúôä úòáøàî ãçà .4x4 − 4ax2 − b2 = 0 äàåùîì ìéáåî úéìàîùá åúáöäå úéðî�éä äàåùîäî y õåì¤ç

ùé úîãå÷ä ä÷ñÄôä éôì ïëìå ,éùîî åðä åæ äàåùîá ïéîé óâà .x2 = 1
2 (a +

√
a2 + b2) í�é÷î åæä äàåùîä ìù

.éùîî ïåøúô äàåùîì

.úéøáâìà øåâñ C íéáë�îä íéøôñîä äãù :2.10.2 èôùî

,ïëì .R ìù úéôåñ äáçøä íâ åðä L0 äãùä .C íò úãëìúî C ìù L0 úéôåñ äáçøä ìëù úåàøäì åðéìò :äçëåä

éðùá äùòð úàæ .L = C ù çéëåäì ÷éôñî .C úà äôé÷îä úéôåñ äàåìâ úáçøä àåä L0/R ìù L äàåìâ øÛâñ

.íéaìù

á G2 ìù úá¶ùä äãù K éäéå G ìù 2-åìéñ úøåáç G2 éäú .G = Gal(L/R) ïîñð .2-åìéñ úøåáç :à áìù

àåä f = irr(x,R) éæà .åæ äáçøä ìù íåã÷ øáà x éäé .úéâåæ éà äìòîî R ìù úéôåñ äáçøä àåä K/R éæà .L

.K = R ù ïàëîå deg(f) = 1 ,ïëì .éùîî ùøù f ì ùé ,2.10.1 äîì éôì .úéâåæ éà äìòîî ÷éøô éà íåðéìåô
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äáçøä L äéä åìà .2-úøåáç àéä Gal(L/C) íâ ,ïëì .2-úøåáç àéä G ù òáåð (à) áìùî .2-úøåáç :á áìù

äáçøä äéäé E äìù úáùä äãù .2 (ñ÷ãðà=) ïåé�ö úìòá äøåáç úú Gal(L/C) äøåáçì úî�é÷ äúéä C ìù äúåàð

.çéëåäì äéäù éôë ,C = L ù òáåð åæ äøéúñ´î .(á)2.10.1 äîìì äøéúñá ,C ìù úéòåáX

íéôéìçî íà íâ äøéøù úøàùð àéäù äàøî 2.10.3 èôùî úçëåäá ÷ã÷Hî ïåéò .úéùîî øeâñ äãù :2.10.3 äøòä

.C á C úàå R ìù úéòåáX äáçøä àåä C = R(
√−1) ù êë 2.10.1 äîì úåðòÇè úà í�é÷îä R äãùá R úà

éàù úåàøäì ïú�ð ,ïë ìò øúé .R á òåáX àåä íà ÷øå íà éìéìù éàë x úà íéøéãâîù éãé ìò øãÇñì ïú�ð R äãùä úà

äîìä úøæòá .úéùîî øåâñ äãù àø÷ð àåä ïëì .åìù äúåàð úéøáâìà äáçøä íåùì R ìù øãñä úà áéçøäì øùôà

úà áéçøäì ïú�ð äéìàù K̄ úéøáâìà äáçøä øîåìë ,éùîî øÛâñ ùé K øåãñ äãù ìëìù úåàøäì øùôà ïøåö ìù

ìù éùîî øÛâñ àåä R = Q̃ ∩R éæà ,C á Q̃ úà íéðëùî íà ,äîâHì .åæ äðåëú úìòá úéaøµî àéäùå K ìù øãñä

.Q

äéä øùôàù úåøîì .2.10.4 äøòä úàå äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä úà íéËñî ïáåîá íéìùî àáä èôùîä

.ïîæ øñ©ç éîòèî úàæ íéùåò åððéà ,ñøå÷á åúçëåä úà àéáäì

å char(K) = 0 éæà .1 < [K̃ : K] < ∞ ù êë äãù K éäé :([Lan93, p. 299, Cor. 3.3]) 2.10.4 èôùî

.K̃ = K(
√−1)
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íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç 2.11

íéîåðéìåôì úåàîâH àéáð äæ óéòñá .Q ìòî ùåîîì úðú�ð úéøèîéñ äøåáç ìëù çéëåî èøáì¤ä ìù úå÷éøôä éà èôùî

úåìËòô òáøà éãé ìò åìà íéîåðéìåô ìù íéùøùä úà àöîì øùôà éà ,åðçëåäù éôë .S5 äàåìâ úøåáç éìòá Q ìòî

íéøáà úøæòá íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç ìù äâöä ìò ññËáî åìà úåàîâH áåù¤ç .ùøù úåàöåäå úåìéâøä ïåáùçä

.íéìÂòð

f = f1 · · · fr éäéå ,÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X1, . . . , Xn] éäé ,úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :2.11.1 äîì

äøåîú àéä (σ(f1), . . . , σ(fr)) ,σ ∈ Gal(L/K) ìëì éæà .L[X1, . . . , Xn] á íé÷éøô éà íéîøåâì f ìù ÷åøôä

ù êë σ ∈ Gal(L/K) í�é÷ i, j ìëì øîåìë ,K ìòî äæì äæ íéãåîö íéîøåâäî í�éðù ìë ,ïë ìò øúé .(f1, . . . , fr) ìù

.σfi = fj

L[X1, . . . , Xn] á íéîåðéìåô ìù ÷åøôä úåøùôà ìò åðëîúñä èôùîä çåñ�ðáù êëì áì íéùð úéùàø :äçëåä

ìò äìËòôä úøæòá L[X1, . . . , Xn] ìò ìÉòôì σ ∈ Gal(L/K) ìëì ïú�ð .(1.1.11 ïåèôùî) íé÷éøô éà íéîøåâì

ù òáåð L[X1, . . . , Xn] âåçá úéëøò ãçä úå÷éøôäî .f = σ(f1) · · ·σ(fr) ù ìá÷ð èøôá .íéîåðéìåôä éîã÷î

.f1 ìù ãåîö åðä σf1 ,èøôá .(f1, . . . , fn) ìù äøåîú àéä (σ(f1), . . . , σ(fn))

éæà .g = g1 · · · gs ïîñðå f1, . . . , fr íéîåðéìåôä ïéáî f1 ì íéãåîöä ìë g1, . . . , gs äúò åéäé

ìù äøåîú àéä (σ(g1), . . . , σ(gs)) äé-s ä σ ∈ Gal(L/K) ìëì ,ïë ìò øúé .L[X1, . . . , Xn] á g|f
÷éøô éà f å ìéàåä .g ∈ K[X1, . . . , Xn] ù òáåð ïàëî .σ(g) = σ(g1) · · ·σ(gs) = g ,ïëì .(g1, . . . , gs)

ïàëîå (f1, . . . , fs) ìù äøåîú àéä (g1, . . . , gr) ,ïëì .r = s å f = g ù ïàëî òáåð ,K[X1, . . . , Xn] á

.çéëåäì äéäù éôë ,äæì äæ íéãåîö f éîøåâî íéðù ìëù

.íé÷éøô éà íéîøåâì åìù ÷åøôä f = f1 · · · fm éäéå ãéøô íåðéìåô f ∈ F [X] éäé ,éôåñ äãù F éäé :2.11.2 ïåèôùî

íéëø³à´î íéøæ íé÷åùç m ìù äìôëîì ÷øôúîä σ ∈ Gal(f, F ) í�é÷ éæà .i = 1, . . . , m ,di = deg(fi) ïîñð

.d1, . . . , dm

.äìù øöåé σ éäé .úéìâòî äøåáç àéä Gal(N/F ) ,2.3.3 èôùî éôì .F ìòî f ìù ìåöÄôä äãù N éäé :äçëåä

äãù ìù äàåìâ úøåáç úà øöåé fi ìù ìåöôä äãùì σ ìù íåöîöä .N á fi ìù xi ùøù øçáð 1 ≤ i ≤ m ìëì

.fi ìù íéùøùä di ìë íðä x1, σ(xi), . . . , σdi−1(xi) ,2.11.1 äîì éôì .di øãñî äðä åæ äøåáçå F ìòî äæ

äâöää úà íéìá÷î ,m ãò 1 î øÉáòì i ì íéðúåð íà .di êøàî ÷åùç äðä fi éùøù ìù äøåîúë σ ìù äâöää ,ïëì

.σ ìù úù÷Ëáîä

ãéøô íåðéìåô f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + an éäé .íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç ìù äé�ðá :2.11.3 äé�ðá

éäéå Ks ìòî íééøàðéì íéîøåâì f(X) ìù ÷åøôä f(X) =
∏n

i=1(X − xi) éäé ,K äãùá íéîã÷î íò
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úéøáâìà íééåìú íðéàù u1, . . . , un, Z íéøáà n + 1 øçáð .K ìòî f ìù ìåöÄôä äãù L = K(x1, . . . , xn)

ìù äøåáç úúë S(u) úà úåàøì øùôà éæà .{u1, . . . , un} ìù úåøåîúä úøåáç úà S(u) á ïîñðå K ìòî

.L(Z) úà íéúéáùîä L(u, Z) ìù íéîæéôøåîåàä ìë úøåáç

ïîñð

y = x1u1 + · · ·+ xnun (1)

ïîñð .π(y) = x1π(u1) + · · ·+ xnπ(un) éæà ,π ∈ S(u) íà

g(u, Z) =
∏

π∈S(u)

(Z − π(y)) (2)

u1, . . . , un, Z á íåðéìåô àåä g ,éæà

g(u, Z) =
∑

i

gi(x)ui1
1 · · ·uin

n Zin+1

íéîåðéìåôä èôùî .n á ÷øå êà íééåìúä x1, . . . , xn á íééøèîéñ íéîåðéìåô íäù gi(x) ∈ Z[x] íéîã÷î íò

.gi(x) = hi(a) ù êë n á ÷øå êà íééåìúä hi ∈ Z[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåô ïúåð (2.8.7 äàöåú) íééøèîéñä

,ïëì

g(u, Z) =
∑

i

hi(a)ui1
1 · · ·uin

n Zin+1 (3)

éäé .g(u, Z) ∈ K[u, Z] ,èøôá

g(u, Z) = g1(u, Z) · · · gr(u, Z) (4)

úéáùî π ∈ S(u) ìë .äæì äæ íéøæ åìà íéîøåâù òáåð g úøãâäî .K[u, Z] á íé÷éøô éà íéîøåâì g ìù ÷åøô

äøåîú àéä (π(g1), . . . , π(gr)) ù òáåð K[u, Z] íéîåðéìåôä âåçá éëøò ãçä ÷åøôä èôùîî .g(u, Z) úà

,ïë ìò øúé .S(u) ìù úé÷ìç äøåáç àéä G éæà .G = {π ∈ S(u) | π(g1) = g1} ïîñð .(g1, . . . , gr) ù

ù êë S(u) ìù A äöåá÷ úú úðúåð g úøãâä

g1(u, Z) =
∏

π∈A

(Z − π(y))

.Z − y|g ù øîåìë ,1 ∈ A ù çéðäì éãë g éîøåâ ìù øåôñîä úà äðùð êëá êø�ö ùé íà
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.G ∼= Gal(f, K) ,2.11.3 ä�éðá ìù íéðåîéñá :2.11.4 ïåèôùî

:äçñ�ðä éãé ìò π′ ∈ S(x) øéãâð π ∈ S(u) ìëì :äçëåä

π′(xi) = xj ⇐⇒ π(ui) = uj

.Gal(f, K) ìò G úà ä÷éúòî àéäù äàøð .íæéôøåîåæéà äð¤ä ′: S(u) → S(x) ä÷úòää

.π ∈ A ù çéðð ,êôäì .π ∈ A ,ïëì .Z−π(y)|g1 ïëìå π(g1) = g1 éæà .π ∈ G éäé ïëàå .A = G :äðòè

.2.11.3 äéðÀáÄá øîàðù äîì ãåâðá ,gi úà íâå g1 úà íâ ÷ìçî Z − π(y) äéä .i 6= 1 íò π(g1) = gi äéä åìà

.π ∈ G ù ïàëîå π(g1) = g1 ïëì

.g1(u, Z) ìù íé÷éøô éà íéîøåâ íä Z − π(y) å Z − y ,äðòèä éôì ,éæà .π ∈ G äúò éäé

êë σ ∈ Gal(L/K) 2.11.1 äîì úðúåð ,Gal(f, K) íò Gal(L(u, Z)/K(u, Z)) úà åðä�æå ìéàåä

,øúåé úèøÉôî äøåöá ïåøçàä ïåéå´ùä úà í¹ùøð íà .σ(y) = π(y) ,ïëìå Z − σ(y) = Z − π(y) ù

íà ÷øå íà σ(xi) = xj ù ìá÷ð ,σ(x1)u1 + · · · + σ(xn)un = x1π(u1) + · · · + xnπ(un)

.(π′)−1 = σ ∈ Gal(f, K) ,úåøçà íéì´îá .π(uj) = ui

éæà .σ(xi) = xj íà π(uj) = ui éãé ìò π ∈ S(u) øéãâð .σ ∈ Gal(L/K) éäé ,êôäì

ù ïàëî íéìá÷î åðà ,σ−1(g1) = g1 å ìéàåä .π(y) = σ−1(y) øîåìë ,σ(π(y)) = y å (π′)−1 = σ

.π ∈ G ,äðòèä éôì ,ïëì .Z − π(y) = Z − σ−1(y)|g1

ãéøô íåðéìåôáå K = Q åáù äø÷îá äúò ïðåáúð .p åìåãåî äãîÂò§ä :2.11.5 äøòä

.f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X]

ù çéðð .f̄(X) = Xn + ānXn−1 + · · ·+ ān ∈ F[X] èøôá .ââá p éôì äãîòä ïîñð .éðåùàø øôñî p éäé

x′1, . . . , x
′
n íéùøùì ñçéá (2) äçñ�ðä éôì g′(u, Z) íåðéìåôä úà äðáð íà .x′1, . . . , x′n íéùøù íò ãéøô f̄

ìò (3) î ìá÷úîä ḡ(u, Z) =
∑

i h̄(ā)ui1
1 · · ·uin

n Zin+1 íåðéìåôä àìà åðéà g′(u, Z) ù (3) äâöääî ìá÷ð

éà íéîøåâì ḡ ìù ÷åøô ḡ1 = q1 · · · qs éäé .ḡ = ḡ1 · · · ḡr ,úðúåð p éôì (4) ìù äãîòä .p åìåãåî äãîòä éãé

íâå ḡ1 ìù íâ ÷éøô éà íøåâ àåä q1 éæà ,σ(q1) = q1 í�é÷î σ ∈ S(u) íà .Fp[X1, . . . , Xn] á íé÷éøô

ù ïàëî ìá÷ð ,σ(gi) = σ(ḡi) å úéëøò ãç ãç àéä i = 1, . . . , n ,gi 7→ ḡi ä÷úòääå ìéàåä .σ(ḡ1) ìù

ïåèôùî éôì .G ì úé÷ìç S(u) ìù G′1 = {σ ∈ S(u) | σ(g′1) = g′1} äøåáçä úåøçà íéìîá .σ(g1) = g1

.Gal(f,Q) ìù äøåáç úúì úåøåîú úøåáçë úéôøåîåæéà Gal(f̄ ,Fp) ,ïëì .G′ ∼= Gal(f̄ ,Fp) ,2.11.4

éà íéîøåâì ÷åøô f̄ = f1 · · · fs éäé�å äìù øöåé σ éäé .úéìâòî Gal(f,Fp) äøåáçä ,2.3.3 èôùî éôì

á ùé ïëì .d1, . . . , ds íéøãñî íéðå÷åù¤ç s ìù äìôëîì ÷øôúî σ éæà .di = deg(fi) ïîñð .Fp[X] á íé÷éøô

.åæä äâöää íò øáà Gal(f,Q)
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:àáä ïô¹àá íé÷éøô éà íéîøåâì F2[X] á ÷øôúî f(X) = X5 −X − 1 íåðéìåôä :2.11.6 äîâH

X5 −X − 1 = (X2 + X + 1)(X3 + X2 + 1)

σ3
1 .3 êøàî ÷åù¤çå 2 êø¹àá ÷åù¤ç ìù äìôëîì ú÷øôúîä σ1 äøåîú Gal(f,Q) á ùé ,2.11.5 äøòä éôì ,ïëì

÷åù¤ç Gal(f,Q) á ùé ïëì .F5[X] á ÷éøô éà f(X) ù äàøî ä÷éãá .2 êøàî ÷åù¤ç øîåìë óåì¤ç àåôà äéäú

óåì¤çäå 5 êøàî ÷åù¤çä ìù äîéàúî ä÷æç ìù äìôëîä êãéàî .S5 ìù úàöåé äøåáç úú àéä G ù ïàëî .5 êø¹àî

.G = S5 ù òáåð äàáä äîìäî .4 øàî ÷åù¤ç äðä

.G = Sn éæà .n− 1 êøàî ÷åù¤çå ,2 êøàî ÷åù¤ç øîåìë ,óåì¤ç äìéëîä Sn ìù úàöåé äøåáç úú G éäú :2.11.7 äîì

÷åù¤çäù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .{1, . . . , n} äöåá÷ä ìò ïéîéî úåìòåôë úåøåîúä úà äàøð åæ äçëåäá :äçëåä

.k = iπ éäé�å jπ = n ù êë π ∈ G øçáð .(i j) óåì¤ç G á í�é÷ äçðää éôì .G ì ê�éù σ = (1 2 · · · n− 1)

ìëì (mn) ∈ G ù ìá÷ð σ ìù úå÷æ¢çä ìëá (k n) úà ãéîöð íà .(k n) = (iπ jπ) = (i j)π ∈ G éæà

øáåò m øùàë .(mλ l) ∈ G éæà .nλ = l ù êë λ ∈ G øçáð 1 ≤ l ≤ n − 1 ìëì .1 ≤ m ≤ n − 1

ìëì (i j) ∈ G ïëì .l î íéðåùä n ì 1 ïéá íéøôñîä ìë ìò mλ øáåò n − 1 ïéáì 1 ïéá íéøôñîä ìë ìò

.G = Sn ,úåøåáçä úøåú éôì .1 ≤ i < j ≤ n

.Q ìòî ùåî´îì úðú�ð Sn úéøèîéñ äøåáç ìë :2.11.8 èôùî

.n ≥ 3 ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì øùôà ,íéøáà éðù úìòá äøåáçä äðä S2 å ìéàåä :äçëåä

èôùî éôì ,ïëì .(2.3.3 èôùî) n äìòîî äáçøä Fp äãùì ùé p éðåùàø øôñî ìë øåáòù øéòð úéùàø

g ï÷»úî íåðéìåôì íéøäì ìëåð äæä íåðéìåôä úà .n äìòîî ÷éøô éà ḡ ï÷»úî íåðéìåô Fp[X] á ùé ,íåã÷ä øáàä

.(ñåàâ úîì éôì) Q[X] á íâ ïëìå Z[X] á ÷éøô éà äéäé g å ,n äìòîî

øçáð äúò .F2[X] á ÷éøô éà äéäéù n äìòîî f2 ∈ Z[X] ï÷»úî íåðéìåô àåôà øçáð åæ äøòä úøæòá

óåñáì .f3(X) = (X − 1)g3(X) ïîñð .F3[X] á ÷éøô éà äéäéù n− 1 äìòîî g3 ∈ Z[X] ï÷»úî íåðéìåô

h5 ∈ Z[X] ï÷»úî íåðéìåô øçáð éâåæ éà n íà .F5[X] á ÷éøô éà äéäéù g5 ∈ Z[X] ï÷»úî éòåáø íåðéìåô øçáð

ï÷»úî íåðéìåô øçáð ,éâåæ n íà .f5(X) = g5(X)h5(X) ïîñðå F5[X] á ÷éøô éà äéäéù n − 2 äìòîî

éðùî ãçà ìëá .f5(X) = (X − 1)g5(X)j5(X) ïîñðå F5[X] á ÷éøô éà äéäéù n− 3 äìòîî j5 ∈ Z[X]

.F5[X] á ãéøô f5 íéø÷îä

,f ≡ f2 mod 2 ,n äìòîî ï÷»úî íåðéìåô àåä f ∈ Z[X] éæà .f = −15f2 +10f3 +6f5 ïîñð äúò

.f ≡ f5 mod 5 å f ≡ f3 mod 3

äðä Gal(f,Q) ,ïëì .n êøàî ÷åù¤ç ìéëî Gal(f,Q) ù ,2.11.5 äøòä éôì ,òáåð äðåùàøä äôéôçäî

óåñáì .n − 1 êøàî ÷åù¤ç Gal(f,Q) á ùéù ,2.11.5 äøòä éôì áåù ,òáåð äéðùä äôéôçäî .úàöåé äøåáç
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äàìòä .éâåæ éà êøàî ÷åù¤çå óåì¤ç ìù äìôëî Gal(f,Q) á ùéù ,2.11.5 äøòä éôì ,òáåð úéùéìùä äôéôçäî

.Gal(f,Q) ∼= Sn ,2.11.7 ïåèôùî éôì ,ïëì .óåì¤ç íâ Gal(f,Q) á ùéù äàøî ,úéâåæ éà ä÷æçá
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