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2009 ו־ 2008 כי נתון .n לכל |an+1 − an| ≤ 1/2 המקיימת סדרה {an} תהי .5 שאלה
חלקיים. גבולות שלושה לפחות {an} ל־ כי הוכיחו שלה, חלקיים גבולות הם

חלקיים. גבולות שני רק יש {an} ל־ כי בשלילה נניח פתרון.
יהיו אחרת, : an /∈ [2008 + 1

4 , 2009 − 1
4 ] מתקיים n ≥ N שלכל כך N קיים אזי,

תת־סדרה קיימת בולצנו־ויירשטרס משפט לפי ולכן הנ"ל בקטע הסדרה של איברים אינסוף
שלנו. להנחה בסתירה בקטע נוסף חלקי לגבול המתכנסת

גבול הוא 2009 ש־ מכיוון כזה k קיים אכן : ak > 2009 − 1
4 ש־ כך k > N נבחר

.{an} של איברים אינסוף יש שלו סביבה ובכל הסדרה, של חלקי
הוא 2008 ש־ מכיוון כזה j קיים אכן : j := min{n > k : an < 2008 + 1

4} נגדיר
להנחה בסתירה 2008 של בסביבה איברים של סופי מספר יש (אחרת, הסדרה של חלקי גבול

שלנו).
. aj−1 ≥ 2008 + 1

4 , aj < 2008 + 1
4 קבלנו: הבנייה פי על לכן

ולכן aj−1 ≥ 2009− 1
4 אבל

aj−1 − aj ≥ 2009− 1
4
− 2008 +

1
4

=
1
2

נוסף. חלקי גבול קיים {an} ל־ כלומר נכונה, אינה ההנחה לכן בשאלה. לנתון בסתירה

1



6 dl`y oexzt

lirtp a > b > 0 ik ozpda .oeieey lawzne miqt`zn miiehiad lk a = b m` .1
:lawpe [b, a] rhwa 'bpxbl htyn

ln
a

b
= ln a− ln b =

1
c
(a− b)

:yxcpk raep jkn .a < c < b xy`k

a− b
a
≤ ln

a

b
≤ a− b

b

:lawp mcewd dxwndne ln a
b = − ln b

a y jka ynzyp b > a m`

b− a
b
≤ ln

b

a
≤ b− a

a
=⇒ a− b

a
≤ − ln

b

a
≤ a− b

b

:oey`xd sirqa ynzyp qpkzn
∞∑

j=1

[
1
j − ln

(
j+1

j

)]
ik ze`xdl zpn lr .2

0 =
1
j
− 1
j
≤ 1
j
− ln

(
j + 1
j

)
≤ 1
j
− 1
j + 1

itewqlhd xehd oky qpkzn xehd d`eeyd oeixhixwne iaeig xeha xaecn xnelk

.qpkzn
∞∑

j=1

[
1
j −

1
j+1

]
:mcewd sirqa ynzyp .3

lnn−
n∑

j=1

1
j

=
n−1∑
j=1

[ln (j + 1)− ln j]−
n∑

j=1

1
j

=

n−1∑
j=1

[
ln
(
j + 1
j

)
− 1
j

]
− 1
n
−→

n→∞
−
∞∑

j=1

[
1
j
− ln

(
j + 1
j

)]
= −γ

-yd i`wihnznd ici lr dpey`xl xcbed reawd .xlie` reaw dpekn γ reawd
oeniqa ynzyd xlie` .1735 zpya mqxet xy` xn`na xlie` cxpe`l ixviiee
.dcewpd ixg` zextq 6 ly weica ekxr z` dpey`xa ayige ,reawd xear C
ixg` zextq 16 ly weica eze` mqxte ,aeyigd z` aigxd `ed 1761 zpya
oeniq z` ipexwqn evpxel iwlhi`d i`wihnznd rivd ,1790 zpya .dcewpd
-pd ixg` zextq 32-l cr reawd ly ekxr z` aigxdl dqipeγ ze`a reawd
dxtqd aeyiga dby ipexwqn ik elib xzei mixge`n miaeyig ik m` ,dcew
ilpeivx xtqn `ed xlie` reaw m`d reci `l ,xn`py itk .dcewpd ixg` 20-d

.`l e`
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:7 שאלה פתרון

נגדיר: (א)
−α = {−q ∈ Q; q∗ > α}.

חתך. שהגדרנו נוכיח

אזי .q 6∈ α רציונלי מספר קיים חתך, α ש־ מכיוון הריקה: הקבוצה אינה −α •
ריקה. לא −α ש־ מכאן .−(q + 1) ∈ −α ולכן ,(q + 1)∗ > q∗ ≥ α

.−q 6∈ −α ולכן q∗ ≤ α אזי ריקה). לא α כי כזה, (קיים q ∈ α יהי :−α 6= Q •
אזי .q ∈ −α עם רציונלים מספרים r < q יהיו שמאלית: קרן היא −α •

.r ∈ −α גם ולכן ,(−r)∗ > (−q)∗ > α

יהי .α ( (−q)∗ ולכן α < (−q)∗ אזי .q ∈ −α יהי :−α ב־ מקסימלי איבר אין •
.s∗ > r∗ ≥ α וגם s < −q אזי .r מ־ יותר גדול מספר s ∈ (−q)∗ ויהי ,r ∈ (−q)∗ \ α

מקסימלי. איבר אינו q לכן .−s > q מקיים −s ∈ −α ש־ מכאן

ש־ מכאן .x+ y < 0 כלומר ,−x > y לכן ,(−x)∗ > α > y∗ אזי .x ∈ −α, y ∈ α יהיו (ב)

(−α) + α = {x+ y;x ∈ −α, y ∈ α} ⊆ 0∗.

מצפיפות חתך, α ש־ מכיוון .z < 0 כלומר ,z ∈ 0∗ יהי ההפוכה. ההכלה את להוכיח נותר
נביט כלשהו. q0 ∈ α מ־ נתחיל ?x כזה נמצא (איך q − z 6∈ α שמקיים q ∈ α קיים הרציונלים
נמצאים הסדרה איברי שכל ייתכן לא .q0, q0− z, q0− 2z, q0− 3z, . . . העולה החשבונית בסדרה
האיבר הוא המבוקש q המספר .α לחתך שייכים לא הסדרה איברי מסויים ממקום החל ,α ב־
ולכן (x− z)∗ > (q− z)∗ ≥ α אזי .q < x ∈ α נבחר עתה, .(α ל־ שייך שעדיין בסדרה האחרון
.z ∈ (−α) + α לכן .x+ y ∈ z שמקיימים x ∈ α, y ∈ −α מצאנו לסיכום, .y = z − x ∈ −α


