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 אביב-תל אוניברסיטת
  2020דצמבר  11,  'א' סמ, א''פתש ,הנדסהל הפקולטה

   0509174510 ,   משוואות דיפרנציאליות רגילות להנדסת חשמל ואלקטרוניקהב מטלת אמצע סמסטר
  ' א. לבנטפרופ: המורה

  
  .שבועיים: עבודההביצוע  משך
  ונות ממשיים.אם לא נאמר אחרת צריך לחפש פתר .נקודות 20-שאלה שווה ל כל

  (למשל אפשר לא להכפיל מטריצות).סופיות לא חייבים לפשט ביטוים בתשובות 
  

  פתרונות
גיאות שאריתמטיות שעלולות להופיע למטה. בהתאם לכך אני גם לא מוריד נקודות על השגיאות על האני מראש מבקש לסלוח לי 

  כאלה של הסטודנטים. 
  

  (אפשר כפונקציה סתומה) כאשר תנאי התחלה נתונים: בעיית קושיל ופתרוןא את הפתרון הכללי ומצל .1שאלה 
2 2 2 22sin( )( ) cos( )x y x yy x y x¢+ + + + = , (0) 1y =;    2( cos ( / ) ) 0x y x y dx xdy- + = ;

)/()( 344 xyyxy +=¢ ,1)1( =y ,0>x;  2 2 2 2sin cos 0
1 1

y xx y dx y x y dy
x y x y

æ ö æ ö
+ + + + + =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø

 ;

41
3 0xy y e y¢ - + = ; 222 / yxyxy =-¢;   tyty sin)tan( =+& ,1)0( =y.  

2 2 2 22sin( )( ) cos( )x y x yy x y x¢+ + + + = , (0) 1y =;  

2נרשום את המשוואה בצורה      2 2 2cos( ) cos( )d
dx x y x y x+ + + 2ונגדיר משתנה חדש  = 2cos( )u x y= +   

uמכאן  u x¢ + )מקדמים מקבלים הדרך וריאציית להשתמש בשיטת המקדמים הלא ידועים. ב אפשר .= ) x
pu c x e-= % ,

( )x
pu ce u x-= x. לכן + x xc e ce ce x- - -¢ - + =% % xc. מכאן % xe¢ =% ,

0

x
x x x xc xe e dx xe e= - = -ò%1- , וxu ce x-= + - 

2תחלה החדש עם תנאי ה 2(0) cos(0 1 ) cos(1)u = + cos(1). מכאן = 1c = +.  

) הפונקציה הפתרון הכללי הואלכן  )y x 2 ידי המשוואה-המוגדרת על 2cos( ) 1,  xx y ce x c-+ = + - Î¡ הפתרון לבעיית .

2 המשוואהמקיים את קושי  2cos( ) (cos(1) 1) 1xx y e x-+ = + + -.  

 -------- ------------------  
2( cos ( / ) ) 0x y x y dx xdy- + =  

)-נשים לב ש ) 0x y ,0ד מהפתרונות, כי אז חהוא א = 0ydx x dy x¢= = המשוואה ונקבל את  2x-. נחלק את המשוואה ב =

21 cos 0y ydx d
x x x

æ ö + =ç ÷
è ø

u/. נסמן  y x= 2נפריד את המשתנים:  וcos
dx du
x u

= ln. מכאן - | | tanx u c= - + הפתרון ו  ,%

)expהכללי הוא  tan( / ))x c y x= - ,, 0c cÎ )exp, כאשר ¡¹ )c c= ± )גם ו ,% ) 0x x y=   שמצאנו בהתחלה. =
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2cos ההמשווא רה:עה
dx du
x u

= )כרגיל הכילה את שני המקרים:  - ),  xu u x du u dx¢= )ו = ),  ux x u dx x du¢= . בהתאם =

ה מבצעים את ההחלפבמקרה השני.  בהמשך  duאו לפי במקרה הראשון  dxלכך אנו לוקחים משני הצדדים אינטגרל לפי 

xdu u dx¢=  אוudx x du¢= יק לאינטגרציית שני הצדדים.מדוהסבר ה. זה האינטגרליםהבאחד מ  

   ------------------------  

)/()( 344 xyyxy +=¢ ,1)1( =y ,0>x  

4זאת משוואה הומוגנית:  3(1 ( / ) ) / ( / )y y x y x¢ = /. נסמן + ,  ( )u y x y xu u xu¢ ¢ ¢= = = ונקבל  +

4 3 3(1 )xu u u u u- -¢ = + - )ברור נדרש  .= ) 0, 0u x x¹ ¹.  

3מפרידים משתנים:   1u u x-¢ 3משני הצדדים:  xלפי  לאינטגרלוקחים  .= 1u u dx x dx-¢ =ò òחלפה . אחרי ההu dx du¢ = 

41נקבל 
4 ln | | lnu x c x c= + = +% lnהמקיימים  xלערכי לא קיים . נשים לב שהפתרון % 0x c+ cx- . לכן נדרש ש%£ e-> % .

ccנסמן  e-= 41 כלליאשר נותן את הפתרון ה %
4exp( ( / ) ) ,  0c y x x x c× = > )לבטא מכאן את  לא נדרש .< )y x.  

41גם 
4 ( / ) lny x x c= + %,  c Î% ¡  ,cx e->   , היא צורה חוקית לפתרון הכללי.%

1x- ב נקיים תנאי התחלה = : 
1 1
4 41,  ce c e-= ידי המשוואה -. לכן הפתרון לבעיית קושי מוגדר על=

1
4 41

4exp( ( / ) )e y x x- -, ל=
1
4x e-> אפשר לבטא מכאן את .( )y x .אבל זה לא נדרש  

 -------------------------  

2 2 2 2sin cos 0
1 1

y xx y dx y x y dy
x y x y

æ ö æ ö
+ + + + + =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø

  

2- קל לראות ש 2 2 2
( )arctan( )

1 1
d xy xdy ydxd xy

x y x y
+

= =
+ +

. לכן המשוואה מקבלת את הצורה 

( )2 21 1
2 2arctan( ) sin 0d xy x y x y+ + + 2 . והפתרון הכללי הוא = 21 1

2 2arctan( ) sinxy x y x y c+ + + cלכל  = Î ¡.   

2 נסמן :דרך מסודרת יותר 2 2 2( , ) sin ,  ( , ) cos
1 1

y xP x y x y Q x y y x y
x y x y

= + + = + +
+ +

.  

-הבדיקה מראה ש
2 2

2 2 2 2 2
1 2( , ) cos ( , )

1 (1 )y x
x yP x y y Q x y

x y x y
¶ ¶
¶ ¶= - + =

+ +
 אל שלם. נחפש פונקציהזה דיפרנצי . לכן

( , )F x y כזו ש-dF Pdx Qdy= ) רה ויהי מהצ. אז הפתרון הכללי + , ) ,  F x y c c= Î¡.  

)מהמשוואה   , )xF P x y¢ 2נקבל  = 2( , ) sin ( )
1

yF x y x y dx y
x y

æ ö
= + + + jç ÷+è ø

ò  כאשר( )yj חלקה שבתוכה  פונקציה היא

21  שיתקבל. לכן ההאינטגרציאפשר להכניס את קבוע 
2( , ) arctan( ) sin ( )F x y yx x x y y= + + + j מהמשוואה .yF Q¢ = 

)נקבל  )y y¢j 21-ו =
2( )y y cj = + % ,2 21 1

2 2( , ) arctan( ) sinF x y xy x y x y c= + + + + ). הפונקציה % , )F x y דרת עד מוג

2ושוב מקבלים אותו פתרון כללי  %c את לקבוע, לכן זורקים 21 1
2 2arctan( ) sin ,  xy x y x y c c+ + + = Î¡.  

 ------------------------  
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41
3 0xy y e y¢ - + =  

)- נזכור ש .Bernulliזאת משוואת  ) 0y x 3uנגדיר , 4y-נחלק בו הפתרון= y-= המשוואה מקבלת צורה .

3 0xu u e¢- - + = ,3 xu u e¢ + . אפשר להשתמש בשיטת וריאציית המקדמים או בשיטת גורם האינטגרציה.  נשתמש במקום =

3xלכן  קדמים הלא ידועים. אין פה רזוננס,זה בשיטת המ
pu ce u-= xהפתרון הפרטי הוא מן הצורה  כאשר +

pu de=  זה לא)

1ניחוש, זה ידע). הצבה נותנת 
44 1,  d d= 3 לכן  .= 1

4
x xu ce e-= 3והפתרון הכללי הוא  + 3 1

4
x xy ce e- -= או  +

1
33 1

4( )x xy ce e --= + ,c Î 0yפתרון ה תספאחרי הו .¡ מקבלים את התשובה הסופית  =
1
33 1

4( ) ,  x xy ce e c--= + Î¡0וy =.  

 ---------------------  
222 / yxyxy =-¢  

)-נזכור ש .Bernulliמשוואת  וגם ז ) 0y x 2קבל נ ,2y- , נכפיל ב¹ 2 3 2y y x y x¢ - 2, ובהמשך = 2 33 3 ,  u x u x u y¢ - = =.  

)2נשתמש בשיטת גורם האינטגרציה:  להדגמה הפעם ) 3u x¢m = m  23כאשרx¢m = - m מכאן .
3xe-m = ,

3 3 3 3 323 ( ) 1,  x x x x xu e x e dx e e c ce c- -= = - + = - Îò והפתרון הכללי הוא . ¡
13
3( 1) ,  xy ce c= - Î ¡.  

בודדות שבהן הבנקודות ש נשים לב 
3

1xce    מתאפס. yאז  הפונקציה לא מקיימת את המשוואה כי =

 -------------------  

tyty sin)tan( =+& ,1)0( =y  

cosנשים לב שבנקודות  .פשוטה זאת משוואה ליניארית 0t )tanנקבל  מכאן כרגילהמשוואה לא מוגדרת.  = ) 0h hy t y+ =& ,

h py y y= + ,tan( ) sinp py t y t+   הוא פתרון פרטי כלשהו. py- הוא הפתרון הכללי למשוואה ההומוגנית, ו hy, כאשר  &=

)-זוכרים שוריאציית המקדמים. נשתמש  ) 0hy x /פתרון, מפרידים משתנים ומקבלים  הוא = tan( )h hy y t= -& ,

sin cos
cos cosln | | ln | cos |t d t

h t ty dt t c= - = = +ò ò cos הפתרון הכללי למשוואה ההומוגנית הוא . לכן% ,  ,hy c t c= Î¡ 

0cc, כאשר e= ± %.  

)1בצורה  pyנחפש את  )cospy c t t= 1. מציבים אותו ומקבלים( ) cos sinc t t t=& ולכן ,sin
1 2cos ln | cos |  t

tc dt t c= = - +ò .

2כמובן לוקחים  0c   כי אנו רק צריכים פתרון פרטי אחד.  =

cosלכן הפתרון הכללי למשוואה המקורית הוא  cos ln | cos |y c t t t= - ,c Î ¡.  

)0(1-מתקבל מ uchyaCהפתרון לבעיית  =y ,cos0 ln(1)cos0 1c - 1cאשר נותן  = cosו = cos ln | cos |y t t t= -.   



4 
 

  .2שאלה 

*האם . א    ( ) (sin , )Ty t t t=  2משוואה דיפרנציאלית יכול לקייםy Î¡  ,( )y A t y=&    עם( )A t רציפה בכל  ממשית

t Î¡שתי הפונקציות ? האם *y ן* ( , )Ty t t+  או*y 2*וy  יכולים לקיים את המשוואה( ) ( )y A t y B t= )עם  &+ ), ( )A t B t 

*מהתשובה לאותן השאלות ל רציפים? ( ) (sin ,cos )Ty t t t= ?לנמק  

2האם . ב   
* ( ) siny t t=  יכול לקיים משוואה דיפרנציאלית ( ) ( 1)

1( ) ... ( ) 0n n
ny a t y a t y-+ + + )1עם     = ),..., ( )na t a t 

tרציפים בכל ו ממשיים Î¡ 2לn תשובה לאותן השאלות ה מה הקטן ביותר שבשבילו זה אפשרי? nמהו  ?=

*גביל ( ) sin 2y t t= 2ו+
* ( ) cos ( 2)y t t=   ה חיובית.בולתת דוגמא במקרים של תשו לנמק? +

  

*   .א ( ) (sin , )Ty t t t=  2לא יכול לקיים את המשוואה כי
*(0) 0y = Î יחידות הוא חייב הולכו הודות למשפט הקיום ו ¡

)*לקיים  ) 0y t )הרי ( tלכל  = ) 0y t  משוואה ליניארית הומוגנית).כל תמיד פתרון להוא  =

*- ו y*שתי פונקציות  ( , )Ty t t+  לא יכולות לקיים ( ) ( )y A t y B t= 0t- כי הן שוות ב &+ (שוב משפט הקיום  =

  . 2y*ו y*דות). אותו דבר נכון גם לגבי יחיהו

*במקרה של  ( ) (sin ,cos )Ty t t t= חיובית. באמת  ה הראשונההתשוב
sin 0 1 sin
cos 1 0 cos

t t
t t

·
æ ö æ öæ ö

=ç ÷ ç ÷ç ÷-è ø è øè ø
 הפונקציה , כמובן 

*2y רה וואה (מתאים למקגם פותרת אותה מש( ) 0B t *ו y* ,ומת זאת. לע)= ( , )Ty t t+  שוב לא יכולות לקיים

( ) ( )y A t y B t= )כי אז ההפרש שלהן  &+ , )Tt t 0-עדיין מתאפס בt יש להן  כיהקיום ויחידות  סותר את משפטזה שוב . =

  .תנאי התחלה זהים

-------------------------------  

2 הפונקציה ,דומה לסעיף הקודםב  .ב
* ( ) siny t t= 1,2מסדר  תהומוגני תלקיים מד"ר ליניארי הלא יכולn כי תנאי  =

(0) םה הההתחלה של 0y 1n- ל = (0)ו = 0, (0) 0y y= 2n-ל &= 2sin(באמת  = 2sin cos sin 2d
dt t t t t= = .( 

)*ומת זאת על  ) 2cos 2y t t=&& (0)ותנאי ההתחלה 0, (0) 0, (0) 2y y y= = =& 3nל משפט הקיום והיחידותלא סותר את && =. 

2נמצא את המשוואה. ברור ש 1 1
* 2 2sin cos2y t t= = )* , לכן- )y t  מקיים את( ) 0d

dtp y )2כאשר  = ) ( 4)p l = l l + .

4 והמשוואה היא 0y y+ =&&& &. 

2 מקרה ה
* ( ) cos ( 2)y t t= 2זהה למקרה הקודם, כי  + 2cos ( 2) sin ( / 2 2)t t+ = + p שבמקרה זה צריך לקחת  , רק+

/-ב תנאי התחלה 2 2t = -p 2cos. גם - ( 2)t 4מקיים  + 0y y+ =&&& &.  

*משפט הקיום והיחידות לא מונע מהפונקציה  ( ) sin 2y t t= את  רור שהיא מקיימתמסדר ראשון. ב כבר לקיים משוואה +

cos המשוואה
sin 2

t
ty y+=&.   
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   .3שאלה 

  ואות דיפרנציאליותולמש בעיית קושילפתרון הא את הפתרון הכללי וומצל. א   

cosy y t t- = +&&& ,(0) (0) (0) 0y y y= = =& &&  ;2 ty y y t e+ + = +&&& && & ,(0) (0) (0) 0y y y= = =& &&.  

  אות דיפרנציאליותומשומערכות ל בעיית קושילפתרון הא את הפתרון הכללי וומצל. ב   

1 1 2

2 1 2

2 3 1
4 3     

y y y
y y y

= + +ì
í = +î

&
&

 ,1

2

(0) 2
(0) 0

y
y

=
=

 ;   1 1

2 1 2

    
4 5

ty y e
y y y

ì = +ï
í

= -ïî

&
&

 ,1

2

(0) 2
(0) 0

y
y

=
=

;   1 1 2

2 1 2

3 3 1
2 2     

y y y
y y y

= - +ì
í = -î

&
&

 ,1

2

(0) 0
(0) 0

y
y

=
=

.   

  

   א.

cosy y t t- = +&&& ,(0) (0) (0) 0y y y= = =& &&  

3הפולינום האופייני הוא  21 ( 1)( 1)l - = l - l + l . לכן הפתרון הכללי מקבל את הצורה +
1 1
2 23 3

1 2 3 1 22 2cos( ) sin( )t tt
p py c e c e t c e t y y- -= + + + 1כאשר   + 2 3, ,c c c Î¡ 1-ו 2,p py y  הם פתרונות פרטיים

1יימים המק 1p py y t- 2-ו &&&= 2 cosp py y t- 1. אין פה רזוננס, לכן קיימים פתרונות פרטיים מן הצורה &&&= 1 2py d d t= + 

2ו 1 2cos sinpy f t f t=   .הממשיים נמצא את המקדמים .+

1 ומקבלים  1pyמציבים  2d d t t- - = ,1py t= 1 ומקבלים  2py. מציבים - 2sin cos cosf t f t t- . לכן =

1 20, 1f f= = -,2 sinpy t= . מכאן הפתרון הכללי הוא -
1 1
2 23 3

1 2 32 2cos( ) sin( ) sint tty c e c e t c e t t t- -= + + - - ,

1 2 3, ,c c c Î¡.  

0t. מציבים נקיים תנאיי התחלה 1 ומקבלים = 2(0) 0y c c= + ). נחשב = )y t&  0ונציבt =:  
1 1 1 1
2 2 2 23 3 3 3 3 31 1

1 2 2 3 32 2 2 2 2 2 2 2cos( ) sin( ) sin( ) cos( ) 1 cost t t tty c e c e t c e t c e t c e t t- - - -= - - - + - -&,  

          31
1 2 32 2(0) 2 0y c c c= - + - =& ;          

3 )פה-בחישוב בעל(ולבסוף  331
1 2 2 3 34 4 4 4(0) 0y c c c c c= + - - - =&& ,31

1 2 32 2(0) 0y c c c= - - =&&.  

31נסמן  
2 2 3 32 2,c c c c= =% ונקבל  %

1 2

1 2 3

1 2 3

2     0
2
0

c c
c c c
c c c

+ =ì
ï - + =í
ï - - =î

%
% %
% %

 Ü 
1 2

1 2

3

2 0
  1
1       

c c
c c
c

+ =ì
ï - =í
ï =î

%
%

%
Ü

2
1 3

1
2 3

3

 
 

1  

c
c
c

ì =
ï = -í
ï =î

%
%

Ü

2
1 3

2
2 3

2
3 3

     
    

3

c
c

c

ì =
ï

= -í
ï =î

  

והפתרון לבעיית קושי הוא 
1 1
2 23 32 2 2

3 3 2 3 2cos( ) 3 sin( ) sint tty e e t e t t t- -= - + - -.  

 --------------------  

2 ty y y t e+ + = +&&& && & ,(0) (0) (0) 0y y y= = =& &&  

3הפולינום האופייני הוא  2 22 ( 1)l + l + l = l l 1לכן הפתרון הכללי מקבל את הצורה  .+ 2 3 1 2
t t

p py c c e c te y y= + + + +  

1כאשר  2 3, ,c c c Î¡ 1-ו 2,p py y  1הם פתרונות פרטיים המקיימים 1 12p p py y y t+ + =&&& && 2-ו & 2 22 t
p p py y y e+ + =&&& &&  יש. &
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2,  לכן קיימים פתרונות פרטיים מן הצורה 1בערך עצמי ואין רזוננס  1מריבוי  0בערך עצמי  פה רזוננס
1 1 2py d t d t= + 

2ו
t

py fe=1 . נמצא את המקדמים 2, ,d d f Î¡.  

1ומקבלים  1pyמציבים  1 2 1 1 20, 2 , 2p p py y d y d d t= = = +&&& && 2מניבאשר  & 1 24 2d d d t t+ + מכאן  .=

1
2 1 22 , 4 2d d d= = - = 21ו -

1 22py t t= - +.  

2ומקבלים  2pyמציבים  2 2
t

p p py y y fe= = =&&& && 1)  מניבאשר  & 2 1)t tfe e+ + 1ו=
2 3

t
py e= . 

21הפתרון הכללי הוא  מכאן 1
1 2 3 2 32t t ty c c e c te t t e= + + - + + ,1 2 3, ,c c c Î¡.  

 -----------------------------------  

  

   ב.

1 1 2

2 1 2

2 3 1
4 3     

y y y
y y y

= + +ì
í = +î

&
&

 ,1

2

(0) 2
(0) 0

y
y

=
=

  

2הפולינום האופייני הוא  5 6 ( 6)( 1)l - l - = l - l   . וקטורים עצמיים:+

  1
1 2 2

2

2 1 3 0 1
,   0,   ;

4 3 1 0 1
y

y y e
y

+ æ öæ ö æ ö æ ö
= + = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷+ -è ø è ø è øè ø

 1
1 2 1

2

2 6 3 0 3
,   4 3 0,   ;

4 3 6 0 4
y

y y e
y

- æ öæ ö æ ö æ ö
= - = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è øè ø

  

1בצורה  פתרון פרטי . לכן מחפשיםאין פה רזוננס

2
p

d
y

d
æ ö

= ç ÷
è ø

1. מציבים:   2

1 2

0 2 3 1
0 4 3     

d d
d d

= + +ì
í = +î

Ü
1

1 2
2

2 3=-
d
d

=ì
í
î

 .  

 הפתרון הכללי הוא מכאן
1

6 2
1 2 2

3

3 1
4 1

t ty c e c e- æ öæ ö æ ö
= + + ç ÷ç ÷ ç ÷ --è ø è ø è ø

,1 2,c c Î¡.  

תחלה מקבלים הי המתנא
1
2

1 2 2
3

3 1 2
4 1 0

c c
æ öæ ö æ ö æ ö

+ + =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷--è ø è ø è øè ø
Ü

1
1 2 2

2
1 2 3

3 1
4
c c
c c

+ =ì
í - =î

Ü
13

1 42
52 52 282 4

2 42 3 42 7

                      c
c -

=ì
í = - = =î

  

והפתרון לבעיית קושי הוא 
1

6 213 4
42 7 2

3

3 1
4 1

t ty e e- æ öæ ö æ ö
= + + ç ÷ç ÷ ç ÷ --è ø è ø è ø

.  

 ------------------  

1 1

2 1 2

    
4 5

ty y e
y y y

ì = +ï
í

= -ïî

&
&

 ,1

2

(0) 2
(0) 0

y
y

=
=

;  

2הפולינום האופייני הוא  4 5 ( 5)( 1)l + l - = l + l   . וקטורים עצמיים:-

  1
1 2 2

2

1 1 0 0 3
,   4 6 0,   ;

4 5 1 0 2
y

y y e
y

- æ öæ ö æ ö æ ö
= - = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è øè ø

 1
1 1

2

1 5 0 0 1
,   0,   ;

4 5 5 0 0
y

y e
y

+ æ öæ ö æ ö æ ö
= = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- +è ø è ø è øè ø

  

1, לכן הפתרון הפרטי מחפשים בצורה 1יש פה רזוננס עם ריבוי  1

2 2

t
p

d f t
y e

d f t
+æ ö

= ç ÷+è ø
1מכאן  . 1

2 2 2

t
p

d f f t
y e

d f f t
+ +æ ö

= ç ÷+ +è ø
& .

  מציבים:
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1 1 1 1 1

2 2 2 1 1 2 2

1
4( ) 5( )

t td f f t d f t
e e

d f f t d f t d f t
+ + + +æ ö æ ö

=ç ÷ ç ÷+ + + - +è ø è ø
Ü

2
1 2 3

2 2 1

1,    
6 4
f f
d f d

= =ì
í + =î

1. בוחרים   0d ומקבלים  =

2 1
1 2 1 23 91, , 0,f f d d= = = = 5, והפתרון הכללי הוא -

1 2 1 2
9 3

1 3
0 2

t t tt
y c e c e e

t
- æ öæ ö æ ö

= + + ç ÷ç ÷ ç ÷ - +è ø è ø è ø
,1 2,c c Î¡.  

1התחלה מקבלים המתנאי  2 1
9

01 3 2
0 2 0

c c
æ öæ ö æ ö æ ö

+ + =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è øè ø
Ü1 2

1
2 9

3 2  
2

c c
c

+ =ì
í =î

Ü
5

1 6
1

2 18

1  
  

c
c

=ì
í =î

  

55והפתרון לבעיית קושי הוא  1
6 18 1 2

9 3

1 3
1

0 2
t t tt

y e e e
t

- æ öæ ö æ ö
= + + ç ÷ç ÷ ç ÷ - +è ø è ø è ø

.  

  

 ------------------  

1 1 2

2 1 2

3 3 1
2 2     

y y y
y y y

= - +ì
í = -î

&
&

 ,1

2

(0) 0
(0) 0

y
y

=
=

  

2הפולינום האופייני הוא  ( 1)l - l = l l   . וקטורים עצמיים:-

  1
1 2 2

2

3 1 3 0 3
,   2 3 0,   ;

2 2 1 0 2
y

y y e
y

- - æ öæ ö æ ö æ ö
= - = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è øè ø

 1
1 2 1

2

3 3 0 1
,   0,   ;

2 2 0 1
y

y y e
y

- æ öæ ö æ ö æ ö
= - = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è øè ø

  

1בצורה  פתרון פרטי , לכן מחפשים1יש פה רזוננס עם ריבוי  1

2 2
p

d f t
y

d f t
+æ ö

= ç ÷+è ø
מציבים:  .

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

3( ) 3( ) 1
2( ) 2( )    

f d f t d f t
f d f t d f t

= + - + +ì
í = + - +î

Û
1 1 2

2 1 2

1 2

3( ) 1,
2( ),      

= ,    

f d d
f d d
f f

= - +ì
ï = -í
ï
î

Û1 2

1 2

1,
2 

d d
f f

- = -ì
í = = -î

1. ניקח  0d  , אז נקבל =

2 1 21, 2d f f= = = 1והפתרון הכללי הוא  - 2
1 3 2
1 2 1 2

t t
y c c e

t
-æ ö æ ö æ ö

= + +ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø
,1 2,c c Î¡.  

1התחלה מקבלים הי מתנא 2
1 3 0 0
1 2 1 0

c cæ ö æ ö æ ö æ ö
+ + =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø è ø
Ü1 2

1 2

3 0  
2 1

c c
c c

+ =ì
í + = -î

Ü1

2

3
1  

c
c

= -ì
í =î

  

ית קושי הוא יוהפתרון לבע
1 3 2

3
1 2 1 2

t t
y e

t
-æ ö æ ö æ ö

= - + +ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø
.  
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   .4לה שא

)המשוואה והמינימלי  nמה הוא הסדר . א    ) ( 1)
1 ... 4n n

ny a y a y-+ + + עם מקדמים ממשיים קבועים, אם ידוע שפונקציות  =

cos 1ty te t= + ,1ty te-=   לה?מה היא המשוואה? מה הוא הפתרון הכללי ש .לנמק ?מקיימות אותה +

)למשוואה חסומים  לא פתרונות ישנם האם . ב    ) ( 1)
1 ... 1 sinn n

ny a y a y t-+ + + = - אם ידוע שמקדמים ממשיים קבועים,  +

,1ו 0nn a³   .לנמק  ?=

costא. הפרש של הפתרונות tte t te--  1,1חייב להיות פתרון של המשוואה ההומוגנית. לכן i- חייבים להיות שורשי  ±

1הפולינום האופייני 
1( ) ...n n

np a a-l = l + l + 2- לפחות. זה אומר ש 1ריבוי עם  + 2 2 6n ³ + ´ ). הפולינום = )p l 

2חייב להתחלק ב 2 2( 1) ( 2 2)l + l - l + .  

) היא המשוואה מהסדר הנמוך ביותר  ) 4d
dtp y 2כאשר  = 2 2( ) ( 1) ( 2 2)p l = l + l - l )- . קל לראות ש+ )1 4d

dtp =:  

2 2

2 2
2 2 2 2( ) ( 2 2 ) 1 ( ) ( 2 2 )(0 0 2) ( ) (0 0 4) ( )4 4d d d d d d d d

O O O O O Odt dt dt dt dt dtdt dt
I I I I I I+ - + = + - + + + = + + + = + =  

)את הזהות תו אופרטור הזהות מקייםנזכיר שלפי הגדרזה היה מאוד מפורט.  ) ( )OI y t y t= .  

1yלכן  cos-הוא פתרון פרטי ו = 1ty te t= + ,1ty te-= )חישוב של מקיימים את המשוואה.  + )p l .לא נדרש   

(6)החישוב מראה שהמשוואה היא בכל זאת  (5) (4)2 4 4 4 4y y y y y y- + + - + =&&& && .  

1הפתרון הכללי של אותה המשוואה הוא  2 3 4 5 6cos cos sin sin 1t t t t t ty c e c te c e t c te t c e t c te t- -= + + + + + + ,

1 6,...,c c Î¡.  

)שורש של  מששיכול ל לא 0-ש מיד היה אפשר לראות :פתרוןה קלח איננהש רהעה )p l  היה כי אז( ) ( )p ql = l l                   

1ty-ו te-=   היינו מקבלים אז אכן,ה. לא יכול היה לקיים את המשווא +

( )( 1) ( ) ( 1) ( )( )t t t td d d d
dt dt dt dtp te q te q te e- - - -+ = + = - +  

(0)לכן היה חייב להתקיים  בצד ימין. 4אפשר לקבל -איהיה  ו 4np a= =.  

 -------------------  

,1-נובע מב.  0nn a³ 1של הפולינום האופייני הוא שורש  0- ש =
1( ) ...n n

np a a-l = l + l + 0מריבוי  + 1m . לכן ³

0המכילים מרכיב  פתרונות לא חסומים רזוננס גורם לקיוםה , 0mdt d הוא  ±iנניח שריבוי השורשים  :יותר ורטפמ .¹

0im 0 בצורה פתרון פרטיקיים  תמיד אז לפי המשפט .³
1 2( ) [ cos sin ]im m

py t dt t f t f t= + 1עבור  + 2, ,f f d Î¡ 

1-ו מסוימים 2( , ), 0f f d 1- ש וןומכ וא לא חסוםה .¹ 2cos sinf t f t+פעמים כאשר סוף -מתאפס איןt ® ¥.  
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   .5שאלה 

) ריתטווק למשוואהבאיזו צורה מחפשים פתרון פרטי   .א )y Ay B t= +& ,5y Î הערכים העצמיים של המטריצה  כאשר ¡

A ו)t(B 2 הם 2
1,2,3,4,5

cos
cos

0, 2, 2,1 ,1 ;  
2

t

t

t

t

t te t
t t e

i i B t e
t

te

æ ö+
ç ÷

-ç ÷
ç ÷l = + - =
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

  )., נוסחה בלבדידועים-הלאמקדמים ה(שיטת  

 אםהתשובה לאותה השאלה  לפשט את נא  .ב

  

2 2

0
0

 0
0

2 cos cost t t t

B

te t e t t t e t te t

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷+ + + - + +è ø

 , 

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 8 16 14 6

A

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷- -è ø

  ).אותם ערכם עצמיים( 

0B הפתרון הכללי אם מהו  מספיק לתת מרכיב ראשון של הפתרון ולהסתפק בנוסחה כללית במרכיבים אחרים (לא לחשב  ?=

  נגזרות).

   ,At מטריצההפוננטה של למצוא את האקס   .ג

2 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 2 3 0 0
0 0 0 3 1
0 0 0 1 3

A

-æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷= - -
ç ÷

-ç ÷
ç ÷
è ø

 

y קושי תלבעייולמצוא את הפתרון  Ay=& ,(0) (1,1, 2,2,1)Ty =   .דרך שימוש בה  -

  

)דם נציג את וא. ק )B t עצמיים ה הערכים אתם לערכים עצמיים שונים ונציג המתאימי פולינומים וקטוריים-כסכום קווזי

  :ם למטההריבוייו

2 22 2

0 0 0cos cos
0 cos 0cos 0
0 0 0 0
2 0 0 02 0
0 0 00

eigenvalues:            

t t

tt

tt

tt

tt te t te t
e t tt t e

B t et e
tt

tete

æ ö æ ö+ æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷--ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷= = + + + +
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø è øè ø è ø
l = 0    1            1        2

multiplicities:         1    0     0         1         2
i i

m m m m m
l = l = ± l = ± l =

= = = = =
  

1לכן את הפתרון הפרטי מחפשים בצורה  2 3 4 5p p p p p py y y y y y= + + +   כאשר , +
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2
1 1 2 3 2 4 5 3 6 7 8 9

2 2
4 10 11 12 13 14 15

2 2 3 4 5
5 16 17 18 19 20 1 2 20

,   ( ),   ( ) cos ( )sin ,

( ) cos ( )sin ,  

( ),   , ,...,

t
p p p

t
p

t
p

y d d t d t y e d d t y d d t t d d t t

y e d d t d t t d d t d t t

y e d d t d t d t d t d d d

= + + = + = + + +

é ù= + + + + +ë û
= + + + + Î

r r r r r r r r r

r r r r r r

r r r r r r r r
¡

  

5המקדמים 
1 2 20, ,...,d d d Î
r r r

5מכילים  ¡ 20 100´ רים קונקרטיים אשר צריך למצוא כדי למצוא את הפתרון הכללי. מספ =

פתרון הכללי למערכת ) אשר מופיעים בתוך הערכתפרמטרים חופשיים (כסדר המ 5הפתרון הכללי תמיד מכיל בדיוק 

  .ההומוגנית

 -----------------------------  

2מצורה  5 ב. המערכת שקולה למשוואה סקלרית מסדר 2
1( ) ( ) 2 cos cost t t td

dtp y b t te t e t t t e t te t= = + + + - + + 

2כאשר  1 3 1 4 1 5 1, , ,y y y y y y y y= = = =& && &&&   ריבויים.הו םרזוננסיהגם  וכמ. הפולינום האופייני לא השתנה  &&&&

)שוב נציג את  )b t ם לערכים עצמיים שונים שאת המתאימי םיסקלרי פולינומים הם-הקווזי הפעם .פולינומים-כסכום קווזי

  למטה: נציג ריבוייםהערכים וה

2 2             ( )  ( 2 ) ( 1) cos cos
eigenvalues:       0       1         1   2
multiplicities:     1       0     0    1      2

t t tb t t t e t t t te t t e
i i

m m m m m

= + + - + + +
l = l = l = ± l = ± l =

= = = = =
  

1לכן את הפתרון הפרטי מחפשים בצורה   2 3 4 5p p p p p py y y y y y= + + +   , כאשר +

[ ]
1 1 2 2 3 4 3 5 6 7 8

4 9 10 11 12

2 2 2
5 13 14 15 1 2 15

( ),   ( ),   ( ) cos ( )sin ,

( ) cos ( )sin ,  

( ),   , ,...,

t
p p p

t
p

t
p

y t d d t y e d d t y d d t t d d t t

y te d d t t d d t t

y t e d d t d t d d d

= + = + = + + +

= + + +

= + + Î¡

  

1המקדמים  2 15, ,...,d d d כדי למצוא את הפתרון הכללי. הפתרון הכללי  קונקרטיים אשר צריך למצוא ממשיים הם מספרים

  פרמטרים חופשיים (כסדר המשוואה). 5מכיל בדיוק  שוב

1,2,3,4,5שהערכים העצמיים הם  מכיוון  0,2,2,1 ,1i il = +   , הפתרון הכללי למערכת ההומוגנית הוא-

        

2
1 1 2 3 4 5

2 1

3 1 51

4 1

5 1

( ) ( cos sin )

,   ,...,

t ty c e c c t e c t c t
y y
y c cy
y y
y y

æ ö+ + + +æ ö
ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ = Î
ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷

ç ÷ ç ÷è ø è ø

&
¡&&

&&&
&&&&

.  

------------------------- -----  
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1המטריצה היא כבר מטריצת בלוקים אלכסונית. לכן   ג.

2

2

1 2

0 0
0 1 3 1

0 0 ,  = , =
2 3 1 3

0 0

t

A tAt

A t

e

e e A A

e

-æ ö
ç ÷ -æ ö æ ö

= ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è øç ÷ç ÷
è ø

.   

1A את נחשב  te.  2,המשוואה
1 ,  y A y y= Î& 1שקולה למשוואה סקלרית  ¡ 1 13 2 0y y y+ + =&& & ,2 1y y= עם הפולינום   , &

2ייני האופ 3 2 ( 2)( 1)l + l + = l + l וקטורית הוא . לכן הפתרון הכללי למשוואה ה+
2

1 1 2
2

2 1 22

t t

t t

y c e c e
y c e c e

- -æ öæ ö +
= ç ÷ç ÷ - -è ø è ø

 .  

1התחלה מקבלים המתנאי  2 1 1 1 2

1 2 2 2 1 2

   (0) (0) (0)  
2 (0) 2 (0) (0)
c c y c y y

c c y c y y
+ = - -æ ö æ ö ì

= Þ íç ÷ ç ÷- - = +è ø è ø î
  

 לכן
2 2 2

1 11 2 1 2
2 2 2

2 21 2 1 2

(0)( (0) (0)) (2 (0) (0)) 2
(0)2( (0) (0)) (2 (0) (0)) 2 2 2

t t t t t t

t t t t t t

y yy y e y y e e e e e
y yy y e y y e e e e e

æ ö æ öæ ö æ ö- - + + - -
= =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- - - - + - + - +è ø è øè øè ø

,  

1-ו
2 2

2 2
2
2 2 2

t t t t
A t

t t t t
e e e ee
e e e e

æ ö- -
= ç ÷

- + - +è ø
  

2A את עכשיו נחשב te . 2

1 1

3
1 13

3
1 1

0 03 0 0 0exp exp exp exp
0 00 3 0 0

t
A t t

t
t t t t

t tt t ee e
t tt t e =- =-

æ ö- æ ö æ öæ ö æ ö
= = =ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ - -è ø è ø è ø è øè ø

  

U- פה השתמשנו בכך ש V U Ve e e+ U,מטריצות  עבור = V ) מתחלפותUV VU= .(  

1נחשב 

1

0
exp

0
t

t
æ ö
ç ÷-è ø

1באותה שיטה. מהמשוואה   1 0y y¢¢+ נקבל  =

1

1 1 1 1 2 1 1 1 1

2 1 1 1 2 1 1 1 2 0

( ) cos sin cos sin
( ) sin cos sin cos

t

y t c t c t t t y
y t c t c t t t y

=

+æ ö æ ö æ öæ ö
= =ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷- + -è ø è ø è øè ø

 Ü 1 1 1

1 1 1

0 cos sin
exp

0 sin cos
t t t

t t t
æ ö æ ö

=ç ÷ ç ÷- -è ø è ø
,  

2

1

13 3

1

0 cos sin
exp

0 sin cos
A t t t

t t

t t t
e e e

t t t
=-

-æ ö æ ö
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