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תוכן ההרצאה:
 תאור הבעיה והדרישות מהפתרון
 פתרון דטרמיניסטי
 הוכחת נכונות הפתרון
 ניתוח סיבוכיות
 השוואה לאלגוריתמים דומים
 פתרון הסתברותי
 שיקולים בעד ונגד רנדומיזציה
תוצאות נסיוניות של האלגוריתם

מטרת המאמר

מציאת Quantiles תוך מעבר אחד על הקלט, ובעזרת שימוש מינימלי בזכרון הראשי.

Quantile: 

בהנתן מערך מספרים בגודל N, ה- ø-Quantile יוגדר להיות, עבור ø([0,1], האיבר במקום ה-(øN( במערך הממויין של הקלט.

ø-Quantile מקורב עד כדי ( יהיה איבר במקום ה- ((ø-()N( - ((ø+()N(.

(יתכנו כמה אפשריים).

שימושים:

תאור התפלגות נתונים בצורה טובה.

חישוב Equidepth Histograms.

הדרישות מהאלגוריתם

 בהנתן קלט בגודל N, ø ו-(, חשב את ה- ø-Quantile מקורב עד כדי (.
 זמן החישוב ונכונות האלגוריתם לא תלויים בקלט.
 נעבור רק מעבר אחד על כל הקלט.
 נשתמש בכמה שפחות מהזכרון הראשי.
 נהיה מסוגלים להפיק מספר קירובים של ø-Quantiles ללא תוספת זמן חישוב.
האלגוריתם הדטרמיניסטי:
נשתמש ב- b מערכי זכרון, כל אחד בגודל k.

נשייך לכל מערך X מספר טבעי w(X) שייצג את משקלו.
בהתחלה, כל b המערכים יהיו ריקים.
נשתמש ב- 3 פרוצדורות: NEW, COLLAPSE, OUTPUT.

הפרוצדורה NEW
הקלט: מערך ריק

הפלט: מערך מלא ב- k האיברים הבאים מתוך רצף הקלט N שמשקלו 1.

 אם יש פחות מ- k איברים שנותרו ברצף הקלט N, נמלא בשאר התאים מספר שווה של -∞ ו- +∞.
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 אם סך גדלי המערכים גדול מ-N ((N עבור (>1) , אז ה- ø-Quantile של הקלט N יתאים ל- ø’-Quantileשל הקבוצה בגודל (N, כאשר 

הפרוצדורה COLLAPSE
הקלט: c>1 מערכי קלט מלאים.

הפלט: מערך Y.
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משקל מערך הפלט הוא 

 ניצור             העתקים

     של כל איבר ב- Xi 

 אם w(Y) זוגי, איברי Y אלו האיברים במקומות jw(Y)+½(w(Y)+1).
 אם w(Y) איזוגי, איברי Y אלו האיברים במקומות jw(Y)+½w(Y) או  jw(Y)+½(w(Y)+2) לסירוגין.

למה 1

אם נסמן את כל האיברים שנבחרים כ-jw(Y)+offset(Y), אז אם:

C = מספר פעולות ה-COLLAPSE לאורך כל האלגוריתם

W = סכום המשקלים של כל מערכי הפלט

[image: image11.wmf]é

ù

é

ù

max

2

1

2

1

'

1

'

w

C

W

C

W

DS

kL

DS

kL

top

leaves

+

-

-

£

+

-

+

-

£

-

-

f

f

מתקיים שסכום כל ה-offsets של כל פעולות ה-COLLAPSE הוא לפחות                  .

[image: image12.wmf]b

b

f

f

2

1

2

'

-

+

=

הוכחה

נסמן:

סכום ה-offsets:



הפרוצדורה OUTPUT
הקלט: c>1 מערכי קלט מלאים.

הפלט: מערך Y שהוא ה- ø’-Quantileהמקורב.

 ניצור             העתקים של כל איבר ב- Xi 

 נחזיר את האיבר במקום ה- ( ø’kW(
     כש- 

האלגוריתם של Munro & Paterson
האלגוריתם של Alsabti, Ranka & Singh
האלגוריתם החדש

l(X)   = הרמה של המערך X
l  = הרמה הנמוכה ביותר מבין כל הרמות של המערכים המלאים

 אם יש שני מערכים פנויים (או יותר), הפעל NEW על כל אחד ותן לכולם l(X)=0.
 אם יש רק מערך פנוי אחד, הפעל את NEW  ותן למערך החדש רמה של l.

 אם אין מערכים פנויים, הפעל את COLLAPSE על כל המערכים ברמה l , ותן למערך הפלט רמה של l+1.

משפט: הפרש המקומות בין ה-ø-Quantile האמיתי מהקלט N  ובין האיבר המוחזר מפעולת ה-OUTPUT הסופית הוא לכל היותר

כש- wmax הוא הבן הכבד ביותר של השורש.

הוכחה:

Q – הפלט של האלגוריתם

איבר יהיה "קטן בהחלט" אם אפשר להסיק שהוא קטן מ-Q
                 ו"גדול בהחלט" אם אפשר להסיק שהוא גדול מ-Q
לדוגמה:

נעבור על כל העלים בעץ ונמיין אותם לפי הקריטריון הנ"ל.

חסימת משקלי ילדי השורש הגדולים והקטנים בהחלט:

L – סכום משקלי בני השורש (גם סכום משקלי העלים בעץ)

DStop - סכום משקלי האיברים הקטנים בהחלט מבני השורש

DLtop - סכום משקלי האיברים הגדולים בהחלט מבני השורש

OUTPUT בוחר את האיבר במקום ה- ( ø’kL(
מתקיים ש:       (ø’kL( -wmax ≤ DStop ≤ (ø’kL( -1 

וגם:                  kL -(ø’kL( -wmax+1 ≤ DLtop ≤ kL - (ø’kL( 
חסימת מספר עלי העץ הגדולים והקטנים בהחלט:

אם ל-Y יש s ≥ 0 איברים קטנים בהחלט, סכום משקלי האברים הקטנים בהחלט מבין ילדי Y הוא (s-1)w(Y)+offset(Y).

סכום משקלי האיברים הקטנים בהחלט פוחת ב-w(Y)-offset(Y) בכל ירידה של דור.


ובדומה

כש:

DSleaves - מספר האברים הקטנים בהחלט מבין העלים

DLleaves - מספר האברים הגדולים בהחלט מבין העלים

סיום ההוכחה:

ה- ø-Quantile נמצא במקום

  DSleaves - 1 ≤ (ø’kL( ≤ kL - DLleaves
ההפרש מלמטה חסום ע"י:

(זהה להפרש מלמעלה)

סיבוכיות מקום בזכרון הראשי

Munro & Paterson והאלגוריתם החדש:

O((-1log2((N))

Alsabti, Ranka & Singh:

O(N½(-½)

האלגוריתם ההסתברותי:
הבעיה: בהנתן קלט בגודל N, ø, ( ו-(, חשב את ה- ø-Quantile מקורב עד כדי ( בהסתברות הצלחה של לפחות 1-(.

האלגוריתם:
יהי ( = (1+(2.  נבחר מדגם בגודל S מתוך N כך שבהסתברות (1-() האיברים ב-(((((1)S( הם תת קבוצה של האיברים ב-((((()N(.  אחרי הפעלת האלגוריתם הדטרמיניסטי נקבל Quantile במרחק ≥ (1S מה- Quantileהאמיתי במדגם, ובמרחק של עוד (2 איברים במערך הנתונים N.

 דגימה של S≥½(2-2log(2(-1) תספיק לקיום התנאי.
 היחס בין (1 ל (2 נקבע ניסויית.
אם מספר הדגימות הוא O((-2log(-1), סיבוכיות 

המקום תהפוך מ- O((-1log2((N))ל-

O((-1log²(-1 + (-1log²log(-1)

עכשיו עבור  ( ו-(, יש סף של N  שמעליו דגימה תחסוך בגודל הזכרון הראשי.
תוצאות סימולציה עבור חישוב 16 Quantiles בהפרשים שווים כאשר (=10-3:

 סיכום

 ראינו 3 אלגוריתמים לחישוב Quantiles תוך מעבר אחד על הקלט ושימוש בזכרון חסום.
 השוונו בין סיבוכיות המקום שלהם.
 ראינו אלגוריתם הסתברותי לפתרון הבעיה והשוונו אותו לאלגוריתם הדטרמיניסטי.
 התקדמות אפשרית

  תכנון אלגוריתם בעל גודל מערכים אדפטיבי.

  פיתוח מדיניות COLLAPSE שיוצרת גרפים שאינם עצים בהכרח.
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