גאומטריה חישובית	שיעורי בית 2	פתרונות מקוצרים
1. כיצד נחזיק את הקמור:
נשתמש במבנה נתונים אנלוגי ל-DCEL. האובייקט המרכזי יהיה פאה מכוונת. כל פאה תחזיק את הפאה התאומה שלה, ומצביע למבנה ה-DCEL של ה-facet שמכיל אותה.

הרשימות שהאלגוריתם יחזיק:
נגדיר "פרפר" ב-4 מימדים באופן אנלוגי להגדרה ב-3 מימדים. פרפר ב-4 מימדים יהיה 2 facets שנחתכים בפאה, והוא יוגדר באמצעות 5 נקודות: 3 על פאת החיתוך, ועוד 2 קודקודים,1 עבור כל facet.
כל נקודה תחזיק את רשימת הפרפרים בקמור הנוכחי שנמצאים בקונפליקט איתה.
 
אתחול האלגוריתם:
נבנה קמור של 5 נקודות – בהנחת מצב כללי – 4-סימפלקס. כמו-כן נאתחל את רשימות הקונפליקטים של הנקודות בזמן לינארי.

הוספת נקודה ועדכון הקמור:
נסתכל ברשימת הקונפליקטים של הנקודה. אם היא ריקה, אזי הנקודה מוכלת בקמור הנוכחי – נזרוק אותה. אחרת, נמצא את הפרפרים "שמפרידים בין אור לחושך", כלומר פרפרים שיש להם facet אחד שרואים מהנקודה, ו-facet שלא רואים. נעשה זאת באמצעות מעבר על רשימת הקונפליקטים של הנקודה. נחליף את הפרפרים האלו בפרפרים חדשים שמכילים את הנקודה. ספציפית, ניקח את ה-facet ה"חשוך" ונוסיף לו את הנקודה לקבל פרפר חדש. בנוסף, נבנה פרפרים שהנק' החדשה שייכת למשולש האמצעי שלהם, בדומה למה שנעשה בתלת-מימד. בנוסף, נעדכן את רשימות הקונפליקטים. כמו ב-3 מימדים, נקודה שרואה פרפר חדש שנוצר, רואה גם את הפרפר הישן, ולכן מספיק לעבור על רשימות הקונפליקטים של הפרפרים שהחלפנו. מכאן גם שזמן הריצה של האלגוריתם הוא כגודל רשימות הקונפליקטים.

תוחלת מס' הפרפרים (facets) שהאלגוריתם יוצר:
נסמן ב- את מס' הפרפרים במשקל , כלומר שנמצאים ברשימת הקונפליקטים של  נקודות (מתוך  הקיימות). לפי משפט Clarkson-Shor שראינו בכיתה, .  הוא מס' ה-facets שאינם בקונפליקט עם אף נקודה, כלומר facets שנמצאים בקמור הסופי. כידוע, סיבוכיות הקמור ב-4 מימדים היא , כלומר , ולכן . כעת נחסום את כמות הפרפרים הכוללת:
ההסתברות שפרפר מסויים מופיע הוא ההסתברות שסדר הנקודות שנבחרו ע"י הפרמוטציה האקראית הוא כזה ש כל 5 הנקודות של הפרפר מופיעות לפני  הנקודות בקונפליקט:


ולכן:                                                                      

2. ייצוג הבעיה באופן שקול:
נסמן דיסק שמרכזו ב   ורדיוסו  ב . ניתן להתבונן על הבעייה באופן שקול הבא: נתונה קבוצה של דיסקים ברדיוס : . מצא נקודה  שמוכלת במס' מקסימלי של דיסקים מהקבוצה (הוכחת נכונות נשארת לקורא)

עיקרי הפתרון הבעיה השקולה באמצעות sweeping:
נעבור על המישור באמצעות ישר אנכי, ונתחזק y-structure של סדר נקודות החיתוך של הישר עם הדיסקים. כמו-כן, לכל איבר ב-y-structure, נשמור גם את מס' הדיסקים שמכילים אותו. בכל נקודה קריטית (נק'  קיצונית של אחד הדיסקים, או נק' חיתוך של דיסקים), נעדכן את ה-y-structure ,לאיברים הרלוונטיים נעדכן את השדה המחזיק את מס' הדיסקים שמכילים אותו ונוסיף נק' קריטיות ל-x-structure אם צריך. סיבוכיות של האלגוריתם היא , כאשר  הוא מס' החיתוכים.
נזכור כמובן לכל אורך ה-sweep את התוצאה הטובה ביותר (נקודה שמוכלת בכמה שיותר דיסקים) שראינו עד כה, וכנשסיים את ה-sweep, נחזיר אותה.

3. נבצע sweep באמצעות ישר אנכי. הנקודות הקריטיות יהיו נק' הקצה של הקטעים מ- (נתון שהם לא נחתכים) וכל נקודות ה- של . בעץ ה-y-structure נשמור לכל צומת כמה איברים יש בתת-העץ שלו. ב-sweep, כל נקודה קריטית של  תגרור מחיקה/הכנסה של קטע כלשהו מ- ל-y-structure, ובכל נקודה קריטית שמתאימה לקטע של  נספור את מס' הקטעים מ- שחותכים אותו. נעשה זאת באמצעות חיפוש נקודות הקצה שלו (של הקטע מ-) בעץ ה-y-structure, ואז נספור את מספר האיברים בעץ בין נקודות הקצה. נעשה זאת בזמן לוגריתמי באמצעות שדה הגודל ששמרנו בכל צומת.
זמן הריצה של האלגוריתם יהיה  (שזה בפרט זמן מיון הנקודות).


4. (a) קו על הדיאגרמה שקול להשקה לצלע של הפאון. נקודה על הדיאגרמה שקולה להשקה לפאה של הפאון (ההוכחות נשארות לקורא)
מס' הקודקודים בדיאגרמה הוא כמס' הפאות בפאון, ומס' הקשתות הוא כמס' הצלעות. כולם לינאריים (לפי נוסחת אוילר) במס' הקודקודים בפאון.
ניתן לבנות ייצוג DCEL של הדיאגרמה (שגם היא מפה מישורית) מייצוג DCEL של הפאון בזמן לינארי. נעשה זאת פשוט ע"י טיול (ע"י DFS למשל) במבנה ה-DCEL, שבמקביל אליו נבנה את ה-DCEL של הדיאגרמה. לכל צלע שנעבור, נגדיר צלע בדיאגרמה בין כיווני הנורמלים ל-2 הפאות שסמוכות לצלע. המצביעים שהצלע החדשה מחזיקה ייבנו בקלות מהמצביעים של הקשת המקורית

(b) נפסול את האופציה השלישית: מישור אחד שמשיק בנקודה, ומישור שני שמשיק בצלע/נקודה. נתבונן על הפאון מהכיוון שבו הצלע (או הנקודה) שאליה משיק המישור השני תראה לנו כנקודה (כלומר הצלע ממשיכה לתוך הדף):





מכאן רואים שניתן לסובב את המישורים סביב הצלע (נקודה) ולקבל מישורים משיקים במרחק קטן יותר, כמו במישור.

(c) ניקח פוליטופ שחצי (כלומר ) מהקודקודים שלו נמצאים במישור , מפוזרים באופן אחיד על החצי התחתון של מעגל היחידה, וחצי מהקודקודים שלו נמצאים במישור , מפוזרים באופן אחיד על החצי העליון של מעגל היחידה.
להלן נסיון המחשה (ללא קשתות בין 2 חלקי הפוליטופ):








לכל זוג קשתות, אחת מהמעגל העליון ואחת מהמעגל התחתון, ניתן למצוא זוג מישורים משיקים מקבילים. זאת מכיוון שניתן לסובב את המישורים המשיקים סביב ציר ה- כך שהמישור העליון ישיק לכל קשת שנרצה בחצי המעגל העליון, וסביב ציר ה- כך שהמישור התחתון ישיק לכל קשת שנרצה בחצי המעגל התחתון. לפיכך הראנו דוגמא שבה יש  זוגות קשתות שיש להן מישורים משיקים מקבילים. 
 (
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(d) בדיקה של כל הזוגות עם פאה לוקחת זמן לינארי. נותר אם כן לבדוק את כל זוגות הקשתות עם מישורים תומכים מקבילים. לשם כך נעביר את הדיאגרמה למפה מישורית (באמצעות הטלה סטריאוגרפית), ונעביר למישור גם את הדיאגרמה שבה כל נקודה עוברת לנקודה הנגדית לה על הספירה. כל קשת בספירה עוברת לעקום ממעלה 2 במישור. קיבלנו קבוצה של עקומים  במישור, וקבוצה  של עקומים שקיבלנו מההטלה של הדיאגרמה הנגדית. אנו מחפשים חיתוכים של עקומים מ-2 הקבוצות הללו. חיתוכים אלו יתנו לנו זוגות של צלעות בפוליטופ שיש להן מישורים תומכים מקבילים. נמצא את כל החיתוכים באמצעות sweep בזמן , כאשר  הוא מס' החיתוכים (=זוגות הקשתות). כפי שראינו בסעיף הקודם, מס' החיתוכים במקרה הגרוע עלול להיות גם . בכל אופן, כך נבדוק גם את כל זוגות הקשתות, ונחזיר את המרחק הקטן ביותר שמצאנו – זהו ה-width.



5. (a) לכל דיסק  נחשב את כל ה-free common tangents שנוגעים בו. נעשה זאת באמצעות sweep פולארי של ישר שמשיק ל-. ה-y-structure יחזיק את הדיסקים מ- שחותכים את המשיק. הזוויות הקריטיות יהיו זוויות שבהן משיק מתחיל ומסיים לחתוך דיסק מסויים. אלו הן הזוויות של משיקים בין  לדיסק אחר. נמצא את כל  הזוויות האלה בזמן לינארי, ונכניס אותן ל-x-structure (בזמן ). בכל זווית קריטית, נבדוק אם המשיק שנכנס/יוצא הוא האיבר היחיד ב-y-structure. זהו תנאי מדויק לכך שהמשיק הוא free common tangent. כך נמצא ב  זמן את כל המשיקים שחיפשנו לדיסק ספציפי. נעשה זאת לכל הדיסקים, ונקבל את כל ה-free common tangents בזמן .

(b) טענה: המסלול הקצר ביותר מ- ל- מורכב ממשיקים בין דיסקים, ומקטעים על שפת הדיסקים שמחברים בין משיק למשיק (ההוכחה נשארת לקורא).
אלגוריתם:
נחשב לפי (a) את כל ה-free common tangents של כל הדיסקים, כולל  ו- שנתייחס אליהן כדיסקים ברדיוס 0. זה יקח זמן . נבנה גרף שצמתיו הם  וכל נקודות ההשקה של free common tangents שמצאנו ( צמתים בגרף). הקשתות יהיו ה-free common tangents בין נקודות ההשקה, וכן קשתות בין נקודות השקה עוקבות שנמצאות על אותו דיסק. משקל הקשתות יהיה אורך המשיק, אם מדובר בנקודות על דיסקים שונים, או אורך הקשת הקצרה על שפת הדיסק בין 2 נקודות השקה על אותו דיסק. מס' הקשתות אם כן גם הוא . בגרף הזה נריץ אלגוריתם לחיפוש מסלולים קצרים ביותר, למשל Dijkstra. זה יקח זמן . מהמסלול הקצר ביותר בגרף, נבנה את המסלול האמיתי במישור, באמצעות ה-free common tangents וקטעים על שפות דיסקים.

