גאומטריה חישובית	שיעורי בית 3	פתרונות מקוצרים
1. נבצע sweep פולרי כאשר ה-x-structure יהיה ממוין לפי זווית השיפוע של הישרים המגדירים את ה-slab, וה-y-structure ישמור את סדר הנקודות ב- לפי ציר מאונך לישרי ה-slab. הנקודות הקריטיות הן כאלו שבהן משתנה סדר הנקודות ב-y-structure. זה קורה בזוויות שבהן עובר ישר בין 2 נקודות ב-. סדר 2 הנקודות הללו מתחלף כאשר מגיעים לזווית של הישר המחבר בינהם.
נאתחל ה-x-structure כך שיכיל את כל  הזוויות שמתאימות לישרים המחברים 2 נקודות. זה יקח זמן . נתחיל את ה-sweep מזווית של slab שישריו מקבילים לציר ה-x. אתחול ה-y-structure יהיה לפיכך מיון של הנקודות לפי ציר ה-y, ויקח זמן .
נשתמש ב-persistent search tree על מנת לשמור את ה-y-structure בכל נקודה קריטית. כפי שראינו בכיתה, המקום יהיה לינארי בגודל ה-x-structure, כלומר , וזמן הבנייה (preprocessing) יהיה . נדאג לשמור גם לכל צומת בעץ (בכל נקודת זמן), את מספר האיברים בתת-העץ שלו. לאחר שבנינו את העץ, נענה על שאילתות באופן הבא:
נלך בעץ לפי ה-timestamp שמתאים לזווית של slab השאילתה, ונחפש את הצמתים המתאימים לנקודה הראשונה שמתחת לישר העליון ב-slab, והנקודה הראשונה שמעל לישר התחתון ב-slab. כעת נסכם את מספר הנקודות בטווח הזה בין 2 הנקודות שמצאנו, ע"י שימוש בשדה ששומר לכל צומת את מספר האיברים בתת העץ שלו. סה"כ אנחנו עונים על שאילתה בזמן .

2. (a) נבנה את דיאגרמת הנורמלים של הפאון, כפי שראינו בתרגיל הקודם. זה יקח זמן לינארי. כעת, נבנה את המפה המישורית של הדיאגרמה (באמצעות הטלה סטריאוגרפית). גם זה יקח זמן לינארי. נבנה persistent search tree שיודע לענות על שאילתות point location במפה. זמן הבניה יהיה , והמקום יהיה לינארי.
בהינתן מישור שאילתה , נמצא את שני המישורים המשיקים לפאון עם נורמלים כמו הנורמל ל- (בשני הכיוונים). נעשה זאת באמצעות שתי שאילתות point location על ה-search tree שבנינו, בזמן . השאילתות תאמרנה לנו לאיזה זוג קודקודים של הפאון משיקים המישורים המקבילים ל H, ואז נוכל לקבל את המישורים (כי אנו יודעים את כיוון הנורמל שלהם, ונקודות שנמצאות עליהם). כדי לענות על השאילתה המקורית, כל שנותר לבדוק הוא האם  נמצא בין 2 המישורים המשיקים שמצאנו. סה"כ זמן שאילתה: .

(b) נבחר נקודה כלשהי  בפוליטופ. נחשב מעין "דיאגרמת נורמלים" שתוגדר באופן הבא:
לכל כיוון , נחשב את הפאה שדרכה עובר הישר שיוצא מ- בכיוון . נבנה את הדיאגרמה כפי שבונים דיאגרמת נורמלים רגילה. כלומר נסרוק כל קודקודי הפוליטופ (ב-BFS למשל), ובמקביל נבנה את ה-DCEL  של הדיאגרמה. כל קודקוד שנגיע אליו בפוליטופ, יגדיר לנו קודקוד בדיאגרמה, בכיוון הישר שמחבר את  לקודקוד. בניית הדיאגרמה תיקח זמן כמו דיאגרמת נורמלים רגילה, כלומר זמן לינארי.
כעת נמשיך כמו בסעיף (a): נבנה את המפה המישורית של הדיאגרמה, ונבנה persistent search tree שעונה על שאילתות point location במפה.
כעת נראה כיצד נענה על שאילתות. ובכן, נניח שקיבלנו נקודת שאילתה , שיש לומר האם היא מוכלת בפוליטופ. נסמן ב- את כיוון הישר המחבר את  ל-. נמצא את הפאה שדרכה עובר הישר שיוצא מ- בכיוון . נעשה זאת באמצעות ה-search tree שבנינו בזמן . על מנת לענות על השאילתה המקורית, פשוט נבדוק האם הפאה הזאת מפרידה בין  ל-. מכיוון שהפוליטופ קמור, אזי זהו תנאי מספיק והכרחי לכך ש- אינה מוכלת בפוליטופ.
אם כן הראנו כיצד נענה על שאילתות בזמן . זמן ה-preprocessing הוא  עבור בניית ה-search tree, והמקום לינארי (כיוון שמשתמשים ב-persistent search tree).

3. (a) נבצע sweep עם ישר אנכי. נחזיק ב-y-structure את סדר הישרים הנוכחי (מי מעל מי). הנקודות הקריטיות הן  נקודות החיתוך של הישרים, שבכל אחת מהן, 2 ישרים מחליפים בינהם סדר ב-y-structure. נבנה persistent search tree תוך כדי ה-sweep, ששומר ביעילות את גרסאות ה-y-structure. בנוסף, נשמור לכל צומת את בעץ את מספר האיברים בתת העץ שלו. זמן הבנייה הוא זמן ה-sweep, . המקום הוא לינארי בגודל ה-x-structure, כלומר .
על שאילתות נענה באופן הבא: בהינתן נקודת שאילתה , נחפש אותה בעץ לפי timestamp שהוא קואורדינטת ה- שלה, ובעץ נחפש את ערך ה- שלה, ונמצא את הנקודה הגבוהה ביותר שנמוכה ממנה. נשתמש בשדה ששומר בכל צומת את גודל תת העץ שלו, על מנת לחשב את מספר הישרים שנמצאים מתחת לנקודה. סה"כ ענינו על שאילתה בזמן .

(b) נחלק את הקלט  של  ישרים, ל  קבוצות של  ישרים כל אחת (לכל היותר). נבנה לכל קבוצה persistent search tree כפי שראינו ב-(a). 
זה יקח זמן .
נענה על שאילתות באופן הבא: בהינתן נקודה , נחשב לכל תת-קבוצה של   את מספר הישרים מאותה תת-קבוצה שנמצאים מתחת ל-. נעשה זאת באמצעות ה-search tree שבנינו לאותה קבוצה, בזמן . סה"כ בזמן  נמצא את התשובה לכל תתי הקבוצות, ונסכום את התשובות לקבלת תשובה לשאילתה המקורית. יש סה"כ  שאילתות (כל אחת מהן לוקחת לפחות ), ולכן סה"כ נענה על כל השאילתות בזמן .

(c) נניח שאנחנו לא יודעים את  מראש. ננחש ש- ונפעל כמו ב-(b). בכל פעם שמספר השאילתות יגדל מעבר למה שציפינו, אזי ניתן ניחוש חדש ל- שגדול פי 2 מהניחוש הקודם, ונבנה מחדש את כל מבני הנתונים מ-(b) עבור הניחוש החדש של .
ניתוח זמן: על השאילתה הראשונה נשלם , על השאילתות עד לשנייה (כולל), נשלם , על השאילתות עד לרביעית (כולל) נשלם , וכך הלאה.
עד כדי פקטורים פולילוגריתמיים:
סה"כ נשלם: 

4. נבצע sweep עם אנך לציר ה-. ב-y-structure נחזיק את סדר נקודות החיתוך של ישר ה-sweep עם הדיסקים הדואלים לנקודות הקלט (דיסקים ברדיוס  סביב נקודות הקלט). כזכור, נשמור בכל רגע נתון לכל אינטרוול ב-y-structure את מספר הדיסקים שמכילים אותו בנקודת הזמן הנוכחית. תוך כדי ה-sweep נבנה persistent search tree שיחזיק באופן יעיל את ה-y-structure בכל נקודת זמן. הנקודות הקריטיות הן נקודות החיתוך של הדיסקים הדואלים, ונתון שיש  כאלה. לפיכך גודל ה-x-structure הוא , ומכאן שזמן ה-preprocessing הוא , והמקום הוא . מענה על שאילתות נעשה כמו שראינו בתרגיל הקודם: נחפש את נקודת השאילתה (מרכז דיסק השאילתה) ב-search tree (ציר ה- מגדיר את ה-timestamp, ואת ה-y מחפשים), ואז נשתמש בשדה ששמרנו לכל איבר ב-y-structure על מנת לדעת בכמה דיסקים מוכלת הנקודה – זהו מס' הנקודות המוכלות בדיסק השאילתה. הזמן שלוקח לענות על שאילתה הוא .

5. נבצע sweep עם אנך לציר ה-, כאשר ה-y-structure יחזיק בכל רגע את רשימת הקודקודים בקמור העליון של כל הנקודות עד כה, ממויינים לפי ציר . תוך כדי ה-sweep נבנה persistent search tree שיחזיק את ה-y-structure בכל נקודות הזמן באופן יעיל. הנקודות הקריטיות הן רק נקודות הקלט . בכל נקודה  שנתקלים ב-sweep, נעבור כל כל הנקודות ב-y-structure לפי סדר מהאחרונה לראשונה, ונזרוק קודקודים עד שנגיע לקודקוד שיחד עם  מהווה פניה ימינה. כך נעדכן את הקמור, בדיוק כפי שעושים ב-Graham's Walk. ייתכן שבין 2 גרסאות של ה-search tree נצטרך למחוק מספר גדול של איברים, אך בסה"כ מכניסים  איברים, ומוחקים לכל היותר  איברים, ולכן סה"כ העץ נבצע מספר לינארי של רוטציות בעץ, ומכאן שהוא יקח גם מקום לינארי. מבחינת זמן שילמנו .
נבצע את אותו תהליך – בניית persistent search tree - גם עבור הקמור התחתון.
נענה על שאילתות כך: נניח שקיבלנו שאילתה . אם קואורדינטת ה- של  גדולה מ-, או קטנה מהנקודה הימנית ביותר ב- אזי ברור ש- נמצאת מחוץ לקמור של , וסיימנו. אחרת, נחפש את  בעץ החיפוש של הקמור העליון (לפי קואורדינטת ה- שלה כמובן), עם , וכך נמצא את הנקודות  ו- בקמור  שקרובות ביותר ל- (לפי ציר ה-) מימין ומשמאל בהתאמה. אם  נמצאת מעל הקטע  אזי נדווח שהיא מחוץ לקמור. אחרת, נמצא את הקטע המתאים כפי שעשינו קודם גם בקמור התחתון. אם  מתחתיו, אזי היא מחוץ לקמור, ואחרת היא נמצאת בין 2 קטעים של הקמור, ולכן מוכלת בקמור. סה"כ ביצענו שאילתה אחת עבור כל search tree שבנינו, ולכן אנו עונים על שאילתה בזמן .
שימו לב: אם ה Graham's walk זורק הרבה נקודות בזמן הוספת נקודה חדשה, כל הגרסאות של ה search-tree שנייצר כתוצאה מכך, בפרט לאחרונה, הן "גרסאות סרק", במובן שאף שאילתא לא תחפש בהם. בכל זאת עלינו לייצר אותן כדי לשמור על מבנה ה persistence.

