שיעור – מצולעים וטריאנגולציה
הגדרות בסיסיות (מצולעים (polygons), צלעות (edges) וקודקודים (vertices)): מצולע 
[image: image1.wmf]P

הוא איזור סגור במישור, חסום ע"י קבוצה סופית של מקטעי קווים ישרים (צלעות) היוצרים עקום סגור שלא נחתך עם עצמו. הנקודות בהם צלעות סמוכות נפגשות נקראות קודקודים.
סימון: קבוצת הקודקודים והנקודות על צלעות מצולע 
[image: image2.wmf]P

תקרא גבול המצולע ותסומן ע"י 
[image: image3.wmf]P
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משפט (Jordan): גבול מצולע מחלק את המישור לשני חלקים קשירים. בפרט, חלקים אלו של 
[image: image4.wmf]P
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הם פנים המצולע החסום וחוץ המצולע הבלתי חסום.

תיאור כללי של ההוכחה: יהי 
[image: image5.wmf]P

מצולע במישור. נבחר כיוון במישור שאינו מקביל לאף צלע של 
[image: image6.wmf]P

. זה אפשרי תמיד כיוון שמספר צלעותיו של
[image: image7.wmf]P

סופי. תהי 
[image: image8.wmf]x

נקודה במישור שאינה ב 
[image: image9.wmf]P
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. נרצה להראות כי 
[image: image10.wmf]x

נמצאת באחת משני החלקים לעיל. ואכן, נעביר קרן בכיוון שבחרנו מ 
[image: image11.wmf]x

. אזי נקבל אחד מהשניים:
1. הקרן חוצה את
[image: image12.wmf]P
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מספר זוגי של פעמים, ואז 
[image: image13.wmf]x

נמצאת מחוץ למצולע.
2. הקרן חוצה את
[image: image14.wmf]P

¶

מספר אי זוגי של פעמים, ואז 
[image: image15.wmf]x

נמצאת בתוך המצולע.
תרגיל: נתון מצולע 
[image: image16.wmf]P

ונקודה
[image: image17.wmf]x

. תאר אלגוריתם אשר מכריע האם הנקודה נמצאת בתוך המצולע או מחוץ לו.

פתרון: הרץ את תיאור ההוכחה לעיל.

טריאנגולציה:
לרוב, אלגוריתמים זקוקים לחלוקה של המצולע לחלקים קטנים יותר. חלוקה זו ניתנת לביצוע ע"י אלכסון.

הגדרה (אלכסון): אלכסון של מצולע 
[image: image18.wmf]P

הוא קו המחבר שני קודקודים של 
[image: image19.wmf]P

 ונמצא בחלקו הפנימי. שני אלכסונים הם לא נחתכים אם אין נקודה בחלקו הפנימי של 
[image: image20.wmf]P

 המשותפת לשניהם.

הגדרה (טריאנגולציה, שילוש) : טריאנגולציה של מצולע 
[image: image21.wmf]P

 היא חלוקה של 
[image: image22.wmf]P

 למשולשים ע"י קבוצה מקסימאלית של אלכסונים לא נחתכים. 

בהגדרה לעיל קבוצה מקסימאלית של אלכסונים לא נחתכים פירושה שלא ניתן להוסיף אלכסון נוסף אליה בלי שהוא יחתוך אלכסון שכבר קיים בקבוצה.
ישנן הרבה שאלות שניתן לשאול על טריאנגולציה של מצולעים: כמה טריאנגולציות אפשריות קיימות למצולע נתון? כמה משולשים ישנם בכל טריאנגולציה של מצולע נתון? האם לכל מצולע יש טריאנגולציה?

נתחיל לענות על השאלות הללו.

למה: לכל מצולע עם יותר משלושה קודקודים יש אלכסון.

הוכחה: ההוכחה היא גיאומטרית ולכן אינה מצוינת כאן (ניתנה על הלוח). 

משפט: לכל מצולע יש טריאנגולציה:

רעיון ההוכחה: באינדוקציה על מספר קודקודי המצולע, אשר יסומנו ב 
[image: image23.wmf]n

. עבור 
[image: image24.wmf]3
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 המצולע הוא משולש וסיימנו. עבור
[image: image25.wmf]3
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, נחלק את המצולע לשני מצולעים בעלי מספר קודקודים קטן יותר ע"י אלכסון (ניתן לבצע לפי הלמה לעיל). על שני משולשים אלו נפעיל את אינדוקציה ונקבל טריאנגולציות של שניהם, אשר אין להם נקודות משותפות (מדוע? – לפי משפט Jordan כל מצולע קטן נמצא בחלקו החיצוני של המצולע השני – ולכן גם משולשיו יהיו בחלקו החיצוני) ונאחד את שתי הטריאנגולציות הללו לטריאנגולציה של המצולע המקורי.

תרגיל: הראו כי לכל מצולע עם חורים בצורת מצולעים פשוטים יש טריאנגולציה של חלקו הפנימי (כאשר חלקו הפנימי אינו כולל את חלקם הפנימי של המצולעים המהווים את חוריו).  
מעניין כי תכונה זו של מצולעים – שלכל מצולע יש טריאנגולציה - אינה מתקיימת בגופים תלת מימדיים. ואכן ישנן דוגמאות נגדיות של פאונים אשר אין להם טריאנגולציה. אפילו השאלה האם ישנן תכונות מסוימות אשר גוררות קיום טריאנגולציה של פאונים היא שאלה פתוחה. ואכן שאלת ההכרעה – בהינתן פאון, האם יש לו טריאנגולציה – היא NP-Complete.

עתה נרצה להתעניין במספר המשולשים בטריאנגולציה של מצולע.

משפט: כל טריאנגולציה של מצולע
[image: image26.wmf]P

על 
[image: image27.wmf]n

קודקודים מכיל 
[image: image28.wmf]2
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משולשים ו 
[image: image29.wmf]3
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אלכסונים.

הוכחה: דומה מאוד להוכחת התרגיל הבא.

תרגיל: הראו כי סכום הזוויות הפנימיות של כל מצולע 
[image: image30.wmf]P

 עם
[image: image31.wmf]n

קודקודים הוא 
[image: image32.wmf])
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פתרון: באינדוקציה על 
[image: image33.wmf]n

. עבור 
[image: image34.wmf]3
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נקבל משולש והטענה מיידית. נניח את הטענה לכל המצולעים בעלי לכל היותר 
[image: image35.wmf]1
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קודקודים. נבחר אלכסון של
[image: image36.wmf]P

, ונחלק לפיו את 
[image: image37.wmf]P

 לשני מצולעים - 
[image: image38.wmf]2
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 בעלי 
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קודקודים בהתאמה. מתקיים כי 
[image: image40.wmf]2
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. נסמן את סכום הזוויות ב
[image: image41.wmf]s

. אזי נובע:
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עתה נרצה להתעניין במספר הטריאנגולציות האפשריות במצולע נתון. מספר זה תלוי רבות בצורת המצולע, שאחת מהדרכים להתבונן בה היא להתבונן בזוויות הפנימיות של המצולע. 

הגדרה (קודקודים ומצולעים קמורים Convex): קודקוד יקרא קמוראם הזווית הפנימית שלו קטנה או שווה ל
[image: image43.wmf]p

. מצולע יקרא קמור אם כל קודקודיו קמורים. 
הגדרה (כיווץ): הכיווץ של צלע 
[image: image44.wmf]}
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 הוא צמצומה לקודקוד יחיד
[image: image45.wmf]c

, אשר מוכל בכל הצלעות והאלכסונים בהם הוכלו 
[image: image46.wmf]a

 או 
[image: image47.wmf]b

.  
משפט: מספר הטריאנגולציות של מצולע קמור עם 
[image: image48.wmf]2
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קודקודים הוא מספר קאטאלן (Catalan number) 
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הוכחה: יהי 
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מצולע קמור עם קודקודים מסומנים מ-
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עד 
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כנגד כיוון השעון. יהי 
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קבוצת כל הטריאנגולציות של
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, כאשר ל
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 יש 
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 איברים.
תהי 
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פונקציה מ
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 אשר נתונה ע"י כיווץ צלע 
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. נשים לב כי מספר הטריאלגולציות ב
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 הממופות אל 
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 הוא בדיוק דרגת קודקוד 
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. זה מתקיים כי כל צלע או אלכסון המוכל בקודקוד
[image: image66.wmf]1

ניתנת להיפתח למשולש (כמו מניפה) ולנפק שילוש תקין ב
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כיוון שזהו מצולע קמור, ניתוח זה נכון עבור על הקודקודים של
[image: image69.wmf]T

, ולכן ניתן לסכום על כל הקודקודים של 
[image: image70.wmf]T
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השיוויון האחרון נובע כיוון שסכום הדרגות של 
[image: image72.wmf]T

 שווה לכפול ממספר הקשתות (צלעות ואלכסונים) של 
[image: image73.wmf]T
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צלעות ולפי המשפט לעיל יש לו 
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אלכסונים. ועתה נפתור:
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מתקיים לפי זהות 
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, אשר ניתן להוכחה בקלות באינדוקציה.
משפט: יהי 
[image: image80.wmf]P

מצולע עם 
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קודקודים. מספר הטריאלגולציות של
[image: image82.wmf]P

 הוא בין 
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 ל 
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הוכחה: את החסם התחתון הראנו בציור, וניתן למצוא לכל 
[image: image85.wmf]n

מצולע בעל 
[image: image86.wmf]n

צלעות וטריאנגולציה אחת. נראה את החסם העליון. יהי
[image: image87.wmf]P

 מצולע עם 
[image: image88.wmf]2
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קודקודים מסומנים לפי סדר כלשהו. יהי 
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מצולע קמור עם 
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קודקודים מסומנים ומסודרים כמו קודקודיו של
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. עתה, כל אלכסון של 
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מקביל לאלכסון של
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, וכל שני אלכסונים לא נחתכים של
[image: image94.wmf]P

 הם גם שני אלכסונים לא נחתכים של
[image: image95.wmf]Q

. לפיכך כל טריאנגולציה של 
[image: image96.wmf]P

 היא גם טריאנגולציה של 
[image: image97.wmf]Q

 ולכן מספר הטריאנגולציות של 
[image: image98.wmf]P

לא גדול ממספר הטריאנגולציות של 
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 שהוא
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