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1. Введение

Эта статья посвящена памяти Бориса Моисеевича Левитана. Мне посчаст-
ливилось знать его и долгие годы работать вместе с ним. Его классическим
трудам я обязан моим интересом к обратной задаче рассеяния, а затем и к дру-
гим обратным задачам и методам. В статье дается краткий обзор некоторых
недавно развитых точных методов восстановления:

1. Обратная задача рассеяния Кормака.
2. Формулы восстановления в интегральной геометрии.
3. Комптоновское рассеяние на плоскости.
4. Нахождение остаточных деформаций по данным рассеяния Брэгга.
5. Восстановление поля скоростей по рассеянию монохроматических волн.
6. Обратная задача с источниками и обращение времени.

2. Обратная задача рассеяния Кормака

Процитируем введение к последней работе А. Кормака [1]. “Рассмотрим
семейство софокусных параболоидов вращения в R3, заданных уравнениями

r =
2p

1 + 〈ξ,ω〉
, (1)

где r = |x|, ξ = x/|x|, а p и ω ∈ S2 – параметры, причем p – это наименьшее
расстояние до начала координат x = 0. Предположим, что в этом простран-
стве движутся волны со скоростью v и распределено рассеивающее вещество
с гладкой плотностью f , быстро убывающей или имеющей компактный носи-
тель. Рассеяние считается изотропным, а рассеивающее вещество – столь раз-
реженным, что не влияет на v. Импульсивный волновой фронт с нормалью ω
достигает начала координат при t = 0. В силу хорошо известных фокуси-
рующих свойств параболоида все рассеянные волны, прибывающие в начало
координат в момент t = 2p/v, берут начало на параболоиде, заданном урав-
нением (1) с параметрами (p,ω), а интенсивность полученного рассеянного из-
лучения пропорциональна поверхностному интегралу от функции f по этому
параболоиду. Поэтому, измеряя интенсивность излучения, пришедшего в точ-
ку x = 0, как функцию от времени для всех p и ω, мы получаем (с точностью до
константы) значения поверхностных интегралов от f по всем параболоидам ви-
да (1). Обозначим интеграл по параболоиду (p,ω) через Rf(p,ω). Тогда задача
нахождения f по результатам измерений Rf является задачей типа Радона для
этих параболоидов. Можно найти решение f этой задачи Радона с помощью
другого набора измерений рассеянных волн в обращенном времени: интенсив-
ность рассеянного излучения от сферического импульса, возникшего в начале
координат, измеренная в точках большой сферы с центром x = 0 как функ-
ция от времени, также будет пропорциональна поверхностным интегралам по
параболоидам, заданным значениями ω.

Задача о нахождении f по Rf для семейства кривых в R2 обсуждалась
в [2], [3], причем в последней работе было показано, что параболический случай
можно свести к обычному преобразованию Радона с помощью координатного
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преобразования, не имеющего аналога в R3. Случай Rn изучался в [4], где
функция f считалась разложенной по сферическим гармоникам; были установ-
лены некоторые свойства этих гармонических компонент и дано решение возни-
кающих интегральных уравнений. Это решение, однако, имело очень сложный
вид, из-за чего в деталях не изучалось. Ниже приводятся более простое реше-
ние для R3 и ряд результатов, могущих быть полезными при его практическом
применении. Неудивительно, что большинство из них имеет хорошо известные
аналоги в теории обычного преобразования Радона, так что доказательства
в основном лишь намечаются, но подробно не проводятся. (Эти подробности
довольно скучны и требуют знания многих результатов о специальных функ-
циях.)”

Формула восстановления, полученная в [1] для R3, такова:

r1/2f(x) = −
1

(4π)2

∫

S2

(
∂

∂r
r

)2 g(p,ω)

p3/2

∣∣∣∣
p=r(1+〈ξ,ω〉)/2

dω. (2)

Обозначения Кормака следующие: r = |x|, ξ = x/|x| и

g(p,ω) =

∫

x+〈x,ω〉=2p
f dS.

К сожалению, ядро в (2) имеет неинтегрируемую особенность при ω = −ξ,
поскольку

p−3/2 = const r−3/2(1 + 〈ξ,ω〉)−3/2 ≈ C

(
sin

θ

2

)−3

,

где θ – угол между ω и −ξ. С другой стороны, интеграл g берется по евклидо-
вой плотности dS, а это не та плотность, которая отвечает “рассеянному свету,
фильтрованному по времени прихода”. Ниже мы получим формулу восстанов-
ления, решающую задачу Кормака на Rn для n = 2, 3 по данным, являющимся
поверхностными интегралами от f (обозначение: Mf) по плотности “времени
прихода”.

2.1. Формулы восстановления в интегральной геометрии. Пусть X ,
Σ – гладкие многообразия размерности n > 1, а Z ⊂ X×Σ – гиперповерхность.
Обозначим через pX: Z → X и pΣ : Z → Σ естественные проекции и предполо-
жим, что отображения pX и pΣ имеют максимальный ранг n. Тогда множество
Z(σ) = p−1

Σ (σ) является гладкой гиперповерхностью в X при каждом σ ∈ Σ, а
множество Z(x) = p−1

X (x) – гладкой гиперповерхностью в Σ при каждом x ∈ X .
Вещественнозначная функция Φ ∈ C2(X × Σ) называется порождающей, если
Z = Φ−1(0) и dΦ *= 0 на Z. Пусть T ∗(X) – кокасательное расслоение многооб-
разия X , а T ∗(X)/R+ – расслоение лучей в T ∗(X). Рассмотрим отображение
DX: Z × R+ → T ∗(X), где DX(x, σ; t) = (x, t dxΦ(x, σ)).

Предложение 1. Отображение DX является локальным диффеоморфиз-

мом в точке (x, σ, t) ∈ Z × R+ , если det J(x, σ) *= 0, где

J(x, σ) =
∂2tΦ(x, σ)

∂(t, x) ∂(t, σ)

∣∣∣∣
t=1

,
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а x1, . . . , xn и σ1, . . . , σn – произвольные локальные координаты на X и Σ
соответственно. Обратно, если DX – локальный диффеоморфизм, то

det J(x, σ) *= 0.

Условие det J(x, σ) *= 0 можно записать в инвариантном виде

dxΦ ∧ (dxdσΦ)∧n ∧ dσΦ *= 0.

Пусть dX и dΣ – формы объема на X и Σ соответственно, а w = w(x, σ) –
непрерывная (весовая) функция на X × Σ. Для произвольной ограниченной
функции f на X с компактным носителем интеграл

Mwf(σ) !

∫
δ
(
Φ(x, σ)

)
f(x)w(x, σ) dX = lim

ε→0

1

2ε

∫

|Φ( · ,σ)|!ε
f(x)w(x, σ) dX

корректно определен для всех σ ∈ Σ. Пусть dX является римановой формой
объема некоторой римановой метрики g на X . Тогда

Mwf(σ) =

∫

Z(σ)

f(y)w(y, σ) dgS

|dxΦ(y, σ)|g
. (3)

Если w(x, σ) = |dxΦ(x, σ)|g, то (3) совпадает с метрическим интегралом

Rgf(σ) !

∫

Z(σ)
f dgS, σ ∈ Σ.

Определение. Точки x *= y ∈ X называются сопряженными относитель-
но Φ, если Φ(x,ω) = Φ(y,ω) = 0 и dωΦ(x,ω) = dωΦ(y,ω) для некоторой точки
ω ∈ Σ.

Порождающая функция Φ называется разрешенной, если Σ = R×Sn−1, dΣ =
dp∧Ω, где Ω – евклидова форма объема на единичной сфере Sn−1, и Φ(x; p,ω) =
q(x,ω)− p, p ∈ R, ω ∈ Sn−1. Сингулярный интеграл

Qw,u(x, y) =

∫

Sn−1

w(x,ω)u(y,ω)

(q(x,ω)− q(y,ω)− i0)n
Ω

корректно определен для несопряженных точек x, y ∈ X , y *= x, и произволь-
ных гладких функций w и u.

Теорема 2. Пусть разрешенная порождающая функция Φ и гладкие поло-

жительные функции w , u на X × Σ удовлетворяют следующим условиям:
(i) det J(x, σ) *= 0, а отображение DX: Z×R+ → T ∗(X) инъективно и имеет

плотный образ;
(ii) не существует точек, сопряженных относительно Φ;
(iii) для всех x, y ∈ X , x *= y , выполнено равенство

Re inQw,u(x, y) = 0.

Тогда произвольная функция f ∈ Cn−1(X) с компактным носителем вос-

станавливается по данным Mrf с помощью формулы

f(x) =
1

2jn−1Dn(x)

∫

Sn−1

(
∂n−1

∂pn−1
Mwf(p,ω)u(x,ω)

)

p=q

Ω
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при нечетных n и формулы

f(x) =
1

jnDn(x)

∫

Sn−1

∫

R

Mwf(p,ω) dp

(q(x,ω) − p)n
u(x,ω)Ω

при четных n, в предположении, что

Dn(x) =
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

w(x,ω)u(x,ω)

|∇q(x,ω)|n
Ω < ∞

(здесь использовано обозначение j = 2πi). При четных n предполагается так-

же, что функция ∇n−1f гёльдерова.

Доказательство см. в [5].

2.2. Софокусные параболоиды вращения. Все параболоиды враще-
ния Z(p,ω) с фокусом в начале координат евклидова пространства En зада-
ются уравнениями |x|+ 〈x,ω〉 = 2p для некоторых p > 0 и ω ∈ Sn−1 (см. рис. 1).
Для непрерывной функции f с компактным носителем определены два типа
интегралов по параболоидам:

Rf(p,ω) =

∫

Z(p,ω)
f dS,

Mf(p,ω) = lim
ε→0

∫

p!|x|−〈x,ω〉!p+ε
f dx =

∫

Z(p,ω)

f dS

|θ + ω|
, θ =

x

|x|
, (4)

где dS – евклидова поверхностная плотность. Функцию f можно восстановить
как по Rf , так и по Mf .

Рис. 1. Софокусные параболы

Теорема 3. Произвольная функция f ∈ C1(E2) с компактным носителем

на E2 \ {0} восстанавливается по формуле

f(x) = −
1

8π2|x|

∫

S1

Ω

∫

R

∂

∂p
(pMf(p,ω))

dp

|x|+ 〈x,ω〉 − p
.
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Для любой функции f ∈ C2(E3) с компактным носителем на E3 \ {0} имеем

f(x) = −
1

2π2|2x|1/2

∫

S2

∂2

∂p2
p1/2Rf(p,ω)

∣∣∣∣
p=|x|+〈x,ω〉

Ω

= −
1

4π2|x|

∫

S2

∂2

∂p2
pMf(p,ω)

∣∣∣∣
p=|x|+〈x,ω〉

Ω. (5)

Замечание. Первая формула в (5) аналогична формуле восстановления
Кормака (2), где g(p,ω) = Rf(p,ω). Интеграл Mf является правильной мо-
делью для “рассеянного света, фильтрованного по времени прихода”.

Доказательство. Пусть n " 2 произвольно. Семейство софокусных пара-
болоидов вращения в евклидовом пространстве En порождается разрешенной
функцией

Φ(x; p,ω) = q(x,ω) − p, q(x,ω) =
|x| + 〈x,ω〉

2
,

заданной на многообразии X × Σ, где X = En \ {0}, Σ = R+ × Sn−1. Многооб-
разие X снабжено евклидовой формой объема dx, а Σ – формой объема dp∧Ω.
Имеем

|∇xq(x,ω)|2 = 1 + 〈ξ,ω〉, ξ =
x

|x|
,

откуда следует, что
DX(x,ω, t) = (x, θ = t(ξ + ω)).

Это отображение гладко, его дифференциал dωξ не обращается в нуль нигде,
кроме точки ω = −ξ, а образ отображения DX – это множество U тех точек
(x, ξ) ∈ T0(X), для которых 〈ξ, x〉 *= 0. Имеем

∇xΦ ∧ (dσ∇xΦ)∧n ∧ dσΦ = ±(n − 1)!〈ξ + ω,ω〉Ω ∧ dp.

Следовательно, det J(Φ) *= 0 на Z \Z0, где Z0 = {(x; p,ω) ∈ Z : x ∈ X, ω = −ξ}.
Тем самым условие (i) теоремы 2 выполнено на Z \ Z0. Уравнение dωq(x,ω) =
−x влечет выполнение (ii). Для весовой функции w = |∇xq(x,ω)|2 имеем

Mwf(p,ω) =

∫

Z(p,ω)
f |∇xq(x,ω)| dS = p1/2R(|2x|−1/2f).

Чтобы проверить (iii), заметим, что функция

q(x,ω)− q(y,ω) =
1

2
(|x|− |y| + 〈x − y,ω〉)

является линейной функцией от ω для любых x *= y. Эта функция имеет нуль
ω ∈ Sn−1, поскольку

∣∣ |x|− |y|
∣∣ # |x − y|. Имеем

Qw(x, y) = Re in
∫

Sn−1

w(y,ω)Ω

(q(x,ω)− q(y,ω)− i0)n
.

Этот интеграл равен нулю по приводимой ниже лемме 5, так как deg r = 1
и deg r + n − 1 = n.
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Лемма 4. Для любой функции f ∈ C2(E3) имеем

∂2Mf(p,ω)

∂p2
= O(1) при p → 0.

Доказательство этой леммы элементарно. Отсюда вытекает, что интеграл (5)
равномерно сходится в классическом смысле, несмотря на критическое множе-
ство Z0, где det J = 0. Теорема 3 доказана.

Лемма 5. Для любых целых чисел m > n > 1, любых x ∈ En \ {0} и a ∈ R

таких, что |a| < |x|, и любого полинома q степени # m − n + 1 имеем

Re in
∫

Sn−1

q(ω)Ω(ω)

(〈ω, x〉 − a − i0)m
= 0.

Доказательство использует полярную систему координат на Sn−1 (см. [5]).

3. Восстановление по данным комптоновского рассеяния

При рассеянии гамма-фотон теряет энергию, переходящую в электрический
заряд окружающей среды. Увеличение длины волны рассеянных гамма-лучей
(красное смещение) выражается формулой Клейна–Нишины

Eθ = E0
1

1 + ε(1 − cos θ)
,

где θ – угол комптоновского рассеяния, ε = E0/(mec2), E0 – энергия фотона,
me – масса электрона, а c – скорость света в вакууме. С. Нортон [6] предложил
аналитический метод нахождения электронной плотности в теле на основе под-
счета числа рассеявшихся фотонов некоторой энергии Eθ, испущенных точеч-
ным источником S и зафиксированных точечным детектором D. Множество
электронов, на которых происходит такое рассеяние, является дугой окруж-
ности в рассматриваемой плоскости P . На практике детектор нельзя поме-
стить внутрь объекта, поэтому интегральные данные оказываются неполными.
Позднее М. Нгуен и Т. Тронг [7] предложили другую геометрическую схему,
в которой источник и детектор вращаются вокруг фиксированной точки, оста-
ваясь противоположными друг другу, так что показания детектора собираются
с целого семейства таких дуг. Нгуен и Тронг нашли формулу восстановления
для коэффициентов Фурье электронной плотности по коэффициентам Фурье
показаний детектора. Они пользовались методом Кормака [2]. Мы опишем ни-
же другую формулу, степень устойчивости которой такая же, как у обращения
преобразования Радона.

Пренебрегая вторичным рассеянием фотонов, можно принять число зареги-
стрированных фотонов с энергией, близкой к E, равным числу первично рас-
сеявшихся фотонов с углом рассеяния ≈ θ таким, что Eθ = E. Если детектор
коллимирован с некоторой плоскостью P , содержащей приемник, то положение
x ∈ P любого события рассеяния лежит на дуге окружности SxD длины 2θ,
опирающейся на отрезок SD. Симметричная дуга окружности не вносит вкла-
да в показания детектора в силу правильной коллимации (см. рис. 2). Можно

5 УМН, т. 71, вып. 3
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Рис. 2. Геометрия комптоновского рассеяния

считать, что |SD| = 2. Угол рассеяния θ равен π − $SxD; дуга окружности
F (θ,ϕ) = SxD в плоскости P задается уравнением

tan θ(r2 − 1) + 2 cos(θ − ϕ)r = 0, |θ − ϕ| <
π

2
, 0 # ϕ < 2π,

где x = (r cosω, r sinω), а ϕ – угол поворота отрезка SD. Вклад интеграла
от линейной плотности f ds вдоль дуги, лежащей в плоскости P , в показания
детектора N описывается следующей формулой (мы пренебрегаем затуханием):

dN(x, θ)

G(θ) dθ
=

∫

SxD
f(x) ds,

где G – известная функция от θ и учтена расходимость излучения в направ-
лении, ортогональном к P . Нахождение плотности рассеивающих электро-
нов тем самым сводится к восстановлению неизвестной функции f по данным,
представляющим собой интегралы по некоторой выборке из круговых дуг, со-
единяющих две противоположные точки единичной окружности.

3.1. Формулы восстановления в гиперболических пространствах.
Рассмотрим более общую задачу восстановления в гиперболическом простран-
стве. Зафиксируем ε, 0 # ε # 1. Пусть X – открытый единичный шар в En,
Σ = R×Sn−1 и Φε(x; p,ω) = qε(x,ω)−p – порождающая функция на X ×Σ, где

qε(x,ω) = 2
ε− 〈ω, x〉

1 − |x|2
, ω ∈ Sn−1. (6)

Для всех p ∈ R и ω ∈ Sn−1 множество Z(p,ω) = {x ∈ X ; Φε(x; p,ω) = 0}
является пересечением шара X с некоторой сферой (если p *= 0) или с ги-
перплоскостью S(ω) = {〈ω, x〉 − ε = 0} (если p = 0). Пересечение ∂X ∩ Z(p,ω)
является (n−2)-мерной сферой, содержащейся в сфере ∂X и имеющей центр εω
и радиус r = (1 − ε2)1/2, не зависящий от p.

Замечание. Для любой точки ω ∈ Sn−1 и любых вещественных чисел p1, p2

гиперболическое расстояние от точки x, лежащей на сфере Z(p1,ω), до сфе-
ры Z(p2,ω) одно и то же для всех x. Иными словами, для любых p1 и p2 эти
сферы параллельны в (гиперболической) геометрии Лобачевского на шаре X .
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Порождающая функция Φε удовлетворяет условиям теоремы 2 при любом ε,
0 # ε # 1. Проверка условий (i) и (ii) стандартна, а для проверки (iii) запишем

qε(x,ω) − qε(y,ω) =
2〈ω, r(x, y)〉+ ε(|x|2 − |y|2)

(1 − |x|2)(1 − |y|2)
,

где r(x, y) ! y(1− |x|2)−x(1− |y|2). Возводя обе части в квадрат, легко видеть,
что r(x, y) >

∣∣ |x|2 − |y|2
∣∣ для всех x *= y ∈ X . Поэтому

qε(x,ω) − qε(y,ω) = 〈ω, a(x, y)〉+ b(x, y),

где |b| < |a|. Интеграл от Re in(qε(x,ω) − qε(y,ω) − i0)−n равен нулю по лем-
ме 5. Запишем формулы для восстановления f по гиперболическому преоб-
разованию Rgf(p,ω) и евклидову преобразованию Ref(p,ω). Гиперболическая
(n − 1)-форма объема dgS связана с евклидовой формой dS равенством

dgS = (1 − |x|2)1−n dS.

В силу факторизации

|∇qε(x,ω)| = (1 − |x|2)−1(p2 − 2εp + 1)1/2

гиперболическое интегральное преобразование Rg и евклидово преобразова-
ние Re выражаются через интегральное преобразование Mε, порожденное функ-
цией Φε:

Mεf(p,ω) = (p2 − 2εp + 1)−1/2Rgfn(p,ω)

= (p2 − 2εp + 1)−1/2Ref1(p,ω), (7)

где fk(x) = (1 − |x|2)−kf(x), k = 1, n.

Следствие 6. Для любой функции f с компактным носителем на гипер-

болическом шаре справедливы формулы восстановления

f(x) =
1

jnDn(x)

∫

Sn−1

Ω

∫

R

Rgf(p,ω) dp

(p2 − 2εp + 1)1/2(qε(x,ω) − p)n
(8)

при четном n и

f(x) =
1

2jn−1Dn(x)

∫

Sn−1

Ω ∂n−1
p

Rgf(p,ω)

(p2 − 2εp + 1)1/2

∣∣∣∣
p=qε(x,ω)

(9)

при нечетном n, где qε – та же функция, что и в (6), и

Dn(x) =
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

Ω

|∇qε(x;ω)|n
.

Пример. Если n = 2 и ε = 0, то дуги окружностей, порожденные функцией

q0(x; p,ω) = −2〈ω, x〉(1− |x|2)−1,

5*
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соединяют противоположные точки единичной окружности, как и требуется
геометрией плоского комптоновского рассеяния (рис. 2). Полагая p = tanϕ,
имеем

dp = cos−2 ϕ dϕ и (p2 + 1)−1/2 = cosϕ.

Из теоремы 2 и формулы (7) получаем

f(x) = −
1

2π2

1 + |x|2

(1 − |x|2)2

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2

Rf(p,ω) dϕ dω

(tanϕ(|x|2 − 1) + 2〈ω, x〉)2
.

3.2. Орисферы. Орисферы в гиперболическом единичном шаре B – это
сферы, касающиеся ∂B. Они порождены введенной в начале п. 3.1 функцией
Φ1 = q1 − p с ε = 1, т. е.

q1(x,ω) = 2
1 − 〈ω, x〉

1 − |x|2
.

Они также параллельны при любом n и фиксированном ω. При четном n
получаем из (8) формулу

f(x) =
1

jnDn(x)

∫

Sn−1

Ω

∫ ∞

2

Rgf(p,ω) dp

(p − 1)(q1(x,ω)− p)n
,

а при нечетном n – из (9) формулу

f(x) =
1

2jn−1

1

Dn(x)

∫

Sn−1

Ω∂n−1
p

Rgf(p,ω)

p − 1

∣∣∣∣
p=q1(x,ω)

,

где

Dn(x) =
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

Ω

(1 − 2〈ω, x〉+ |x|2)n
.

Другие формулы восстановления были получены С. Хелгасоном в 1959 г. [8] и
И.М. Гельфандом, М.И. Граевым и Н.Я. Виленкиным в 1962 г. [9].

4. Восстановление остаточных деформаций
по данным рассеяния Брэгга

Дифракция нейтронов и синхротронного рентгеновского излучения дает
единственный неразрушающий метод получения информации о внутренних на-
пряжениях в больших твердых телах. Монохроматический пучок света сначала
падает на оптический элемент, пропускающий только те фотоны, энергия или
длина волны которых лежит в некотором узком диапазоне. Такой оптический
элемент обычно представляет собой высококачественный кристалл, помещен-
ный в пучок с отражающей ориентацией. Ширина пропускаемого диапазона
зависит от качества кристалла и может быть порядка 10−4 или даже меньше
(см. [10]).

Дифракционная картина фиксируется с помощью детекторов, измеряющих
угол рассеяния, или детекторов, регистрирующих полный поток фотонов. Па-
дающий рентгеновский луч или пучок нейтронов освещает выделенную часть
образца и претерпевает брэгговское рассеяние на угол 2θ относительно находя-
щегося справа детектора. Дифракционная картина (кольца Дебая–Шеррера)
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Рис. 3. Схема образования дифракционной картины

отвечает усреднению (по всему освещенному объему) компоненты тензора де-
формации, направленной вдоль биссектрисы угла между падающим и отра-
женным лучами. Математически дифракция Брэгга описывается интегралами
от тензора деформации вдоль продольных осей. На рис. 3 показана схема
возникновения колец Дебая–Шеррера при дифракции монохроматических лу-
чей. Угол θ зависит от междуплоскостного расстояния d в кристаллическом
образце согласно закону Брэгга: 2d sin θ = nλ, где натуральное число n – это
номер кольца. Напряжение, действующее в осевом направлении, уменьшает
расстояние d в любом кристалле и увеличивает угол θ. Интеграл от тензо-
ра деформации вдоль луча можно вычислить по деформации дифракционной
картины.

4.1. Оператор Сен-Венана. Пусть E – евклидово трехмерное простран-
ство. Выберем евклидову систему координат (x1, x2, x3). Тензорные поля типа
(0, 2) – это симметричные дифференциальные формы

g =
∑

gij dxi · dxj ,

где точка · означает симметрическое произведение, т. е. dxj · dxi = dxi · dxj .
Симметрический дифференциал D действует на 1-формах f по правилу

Df = g, gii = ∂ifi, gij =
1

2
(∂ifj + ∂jfi), ∂i =

∂

∂xi
.

Тензор деформации ε некоторого тела определяется через линейную часть век-
тора малых смещений u = (u1(x), u2(x), u3(x)) по формуле

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3.

Это тензор типа (0, 2): ε =
∑

εij dxi ·dxj . Тензорное поле ε называется потен-
циальным, если ε = Df для некоторой дифференциальной 1-формы f . Тензор
напряжений σ рассматриваемого тела также является 2-тензорным полем; его
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связь с тензором деформации описывается уравнением состояния σ = cε, где
c – тензор жесткости.

Обозначим через Σ1 и Σ2 пучки соответственно гладких и сингулярных
(в смысле обобщенных функций) тензорных полей на E типов (0, 1) и (0, 2).
Пусть Λ2 – пучок кососимметрических дифференциальных форм степени 2,
а B4 ! Λ2 ⊗S Λ2 – симметрический квадрат этого пучка. Каждый элемент
b ∈ B4 – это тензорное поле, компоненты bij,kl которого представляют собой
функции на E, кососимметрические по (i, j) и (k, l) и симметрические относи-
тельно перестановки (i, j) ↔ (k, l). Оператор Сен-Венана V: Σ2 → B4 опреде-
ляется на каждом тензорном поле g ∈ Σ2 формулой

(Vg)ij,kl ! ∂i∂kgjl − ∂i∂lgjk − ∂j∂kgil + ∂j∂lgik.

Координатные векторные поля ∂i, ∂j, ∂k, ∂l можно заменить на любые каса-
тельные векторы α, β, γ, δ из E:

(Vg)αβ,γδ = ∂α∂γg(β, δ) − ∂α∂δg(β, γ)− ∂β∂γg(α, δ) + ∂β∂δg(α, γ).

Тензор Vg обращается в нуль для любого потенциального поля g = Df , по-
скольку VD = 0, где D: Σ1 → Σ2 – симметрический дифференциал. Задачу
восстановления тензора Сен-Венана по интегралам вдоль продольных осей изу-
чали В.А. Шарафутдинов [11], [12] и А. Денисюк [13].

4.2. Восстановление по интегралам вдоль лучей. Любое 2-тензорное
поле g на множестве U ⊂ E можно записать как функцию на U × E × E,
билинейную по векторным переменным:

g(x; u, v) =
∑

gij(x)uivj , u, v ∈ E.

Если 2-тензорное поле g имеет компактный носитель на E, то интегралы по
лучам

Xg(y; v) =

∫ ∞

0
g(y + tv; v, v) dt

корректно определены для всех точек y ∈ E и векторов v *= 0. Для произволь-
ного вектора α ∈ E положим

∂αXg(y; v) = 〈α,∇y〉Xg(y; v), ∂;αXg(y; v) =
∂

∂t
Xg(y; v + tα)

∣∣
t=0

.

Пусть S2 – единичная сфера пространства E, а Ω – форма объема на S2. Для
p ∈ R и ω ∈ S2 положим

H(p,ω) = {x ∈ E : 〈ω, x〉 = p}

и зададим параметризацию v = v(θ) множества всех единичных касательных
векторов в плоскости H(p,ω) формулой

v(θ) = (cos θ)e1 + (sin θ)e2,

где (ω, e1, e2) – ортонормированный базис в E.
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Теорема 7. Пусть Γ ⊂ E – кусочно гладкая кривая, а g – гладкое (0, 2)-тен-

зорное поле с компактным носителем на E\Γ. Тогда для любой точки x ∈ E\Γ
такой, что каждая проходящая через x плоскость H пересекает Γ транс-

версально в точке y , тензор Vg(x) восстанавливается по интегралам вдоль

лучей, исходящих из точек y ∈ Γ, по формуле

(Vg)αβ;γδ(x) = −
1

8π2

∫

ω∈S2

∂pRH(p,ω)

∣∣
p=〈x,ω〉

(α, β; γ, δ)Ω,

где α, β, γ, δ ∈ E произвольны и для любой плоскости H , проходящей через

точку y ∈ Γ, принято обозначение

RH(α, β; γ, δ) = RH(〈β,ω〉α,ω; 〈δ,ω〉γ,ω)− RH(〈α,ω〉β,ω; 〈δ,ω〉γ,ω)

− RH(〈β,ω〉α,ω; 〈γ,ω〉δ,ω)+ RH(〈α,ω〉β,ω; 〈γ,ω〉δ,ω), (10)

где

RH(α,ω; β,ω) =
1

2

∫

v∈S(ω)
∂α∂β∂

3
;ωXg(y; v) dθ, (11)

S(ω) – единичная окружность в H(0,ω) и dθ – угловая мера на S(ω).

Замечание. Аналогичная геометрическая схема используется для восста-
новления функций в рентгеновской томографии: надо знать интегралы Xf(y; v)
только вдоль лучей, отвечающих точкам y ∈ Γ. В допплеровской томографии
можно восстановить дифференциал dh 1-формы h по первым производным
функций Xh. Для восстановления (0, 2)-тензора согласно формуле (11) нуж-
ны вторые производные ∂2Xg(y; v)/∂yi∂yj от интегралов вдоль лучей. Это –
необходимый минимум экспериментальных данных.

Лемма 8. Для произвольного 2-тензора g , любой плоскости H = H(p,ω),
любой точки y ∈ H и произвольных векторов α, β , параллельных плоскости H ,
имеем

∂p

∫

H(p,ω)
(Vg)ωα;ωβ dH =

1

2

∫

v∈S(ω)
∂α∂β∂

3
;ωXg(y; v) dθ. (12)

Доказательство теоремы 7. Достаточно проверить, что тензор

∂p

∫

H(p,ω)
(Vg)αb;γδ dH

удовлетворяет комбинаторному уравнению (10) для выражения RH . Оба тен-
зора совпадают на векторах ω, α, ω, β, откуда вытекает равенство

RH(α, β; γ, δ) = ∂p

∫

H
(Vg)αβ;γδ dH (13)

для произвольных четырех векторов и любой плоскости H ⊂ E. Правая часть
этой формулы известна по лемме 8. Наконец, значение тензора Сен-Венана
в точке x ∈ E восстанавливается по его интегралам вдоль плоскостей согласно
формуле Лоренца

(Vg)αβ;γδ(x) = −
1

8π2

∫

ω∈S2

Ω ∂2
p

∫

H(p,ω)
(Vg)αβ,γδ

∣∣
p=〈ω,x〉

dH

при подстановке в нее выражения (13). Теорема доказана.
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Этот результат позволяет восстановить g с точностью до потенциального
слагаемого Df , где f – дифференциальная 1-форма с компактным носителем.
Указанное слагаемое можно явно восстановить по данным поляризационной
томографии [14].

5. Восстановление поля скоростей
по рассеянию монохроматических волн

Методы удаленного исследования неоднородных сред, включая геофизиче-
ские исследования и акустическую томографию [15], основаны на восстанов-
лении переменного коэффициента рефракции n = c−1 в области D ⊂ En по
данным, определяемым решениями уравнения Гельмгольца

(∆ + k2)u(x) = 0 (14)

в области D, где k = 2πωn – волновой вектор, а ω – фиксированная частота.
Известно, что устойчивое восстановление возмущения δn невозможно для дета-
лей размера < λ(x)/2, где λ(x) = 1/(n(x)ω) – локальная длина волны. Детали
размера d > λ/2 можно асимптотически устойчиво восстановить для боль-
ших частот ω. Для линеаризованной задачи и постоянной несущей скорости
критический размер λ/2 означает релеевский предел разрешения. Устойчивое
восстановление может быть получено с помощью приближения Борна перво-
го порядка, т. е. в рамках линеаризованной задачи. Для нелинейной задачи
в плоском случае это было сформулировано и доказано в [16] на основе анализа
Габора в фазовом пространстве. Заметим, что этот результат нельзя перефор-
мулировать на стандартном языке преобразования Фурье и микролокального
анализа, поскольку несущая скорость c не предполагается постоянной. Зада-
ча об устойчивости нахождения потенциальной функции по данным рассеяния
недавно изучалась Х. Аммари с соавторами (см. работу [17] и ссылки в ней).
Было доказано, что преобразование Фурье потенциала можно восстановить ли-
нейно устойчивым образом для всех частот, меньших 2k (что соответствует
критическому размеру λ/2, как и ожидалось).

5.1. Устойчивость по данным монохроматического рассеяния. Пред-
положим, что коэффициент рефракции n в (14) является гладкой функцией,
постоянной вне области D ⊂ E. Обратная задача рассеяния состоит в вос-
становлении функции n по результатам измерений некоторого семейства реше-
ний на границе ∂D. Единственность решения этой задачи при “фиксирован-
ной энергии”, т. е. при фиксированном значении частоты ω, вытекает из работ
Дж. Сильвестра и Г. Ульмана [18], Р.Г. Новикова [19] и А. Нахмана [20], Г. Эс-
кина и Дж. Ральстона [21] при произвольном n " 3. Дальнейшие сведения об
этом см. в обзоре Г. Ульмана [22].

Предположим, что коэффициент рефракции n известен и мы можем вычис-
лять решения уравнения (14), решая прямую задачу. Вопрос об устойчивости
ставится так: какую надежную информацию о разности δn

.
= ñ − n можно

извлечь из результатов граничного измерения решений ũ возмущенного урав-
нения Гельмгольца

(∆ + k̃2
ñ

2ω2)ũ = 0, (15)
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где k̃ = 2πñω? Информация надежна, если она устойчива в некотором разум-
ном смысле. При известном коэффициенте рефракции норму разности потен-
циалов можно оценить малой степенью обратного логарифма нормы вариации
отображения Дирихле–Неймана. Это означает, что для обеспечения разумной
оценки потенциала надо измерить отображение Дирихле–Неймана с нереали-
стично высокой точностью. Аналогичная оценка через амплитуды рассеяния
была получена П. Стефановым [23]. Она не допускает существенного усиления,
так как логарифмическая функция не может быть изгнана из этих оценок.

С другой стороны, по “основной теореме дифракционной томографии” [24;
формула (13.2.2)] возмущение δ постоянного коэффициента n0 может быть
устойчиво восстановлено на частотном шаре Ω(2k) при постоянном коэффици-
енте n. Эта “основная теорема” не является строгим утверждением, она уста-
новлена только в рамках приближения Борна (где игнорируется многократное
рассеяние) или приближения Рытова (где пренебрегают членом |∇δ|2). Если
же исходный коэффициент n переменный, то критическая частота k зависит
от точки пространства.

Устойчивость восстановления изучалась в [16] для случая dimE = 2 на язы-
ке моментов Габора. Роль шара Ω(2k) здесь играет подмножество Ω(n, ñ;ω)
фазового пространства E × E′, определяемое как расслоение локальных ча-
стотных колец

{
(p, ξ) ∈ E × E′ : ω|n(p) − ñ(p)| < |ξ| < ω(n(p) + ñ(p))

}
, p ∈ D.

Для любого компакта K ⊂ Ω(n, ñ;ω) и фиксированного большого ω были вы-
числены моменты Габора (преобразование Фурье–Броса–Ягольницера)

〈δ, eλ〉 =

∫
δ(x) exp

(
−π|x − p|2 + 2πi〈x, ξ〉

)
dx

для всех λ = (p, ξ) ∈ K в терминах граничных измерений некоторого семейства
специальных решений уравнений (14) и (15). Насколько близок может быть
этот компакт к множеству Ω(n, ñ;ω), зависит от геометрии лучей, связанных
с (14) и (15). Функция Габора

eλ = exp
(
−π|x − p|2 + 2πi〈x, ξ〉

)
,

именуемая в физической литературе когерентным состоянием в точке λ, яв-
ляется функцией, наиболее локализованной вблизи этой точки в фазовом про-
странстве.

Моменты Габора не являются независимыми, поскольку физическая муд-
рость гласит: сигнал (изображение, поле), сосредоточенный в большой обла-

сти D плоского фазового пространства, имеет около |D| независимых степе-

ней свободы (Найквист, Вигнер, Бриллюэн, Шеннон, Габор). Объем “носителя”
когерентного состояния в фазовом пространстве равен 1 в смысле анализа на
фазовом пространстве. Поэтому момент Габора функции f в точке λ = (p, ξ)
является наилучшей возможной локализацией f одновременно по координатам
и импульсам. Дальнейшие детали см. в [25].
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5.2. Решения типа гауссовых пучков. Рассуждения работы [16] осно-
ваны на конструкции специальных решений уравнения (14), сосредоточенных
в окрестности некоторого луча, не являющегося траекторией захвата, и назы-
ваемых решениями типа гауссовых пучков. Такие решения впервые использо-
вались в работах М.А. Леонтовича [26] и В.А. Фока [27] о дальнем распростра-
нении электромагнитных волн. Сейчас они являются стандартным средством
в лазерной технике (см. монографии В.М. Бабича и В.С. Булдырева [28], [29],
А. Зигмана [30], О. Свелто [31]). Однако нет общепринятого определения гаус-
совых пучков. Обычно решения типа гауссовых пучков в однородной среде в E3

определяются как решения параксиальной аппроксимации уравнения Гельм-
гольца (

2ik
∂

∂x
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(x) = 0, (16)

сосредоточенные вблизи луча γ = {y = z = 0} и экспоненциально убывающие
в ортогональных к этому лучу направлениях. Существенный носитель такого
решения лежит в гиперболоиде

x2 + y2 + z2 # w2 +
λ2

π2w2
(x − x0)

2, (17)

симметричном относительно плоскости x = x0. Эта плоскость называется гор-
ловиной пучка, а w – диаметром пучка (см. рис. 4). Сужение решения на гор-
ловину называется профилем пучка и является гауссовой функцией для пучков
основной (простейшей) моды. Профилем решения высшей моды может быть
функция Эрмита–Гаусса или Лагерра–Гаусса. Чтобы пучок оставался колли-
мированным, члены в правой части уравнения (17) должны быть сбалансиро-
ваны. Дальнейшую информацию о гауссовых пучках можно найти в [28] (для
n = 2) и в [29] (для n > 2).

Рис. 4. Гауссов пучок в однородной среде

Гауссовы пучки являются моделью для пучков когерентного лазерного излу-
чения. Они расходятся медленнее (и фокусируются лучше), чем пучки любой
другой формы (см. [32]).

В [16] приведена следующая точная формула простейшего решения типа
гауссова пучка для уравнения Гельмгольца на однородном пространстве En

любой размерности n " 2.
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Предложение 9. Пусть n – постоянный коэффициент рефракции, а e –

ненулевой вектор из E3 . Тогда функция Re uθ(x,ω) является точным реше-

нием типа гауссова пучка для уравнения Гельмгольца с лучом γ = {x = se,
s ∈ R}, волновым числом k = 2π/λ = 2πωn и горловиной в начале координат,
где

ue(x,ω) =

∫

|θ|=1
exp(k〈θ, e− |e| + ix〉)Ω(θ). (18)

Решения вида ue можно рассматривать как аналог решений Йоста, возника-
ющих при анализе рассеяния в одномерном случае [33].

Доказательство. Согласно (17), ue является суперпозицией экспоненци-
альных функций

Eθ(x) = exp(k〈θ, e− |e| + ix〉) = exp
(
k(〈θ, e〉 − |e|)

)
exp(ı〈ξ, x〉)

при |θ| = 1, где ξ = kθ. Так как |ξ| = k, то функция exp(ı〈ξ, x〉) удовле-
творяет уравнению Гельмгольца на множестве, где коэффициент n постоянен.
Поэтому и интеграл (18) удовлетворяет уравнению (14). Можно считать, что
e = (|e|, 0, . . . , 0). Тогда 〈ξ, x〉 = k(sθ1 + 〈q, η〉), θ1 = 〈θ, e〉, η = (θ2, θ3), s = x1,
r = (x2, x3) и

ue(x,ω) = exp(−k|e|)

∫

|θ|=1

exp
(
k(|e| + ıs)θ1 + ık〈q, η〉

)
Ω.

Отсюда вытекает, что ue(−s, q,ω) = ue(s, q,ω), так что плоскость s = 0 является
горловиной решения Re ue. Имеем

ue(x,ω) = exp(iks)

∫

S2

exp
(
k[(|e| + ıs)(cosϕ− 1) + ı〈r, η〉]

)
Ω(η),

где cosϕ = 〈e, θ〉/|e|. Применяя метод стационарной фазы с большими пара-
метрами k и |r|, получаем

ue(x;ω) =
π

k(|e| + ıs)
exp

(
iks −

k|r|2

2(|e| + ıs)

)(
1 + O

(
1

k|e|

))
. (19)

Это решение осциллирует как exp(iks) вдоль луча γ = {x = se, s ∈ R} и
экспоненциально убывает при r → ∞ с профилем

π

k(|e| + ıs)
exp

(
−

k|e| |r|2

2(|e|2 + s2)

)(
1 + O

(
1

k|e|

))
.

При произвольном ε > 0 экспоненциальный множитель ограничен величиной
exp(−ε) в дополнении гиперболоида

k|e| |r|2 # 2ε(|e|2 + s2).

Это решение обладает всеми свойствами, требуемыми в [28] от решений ти-
па гауссова пучка для параксиального уравнения (16), причем (18) является
точным решением уравнения Гельмгольца. Предложение доказано.
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5.3. Неоднородные среды. Для гладкого переменного коэффициента ре-
фракции n(x) > 0 решение типа гауссова пучка с лучом γ имеет вид

uγ(x;ω) =
π exp(iχ)

J1/2
exp(ikϕ(x)) exp(−kΨγ(x))

(
1 + O(ω1/2)

)
; (20)

здесь ϕ – решение уравнения эйконала вдоль γ, т. е.

ϕ(x) =

∫ x

x0

n(s) ds; (21)

J – дивергенция; r = (r1, r2) – евклидовы координаты в гиперплоскостях, ор-
тогональных к γ, причем r = 0 на γ; Ψγ(s, q) – гладкая функция, зависящая
только от n, γ и такая, что

Ψγ(s, 0) = 0, dΨγ(s, 0) = 0, Re d2Ψγ(s, 0) > 0.

Показатель χ называется фазовым сдвигом Гуи; он соответствует критиче-
скому фазовому сдвигу в приближении геометрической оптики для гауссова
пучка. Выбрав J = |e|2 + s2 и χ = arg(|e| + ıs)−1 в (19), получаем совпадение
с (20). Все решения типа гауссовых пучков сохраняют свою структуру (20) при
рефракции и отражении. Сужение гауссова пучка (20) на луч γ удовлетворя-
ет дифференциальному уравнению второго порядка с переменной скоростью
и диссипацией. Диссипация энергии пучка вдоль луча происходит в ортого-
нальных к нему направлениях из-за расходимости лучей.

5.4. Фазово-контрастное изображение. Пусть n – гладкая положитель-
ная функция на ограниченном открытом множестве D ⊂ E, определяющая
метрику n ds без траекторий захвата, γ – луч, соединяющий две точки из ∂D,
а uγ – решение вида (20) для этого луча и частоты ω. Пусть, далее, δn –
малое возмущение исходного коэффициента рефракции n с носителем на D,
а γ̃ – отвечающий новой метрике луч с теми же начальными данными, что и γ,
в некоторой точке x0 ∈ ∂D. Обозначим через wγ решение типа гауссова пучка
для возмущенного уравнения Гельмгольца

(∆ + k̃2)we = 0, k̃ = 2πωñ, ñ = n + δn,

с прежней частотой ω и с лучом γ̃, имеющее тот же профиль в точке x0, что
и uγ . Если норма возмущения в пространстве C1(D) удовлетворяет неравен-
ству ‖δn‖(1) # Cω−1/2, то distC1(γ, γ̃) # Cω−1 и из (21) получаем

we(x,ω) =
π exp(iχ)

J1/2(x)
exp

(
2πı

[
ωϕ(x) +

∫ ϕ(x)

0
f(x(s)) ds

])
exp

(
−kΨγ(x)

)

×
(
1 + O(ω−1/2)

)
+ O(ω−1),

где x = x(s) – каноническая параметризация геодезической γ. Произведение
f = ω δn имеет размерность, обратную к размерности длины, и

∫

γ
f ds = O(1) при ω → ∞.

Возмущения самого луча, дивергенции J и функции Ψγ имеют порядок O(ω−1)
и включены в остаточный член.
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Следствие 10. Сравнивая решения типа гауссовых пучков для возмущен-

ного и невозмущенного уравнений Гельмгольца с одной и той же начальной

точкой и одинаковым направляющим вектором, имеем

we(x,ω)

ue(x,ω)
= exp

(
2πı

∫ ϕ(x)

0
f(y(s)) ds

)(
1 + O(ω−1/2)

)
. (22)

Функцию ue можно вычислить заранее, а функцию we – измерить в точках
входа и выхода z ∈ γ ∩ ∂D. Если частное в (22) известно, то лучевой интеграл∫

γ
f ds можно восстановить с точностью до множителя вида 1 + O(ω−1/2) из

уравнения

(
1 + O(ω−1/2)

) ∫ ϕ(x)

0
f(y(s)) ds =

1

2π
Im log

we(x,ω)

ue(x,ω)

при условии, что ∣∣∣∣

∫

γ
f ds

∣∣∣∣ < 1. (23)

Предполагая, что все частные (22) известны на границе множества D и что
условие (23) выполнено, можно вычислить интегралы

Mf(γ) !

∫

γ
f ds

вдоль всех замкнутых лучей γ в D. В этом случае возмущение f может быть
найдено методами интегральной геометрии. Условие, эквивалентное (23), было
получено в [34] с помощью эвристических рассуждений.

Замечание. Гауссовы пучки ue и we могут быть получены суперпозицией
стандартных данных рассеяния. Действительно, оба пучка являются супер-
позициями одной и той же плоской волны в окрестности произвольной точки
x0 ∈ E \D. Если рассеянные волны Uθ и Wθ известны для каждого единичного
вектора θ, то интегрирование этих волн по единичной сфере дает ue и we.

6. Обратная задача с источниками и обращение времени

Различные методы обращения времени используются в акустике для акку-
ратного управления распространением волн и нахождения источников в слож-
ных средах. Для этого сигнал записывают с помощью серии датчиков, обраща-
ют во времени и излучают обратно в среду. Обращенная волна распространя-
ется, в точности повторяя свои прежние состояния, и фокусируется на источни-
ке исходного сигнала. В случае полости с обращенным временем (time-reversal
cavity, TRC) датчики полностью окружают источник, так что обращенный сиг-
нал при своем распространении проходит через все процессы кратного рассея-
ния, отражения и рефракции, которым подвергался прямой сигнал. Ясно, что
метод обращения времени имеет прямое отношение к обратной задаче с источ-
никами. Похожий метод был предложен в [15] для численного восстановления



142 В. П. ПАЛАМОДОВ

в плоском случае. В обоих случаях речь идет о распространении обращенно-
го во времени сигнала, но в TRC-экспериментах это распространение реально
происходит, а в обратной задаче – симулируется. Однако самое важное разли-
чие заключается в том, что методы локализации источников путем обращения
времени требуют знания свойств среды, а TRC-метод – нет (см. [35], [36]).

Рассмотрим модельную задачу о распространении волн с постоянной скоро-
стью. Пусть D – область в евклидовом пространстве E3 (она будет называться
полостью в контексте обращения времени). Решение задачи Коши для волно-
вого уравнения на пространстве-времени E3 × R

(
∂2

∂t2
−∆

)
u = 0, (24)

u(x, 0) = f(x), u′
t(x, 0) = 0 (25)

моделирует этап передачи сигнала. Здесь f – произвольная функция на E
с носителем в полости D. Решение u единственно и существует во всем прост-
ранстве-времени. Оно регистрируется на многообразии M = ∂D × R+, играю-
щем в этом контексте роль отражателя, но не отражается обратно в D. Для
некоторого класса областей D следующий алгоритм доставляет точное восста-
новление f по данным u на отражателе.
Алгоритм обращения времени:
I – передача f 2→ u

∣∣M ,
II – фильтрация u 2→ v = Fu на отражателе M ,
III – обратная передача v 2→ g посредством решения уравнения (24) в об-

ратном времени с граничными условиями v на отражателе,
IV – нормировка g 2→ Ng = f .
Результат f действия этого алгоритма совпадает с начальным условием

задачи (24). Оператор F, действующий на отражателе, и оператор N на полости
являются параметрами алгоритма. Удивительно, что оператор фильтрации
оказывается одним и тем же для всех областей D (про которые известно, что
алгоритм на них успешно работает) и при этом имеет очень простой вид:

Fu(ξ, t) =
4

t
u(ξ, t), ξ ∈ ∂D, t > 0,

тогда как оператор N зависит от D, но известен заранее. Заметим, что фи-
зическое воплощение шагов I и III не требует знания ни скорости, ни евкли-
довой структуры оператора ∆. Это делает правдоподобной следующую гипо-

тезу : аналогичный алгоритм имеется для любой полости и переменного поля
скоростей. При этом численное воплощение шага III завершается за время
t = diam D, поскольку пропагатор вперед для уравнения (24) сосредоточен на
трехмерной поверхности t = |x|.

6.1. Осцилляторные полиномы.

Определение (см. рис. 5). Пусть p – вещественный полином на Rn степени
m > 0, а Z – множество его нулей. Будем называть полином p и множество Z
осцилляторными относительно точки a ∈ Rn\Z, если p имеет m простых нулей
на почти любой прямой L ⊂ Rn, проходящей через a. Такая точка a называется
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Рис. 5. Геометрия обращения времени

гиперболической. Назовем полостью полинома p любое максимальное связное
множество H гиперболических точек этого полинома. Всякая полость выпукла.
Это определение близко к аналогичному определению для полиномов, гипер-
болических по Петровскому [37]. Пусть p – однородный полином на Rn сте-
пени m. Он называется гиперболическим относительно вектора θ ∈ Rn, если
p(θ) *= 0 и уравнение p(tθ + η) = 0 имеет только вещественные нули t = tk(η),
k = 1, . . . , m, для любого η ∈ Rn. Если p – эллиптический осцилляторный
полином, то он имеет только одну (ограниченную) полость.

В.И. Арнольд [38] применил свойство “гиперболичности” (= осциллятор-
ности) полиномов для построения распределения электрических зарядов, по-
рождающего нулевое электрическое поле на данном открытом множестве (по-
лости).

Предложение 11. Всякий полином p, гиперболический по Петровскому,
является осцилляторным, а всякий конус гиперболичности является гипер-

болической полостью.

Из каждого осцилляторного полинома можно изготовить гиперболический.

Предложение 12. Для произвольного осцилляторного полинома p степе-

ни m и любой его гиперболической точки a полином Pa(τ, ξ) = τmp(τ−1ξ + a)
на Rn+1 однороден и гиперболичен относительно θ = (1, 0, . . . , 0).

Есть много негиперболических и неоднородных осцилляторных полиномов.
Для каждого осцилляторного множества Z с гиперболической полостью H и
любого аффинного подпространства A в Rn множество Z ∩ A является осцил-
ляторным с полостью H ∩ A, если только оно непусто.

Примеры. 1. Полином p степени m от одного переменного является осцил-
ляторным тогда и только тогда, когда все его нули вещественны. Он имеет
m + 1 полостей. То же верно для полинома вида p(l(x)) на Rn, где l – произ-
вольный линейный функционал на Rn.
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2. Все эллипсоиды, эллиптические параболоиды, эллиптические и парабо-
лические цилиндры являются осцилляторными множествами с одной гипербо-
лической полостью, а двуполостный гиперболоид является таковым с двумя
гиперболическими полостями. Однополостный гиперболоид, а также эллипти-
ческие и параболические гиперболоиды Z не являются осцилляторными мно-
жествами, так как форма кривизны такой поверхности Z не знакоопределена.

3. “Треугольная” гипотрохоида (см. рис. 6) задается в неявном виде эллипти-
ческим осцилляторным полиномом p4(x, y) = 4(x2 +y2)2−4x3 +12xy2−27(x2 +
y2) + 27 = 0. Это – осцилляторное множество степени 4.

Рис. 6. Гипотрохоида и регуляризация

4. “Пятиугольная” трохоида Z задается параметрически формулами x =
2 cos 3t + 5 cos 2t, y = 2 sin 3t − 5 sin 2t и т. д.

5. Осцилляторный полином p = (x2+y2)3−12(x2+y2)2+7x2y2+30(x2+y2)−20
степени 6 эллиптичен.

6. Поверхность нормалей в системе уравнений кристаллооптики описывает-
ся уравнением

3∑

i=1

ξ2
i

|ξ|2 − σi
= 1,

где σ1, σ2, σ3 – положительные константы. Это уравнение можно представить
в виде p4(ξ) = 0, где p4(ξ) – эллиптический осцилляторный полином степени 4.
Полином P (τ, ξ) = τ4p4(τ−1ξ) четвертой степени на пространстве-времени R4

является символом гиперболической системы уравнений кристаллооптики.
Уравнение p4(ξ) = 0 задает компактную осцилляторную поверхность Z в R3.
Эта поверхность состоит из двух овалов, пересекающихся по четырем кониче-
ским особым точкам, в которых dp4 = 0, но форма d2p4 невырождена.

6.2. Гиперболические полости и обращение времени. Функция

E4(x, t) =
1

2π
θ(t)δ(t2 − |x|2)

является пропагатором вперед для уравнения (24).

Теорема 13. Пусть p – эллиптический осцилляторный полином на E3 ,
положительный на гиперболической полости H, а q – произвольный полином
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степени < deg p такой, что p > 0, q > 0 на H. Тогда для полости H и

отражателя M = Z×R+ успешно работает алгоритм обращения времени со

следующими параметрами:
(i) передача (распространение в прямом времени) функции f с носите-

лем на H

f 2→ u(ξ, t) =

∫

H

d

dt
E4(ξ − x, t)f(x) dx, ξ ∈ Z;

(ii) фильтрация v = 4u/t;
(iii) обращение времени и передача назад

g(x) =

∫

Z

∫ ∞

0

d

dt
E4(x − ξ, t)v(ξ, t) dt

q dξ

dp
,

где ориентация многообразия Z задается вектором нормали, направленным

внутрь полости;
(iv) нормировка

f(x) =
p(x)

q(x)
g(x).

Доказательство в [39] опирается на теорему 2. См. также [39] о том, как
связано обращение времени с формулами восстановления в фото-термоакусти-
ческой томографии.

Сформулированная теорема вряд ли остается верной далеко за пределами
класса тех полостей и отражателей, которые заданы осцилляторными полино-
мами. Однако указанный в ней алгоритм при разумных упрощающих предпо-
ложениях может работать и в других геометриях.

6.3. Граничная изометрия при распространении волн из полости.

Следствие 14. Пусть n " 1, p – эллиптический осцилляторный полином

на Rn , n " 1, а q – произвольный полином степени < deg p. Тогда для произ-

вольной функции f с носителем на H имеем

4

∫

Z

∫ ∞

0
|u(ξ, t)|2

dt

t

q(ξ) dξ

dp(ξ)
=

∫

H
|f(x)|2

q(x) dx

p(x)
, (26)

где u(x, t) – решение задачи (24), (25). Здесь ориентация множества Z зада-

ется вектором нормали, направленным внутрь H.

Доказательство. По теореме 13 алгоритм обращения времени T на ша-
гах I, II, III имеет самосопряженный вид

T = EFE∗,

где E: L2(H) → L2(Z × R+, q dξ/dp) – оператор передачи, а E∗ – его сопря-
женный (несмотря на то, что отраженная плотность q dξ/dp не обязана быть
положительной). Оператор F самосопряжен. Следствие доказано.
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Уравнения (26) выражают законы сохранения при распространении волн че-
рез осцилляторную границу. Применение этих уравнений к линейной функции
p(x) = x1 и постоянной функции q = 1 дает

4

∫

ξ1=0

∫ ∞

0
|u(ξ, t)|2

dt

t

dξ

dξ1
=

∫

x1>0
|f(x)|2

dx

x1
. (27)

Изометрические тождества такого вида были получены А.Л. Бухгеймом и
В.Б. Кардаковым [40] (при нечетном n), а также Е.К. Нараянаном и Раке-
шем [41]. Их результаты похожи на уравнение (27), но не содержат множите-
ля 4. Тем не менее формула (27) совпадает с формулами из [40] и [41], поскольку
их авторы считают решения u четными функциями от x1.
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