


What are the mean and median filters? 
Mean filter 
The mean filter is a spatial filter that replaces the center value in the window with the 
average  of all the pixel values in the window. The window is usually square but can 
be any shape. An example of mean filtering in a 3x3 window is shown below. 

unfiltered values

5 3 6 

2 1 9 

8 4 7 

5 + 3 + 6 + 2 + 1 + 9 + 8 + 4 + 7 = 45                               45 / 9 = 5. 

mean filtered 

* * * 

* 5 * 

* * * 

Center value (previously 1) is replaced by the mean of all nine values (5). 

Median filter 
The median filter is also a spatial filter, but it replaces the center value in the 
window with the median of all the pixel values in the window. The kernel is 
usually square but can be any shape. An example of median filtering of a 
single 3x3 window of values is shown below. 

unfiltered values

6 2 0 

 3 97 4 

19 3 10 

 in order:         0, 2, 3, 3, 4, 6, 10, 15, 97 



 

median filtered 

* * * 

* 4 * 

* * * 

Center value (previously 97) is replaced by the median of all nine values (4). 

Note that for the first (top) example, the median filter would also return a value 
of 5, since the ordered values are 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. For the second 
(bottom) example, though, the mean filter returns the value 16 since the sum 
of the nine values in the window is 144 and 144 / 9 = 16. This illustrates one 
of the celebrated features of the median filter: its ability to remove 'impulse' 
noise (outlying values, either high or low). The median filter is also widely 
claimed to be 'edge-preserving' since it theoretically preserves step edges 
without blurring. However, in the presence of noise it does blur edges in 
images slightly. 
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Median Filter 
  Median filtering is a non-linear signal enhancement technique for the 
smoothing of signals, the suppression of impulse noise, and preserving of 
edges. In the one-dimensional case it consists of sliding a window of an odd 
number of elements along the signal, replacing the centre sample by the 
median of the samples in the window. In the following picture we use window 
sizes of 3 and 5 samples. The first two columns show a step function, 
degraded by some random noise. The two last columns show a noisy straight 
line, and in addition one and two samples, which are considerably different 
from the neighbour samples.  

 

Whereas the median filter in the first column preserves the edge very well, the 
low-pass filtering method in the second column smoothes the edge 
completely. Columns 3 and 4 show the importance of the window size: one 
sample out of range can be easily removed with a window size of 3, whereas 
two neighboring samples can only be removed with a larger window. 



Median Filter 
  ( ) ( , ,..., ,... )n k n k n n kY n med x x x x− − +=

1. order jx  
2. choose middle element 
 
More general 
2b.  choose i-th element 
 
Allows removal of salt and not pepper or reverse 
 
Recursive 

                              Y n 1( ) ( , ,..., , ,... )n k n k n n n kmed y y y x x− − − +=  
i.e. is done "in place" . It now depends on the order of the sweep!! 

Gives more smoothing but more distortion 

 

 

 

 

 

 





For a filter window of size 2K+1 and signal length L 

 

typically 5-10 iterations is sufficient 

For a rank operator other than the median only the 
constant is a root signal 

Theorem 

 

white noise:  independent identically distributed 
random variables with mean 

Definition: 

µ  and variance 2σ  

 

1. The median is the maximum likelyhood estimate 
of the signal level in the presence of uncorrelated 
additive bi-exponential Gaussian distributed noise 

2. The arithmetic average is the maximum likehood 
estimate of the signal level in the presence of 
uncorrelated additive Gaussian distributed noise 

 



Properties of Median  
1. For odd number of points only pre-existing values can be chosen 
2. For even number of points average of two middle values are chosen 
3. Preserves discontinuity in one dimension (depends on window size). 
4. It is a one dimensional operator and so does NOT preserve two 

dimensional discontinuity 

Definition: An invariant subspace or root signal ( , ,..., ,... )n n k n k nx med x x x x− − +n k=  

                   A constant neighborhood 1 2 ... px x x= = =       1p K≥ +

                   An edge : Two constant neighborhoods with a discontinuity between them 

                   An impulse: Two constant neighborhoods with K points between them 

                   An oscillation: none of the above 

Theorem:  A root signal consists of only constant neighborhoods and edges 

Definition:  An impulse: Two constant neighborhoods with K points between them 

Theorem:  Repeated median yields a root signal after a finite number of iterations 

For a filter window of size 2K+1 and signal L the maximum number of iterations is
23

2( 2)
L
K
−
+

.      

Typically 5-10 is sufficient. 

Theorem:  For a rank operator other than the median only the constant is a root signal 

Definition:  white noise = independent identically distributed random variables with mean µ  

and variance 2σ  

Theorem:  The arithmetic average is the maximum likelihood estimate of the signal level in the 
presence of uncorrelated additive Gaussian distributed noise  

Theorem:  The median is the maximum likelihood estimate of the signal level in the presence of 
uncorrelated additive biexponential Gaussian distributed noise 









Problem

Usually need noise reduction before performing higher level processing 
steps. 



Spatial Filtering

1) Define a center point (x, y)
2) Perform an operation that involves only pixels in 

a predefined neighborhood about that center 
point

3) Let the result be the response of the process at 
the point

4) Repeat the process for every point in the image

If operations performed is linear, 
it is called linear filtering; 
otherwise it is called nonlinear filtering. 

*We are interested in filtering operations that are performed directly on the pixels on an 
image. Frequency domain filtering may be covered by the professor. 



Linear Filters: Weighted Averaging



Linear Filters: Mean Filter

Input image Output image

Mean
Filter

When a mean filter is applied, it removes noise a little. 
However, it gives BLURRY result.



Nonlinear Filters: Median Filter

• A non-linear combination of neighboring pixel 
may give better results.

• Median Filter
– Similar to mean filter. It has a moving mask. 

Instead of taking mean, it takes median. 
– It cannot be done with a convolution, instead we 

need to sort all the pixels under mask, take the 
value in the center*. 

*For a more efficient algorithm, go to http://en.wikipedia.org/wiki/Median_search)



Nonlinear Filters: Median Filter

144 117 214 140 147

48 251 101 195 7

109 18 30 189 2

53 192 4 107 120

100 86 85 114 27

0 101 117 101 0

48 109 140 140 7

48 53 107 101 7

53 85 86 85 27

0 53 85 27 0

3x3 
Median
Filter

Input Output



Nonlinear Filters: Median Filter

Input image Output image

Median
Filter

-Median filter is usually good to remove outlier pixels from an image.
-Such filters preserve edge information while removing noise. 
-However, median filter reduces the quality of the image. 



c )פילטרים לא לינאריים 

הסינון וכן  להלן תוצאות. פעמים 01התהליך בוצע . 3X3עם מסכה  medianילטר התמונה לאחר רעש גאוסייני עברה פ

 (.לכן יש להתייחס בעיקר לכמות השינויים imagescההפרשים מוצגים באמצעות )ההפרשים בין השלבים השונים 

 

 



 
 

 

בשאר הפעמים  . ניתן לראות שעיקר פעולת הסינון התבצעה בהפעלה הראשונה של הפילטר וקצת בשניה

גם .. עם זאת(. אפשר לראות את הטשטוש על השיער של הילדה הגדולה)הפעלטר בעיקר טשטש את התמונה 

אבל , איטרציות התמונה נשארה די ברורה כשאזורים יחסית קבועים אמנם מטושטשים מעט 01לאחר 

נות ההפרשים רואים בתמו. נותרו חדים למדי( למשל מכנסיים ורקע)מעברים בין חלקים שונים בתמונה 

.שהתהליך פחות או יותר מתכנס



להלן . פעמים 01התהליך בוצע . 3X3עם מסכה  medianעברה פילטר  salt & pepperהתמונה לאחר רעש 

לכן יש להתייחס  imagescההפרשים מוצגים באמצעות )תוצאות הסינון וכן ההפרשים בין השלבים השונים 

 (.לכמות השינוייםבעיקר 

 

 



 

 
איטרציות קיבלנו שאר הבכל . פעולת הסינון כולה התבצעה בהפעלה הראשונה של הפילטר S&P שור רעעב

 .גם לאחר כל הסינוניםאיטרציות התמונה נשארה די ברורה  01גם לאחר .. ושוב. התמונה שלש ובעיקר טשט

.או יותר מתכנסתהליך פחות רעש כולו מסונן בפעם הראשונה ושהרואים שהברור מאוד בתמונות ההפרשים 



























  trim-αפילטר 
על פניו הוא יכול להתמודד גם עם רעש גאוסיאני , לכן. יתרונו של פילטר זה הוא ביכולתו לסנן רעשים קיצוניים ולמצע את שאר האות

  .פלפל-וגם עם רעש מלח
נכנסים מספר פיקסלי מלח ופלפל שנדרש , בחלון בגודל זה.  על מנת להתגבר בצורה טובה על הרעש הגאוסיאני7*7נבחר חלון בגודל 

אשר משאיר , זאת לעומת קיצוץ של ערך יחיד.  ערכים קיצוניים בכל חלון מניבה תוצאות טובות3בחירה בקיצוץ של ). trim" (לקצץ"
  ).אם כי מטושטש(את רעש המלח והפלפל 

 מלח – ערכי קיצון 3 קיצוץ 7*7חלון 
  פלפל 

filtered  (salt & pepper)

  

   מלח פלפל– 1 קיצוץ ערך קיצון 7*7חלון 
filtered  (salt & pepper)

  

 רעש – ערכי קיצון 3 קיצוץ 7*7חלון 
  גאוסיאני

filtered  (gaussian noise)

  
[original pic - filtered pic] (salt & pepper). L2 Norm=38.8263

  

[original pic - filtered pic] (salt & pepper). L2 Norm=40.1501

  

[original pic - filtered pic] (gaussian noise). L2 Norm=39.7924

  
  



 מהמיצוע של artifacts-ונוצר רעש נוסף ו, ניתן לראות כי ההתגברות על הרעש הגאוסיאני אינה טובה, כיוון שהממוצע הינו לא ממושקל
  :  המורעשתהלקוחה מאזור חלק בתמונה, רעשים סמוכים כמו בהגדלה להלןמספר 

  
  :בין שני הפסים על מכסה המנוע, לדוגמה,  כאלהartifactsגם בפילטר של התמונה המקורית ניתן לראות 

  

  

filtered  regular alpha trim (no noise)

  
  

  ): 7*7עבור חלון (המשקלות יהיו . על מנת להתגבר על בעיה זו נפעיל את המיצוע באופן ממושקל
  .:artifacts-התוצאה השתפרה והוסרו ה,  לראות כי עבור התמונה הלא מורעשתניתן

  

filtered  weighted alpha trim (no noise)
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,  ללא משקולות בעמוד הקודם39.8(ניתן לראות כי השימוש במשקולות הקטין את השגיאה עבור רעש גאוסיאני , בתמונות המורעשות
, למעשה. פלפל-תמונה הכוללת רעש גאוסיאני ומלחניתן לראות גם כי הפילטר מצליח להתמודד היטב עם ).  עם משקולות כאן31.5

 .לאותם התוצאות כמו עבור רעש גאוסיאני בלבד, מצליח להביא את התמונה עם הרעש המשולב" קיצוץ"-השימוש ב
filtered  (gaussian + s&p)

  

filtered  (gaussian noise)

  

flee market

  
[original pic - filtered pic] (gaussian + s&p). L2 Norm=31.7097

  

[original pic - filtered pic] (gaussian noise). L2 Norm=31.5221

  

noisy picture - gaussian + s&p

  
  



התהליך . alpha=0.2 -ו 3X3עם מסכה  alpha-trimעברה פילטר  salt & pepperהתמונה לאחר רעש 

ההפרשים מוצגים באמצעות )להלן תוצאות הסינון וכן ההפרשים בין השלבים השונים . פעמים 01בוצע 

imagesc לכן יש להתייחס בעיקר לכמות השינויים.) 

 

 



 

 
 

. אחר כך קיבלנו בעיקר טשטוש – תבצעה בעיקר בשתי האיטרציות הראשונות של הפילטרפעולת הסינון ה

alpha-trim  מטפל לא רע ברעשS&P ,בגלל פעולת , כאן התהליך לא התכנס. אבל עדיין פחות טוב מחציון

.המיצוע של הפילטר שתוצאותיה ניכרות בקצוות שבתמונה



 01התהליך בוצע . alpha=0.2 -ו 3X3עם מסכה  alpha-trimהתמונה לאחר רעש גאוסייני עברה פילטר 

לכן  imagescההפרשים מוצגים באמצעות )להלן תוצאות הסינון וכן ההפרשים בין השלבים השונים . פעמים

 (.יש להתייחס בעיקר לכמות השינויים

 

 
 

 



 
. ו בעיקר טשטושאחר כך קיבלנ –פעולת הסינון התבצעה בעיקר בשתי האיטרציות הראשונות של הפילטר 

alpha-trim בגלל פעולת המיצוע של , כאן התהליך לא התכנס. מטפל ברעש גאוסייני מעט טוב יותר מהחציון

" פחות בולטים"מייצר פיקסלים מכיוון שהרעש הגאוסייני . הפילטר שתוצאותיה ניכרות בקצוות שבתמונה

 .הפילטרניתן לראות את אפקט הטשטוש של הקצוות כבר בהפעלה השניה של 

























Weighted Median Filters 
 

Definition:           W times , , ,...W X X X X X=

 
Definition: median of 1 2, ,... nX X X  with weights  1 2, ,... nW W W

                   1 1 2 2{ , ,... }n nY med W X W X W X=

Note: The usual weighted average can be written as 
 1 1 2 2{ , ,... }n nY mean W X W X W X=

 
Example:   X=[-1 5 8 11 -2] 
                          W=[1 2 3  2   1] 
 
Then  {11 11 8 8 8 5 5 1 2} 8W X med= − − =
Note that med{X}=5 
 

Theorem: The weighted median chooses  β  to minimize 

 
1

( ) | |
N

i i
i

L W xβ β
=

= −∑  

Note: the arithmetic mean chooses β  to minimize   ( )
2

1
( )

N

i i
i

L W xβ β
=

= −∑  



Calculation of weighted mean 
 

1. Order the ix  
2. add the corresponding  from the upper end until half the sum. 

i.e.

iw

1

1
2

N

i
i

w
=
∑  

3. WM=last sample 
 
Example:   X=[1  5  8  11  2]                 W=[0.1  0.2  0.3  0.2  0.1] 
 
1. Sort     X=[  11     8    5     2     1  ] 
                W=[0.2  0.3  0.2  0.1  0.1]      0.9iw =∑  
2. add weights until we get at least half way, i.e. 0.45 
3. 0.2 + 0.3 = 0.5 > 0.45 
4. WM=8 

 
 
As before we can consider a recursive weighted median 
 
 
 

Center Weighted Mean Smoother 
 
 

Choose all the weights = 1 except for the center one which is  cw
 

  
1   Median

  Identity
c

c

w
w N

= ⇒
≥ ⇒

 
Adaptive version:  choose   for an impulse and  for smooth regions 1cw = cw N≥
 



Negative Weights 
 
 

Until now we have considered  0iw >
We first begin with averages. We saw that 

  1 1,...,

1 1 1,...,

ˆ ( )
(| | ( ) | | ( )

N N

N N

w mean w x w x
mean w sign w x w sign w x

=

= )N

)N

So analogously we define the weighted median as 

 
( ) (

1 1

1 1 1

( ) ( , , , )
(| | ( ) , , ,| | ( ) )

N N

N N

weighted med w median w x w x
median w sign w x w sign w x

− =

=
 

Computation: 

1. 0
1

1 | |
2

N

i
i

T w
=

= ∑  

2.  sort i  sgn( )i iy w x=
3. sum  corresponding to  beginning with largest values iw iy
4. output is signed sample which causes sum to be greater or equal to  0T
 
 



negative weighted median

�1 �1 �1
�1 8 �1
�1 �1 �1

Let gc be the gray value of the central pixel. We order the gray values as

� glargest ; :::� gsmallest ; gc; gc; :::gc| {z }
8

Since we have an even number (16) of values we take the average of the two
middle ones

WM =
gc � gsmallest

2

Note: we get di¤erent results if we go from black to white or white to black

1











 

NAME   medtrunc 
 
 
 
DESCRIPTION 
   Performs the Truncated median filter. This filter is an approximation of the 'mode filter'. The mode of 
   the distribution of brightness values in each neighborhood is, by definition, the most likely value. 
   However, for a small neighborhood, the mode is poorly defined. For any asymmetric distribution, 
such as 
   would be obtained at most locations near but not precisely straddling an edge, the mode is the highest 
   point, and the median lies closer to the mode than the mean value. The truncated median filter first 
   calculates the mean in each 3x3 region. Then it calculates the median of the 7 values in each 3x3 
   region which are closest to the mean value. 
 
   This has the effect of sharpening steps, and produces posterization when it is applied repeatedly. 

 
 
EXAMPLE 
 

Original noisy Image 
 

Truncated median filter 
Execution time: 3.224ms (RVS-10G), 2.399ms (RVS-DX-10G)  

 



 
NAME   medhybrid 

 
 
 
 

DESCRIPTION 
   Performs the Hybrid Median filter. This is a edge-preserving median filter. It's a three-step ranking 
operation. In a 5x5 area pixels are ranked in two different groups as shown below. The median value 
of group 'a' and 'b' and the central pixel 'ab' is used as the new pixel value. 
 
   This filter can be used to remove "shot" noise (in which individual pixels are corrupted or missing 
from an image) or to reduce random noise in the context of averaging. This median filter overcomes 
the tendancy of the other median filters (median3, mediannn, medtrunc) to erase lines which are 
narrower than the half-width of the neighborhood and to round corners. 
 
 
   aa    bb    aa 
      aa bb aa   
   bb bb ab bb bb 
      aa bb aa 
   aa    bb    aa 

 
 
EXAMPLE 
 

Original Image 
 

Hybrid Median filter 
 





 
  
NAME   kuwahara  
  
   
DESCRIPTION  
   Performs the Kuwahara Filter. This filter is an edge-preserving filter.  
   ( a  a  ab   b  b)  
   ( a  a  ab   b  b)  
   (ac ac abcd bd bd)  
   ( c  c  cd   d  d)  
   ( c  c  cd   d  d)  
   In each of the four regions (a, b, c, d), the mean brightness and the variance are calculated. 
The output value of the center pixel (abcd) in the window is the mean value of that region that 
has the smallest variance.   
   This filter is an edge-preserving filter, which smoothes the images without disturbing the 
sharpness and the position of edges.  
  
 EXAMPLE  
  
 
 

Original Image  
  

Kuwahara Filter  
 
 
 



Original Image Img after Kuwahara Filter











Bilateral Filter 
in one dimension use weighted average 

  kn k nnk

knn

w y
x

w

−
=
∑

∑
 

where 

1. 
2

,
22 physical distance

k k n
s

d
s
knw e σ

−−
=  

2. 

22
2 2

( )
2 2 gray level distance
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knw e eσ σ

 
 
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S S

k n k n k nw w w=   

Note: when 
 and  are large  uniform non-adaptive; degrades signal
 and  are small  no smoothing

s R
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⇒
⇒

 

 

 

 

 

 

 

 



Nonlinear Filters: Bilateral Filter

• Combines the idea of weighted filtering with 
an outlier rejection

• Similar to Gaussian filter, it is also defined as a 
weighted average of pixels. 

• The difference is that the bilateral filter takes 
into account the variation of intensities to 
preserve edges. 



Nonlinear Filters: Bilateral Filter

• The output pixel value again depends on a 
weighted combination

w is a product of two weights: domain and range. 
-Domain component is a usual Gaussian which penalizes distant pixels
-Range component penalizes pixels with a different intensity



Nonlinear Filters: Bilateral Filter



Results



  
  bilateralפילטר 

  .בצבעσ=0.2  - ו,  במרחבσ=7 בעל bilateralנבחן הפעלת פילטר 
.  הגדולה במרחבσ -זאת למרות ה, התמונה המקורית מצליח לבצע טשטוש תוך כדי שמירה על קצוות חדיםכי הפילטר על , ניתן לראות

הדבר עוזר להפחית רעש . )הציור והטקסטורות העדינות של הצעצועים, תווי הפנים של האיש(טשטשים יקצוות שאינם חדים מ, עדיין
.  שערכי הפיקסלים בהם יש מלח או פלפל רחוקים מערכי הפיקסלים סביבםזאת כיוון. פלפל- אך אינו עוזר להתמודד עם מלח, גאוסיאני

 .הפיקסלים סביבם מקבלים משקולות נמוכות ואינם משפיעים עליהם, לכן
filtered  (salt & pepper)

  

filtered  (gaussian noise)

  

flee market

  
[original pic - filtered pic] (salt & pepper). L2 Norm=53.5543

  

[original pic - filtered pic] (gaussian noise). L2 Norm=30.9619

  

filtered  (no noise)

  
  



   משופרbilateralפילטר 
  

מרחקם פ "לא ע,  רמת האפורערךעבור משקולות הנקצה את , פלפל-  עם רעש מלחbilateralעל מנת לשפר את ההתמודדות של פילטר 
  . ארבעת הפיקסלים הצמודים לפיקסל המרכזי–במקרה זה נבחר חציון של סביבה קטנה יחסית  .אלא מרחקם מהחציון, מהפיקסל המרכזי

R הנוסחה עבור משקולות הערך 
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 שימוש ,לכן.  אינו מוטה מקיומם של רעשים קיצוניים ויחד עם זאת שומר על קצוות חדים בתמונהביבהס של חציון,  כפי שראינו
  .פלפל/במשקלות אלה יאפשר לתת משקל לסביבה של פיקסלי מלח

ברעש ונותן תוצאות טובות גם בתמונה מורעשת , שיפור זה מאפשר להפחית רעשים גאוסיינים ורעשי מלח פלפל, כפי שניתן להתרשם
  .משולב

  
filtered  (gaussian + s&p)

  

filtered  (salt & pepper)

  

filtered  (gaussian noise)

  
[original pic - filtered pic] (gaussian + s&p). L2 Norm=33.4505

  

[original pic - filtered pic] (salt & pepper). L2 Norm=31.7393

  

[original pic - filtered pic] (gaussian noise). L2 Norm=32.9559

  
  



Weighted Least Squares (WLS) 
Let Y = measured image 

       X = desired image 

then 
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If D is left shift the X-DX is a first difference 

Choose W diagonal 

 

 

Robust Estimation 
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Ll  Filters 
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Then 

 
1

M
i i

i
d c z

=
=∑  

If  and i iz x M n= =  then we have a linear estimator 

This filter includes the median,alpha-trim, midpoint, 
etc. 

 

Let the weight ic  depend on the distance from the 

median. Then define the 2N  dimensional vector 
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where  

( ), {       j-th element in i-th rank
0        otherwise
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Now do linear estimation on z 



Recursive Filters 
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Taking the Fourier transform we get 
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Transfer Function 
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A polynomial of degree p has p complex roots.  

Hence, 
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