בחינה ביסודות האנליזה המודרנית 2

מועד א', סמסטר ב' תשס"ז 01.08.2007
פרופ' יעקב יעקובוב

אין להשתמש בכל חומר כתוב או מודפס. ענה על 4 מהשאלות הבאות. משך הבחינה 3 שעות. נמק כל 
טענותיך. צטט במדויק כל משפט עליו הנך מסתמך.

חלק א'

1. (א)  (20 נק') להוכיח משפט בנך-שטיינהאוס:  נניח 
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 מרחב בנך ו- 
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 מרחב נורמי ליניארי.   

              נניח  קבוצת אופרטורים 
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(2) (5 נק')  כמסקנה של משפט בנך-שטיינהאוס להוכיח משפט הבא: נניח 
[image: image7.wmf]X

 מרחב בנך ו-   
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 מרחב נורמי ליניארי. אם סדרת אופרטורים 
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                     אז קיים אופרטור
[image: image10.wmf])

,

(

Y

X

B

T

Î

 כך ש- 
[image: image11.wmf]T

T

n

®

 במובן חזק.

2.  (א)  (20 נק') להוכיח את המשפט:  נניח 
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 מרחב בנך ו-
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 אופרטור קומפקטי ליניארי

            ב-
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 קיים פתרון לא אפס רק עבור קבוצה לכל היותר בת 

            מנייה של מספרים מרוכבים 
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 עבורם אין נקודות הצטברות סופיות.                     

(ב)  (5 נק') כמסקנה מהמשפט להוכיח: נניח 
[image: image17.wmf]T

 אופרטור קומפקטי במרחב בנך בממד 
       אינסופי. אזי  ספקטרום
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 מורכב מ-0 ואו ממספר סופי של ערכים עצמיים או 
       מסדרה אינסופית של ערכים עצמיים של אופרטור 
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 המתכנסים ל-0.        

3.  (א)  (15 נק')  להוכיח משפט ההטלה: נניח 
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 תת-מרחב ליניארי סגור של מרחב הילברט 
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             מוגדרים באופן יחיד ע''י 
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(2) (10 נק') להוכיח את משפט ריס: 
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חלק ב'

1.   (א)  (10 נק')  נניח אופרטור 
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 מרחבים נורמיים ליניאריים.  

             להוכיח : אם סדרה 
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 אז סדרה 
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      (ב) (15 נק')  נניח 
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הוא מרחב ליניארי בממד סופי. להוכיח כי כל שתי נורמות על 
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           שקולות זו לזו. 
2.    (א)  (15 נק')  נניח 
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 מטריצה 
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 הם ערכים עצמיים של אופרטור 
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       (ב)  (10 נק')  נניח 
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 אופרטור קומפקטי ממרחב בנך 
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 על עצמו. להוכיח כי אם אופרטור 
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 בממד סופי.      

3.   (א)  (10 נק')  במרחב 
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 נגדיר פונקציונלים ליניאריים 
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. להוכיח כי לכל 
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 . רמז: מותר להשתמש בצפיפות של 
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[image: image67.wmf]]

1

,

0

[

C

. 

(2) (15 נק') נניח אופרטור
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 חסום במרחב הילברט 
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       אופרטור 
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             כאן 
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