3. הסקה בייזיאנית במודל הנורמאלי
בסיכום זה אדון בהיקש בייזיאני לתוחלת ולשונות ממדגם של תצפיות נורמאליות. אדגים חישובי פילוגים פוסטריוריים אנליטיים ונומריים עבור פילוגים אפריוריים חילופיים ולא אינפורמטיביים. בהמשך הקורס אדון בהרחבה בפילוגים לא אינפורמטיביים ונציג גם פתרון נומרי כללי להסקה בייזיאנית במודל הנורמאלי. 
3.1 הסקה על תצפית נורמאלית יחידה שונות ידועה
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נתאים ל 
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 פילוג אפריורי נורמאלי עם תוחלת 
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לכן הפילוג המשותף של 
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נבטא הביטוי בסוגריים המרובעים בביטוי (1) 
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נסמן


[image: image12.wmf]2

0

2

2

0

0

2

2

2

0

2

0

2

0

1

1

1

1

1

t

s

t

m

s

s

t

s

m

t

m

+

×

+

×

=

+

×

+

×

=

y

y


ויהי

[image: image13.wmf]2

2

0

2

2

0

2

1

s

t

s

t

t

+

=

, 
כך ש
 
[image: image14.wmf]2

2

0

2

1

1

1

1

s

t

t

+

=

.

נתבונן כעת בביטוי 
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פירוש הדבר, כי ניתן לבטא
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כעת זכרו כי
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כך נקבל
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ואלו הפילוג המותנה של 
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כלומר:   
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כך יוצא שאם נתייחס להופכי לשונות כמדד דיוק (precision) הרי 
א. הדיוק הפוסטריורי הנו סכום הדיוק האפריורי ודיוק הנתונים (דיוק גדול  = טוב)
ב.  התוחלת הפוסטריורית היא ממוצע משוקלל של התוחלת האפריורית והערך הנצפה  
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ג. לקבל הposterior predictive distribution  של תצפית עתידית די לבטא  
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דוגמה 3.1:

> theta.vec <- seq(-10,10,length=20001)

> theta.mid.int <- theta.vec[-1] + 0.001 / 2
> #  1. mu_0 = 0, tau^2_0 = 4, sigma^2 = 1, y = 3
> theta.prior   <- diff(pnorm(theta.vec,sd=2))

> theta.lik     <- dnorm(3,mean=theta.mid.int,sd=1)

> theta.post    <- theta.prior * theta.lik
> theta.post  <- theta.post  / sum(theta.post) 

> sum(theta.post * theta.mid.int)  #  =   (0/4  + 3/1) / ( 1/4 + 1) 

[1] 2.4002

> sum(theta.post * theta.mid.int^2) - sum(theta.post * theta.mid.int)^2  
#  = 1 / (1/4 + 1/1)

> #  2 mu_0 = 0, tau^2_0 = 1, sigma^2 = 1, y = 3

> theta.prior   <- diff(pnorm(theta.vec,sd=1))

> theta.lik     <- dnorm(3,mean=theta.mid.int,sd=1)

> theta.post    <- theta.prior * theta.lik

> theta.post  <- theta.post  / sum(theta.post) 

> sum(theta.post * theta.mid.int)  
#  =   (0/1  + 3/1) / ( 1/1 + 1) 

> sum(theta.post * theta.mid.int^2) - sum(theta.post * theta.mid.int)^2  
#  = 1 / (1/1 + 1/1)
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3.2  הסקה על סדרת תצפיות נורמאלית שונות ידועה

נניח גם עתה  
[image: image27.wmf]2

s

 ידוע אולם כעת 
[image: image28.wmf](

)

n

y

y

y

L

1

=

 הנו מדגם ב"ת מפילוג  
[image: image29.wmf](

)

2

,

s

m

N

 


[image: image30.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

×

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

×

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

+

-

-

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

×

=

å

å

å

=

=

=

n

y

y

y

g

n

y

y

y

g

y

y

y

g

y

g

y

y

f

n

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

/

2

exp

)

,

(

/

2

exp

2

exp

)

(

2

exp

)

(

2

1

exp

)

(

,

|

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

1

s

m

s

s

m

s

s

s

m

s

m

s

s

s

m

L

L

.

עבור 
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כמקודם נתאים ל 
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 פילוג אפריורי 
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כך, בדומה לסעיף הקודם, ביטוי זה גורר  
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פירוש הדבר כי דיוק הנתונים גדל פי 
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3.3  הסקה נורמאלית שונות לא ידועה עם פילוגים אפריוריים לא אינפורמטיביים
עתה נניח כי 
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(2)
הסטטיסטים המספיקים הנם ממוצע המדגם 
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וכן כזכור לנו כי צפיפות 
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כך בהצבת 
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ועל כן ניתן להביע את הנראות של  זוג הסטטיסטים המספיקים (כלומר של המדגם כולו) 
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(2) ו (3) מניבים את הפילוג הפוסטריורי של 
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(4)

נתחיל בחישוב הפילוג הפוסטריורי השולי של 
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 הנתון על ידי אינטגרציה של הביטוי הנ"ל
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שזה פילוג מצורת  scaled inverse chi-squared density עם פרמטרים: פיזור (scale) שווה ל   
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. כשמו פילוג כזה מתאפיין בכך שאם  
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באופן דומה ניתן גם לחשב הפילוג הפוסטריורי של 
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חישוב זה קצת יותר מסובך אבל התוצאה היא שהפילוג הפוסטריורי של 
[image: image73.wmf]m

 הנו


[image: image74.wmf]1

~

/

-

-

n

t

n

s

y

m


שימו לב כי ניתן גם להביע את הפילוג הפוסטריורי ב (4)  
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(5)

הביטוי הימני במכפלה באגף ימין של (5) הנו צפיפות 
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. ראינו בסעיף  3.2 כי ניתן לבטא פילוג אפריורי לא אינפורמטיבי ל 
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> # marathontimes data: 

> # Running times in minutes for twenty male runners between

> # the ages 20 and 29 who ran the New York Marathon. 

> (s.2   <- var(time)) =  2454.042

> (n     <- length(time)) =  20

> (y.bar <- mean(time)) =  277.6

> sigma.2 <- s.2 / ( rchisq(1000,n-1) / (n-1))

> mu  <- rnorm(1000,mean=y.bar,sd = sqrt(sigma.2/n)) 
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> #  construct posterior dist of mu 

> sigma.2 <- s.2 / ( rchisq(100000,n-1) / (n-1))

> mu.smp  <- rnorm(100000,mean=y.bar,sd = sqrt(sigma.2/n)) 

> 

> range(mu.smp)

[1] 215.5009 344.1552

> mu.ser  <- seq(200,350,by = 0.01)

> k       <- length(mu.ser)

> mu.cdf  <- (rank(c(mu.ser,mu.smp))[1:15001] - (1:15001)) / 10^5

> 

> par(mfcol=c(1,1))

> plot(mu.ser,mu.cdf,type="l")

> abline(h=c(0.025,0.5,0.975),lty=2,col=3)
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> approx(mu.cdf,mu.ser,xout = c(0.025,0.5,0.975))$y

[1] 254.4640 277.5915 300.6775

> y.bar 

[1] 277.6

> y.bar + qt(0.975,19) * sqrt(s.2 / 20)

[1] 300.7846

> y.bar - qt(0.975,19) * sqrt(s.2 / 20)

[1] 254.4154

3.4  הסקה נורמאלית שונות לא ידועה עם פילוגים אפריוריים מתחלפים
מקרה בו עבור שונות לא ידועה קיים מבנה אפריורי מתחלף הוא שהידע האפריורי הנו פילוג פוסטריורי המבוסס על פילוג לא אינפורמטיבי ומדגם קודם עם מבנה זהה של 
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שימו לב  
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לכן ניתן לעשות לבעיה רדוקציה למקרה בו מעדכנים פילוג אפריורי לא אינפורמטיבי וצופים במדגם כולל  של 
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  תצפיות. וכך אם נסמן 
[image: image91.wmf]total

y

 ו 
[image: image92.wmf]2

total

s

 הממוצע והשונות המדגמית במדגם הכולל, אז  לפי סעיף  3.3 הפילוגים  פוסטריוריים השוליים הנם
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באופן כללי, עבור פילוגים אפריוריים (פרטים ב  :(Gelman, Carlin, Stern & Rubin 
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   מניבה פילוגים פוסטרייריים שוליים:
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