5. מבוא לחישובים בייזיאניים
בסיכום זה נכיר מספר שיטות לחישוביים בייזיאניים במקרים בהם יודעים רק לרשום במפורש ביטוי פרופורציונאלי לפילוג הפוסטריורי. 
5.1  חישוב אינטגרלים
ההיקש הביזיאני הוא עקרונית פשוט. צופים ב 
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הבעיה היא שבמקרים רבים, בעיקר עבור 
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 רב ממדי, ההיקש הביזיאני קשה לביצוע. נתמקד במקרים בהם ההיקש כרוך בחישוב התוחלת הפוסטריורית של פונקציה כלשהי של הפרמטר 
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כמו כן  שימו לב כי עבור 
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, הפרמטר בו אנו מתעניינים הנקרא ה parameter of interest, כרוך באינטגרציה על פני ה nuisance parameter  
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בסיכום זה נציג שיטות לדגימה מפילוגים פוסטריוריים ולחישוב נומרי של האינטגרלים המתאימים.

5.2 הצגת הבעיה ב R
אנחנו נדגום מהפילוגים הפוסטריוריים ונחשב האינטגרלים ב R. ככלל, את כל החישובים ניתן לערוך לכל הצגה חח"ע ועל של 
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, אולם כדאי להקפיד שתחום הגדרת הפרמטרים יהיה הישר הממשי. כך עבור 
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. נדגים שיטות לחישוב אינטגרלים בהם כל הדרוש הנו לרשום ב R פונקציה שערכה הנו (עד כדי קבוע) לוג הצפיפות הפוסטריורית, והארגומנטים שלה הנם וקטור הפרמטרים בסקלה הממשית והנתונים.
5.3  מודל בטא-בינומי לפיזור יתר  

המודל הבטא-בינומי  (Beta-Binomial model) הנו הרחבה של המודל הבינומי בו השתמשנו בסעיף 1.4. להזכירכם, במודל הבינומי פרמטר יחיד 
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, המציין הסיכוי להצלחה בניסוי ברנולי. מקובל להתאים ל 
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 פילוג אפריורי בטא, אולם הנראות הנה בינומית
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המודל הבטא-בינומי מניח ש 
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על כן במודל הבטא-בינומי הנראות הנה הפילוג הבטא-בינומי
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עבור פונקצית הבטא    
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מקובל להשתמש בפרמטריזציה חליפית עם זוג הפרמטרים: ה mean   
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נדגים כעת ניתוח בייזיאני להערכת שיעורי תמותה מסרטן על פי נתוני תמותה מ 20 ערים במדינת מיזורי בארה"ב, המבוסס על פילוג אפריורי לא אינפורמטיבי
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ועל כן הפילוג הפוסטריורי נתון על ידי
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> rbind(y.vec,n.vec)

      [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14] [,15] [,16] [,17]

y.vec    0    0    2    0    1    1    0    2    1     3     0     1     1     1    54     0     0

n.vec 1083  855 3461  657 1208 1025  527 1668  583   582   917   857   680   917 53637   874   395

      [,18] [,19] [,20]

y.vec     1     3     0

n.vec   581   588   383

>

> (p.hat <- sum(y.vec) / sum(n.vec))

[1] 0.0009933126

> summary(y.vec / n.vec)

     Min.   1st Qu.    Median      Mean   3rd Qu.      Max. 

0.0000000 0.0000000 0.0009017 0.0011000 0.0012670 0.0051550 
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5.4 שיטת לפלס לחישוב מקורב של אינטגרלים

שיטת לפלס (Laplace’s method הנקראת גם בשם saddle-point approximation)  לחישוב מקורב של 
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מבוססת על קירוב טיילור מסדר 2 ל  
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אולם זכרו כי הצפיפות הרב נורמלית ה 
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 ממדית הנה
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כך קירבנו את 
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 באמצעות ביטוי פרופורציונלי לצפיפות רב נורמלית עם וקטור תוחלות 
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שימו לב כי בשיטת לפלס מספיק לדעת ביטוי פרופורציונאלי לפילוג הפוסטריורי, לדוגמה 
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שכן ניתן לבטא 
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ולהפעיל שיטת לפלס לחישוב האינטגרלים במכנה ובמונה.

נפעיל כעת את שיטת לפלס על קובץ הנתונים. התרשים השמאלי בעמוד הקודם מציג את לוג הפילוג הפוסטריורי והתרשים הימני מציג את קירוב הטיילור מסדר 2 ללוג הפילוג הפוסטריורי. בעמוד הבא רשמתי את פלט ה R של ניתוח לפלס, והשתמשתי בקירוב הרב נורמלי לבנות איזור סמך שולי ל 
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> (fit <- laplace(betabinexch,c(-7,6),cancermortality))

$mode

          [,1]    [,2]

[1,] -6.818793 7.57451

$var

            [,1]       [,2]

[1,]  0.07903209 -0.1490246

[2,] -0.14902462  1.3489187

$int

[1] -570.7744

$converge

[1] TRUE

$iter

[1] 5

> npar <- list(m=fit$mode,v=fit$var)

> mycontour(lbinorm,c(-8,-4.5,3,16.5),npar)

> title(xlab="logit eta", ylab="log K")

> (a <- fit$mode[1] + 1.96 * sqrt(fit$var[1,1]))

[1] -6.267786

> (b <- fit$mode[1] - 1.96 * sqrt(fit$var[1,1]))

[1] -7.369801

> 

> exp(a) / (1 + exp(a))

[1] 0.001892834

> exp(b) / (1 + exp(b))

[1] 0.0006295967

5.5 Rejection Sampling
Rejection sampling הנה שיטה כללית לדגום מתוך פילוג פוסטריורי 
[image: image49.wmf](
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, אף ללא ידיעת הגורם המנרמל. כל שנחוץ הוא למצוא פילוג אחר עם צפיפות 
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 (מקובל בספרות לקרוא לפילוג זה ה proposal density)  ש...

· יש לו פיזור ומיקום דומים
· קל לדגום ממנו תצפיות
· קיים קבוע  
[image: image51.wmf]c

 עבורו לכל 
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 מתקיים 
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במידה ונמצא פילוג כזה נשתמש באלגוריתם הבא לדגום 
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 אחיד בקטע 
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2. אם  
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 מחשיבים את 
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, אחרת אין מחשיבים את 
[image: image61.wmf]q


3. חוזרים על צעדים 1 ו 2 עד שמקבלים מדגם גדול מספיק של תצפיות
הרעיון הוא שהסיכוי שנדגום באמצעות האלגוריתם את הערך 
[image: image62.wmf]'
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על מנת שהאלגוריתם יהיה יעיל נרצה לזרוק כמה שפחות תצפיות על ידי מציאת פילוג שיהיה פרופורציונאלי ככל האפשר ל 
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 יהיה יחסית גדול. בפרט אם מתקיים 
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 עבורו 
[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

1

|

=

×

q

q

p

p

c

y


נדגים דגימת rejection sampling עבור 
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 בדוגמה הבטא-בינומית. בשיטת לפלס קרבנו כבר את 
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 על ידי שניצור גרף תלת ממדי של הפונקציה  
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 ונרצה לראות כי מתקבלים מקסימום לוקליים במרכז התחום. 
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כמו כן נמצא המקסימום של 
[image: image74.wmf](

)

q

d

 באמצעות פונקציית laplace, ניקח את נקודת ההתחלה למכסימיזציה  מהתרשים  

> tpar    <- list(m=fit$mode,var=2*fit$var,df=4)

> datapar <- list(data=cancermortality,par=tpar)

> start <- c(-7,12)

> fit1  <- laplace(betabinT,start,10,datapar)

> 

> fit1$mode

          [,1]     [,2]

[1,] -6.888999 12.42732

> betabinT(fit1$mode,datapar)

[1] -569.2813

כעת אפשר להפעיל את דגימת ה rejection sampling
> theta <- rejectsampling(betabinexch,tpar,-569.2813,10000,cancermortality)

> dim(theta)

[1] 2418    2

> 

> mycontour(betabinexch,c(-8,-4.5,3,16.5),cancermortality)

> title(xlab="logit eta",ylab="log K")

> points(theta[,1],theta[,2])
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5.6  Importance Sampling
בסעיף זה נציג שיטה לחישוב אינטגרלים המשתמשת אף היא בפילוג דומה קל לדגימה. אולם במקום לזרוק תצפיות, הפעם נשתמש ביחס הצפיפויות למשקל הסכימה. 
כאמור המטרה לחשב את
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נניח ניתן לקרב את 
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  באמצעות פילוג קל לדגימה 
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, אז ניתן לבטא 
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עבור 
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נעריך את  
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 על ידי דגימה  
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 מתוך הפילוג 
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ניתן גם לחשב שגיאת תקן ההערכה על ידי
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> tpar   <- list(m=fit$mode,var=2*fit$var,df=4)

> impsampling.DY <- function (logf, tpar, h, n, data) 

+ {

+     theta <- rmt(n, mean = c(tpar$m), S = tpar$var, df = tpar$df)

+     lf    <- logf(theta, data)

+     lp   <- dmt(theta, mean = c(tpar$m),S = tpar$var, df = tpar$df,log =T)

+     md    <- max(lf - lp)

+     wt    <- exp(lf - lp - md)

+     h.vec <- apply(theta,1,h)

+     est   <- sum(wt * h.vec)/sum(wt)

+     SEest  <- sqrt(sum((h.vec - est)^2 * wt^2))/sum(wt)

+     return(list(est = est, se = SEest,theta = theta, wt = wt, h.vec =h.vec ))

+ }

> 

> myfunc <- function(theta)  return(theta[2])

> (s <- impsampling.DY(betabinexch,tpar,myfunc,10,cancermortality))

$est

[1] 8.329137

$se

[1] 0.6014046

$theta

           [,1]      [,2]

 [1,] -6.937585  8.304720

 [2,] -7.051758  6.785542

 [3,] -6.869241  7.961694

 [4,] -5.638124  2.171276

 [5,] -7.088540 12.231972

 [6,] -6.733077  7.102981

 [7,] -7.248842  8.957655

 [8,] -7.215756 11.408417

 [9,] -6.305937  6.583384

[10,] -6.485155  8.650874

$wt

 [1] 9.687713e-01 6.976105e-01 1.000000e+00 1.235286e-06 7.559520e-01 9.819292e-01

 [7] 4.501287e-01 2.024742e-01 7.403918e-01 3.348323e-01

$h.vec

 [1]  8.304720  6.785542  7.961694  2.171276 12.231972  7.102981  8.957655 11.408417

 [9]  6.583384  8.650874

5.7 Sampling Importance Resampling 
גם בשיטה זו דוגמים תחילה מדגם 
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 מתוך הפילוג 
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 ומחשבים סדרת משקולות 
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. אולם הפעם נשתמש במשקולות ליצור מדגם חדש על ידי דגימה עם החזרה מתוך 
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 עם וקטור הסתברויות דגימה פרופורציונאלי למשקולות 
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 . ואחר לבחון את השפעת הסרת אחת התצפיות על הפילוג הפוסטריורי על ידי SIR עם משקול הניתן על ידי היחסים 
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> sir

function (logf, tpar, n, data) 

{

    k = length(tpar$m)

    theta = rmt(n, mean = c(tpar$m), S = tpar$var, df = tpar$df)

    lf = logf(theta, data)

    lp = dmt(theta, mean = c(tpar$m), S = tpar$var, df = tpar$df, 

        log = TRUE)

    md = max(lf - lp)

    wt = exp(lf - lp - md)

    probs = wt/sum(wt)

    indices = sample(1:n, size = n, prob = probs, replace = TRUE)

    if (k > 1) 

        theta = theta[indices, ]

    else theta = theta[indices]

    return(theta)

}

> bayes.influence.DY <- function (theta, data) 

+ {

+     y = data[, 1]

+     n = data[, 2]

+     N = length(y)

+     summary.obs = array(0, c(N, 3))

+     K = exp(theta[, 2])

+     eta = exp(theta[, 1])/(1 + exp(theta[, 1]))

+     m = length(K)

+     summary = quantile(eta, c(0.05, 0.5, 0.95))

+     for (i in 1:N) {

+         weight = exp(lbeta(K * eta, K * (1 - eta)) - lbeta(K * 

+             eta + y[i], K * (1 - eta) + n[i] - y[i]))

+         probs = weight/sum(weight)

+         indices = sample(1:m, size = m, prob = probs, replace = TRUE)

+         theta.s = theta[indices, ]

+         summary.obs[i, ] = quantile( exp(theta.s[, 1]) / (1 +exp(theta.s[, 1])), c(0.05, 0.5, 

+             0.95))

+     }

+     return(list(summary = summary, summary.obs = summary.obs))

+ }

> theta.s <- sir(betabinexch,tpar,10000,cancermortality)

> S   <- bayes.influence.DY(theta.s,cancermortality)

> 

> par(mfcol=c(1,1))

> plot(c(0,0,0),S$summary,type="b",lwd=3,xlim=c(-1,21),ylim=c(0.0005,0.0022), xlab="Observation removed",ylab="eta")

> for (i in 1:20)

+   lines(c(i,i,i),S$summary.obs[i,],type="b")

> 

> cbind(y.vec,n.vec,y.vec / n.vec)

      y.vec n.vec             

 [1,]     0  1083 0.0000000000

 [2,]     0   855 0.0000000000

 [3,]     2  3461 0.0005778677

 [4,]     0   657 0.0000000000

 [5,]     1  1208 0.0008278146

 [6,]     1  1025 0.0009756098

 [7,]     0   527 0.0000000000

 [8,]     2  1668 0.0011990408

 [9,]     1   583 0.0017152659

[10,]     3   582 0.0051546392

[11,]     0   917 0.0000000000

[12,]     1   857 0.0011668611

[13,]     1   680 0.0014705882

[14,]     1   917 0.0010905125

[15,]    54 53637 0.0010067677

[16,]     0   874 0.0000000000

[17,]     0   395 0.0000000000

[18,]     1   581 0.0017211704

[19,]     3   588 0.0051020408

[20,]     0   383 0.0000000000
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