4. בחינת אי תלות  –  הרחבות
4.1 אי-תלות בטבלאות שכיחות דו-ממדיות של משתנים אורדינליים

כאשר קיים יחס סדר בין ערכי משתנה העמודה ומשתנה השורה ניתן להחליף את בחינת השערת האפס של אי-התלות כנגד תלות כללית כלשהי, במבחן הבוחן את השערת האפס כנגד השערה נגדית של קשר עולה או יורד, ולהרוויח עוצמה. 

כדוגמה, נתבונן בטבלה המסכמת את הקשר בין השכר לשביעות רצון בעבודה:

[image: image1.emf]
התייחסנו כבר לטבלה זו בסעיף 1.5.1: השתמשנו במדד gamma לכמת את סוג הקשר בין שכר לשביעות הרצון – קיבלנו 
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 אותו פרשנו כקשר חיובי. ניתן להשתמש בשיטת ה delta לאמוד את שגיאת התקן של 
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; במקרה זה 
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 עם רמת מובהקות נצפית חד צדדית 0.03. לשם השוואה, בדוגמה זו סטטיסטי פירסון הנו 
[image: image6.wmf]97
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עם 9 ד"ח ורמת מובהקות נצפית 0.74.
> (temp<-tapply(table.2.8$count,table.2.8[,1:2], sum) )
             jobsat
income        VD LD MS VS
  <15000       1  3 10  6
  15000-25000  2  3 10  7
  25000-40000  1  6 14 12
  >40000       0  1  9 11
> Gamma2.f(temp)
$gamma
[1] 0.2211009
$C
[1] 1331
$D
[1] 849
$sigma
[1] 0.1171628
$CI
[1] "[-0.00853400851071168, 0.450735843373097]"
> chisq.test(temp) 
        Pearson's Chi-squared test
data:  temp 
X-squared = 5.9655, df = 9, p-value = 0.7434
4.1.1  התאמת ציונים לערכי משתנים אורדינליים
ניתן גם להתאים ערך מספרי (ציון – score) לכל רמה של המשתנים האורדינליים ולחשב את מקדם המתאם הקווי, 
[image: image7.wmf]r

, בין המשתנים.  בספרו של  Agresti  מוצע להשתמש בסטטיסטי המבחן  של  Mantel (1961)   
[image: image8.wmf](
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.  כאשר שוררת אי תלות בין משתנה השורה והעמודה לסטטיסטי התפלגות 
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לקבל קצת אינטואיציה, זכרו כי מדובר כאן על רגרסיה של משתנה בודד עם קשר מאד חלש, על כן 
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[image: image12.wmf](

)

)

2

/(

/

-

=

n

SSE

SSR

F

 התפלגות 
[image: image13.wmf]2

,

1

-

n

F

. על כן 
[image: image14.wmf](

)

2

2

-

=

n

R

F

. עבור 
[image: image15.wmf]n

 מאד גדול ערך הסטטיסטי קרוב ל  
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נתאים רמות השכר ציון המייצג את השכר ולרמות שביעות הרצון יינתנו הציונים 1, 2, 3, 4:
> levels(table.2.8$income)<-c(7.5,20,32.5,60) 

> levels(table.2.8$jobsat)<-1:4 
> res<-table.2.8[,1:2][rep(1:nrow(table.2.8),table.2.8$count),] 
> (cor(res)[2,1]^2)*(nrow(res)-1) 
[1] 3.807461
> 1-pchisq(3.807461,1) # M^2 ~~ chisq, 1 df 
[1] 0.05102474
ניתן כמובן גם לבחון מתאם ישירות ב R: 
> cor.test(rep.tbl[,1],rep.tbl[,2])

        Pearson's product-moment correlation

t = 1.9811, df = 94, p-value = 0.0505

sample estimates:

      cor 

0.2001962 
> cor.test(rep.tbl[,1],rep.tbl[,2],method = "spearman")

        Spearman's rank correlation rho

S = 121360, p-value = 0.08469

sample estimates:

      rho 

0.1768917 
> cor.test(rep.tbl[,1],rep.tbl[,2],method = "kendall")

        Kendall's rank correlation tau

z = 1.7167, p-value = 0.08603

sample estimates:

      tau 

0.1523522 
>
4.1.2 שיטות הקצאת ציונים למשתנים אורדינליים
בסעיף זה נדון בשיטות להקצאת ציונים למשתנים האורדינליים, ונראה כיצד הקצאת הציונים משפיעה על סטטיסטי המבחן. נתמקד בדוגמה הבאה הקושרת בין צריכת האלכוהול של האם להיארעות מומים מולדים:
[image: image19.emf]
משתנה השורה דיכוטומי לכן הקצאת הציון אינה חשובה, נדון בשלוש שיטות להקצאת ציון למשתנה העמודה:

א. ציון המייצג את מספר כוסות המשקה
> levels(table.3.7$Alcohol.consumption)<-c(0,0.5,1.5,4,7) 

> levels(table.3.7$Malformation)<-0:1 
> res<-table.3.7[,1:2][rep(1:nrow(table.3.7),table.3.7$count),] 
> (m.sq.1 <- (cor(res)[2,1]^2)*(nrow(res)-1) )  
==  6.569932
> 1-pchisq(m.sq.1,1)




==  0.01037159
ב. ציון ליניארי

> levels(table.3.7$Alcohol.consumption)<-1:5 

> res<-table.3.7[,1:2][rep(1:nrow(table.3.7),table.3.7$count),] 
> (m.sq.2 <- (cor(res)[2,1]^2)*(nrow(res)-1) )   
== 1.827760
> 1-pchisq(m.sq.2,1)




== 0.1763924
ג. ציון דרגות – midranks
ככלל, נרצה להקצות לתצפיות דרגות מ 1 ל 
[image: image20.wmf]n

, כאשר יש ריבוי תצפיות בכל מחלקה נקצה לכל התצפיות ציון השווה לדרגה הממוצעת במחלקה. לדוגמה לכל התצפיות המתאימות למחלקה השנייה (1> כוסות ליום) נקצה הדרגה 
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שימו לב: במקרה הנ"ל (משתנה שורה דיכוטומי) הקצאה זו שקולה למבחן wilcoxon, באופן כללי היא שקולה למבחן spearman.
> ( levels(table.3.7$Alcohol.consumption)<-unique(rank(res[,1])))

[1]  8557.5 24365.5 32013.0 32473.0 32555.5
>  levels(table.3.7$Malformation)<-0:1 
> (m.sq.3 <- (cor(res)[2,1]^2)*(nrow(res)-1) ) 
== 0.3514275
> 1-pchisq(m.sq.3,1)




== 0.5533061
4.2 חישובי מובהקות מדויקים לטבלאות שכיחות

עד כה חישוב מובהקות התוצאה נסמך על קירובים התקפים בטבלאות שכיחות עם "הרבה" תצפיות. בפרק זה נדון במבחנים מדויקים התקפים גם בטבלאות שכיחות עם מיעוט תצפיות. 
4.2.1  Fisher's exact test
נתחיל בדוגמה קלאסית מהספרות הסטטיסטית: קולגה של פישר טענה שהיא יודעת להבחין אם החלב נמזג לספל לפני או אחרי התה. לבחון את טענתה פישר ערך ניסוי בו תה נמזג ל 8 ספלים, לארבעה ספלים נמזג החלב אחרי התה, ולארבעת הספלים הנותרים נמזג תחילה החלב ואחר כך התה. לקולגה נאמר שבארבעה ספלים נמזג תחילה חלב וכי עליה לזהות ספלים אלו. להלן התוצאות:

[image: image22.emf]
תחת השערת האפס שהקולגה אינה יודעת להבחין מתי נמזג החלב לספל, מספר הספלים שהקולגה ניחשה נכון שנמזג בהם תחילה חלב הנו  מ"מ היפרגאומטרי:


[image: image23.wmf](
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> dhyper(0:4,4,4,4)
[1] 0.01428571 0.22857143 0.51428571 0.22857143 0.01428571
רמת המובהקות הנצפית הנה ההסתברות לקבל תוצאה קיצוני מזו שנצפתה:

> dhyper(3,4,4,4) + dhyper(4,4,4,4)
[1] 0.2428571
הבעיה היא כמובן "בדידות" התוצאות. פתרון,  להתבונן ב mid p-value (העשרה ב R):
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> 0.5*dhyper(3,4,4,4) + dhyper(4,4,4,4)
[1] 0.1285714
4.2.2 חישובי מובהקות מותנים

בניסוי התואר בסעיף הקודם תחת השערת האפס 
[image: image25.wmf]11
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 מתפלג היפרגאומטרית. נניח כעת כי ברשותנו טבלה מסדר 
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, מתקיימת השערת האפס של אי-תלות, ו 
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 שורות הטבלה נדגמות מולטינומית ב"ת: 
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. הסתברות התצפיות:
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(1)
זכרו, על פי הגדרה סכום השורות קבוע – 
[image: image32.wmf]{
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. נתבונן כעת בהתפלגות סכומי העמודות 
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: בגלל שההסתברויות המותנות בכל שורה שוות גם סכום העמודות מולטינום:
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(2)
בגלל שהקצאת התצפיות קובעות השוליים, התפלגות התצפיות בהינתן השוליים  הנה ביטוי (1) חלקי ביטוי  (2) מניבה את ההתפלגות הרב-היפרגאומטרית:
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(3)

פירוש הדבר שתחת השערת האפס סכומי העמודה מהווים סטטיסטי מספיק לפרמטרים של הבעיה – הסתברויות העמודה 
[image: image36.wmf]j
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 (ראו ביטוי (1)), וההתפלגות המותנה של לוחות השכיחות היא רב-היפרגאומטרית. החיסרון (העקרוני* בהתניה זו הנה אובדן אינפורמציה הבא לידי ביטוי בבדידות. להלן דוגמה לחישוב ההתפלגות הנ"ל: 
> (n.ij  <- cbind(c(1,6,1),c(2,3,5),c(2,2,2)))
     [,1] [,2] [,3]
[1,]    1    2    2
[2,]    6    3    2
[3,]    1    5    2
> (n     <- sum(n.ij))



[1] 24
> (n.pj  <- apply(n.ij,2,sum))


[1]  8 10  6
> (n.ip  <- apply(n.ij,1,sum))


[1]  5 11  8
> prod(factorial(n.pj))*prod(fact(n.ip))/(fact(n)* prod(fact(n.ij)) ) 
[1] 0.003953510

שימו לב, ניתן גם לחשב הסתברות זו כמכפלות של דגימות היפרגאומטריות מותנות:

> dhyper(1,5,19,8) * dhyper(2,4,12,10) * dhyper(6,11,8,7) * dhyper(3,5,7,8)
> dhyper(2,5,19,6) * dhyper(2,3,15,10) * dhyper(6,11,8,7) * dhyper(3,5,7,8)
משחושבה התפלגות הדגימה של הטבלאות יש לבחור סטטיסטי המכמת את חוזק הקשר בין משתני השורה והעמודה (בטבלאות 2×2 המדדים שקולים – בטבלאות גדולות יותר ניתן להרוויח עוצמה משימוש במדד כווני) ולחשב את רמת מובהקות.

4.2.3 בניית רווחי סמך מדויקים בטבלאות 2×2
חישובי המובהקות נערכו תחת השערת אי-תלות – כלומר 
[image: image37.wmf]1
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. פישר הכליל את ההתפלגות המותנית של טבלאות 2×2 עבור 
[image: image38.wmf]1
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 והגדיר את הפילוג ההיפרגאומטרי הלא-מרכזי – Fisher’s non-central hypergeometric distribution:

[image: image39.wmf](
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לקבלת פילוג זה נניח שהטבלה נוצרת ע"י דגימת שורות ב"ת: 
[image: image40.wmf])
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. כך נוכל להציג 
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ועבור  
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  הפילוג המותנה של תא בהינתן השוליים הנו:

[image: image44.wmf](
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לבניית רווח סמך ברמת סמך 
[image: image45.wmf]a
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 בוחנים לכל ערך
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 את השערת האפס 
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 כנגד זוג השערות נגדיות 
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. את גבול התחתון של רווח הסמך קובעים כ 
[image: image50.wmf]q

 המינימאלי עבורו 
[image: image51.wmf]0

H

 אינה נדחית ברמת מובהקות 
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> (tbl <- rbind(c(25,25),c(10,40)))

     [,1] [,2]
[1,]   25   25
[2,]   10   40
> fisher.test(tbl) 
        Fisher's Exact Test for Count Data
data:  tbl 
p-value = 0.003052
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1 
95 percent confidence interval:
  1.523467 10.866865 
sample estimates:
odds ratio 
  3.941898 
2*sum(dhyper(25:35,50,50,35))

dFNCHypergeo(24,50,50,35,1)

dhyper(24,50,50,35)

theta.ser
<- seq(0,20,length = 10000)

LE.pvec

<- rep(NA,10000)

GE.pvec

<- rep(NA,10000)

for(i in 1:10000)

{

LE.pvec[i]
<- sum(dFNCHypergeo(25:35,50,50,35,theta.ser[i]))


GE.pvec[i]
<- sum(dFNCHypergeo(0:25,50,50,35,theta.ser[i]))

}
plot(theta.ser,LE.pvec,type="l",col=2,lwd=2)

lines(theta.ser,GE.pvec,type="l",col=3,lwd=2)
[image: image58.emf]0 5 10 15 20
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