6. השת"ש הבייזיאני 
בסיכום זה נלמד את הפירוש הבייזיאני לשת"ש שהוצג ב Efron et al. `01, ונידון בהרחבה בספרו של אפרון ""Large Scale Inference.  נציג את הקשר בינו לשת"ש השכיחותי של בנימיני והוכברג. נמצא כללי בייז  ונציג הקשר בינם לבין שיטת BH, במודל שתי הקבוצות. ונדגים הרחבות של מודל שתי הקבוצות בהן הפרמטר סקלר רציף ובדיד רב ממדי. 
6.1 מודל שתי הקבוצות

מודל שתי הקבוצות (Two group mixture model) הוא מודל בייזיאני הירארכי לבדיקת השערות מרובות. 
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6.2 השת"ש הבייזיאני במודל שתי הקבוצות
בנימיני והוכברג הציעו השת"ש כמדד הטבעי (ראו דיון במאמרם) עבור בחינת השערות שכיחותית בה זהות ההשערות (
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השת"ש הבייזיאני (נקרא בעבודותיו של  Storey גם pFDR) מוגדר 
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לראות את הקשר בין השת"ש הבייזיאני והשכיחותי נביע תחילה את השת"ש השכיחותי
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וכך נוכל להביע את השת"ש הבייזיאני 
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6.3 כלל בייז לקלסיפיקציה במודל שתי הקבוצות
הפילוג המשותף של 
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כלומר הפסד אדיטיבי בו כל טעות מסוג ראשון נקנסת ב 
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באופן כללי, להביא הביטוי למינימום יש להביא למינימום את כל אחת מהתוחלת בסוגריים המרובעים (במודל שתי הקבוצות 
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 התוחלות כמובן שוות!). 
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כך,  כלל בייז הנו: 
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בעקבות Efron et al. 2001,   נגדיר עתה את השת"ש המקומי  (local FDR) 
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וכך נוכל לבטא את כלל בייז
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לסיום, במודל שתי הקבוצות ניתן להביע את השת"ש המקומי
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נסמן גודל זה ב  
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6.4 כללי קלסיפיקציה השומרים על השת"ש הבייזיאני
ככלל, ניתן להביע את השת"ש הבייזיאני של כל כלל קלסיפיקציה 
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בסעיף זה נדון בכללי קלסיפיקציה מהצורה
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וכלל קלסיפיקציה עם שת"ש בייזיאני 
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 יתאפיין (כמובן) בכך ש...
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בפרט נוכל גם לאפיין את כללי הבייז בהתאם לשת"ש הבייזאיני שלהם. כך כלל בייז עם שת"ש בייזיאני 
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ע"פ הגדרתו כלל בייז אופטימלי. מכך נובע,  שמכל כללי הקלסיפיקציה עם שת"ש בייזיאני 
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 לכלל בייז יש:  (א) עוצמה, 
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(הוכחות:  Storey `07,  Sun and Cai `07, Efron `10, Heller and Yekutieli `14)
6.5 קלסיפיקציה במודל שתי הקבוצות
בסעיף זה נדון תאורטית במודל שתי הקבוצות עם 
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 ממשי כלשהו והפילוג הנורמלי סטנדרטי 
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להלן תיאור גרפי של הגדלים הללו. במקרה זה ה local  FDR  יורד ב 
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למציאת כלל בייז עם שת"ש בייזיאני 0.05 נחשב לכל ערך קריטי  
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6.7 היקש בייזיאני אמפירי במודל שתי הקבוצות

היקש בייזיאני אמפירי במודל שתי הקבוצות יושם בחבילות ה R locfdr של Efron, וחבילת qvalue של Storey. חבילת qvalue הוסרה בינתיים מהמדפים. בסעיף הבא אציג היקש בייזיאניי אמפירי המבוסס על שיטת BH המניב תוצאות כמעט זהות לתוצאות של  חבילת qvalue.  בסעיף זה אסמלץ  
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 תצפיות ממודל שתי הקבוצות שהוגדר בסעיף 6.5, אציג את יישום כלל הבייז שמצאנו, ואציג יישום היקש בייזיאני אמפירי בחבילת  locfdr. 
> pi.0<- 0.90

> mu.1<- 3

> m<- 10^5

> H.smp<- rbinom(m,1,1 - pi.0)

> Z.smp<- rnorm(m,mean = H.smp*3)

> P.smp<- 1 - pnorm(Z.smp,mean=0)
> sum(z.05 <= Z.smp)

[1] 6659

> mean(1 - H.smp[z.05 <= Z.smp])

[1] 0.04910647

> a <- locfdr(Z.smp,nulltype=0)
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> fdr.ord<- order(a$fdr,decreasing = F)

> Fdr.locfdr<- cumsum(a$fdr[fdr.ord]) / (1:m)

> sum(Fdr.locfdr <= 0.05)

[1] 6642

6.8 ואיך זה מתקשר לשיטת BH?

רמות מובהקות נצפות מתוקננות (adjusted p-values) הנן צורה נוחה מאד להציג את תוצאות שיטת BH (ובאופן כללי תוצאות כל שיטה לבחינת השוואות מרובות). רמות מובהקות נצפות מתוקננות לשיטת BH תוגדרנה:
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בסעיף זה ננסה לאמוד ישירות (לא באמצעות השת"ש המקומי) את השת"ש הבייזיאני. זכרו, השת"ש הבייזיאני מוגדר עבור איזור דחייה. אם הסטטיסטי שלנו הנו רמת המובהקות הנצפית, אז עבור קבוע 
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Storey `02 מציע: אמידת  
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המחושב לכל 
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 עם האומדן לשיעור השערות האפס הנכונות, 
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 שמירה על השת"ש השכיחותי עבור סדרת איזורי דחייה קבועים הוצע על ידי ועל ידי יואב בנינימי במאמרנו ב 1999. השיטה של Storey שקולה ל Adaptive BH procedure, במאמר שלי עם יואב בנימיני ואבא קריגר הוכחנו ששיטה זו שומרת על השת"ש השכיחותי תחת אי תלות.
> P.adj<- p.adjust(P.smp,method="BH")

> sum(P.adj <= 0.05)

[1] 6478

> mean(1 - H.smp[P.adj <= 0.05])

[1] 0.04538438

> (pi.0.hat<- 2*mean(P.smp > 0.5))

[1] 0.8964

> mean(1 - H.smp[P.adj <= 0.05/pi.0.hat])

[1] 0.04991829

> sum(P.adj <= 0.05/pi.0.hat)

[1] 6731
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6.9 השת"ש הבייזיאני עבור פילוג פרמטר רציף
בסעיף זה הפרמטרים הם סקלרים ממשיים,  
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ובדומה את פילוג התצפית עבור 
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להלן פילוג הפרמטרים והפילוג המותנה של התצפיות 
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נשתמש בהם לחישוב השת"ש המקומי
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גם במקרה הזה ה local  FDR  יורד ב 
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 עם שת"ש בייזיאני הנתון על ידי
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להלן תיאור גרפי של השת"שים.  כאשר העקום הכחול המקווקו מייצג אומדן שכיחותי לשת"ש הבייזיאני בו פילוג הסטטיסטי, המותנה במאורע 
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להלן יישום כלל בייז ושיטת BH  מתוקננת על מדגם של 
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> (z.05<- approx(Fdr.vec,z.vec,xout = 0.05)$y)

[1] 2.875317

> m<- 10^5

> theta.smp<- c(rexp(0.9*m,3),rexp(0.1*m,1))*sample(c(-1,1),m,replace = T)

> z.smp<- rnorm(m,theta.smp)

> sum(z.05 < z.smp)

[1] 858

> sum(theta.smp[z.05 < z.smp] < 0)

[1] 40

> mean(theta.smp[z.05 < z.smp] < 0)

[1] 0.04662005

> 

> # How will the BH procedure work?

> 

> p.smp<- 1 - pnorm(z.smp)

> p.adj<- p.adjust(p.smp,method="BH")

> 

> sum(p.adj <= 0.05)

[1] 250

> sum(p.adj/2 <= 0.05)

[1] 405

> 

> lines(z.smp[order(z.smp)],p.adj[order(z.smp)]*0.5,col=2)

6.10 השת"ש הבייזיאני עבור פילוג בדיד לא דיכוטומי
בסעיף זה הפרמטרים דו-ממדיים דיכוטומיים: עבור 
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, לבחינת זוג השערות האפס. בשורות הסקריפט הבאות נשווה בסימולציה ביצועי שיטת BH לכלל בייז לבחינת שתי השערות האפס. אח"כ אסביר בתרשימים את תוצאות הסימולציה.
> m<- 10^5

> theta.smp<- sample(1:4,m,replace = T,prob = c(0.85,0.05,0.05,0.05))

> h.1<- (theta.smp == 3 | theta.smp ==  4) + 0

> h.2<- (theta.smp == 2 | theta.smp ==  4) + 0

> z.smp<- cbind(rnorm(m,mean = 3*h.1),rnorm(m,mean = 3*h.2))

> 

> p1.smp<- 1 - pnorm(z.smp[,1])

> p2.smp<- 1 - pnorm(z.smp[,2])

> 

> p.no.assoc<- 1 - pchisq(-2*(log(p1.smp) + log(p2.smp)),2*2)

> p.no.rep<- pmax(p1.smp,p2.smp)

> 

> h.no.assoc<- (h.1 == 1 | h.2 == 1) + 0

> h.no.rep<- (h.1 == 1 & h.2 == 1) + 0

> 

> sum(p.adjust(p.no.assoc,method = "BH") <= 0.05)

[1] 10547

> mean(1 - h.no.assoc[p.adjust(p.no.assoc,method = "BH") <= 0.05])

[1] 0.04143358

> 

> sum(p.adjust(p.no.rep,method = "BH") <= 0.05)

[1] 527

> mean(1 - h.no.rep[p.adjust(p.no.rep,method = "BH") <= 0.05])

[1] 0.001897533

> 

> 

> f.00.smp<- dnorm(z.smp[,1],mean=0) * dnorm(z.smp[,2],mean=0)

> f.01.smp<- dnorm(z.smp[,1],mean=0) * dnorm(z.smp[,2],mean=3)

> f.10.smp<- dnorm(z.smp[,1],mean=3) * dnorm(z.smp[,2],mean=0)

> f.11.smp<- dnorm(z.smp[,1],mean=3) * dnorm(z.smp[,2],mean=3)

> 

> fdr.no.assoc.smp<- 0.85*f.00.smp / (0.85*f.00.smp + 0.05*f.10.smp + 0.05*f.01.smp + 0.05*f.11.smp)

> Fdr.no.assoc.smp<- rep(NA,m)

> 

> Fdr.no.assoc.smp[order(fdr.no.assoc.smp)] <- cumsum(fdr.no.assoc.smp[order(fdr.no.assoc.smp)]) / (1:m)

> 

> sum(Fdr.no.assoc.smp <= 0.05)

[1] 11367

> mean(1 - h.no.assoc[Fdr.no.assoc.smp <= 0.05])

[1] 0.04970529

> sum(p.adjust(p.no.assoc,method = "BH")*0.85 <= 0.05)

[1] 10922

> 

> 

> fdr.no.rep.smp<- (0.85*f.00.smp + 0.05*f.10.smp + 0.05*f.01.smp) / 

+ (0.85*f.00.smp + 0.05*f.10.smp + 0.05*f.01.smp + 0.05*f.11.smp)

> 

> Fdr.no.rep.smp<- rep(NA,m)

> 

> Fdr.no.rep.smp[order(fdr.no.rep.smp)] <- cumsum(fdr.no.rep.smp[order(fdr.no.rep.smp)]) / (1:m)

> sum(Fdr.no.rep.smp <= 0.05)

[1] 3698

> mean(1 - h.no.rep[Fdr.no.rep.smp <= 0.05])

[1] 0.05516495

הנה השת"ש הבייזיאני עבור בחינת no-association עבור 
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והנה השוואת איזורי הדחייה
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הנה השת"ש הבייזיאני עבור בחינת no-association כאשר  
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והנה השוואת איזורי הדחייה המתאימים
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ולסיום הנה השת"ש הבייזיאני עבור בחינת no-replication עבור 
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