סיכום 1: מודל הרגרסיה הפשוטה
1.1 רגרסיה 
ניתוח סטטיסטי של הקשר בין משתנים  לצורך תאור והבנה, חיזוי, נטור ובקרה.

דוגמאות:

· מה הקשר בין מספר גניבות כלי הרכב לבין צפיפות האוכלוסייה?
· אילו גורמים משפיעים על יבול התירס? איך ניתן למקסם התנובה?
קשר בין משתנים
· קשר פונקציונאלי (דטרמיניסטי): 
[image: image1.wmf]X

 המשתנה המסביר, 
[image: image2.wmf]Y

 המשתנה המוסבר, לכל ערך של 
[image: image3.wmf]X

 ניתן לחשב במדויק את ערכו של  
[image: image4.wmf]Y

:   
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· קשר סטטיסטי (סטוכסטי): מערב אי ודאות –  לכל ערך של 
[image: image6.wmf]X

 נרצה לאפיין את הפילוג מותנה של 
[image: image7.wmf]Y

 בהינתן 
[image: image8.wmf]X

.

דוגמה 1: 
ציוני מבחן אמצע סמסטר: 70,80,82,75,90,99,77,81,92,83

ציוני מבחן סוף סמסטר:  77,79,82,73,85,90,76,88,93,89
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· קשר סטטיסטי יכול להיות מאד חזק, אך אין לפרשו כקשר סיבה תוצאה ... 
· בדוגמאות בהן נעסוק בחירת המשתנה התלוי והמשתנים המסבירים תיראה לעתים שרירותית, אולם בהקשר האמיתי הבחירה, ע"פ רוב, ברורה וחד ערכית.

 מקור השם ... 

Galton, F. (1886)  –  Journal of the Anthropological Institute:

"Regression Towards Mediocrity in Hereditary Stature"

[image: image10.emf]
Figure 1: Summary of Galton's data
[image: image11.emf]
Figure 2: Regression curve
1.2 מודל הרגרסיה הקווית הפשוטה  Simple linear regression
קבצי הנתונים:  משתנים, תצפיות ופרמטרים

	מספר תצפית
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עבור 
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 נרשום את מודל הרגרסיה הפשוטה 
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כאשר 
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 הם מקדמי המודל, מספרים קבועים לא ידועים, ואילו  
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 בלתי תלויים.    לכן עבור 
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 נקרא קו הרגרסיה. דוגמה תיאורטית בה מתקיים מודל הרגרסיה הקווית הפשוטה הנה 
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 משתנים מקריים דו-נורמאליים (bivariate normal ). 
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הקובץ hartsize.txt (להוריד מאתר הקורס) כולל מדידות, חצי שנתיות, של גודל הלב של ילד מגיל 6 ועד  17. להלן תרשים פיזור המתאר את הקשר בין הגיל ללוגריתם קוטר הלב ועליו קו הריבועים הפחותים.
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1.3 אומדני הריבועים הפחותים
אמדני הריבועים הפחותים הם מקדמי קו הרגרסיה  
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  ו-  
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 המביאים למינימום את סכום ריבועי השגיאות:
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גזירת S  לפי   
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 והשוואה ל 0 מניבה את זוג המשוואות הנורמאליות: 
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 פתרונות זוג המשוואות הם אומדי הריבועים הפחותים: 
· 
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עבור: 
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תכונות קו הריבועים הפחותים 
עבור 
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,  נגדיר את קו הריבועים הפחותים  
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. ע"פ המשוואות הנורמליות מתקיים: 
I. 
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III. קו הריבועים הפחותים עובר תמיד דרך הנקודה  
[image: image58.wmf])
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1.4 פירוק השונות לסכומי ריבועים
את הסטייה של  
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  ניתן לפרק לשני רכיבים:
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נגדיר סכומי ריבועים המתאימים לפירוק הנ"ל:
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שימו לב כי 
[image: image63.wmf]SST

 שווה לשונות המדגמית של המשתנה התלוי כפול 
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. מעניין לראות כי הפירוק לרכיבים מתקיים גם בסכומי הריבועים:   
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את הפירוק לסכומי הריבועים מקובל להציג בטבלת ניתוח שונות:
	מקור
	סכום ריבועים
	דרגות חופש
	ממוצע ריבועים

	מודל הרגרסיה
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	שאריות
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	סך הכל
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1.5  מקדם המתאם וה  R2  
באמצעות פירוק זה של SST ניתן לכמת את חוזק המודל שהתאמנו לנתונים. ככל שסכום  הריבועים המוסבר ע"י הרגרסיה יהיה גדול יותר סכום ריבועי השאריות יקטן, וכך יגדל היחס

[image: image75.wmf]SST

SSE

SST

SSR

R

-

=

=

1

2


הביטוי  
[image: image76.wmf]2

100

R

×

 נקרא אחוז השונות המוסברת של Y ע"י X. שימו לב לקשר הבא


[image: image77.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

22

22

010111

111

ˆˆˆˆˆˆ

ˆ

nnn

iiiXX

iii

SSRyyxxxxS

bbbbbb

===

éù

=-=+-+=-=

ëû

ååå


כך 
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, ולכן עבור מקדם המתאם של פירסון:
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1.6  הסקה על השיפוע 
לצורך ההסקה על השיפוע נבטא 
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כך  נוכל לחשב את התוחלת 
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ומכיוון ש 
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 בלתי תלויים, נוכל לחשב גם את שונות השיפוע       
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כמו כן, מכיוון ש 
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  הינו קומבינציה ליניארית של משתנים מקריים נורמאלית, גם  
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 מפולג נורמאלית:
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בד"כ 
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  אינו ידוע, נאמדו על ידי 
[image: image90.wmf]2

)

ˆ

(

2

ˆ

1

2

2

-

-

=

-

=

=

å

=

n

y

y

n

SSE

MSE

n

i

i

i

s

. בהמשך הקורס נראה כי  
[image: image91.wmf]2

/

s

SSE
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סטיית התקן של   
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 תיאמד על ידי 
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התפלגות 
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רווח סמך לשיפוע 

רווח סמך ברמת סמך  של 
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  נתון ע"י:
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בדיקת השערות לשיפוע

סטטיסטי המבחן לבחינת 
[image: image109.wmf]1

1

0

:

b

H

=

b

 כנגד 
[image: image110.wmf]1

1

1

:

b

H

¹

b

 הנו 
[image: image111.wmf](

)

11

1

ˆ

XX

b

Tb

MSES

b

-

=

.
והמבחן הנו –   יש לדחות את השערת האפס ברמת מובהקות 
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1.7  הסקה על החותך 
לחישוב תוחלת החותך נחשב תחילה


[image: image114.wmf](

)

(

)

(

)

01

01

111

nnn

iii

i

iii

EYEx

Y

EYEx

nnn

bbe

bb

===

++

æö

====+

ç÷

èø

ååå

.
כך 

[image: image115.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0110110

ˆˆˆˆ

EEYxEYExxxE

bbbbbbb

=-=-=+-=

.

עתה נביע החותך כקומבינציה הליניארית של 
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כך  נוכל לחשב את השונות 
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ולקבל 
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בדיקת השערות לחותך
הססטיסטי לבחינת 
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והמבחן הנו יש לדחות את השערת האפס ברמת מובהקות 
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1.8  הסקה על קו הריבועים הפחותים ותחזית תצפיות עתידיות
עבור  
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קו הריבועים הפחותים הנו אומד חסר הטיה לתוחלת המותנה של 
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כך קיבלנו כי קו הריבועים הפחותים הנו אכן קו הרגרסיה. שונות קו הרגרסיה נחשב על ידי 
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כך את סטיית התקן של קו הריבועים הפחותים נאמוד על ידי  
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ורווח סמך ברמת סמך  של 
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נניח עתה כי מודל הרגרסיה הפשוטה מתקיים עבור תצפית "עתידית"  
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במקרים רבים נרצה גם לחזות את ערך המשתנה המקרי 
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לבניית רווח תחזית (prediction interval) עבור 
[image: image162.wmf]0

Y

, אי תלות 
[image: image163.wmf]0

e

 ו 
[image: image164.wmf]1

n

ee

K

 מתירה לנו להביע

[image: image165.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

010101

000000000

00,0000

2

0

2

ˆˆˆ

varvarvar

ˆˆˆ

varvarcov,varvar

1

1

nnn

XX

YYYEYEYYEYY

YYY

xx

nS

eeeeeeeee

e

eee

s

-=-+-=+-

=++=+

æö

-

ç÷

=++

ç÷

èø

LLL


כך נקבל רווח תחזית 
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המכסה תצפית עתידית 
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1.9   יישום החישובים ב R
> S.XX<- sum( (age - mean(age))^2 )

> S.YY<- sum( (log.diameter - mean(log.diameter))^2 )

> S.XY<- sum( (age - mean(age)) * (log.diameter - mean(log.diameter)))

> B1.hat<- S.XY / S.XX

> B0.hat<- mean(log.diameter) - B1.hat*mean(age)

> Y.hat<- B0.hat + B1.hat*age

> e.vec<- log.diameter - Y.hat

> sum(e.vec)

[1] 1.332268e-15

> sum(e.vec*age)

[1] 2.036149e-13

> sum(e.vec*Y.hat)

[1] 1.333243e-15

> SSE<- sum(e.vec^2)

> SST<- S.YY

> SSR<- sum( (Y.hat - mean(log.diameter))^2 )

> SST

[1] 0.07141945
> SSE + SSR

[1] 0.07141945
> (R.squared<- SSR / SST)

[1] 0.9210542
> summary(lm(log.diameter ~ age))

Coefficients:

             Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept) 0.7987098  0.0126186   63.30  < 2e-16 ***

age         0.0013381  0.0000876   15.28 1.72e-12 ***

---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.01679 on 20 degrees of freedom

Multiple R-squared:  0.9211,    Adjusted R-squared:  0.9171 

F-statistic: 233.3 on 1 and 20 DF,  p-value: 1.72e-12

> anova(lm(log.diameter ~ age))

Analysis of Variance Table

Response: log.diameter

          Df   Sum Sq  Mean Sq F value   Pr(>F)    

age        1 0.065781 0.065781  233.34 1.72e-12 ***

Residuals 20 0.005638 0.000282                     

> n<- length(age)

> MSE<- SSE / (n-2)

> (sqrt(MSE))

[1] 0.01679028
> 
> (se.B0.hat<- sqrt(MSE) / sqrt(S.XX))

[1] 8.75961e-05

> 
> (se.B1.hat<- sqrt(MSE) * sqrt(1/n + mean(age)^2/S.XX))

[1] 0.01261861
> ci.ul<- Y.hat + qt(0.975,n-2)*sqrt(MSE)*sqrt(1/n + (age - mean(age))^2/S.XX)

> ci.ll<- Y.hat - qt(0.975,n-2)*sqrt(MSE)*sqrt(1/n + (age - mean(age))^2/S.XX)

> predict(lm(log.diameter ~ age),interval = "confidence")

> pi.ul<- Y.hat + qt(0.975,n-2)*sqrt(MSE)*sqrt(1 + 1/n + (age - mean(age))^2/S.XX)

> pi.ll<- Y.hat - qt(0.975,n-2)*sqrt(MSE)*sqrt(1 + 1/n + (age - mean(age))^2/S.XX)
> predict(lm(log.diameter ~ age),interval = "prediction")
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