4. רגרסיה פולינומיאנית, משתני דמה ואינטארקציות
עד כה עמודות מטריצת ה X היו וקטורי תצפיות של מאפיינים מסבירים כמותיים. יוצאת  הדופן  היא, כמובן, עמודת האחדים המייצגת את החותך. בפרק זה נכלול במטריצת ה X חזקות ומכפלות של משתנים כמותיים ווקטורים של אפסים ואחדים על מנת לבנות רגרסיה פולינומילית, רגרסיה עם אינטראקציות ורגרסיה עם משתנים מסבירים שמיים. 

4.1 רגרסיה פולינומיאלית
נשתמש ברגרסיה פולינומיאלית כאשר נראה בנתונים מגמה לא ליניארית. כך לדוגמה, זהו מודל רגרסיה פולינומיאלית מסדר שני עם משתנה מסביר בודד
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אם נתייחס לחזקות השונות של המשתנה המסביר כמשתנים שונים (ע"פ רוב חזקות שונות ב"ת ליניארית), 
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, ניתן להביע את הרגרסיה הפולינומיאלית הנ"ל כרגרסיה ליניארית מרובה. ובאופן כללי, ניתן גם כי להשתמש ברעיון זה לבניית מודלי רגרסיה פולינומילית עבור מספר מאפיינים כמותיים. מודל רגרסיה פולינומיאלית מסדר שני עם שני משתנים מסבירים נראה כך:


[image: image4.wmf]22

011111222221212

iiiiiiii

Yxxxxxx

bbbbbbe

=++++++

.

דוגמה:  נתוני  kaveret.txt.

kaveret.txt contains the 504 observations on the “working Activities” of bees in a bee-hive as a function of  the time of day. An important characteristics of “working activities” is the number of bees leaving  the bee-hive for outside activities. Variables:
X3 = ID number

X2 = Number of bees that left the bee-hive (Bees)

X3 = The time in the day (Hour)

> num.bees <- bee.data[,2]
> hour     <- bee.data[,3]
> hour.sq  <- hour^2
> lm.1 <- lm(num.bees ~ hour)
> lm.2 <- lm(num.bees ~ hour + hour.sq)
> summary(lm.1)
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept) 19.77649    3.38783   5.838 9.52e-09 ***
hour        -0.09415    0.28113  -0.335    0.738    
---
> summary(lm.2)
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept) -166.29396   11.15964  -14.90   <2e-16 ***
hour          33.37767    1.96103   17.02   <2e-16 ***
hour.sq       -1.41139    0.08215  -17.18   <2e-16 ***
---
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> par(mfcol=c(1,2))
> plot(hour,lm.2$res) ; abline(0,0)
> plot(lm.2$fitted,lm.2$res) ; abline(0,0)
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> boxplot(split(num.bees,hour))
> boxplot(split(sqrt(num.bees),hour))
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> num.sqrt <- sqrt(num.bees) 
> lm.3 <- lm(num.sqrt ~ hour + hour.sq)
> hour.p2 <- hour^2   ;  hour.p3 <- hour^3  ; hour.p4 <- hour^4  …..

> lm.4 <- lm(num.sqrt ~ hour+hour.p2+hour.p3+hour.p4+hour.p5+hour.p6+hour.p7)
> anova(lm.4)
Response: num.sqrt
           Df  Sum Sq Mean Sq  F value    Pr(>F)    
hour        1    7.33    7.33   3.0272  0.082497 .  
hour.p2     1 1473.91 1473.91 608.9615 < 2.2e-16 ***
hour.p3     1   41.76   41.76  17.2516 3.855e-05 ***
hour.p4     1   17.66   17.66   7.2950  0.007151 ** 
hour.p5     1    7.77    7.77   3.2083  0.073876 .  
hour.p6     1   13.07   13.07   5.4008  0.020530 *  
hour.p7     1    0.37    0.37   0.1532  0.695703    
Residuals 496 1200.50    2.42                       
---
> lm.5 <- lm(num.sqrt ~ hour + hour.p2 + hour.p3 + hour.p4 + hour.p5 + hour.p6)
> summary(lm.3)
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept) -24.907637   1.204444  -20.68   <2e-16 ***
hour          5.089117   0.211651   24.05   <2e-16 ***
hour.sq      -0.212871   0.008867  -24.01   <2e-16 ***
Residual standard error: 1.599 on 501 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5362,     Adjusted R-squared: 0.5344 
F-statistic: 289.6 on 2 and 501 DF,  p-value: < 2.2e-16 
> summary(lm.5)
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)   
(Intercept)  1.182e+03  4.444e+02   2.660  0.00806 **
hour        -6.413e+02  2.434e+02  -2.635  0.00867 **
hour.p2      1.408e+02  5.448e+01   2.585  0.01002 * 
hour.p3     -1.608e+01  6.384e+00  -2.519  0.01208 * 
hour.p4      1.013e+00  4.134e-01   2.450  0.01465 * 
hour.p5     -3.347e-02  1.404e-02  -2.384  0.01748 * 
hour.p6      4.544e-04  1.954e-04   2.326  0.02042 * 
---
Signif. codes:  0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1 
Residual standard error: 1.554 on 497 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5653,     Adjusted R-squared:  0.56 
F-statistic: 107.7 on 6 and 497 DF,  p-value: < 2.2e-16
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4.2  רגרסיה עם משתני דמה  וניתוח שונות חד כווני 
עד כה דנו במודלים עם משתנים מסבירים כמותיים. לעיתים המשתנים מסבירים ברגרסיה הם משתנים איכותיים או קטגוריים (שמיים) – דרגה אקדמית, מצב משפחתי, דת – נרצה לשלבם ברגרסיה כמשתנים מסבירים. כיצד ניתן לעשות זאת?
דוגמה:
Data from a 366 observation study testing a possible cancer marker, based on a band that sometimes appears in chemical spectrum analysis of Alkaline Phosphates.  grp = group code (1 = cancer, no band; 2 = healthy, no band; 3 = cancer, band; 4 = healthy, band)  AKP = level of AKP in blood. 
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שימו לב שבמקרה זה המשתנה מקבל את הערכים 1-4 אך סוג המודל שנתאים לנתונים אינו מודל רגרסיה ליניארי במשתנה הקבוצה. כי אם מודל בו רמת ה AKP בכל קבוצה שווה לערך ממוצע פלוס שגיאה מקרית. אם נחלק את התצפיות לפי ערך המשתנה המסביר נקבל את המודל הבא:
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 וקטור עמודה השווה ל 1 בקבוצה ה 
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 אחרת שווה ל 0. נכתוב את המודל הזה:     
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 , ובכתיב מטריצות 
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, כלומר רגרסיה ללא חותך עם מטריצת X המורכבת ממשתני מציין המתאימים לארבעת הערכים של המשתנה המסביר.   אולם הדרך בה R מטפל ברגרסיה עם משתנה מסביר שמי היא להתאים את המודל (השקול?) הבא: 
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. כלומר רגרסיה עם חותך עם מטריצת X הכוללת חותך ומשתני מציין לשלושת הערכים הגדולים של המשתנה המסביר.
> i.0 <- rep(1,366)

> i.1 <- ifelse(cancer.type == 1,rep(1,366),rep(0,366))

> i.2 <- ifelse(cancer.type == 2,rep(1,366),rep(0,366))

> i.3 <- ifelse(cancer.type == 3,rep(1,366),rep(0,366))

> i.4 <- ifelse(cancer.type == 4,rep(1,366),rep(0,366))

> y<- log(akp.level)
> lm.1  <- lm(y ~ i.1 + i.2 + i.3 + i.4 + 0)

> lm.2  <- lm(y ~  i.2 + i.3 + i.4 )

> lm.3a <- lm(y ~ cancer.type)

> lm.3b <- lm(y ~ factor(cancer.type))

> sapply(split(y,cancer.type),mean)

       1        2        3        4 
2.107446 2.034916 2.386788 2.248530 
> summary(lm.1)

    Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

i.1  2.10745    0.05346   39.42   <2e-16 ***

i.2  2.03492    0.03311   61.47   <2e-16 ***

i.3  2.38679    0.04020   59.37   <2e-16 ***

i.4  2.24853    0.04962   45.32   <2e-16 ***

F-statistic:  2728 on 4 and 362 DF,  p-value: < 2.2e-16

> summary(lm.2)

            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)  2.10745    0.05346  39.424  < 2e-16 ***

i.2         -0.07253    0.06288  -1.153   0.2495    

i.3          0.27934    0.06689   4.176 3.72e-05 ***

i.4          0.14108    0.07293   1.934   0.0538 .  

F-statistic: 16.47 on 3 and 362 DF,  p-value: 4.714e-10

> summary(lm.3a)

lm(formula = y ~ cancer.type)

            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)  1.92984    0.06014  32.090  < 2e-16 ***

cancer.type  0.10082    0.02269   4.443 1.18e-05 ***

---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

F-statistic: 19.74 on 1 and 364 DF,  p-value: 1.178e-05

> summary(lm.3b)

                     Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)           2.10745    0.05346  39.424  < 2e-16 ***

factor(cancer.type)2 -0.07253    0.06288  -1.153   0.2495    

factor(cancer.type)3  0.27934    0.06689   4.176 3.72e-05 ***

factor(cancer.type)4  0.14108    0.07293   1.934   0.0538 .  

F-statistic: 16.47 on 3 and 362 DF,  p-value: 4.714e-10

> anova(lm.3b)

Analysis of Variance Table

Response: y

                     Df Sum Sq Mean Sq F value    Pr(>F)    

factor(cancer.type)   3  7.906 2.63544  16.469 4.714e-10 ***

Residuals           362 57.928 0.16002                      

עבור מודל ליניארי, אפקט של משתנה מסביר שמי בא לידי ביטוי בכך שהתוחלת המותנה של המשתנה התלוי תלויה בערך של המשתנה התלוי. הפרוצדורה המעריכה אפקט זה נקראת ניתוח שונות חד כווני, שהנה מבחן עבור השערת האפס שהתוחלת המותנה של המשתנה התלוי אינה תלויה בערך של משתנה המסביר הבדיד ,ובפרט השמי. בסימנים של פרק זה נסמן השערת אפס זו 
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, הנבחנת מפורשות בפלט ומניבה ערך סטטיסטי מבחן  
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4.3 משתני דמה ואינטראקציות
בסעיף זה נדון במודל רגרסיה הכולל משתנה שמי ומשתנה כמותי ונכיר את מושג האינטראקציה. 
דוגמה (מספרם של גולדנשלוגר ופרג'י): כלכלן רוצה לבחון את הזמן הנדרש לאשר תכנית ביטוח (
[image: image25.wmf]y

)  כפונקציה של גודל החברה ( 
[image: image26.wmf]x

)  וסוג החברה (  a – חברת מניות, b – חברת אחזקות).  להלן תרשים פיזור של הנתונים:
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ככלל, נראה כי ככל שגודל החברה עולה מתקצר פרק הזמן הדרוש לאישור תוכנית הביטוח ובהינתן גודל החברה נראה כי משך זמן האישור בחברת מניות קצר יותר. יהי 
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 וקטור עמודה השווה ל 1 עבור חברות אחזקות אחרת שווה ל 0.   המודל הבסיסי הנו המודל האדיטיבי       
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מודל מסובך יותר יכלול אינטראקציה בין המשתנים המסבירים – לכל סוג חברה מותאם שיפוע גודל חברה נפרד:     
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> i.b <- c(rep(0,10),rep(1,10))
> company.size.a <-  c(company.size[1:10],rep(0,10))
> company.size.b <-  c(rep(0,10),company.size[11:20])
> lm.0 <- lm(num.months ~       company.size)
> lm.1 <- lm(num.months ~ i.b + company.size)
> lm.2 <- lm(num.months ~ i.b + company.size.a + company.size.b)
> lm.3 <- lm(num.months ~ i.b * company.size)
> summary(lm.1)
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept)  33.874069   1.813858  18.675 9.15e-13 ***
i.b           8.055469   1.459106   5.521 3.74e-05 ***
company.size -0.101742   0.008891 -11.443 2.07e-09 ***
Residual standard error: 3.221 on 17 degrees of freedom
> summary(lm.2)
               Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept)    33.83837    2.44065  13.864 2.47e-10 ***
i.b             8.13125    3.65405   2.225   0.0408 *  
company.size.a -0.10153    0.01305  -7.779 7.97e-07 ***
company.size.b -0.10195    0.01287  -7.921 6.31e-07 ***
Residual standard error: 3.32 on 16 degrees of freedom
> summary(lm.3)
                   Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept)      33.8383695  2.4406498  13.864 2.47e-10 ***
i.b               8.1312501  3.6540517   2.225   0.0408 *  
company.size     -0.1015306  0.0130525  -7.779 7.97e-07 ***
i.b:company.size -0.0004171  0.0183312  -0.023   0.9821    
Residual standard error: 3.32 on 16 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8951,     Adjusted R-squared: 0.8754 
F-statistic: 45.49 on 3 and 16 DF,  p-value: 4.675e-08 
> anova(lm.0,lm.1)
  Res.Df    RSS Df Sum of Sq      F    Pr(>F)    

1     18 492.63                                  
2     17 176.39  1    316.25 30.480 3.742e-05 ***
> anova(lm.1,lm.2)
  Res.Df     RSS Df Sum of Sq     F Pr(>F)
1     17 176.387                          
2     16 176.381  1     0.006 5e-04 0.9821
> anova(lm.1,lm.3)
  Res.Df     RSS Df Sum of Sq     F Pr(>F)
1     17 176.387                          
2     16 176.381  1     0.006 5e-04 0.9821
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