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הבאות: הסדרות של הגבולות את חשבו .1
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PL(fang1n=0) = f0; 2g לכן 2; 0; 0; 0; 2; 0; 0; 0; 2; 0; 0; 0::: הסדרה: היא המתקבלת שהסדרה לב נשים .2

הוכח: .3
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אי־השיוויונים. משני נובע המבוקש השיוויון
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החלקיים הגבולות כל ולכן אי־שליליים מספרים של קבוצה fjanjg אבל supPL(fjanjg) = 0 אז lim sup janj = 0 נניח (ג)
הגבול) של מההגדרה ישירות (נובע לראות קל ומכאן lim janj = 0 ולכן PL(fjanjg) = f0g כי נובע מכאן אי־שליליים.

lim an = 0 שמתקיים

הוכח: .4

lim sup(an + bn) � lim sup(an) + limsup(bn) אז bn ו־ an סדרות לכל (א)

lim sup(an) � lim sup(bn) ולכן sup
k�n

ak � sup
k�n

bk מתקיים n 2 N לכל אז an � bn נניח (ב)

(למה?) supA � supB אז A � B אם הבאה: בעובדה השתמשנו

lim inf(an) = � lim sup(�an) � � lim sup(�bn) = lim inf(bn) אז an � bn נניח (ג)

ומכאן (למה?) PL(fang) � [��; �] ולכן PL(fjanjg) � [0; �] לכן supPL(fjanjg) � � אז lim sup janj � � אם (ד)
lim inf an � �� וגם lim sup an � � המבוקשים: אי־השיוויונים שני נובעים

פתרון: .5

N1 קיים אז � = 1 נבחר אם בפרט .jan � amj < � אז n;m > N שלכל כך N 2 N קיים � לכל קושי קרטריון לפי (א)
המספר. אותו הם אז מאחד, קטן בניהם והמרחק שלמים, an; am ש מכוון .jan � amj < 1 אז n > N1 שלכל כך

היא אז ומתכנסת, k ממחזור מחזורית היא סדרה אם השני, בכיוון מתכנסת. שהיא ברור אז קבועה היא סדרה אם (ב)
,dl = ja1+l�a1j נסמן אז .0 < l < k+1 עבור a1+l 6= a1 ש נניח .(a1; a2:::ak�1)שונים מספרים k�1 בסה"כ מקבלת
ובפרט jan � amj < d � dl אז n;m > N שלכל כך N 2 N קיים קושי קריטריון לפי d = min(d1; d2:::dk�1) ונסמן

.0 < l < k + 1 עבור a1+l 6= a1 ש להנחה בסתירה m = n+ l לבחור נוכל

־ .6
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קושי: קריטריון באמצעות הוכיחו .7
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סופי. לגבול מתכנסת ולכן קושי, סדרת an לכן

הפרך: או הוכח .A = fjan � amj : n 6= m 2 Ng נגדיר: כלשהיא. חסומה סדרה fang1n=0 תהי .8

מתקבלת. הטענה ולכן קושי היא זה סדרה תת מתכנסת. תת־סדרה יש ויירשטרס בולצנו לפי נכון, (א)

סופי. הוא המינמלי שהחסם וודאי סופי, חסם יש אם אז החסם. הוא M כאשר jan � amj < 2M בוודאי. (ב)
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טבעיים) n > m (עבור ש: לב נשים . � > 0 יהיה .10
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