בחינה ביסודות האנליזה המודרנית 2

מועד א', סמסטר ב' תשס"ד, 14.07.2006
ד''ר יעקב יעקובוב

אין להשתמש בכל חומר כתוב או מודפס. ענה על 4 מהשאלות הבאות. משך הבחינה 3 שעות. נמק כל 
טענותיך. צטט במדויק כל משפט עליו הנך מסתמך.
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1. (א)  (20 נק') להוכיח את המשפט:  נניח 
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 מרחב בנך ו-
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 קיים פתרון לא אפס רק עבור קבוצה לכל היותר בת מנייה של  

              מספרים מרוכבים 
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 עבורם אין נקודות הצטברות סופיות.                     

(2) (5 נק') כמסקנה מהמשפט להוכיח: נניח 
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 אופרטור קומפקטי במרחב בנך בממד אינסופי. אזי  
       ספקטרום
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 מורכב מ-0 ואו ממספר סופי של ערכים עצמיים או מסדרה אינסופית של   

       ערכים עצמיים של אופרטור 
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 המתכנסים ל-0.        

2.   (א) (20 נק') להוכיח את משפט הילברט-שמידט: נניח 
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עם גרעין 
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 מתכנס במידה שווה (בנורמה 
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 ומתכנס בהחלט. כאן 
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פונקציות עצמיות של אופרטור
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המתאימות לערכים עצמיים 
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             (ב)  (5 נק')  כמסקנה של משפט בנך-שטיינהאוס להוכיח משפט הבא: נניח 
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 מרחב 

                    בנך ו-
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 מרחב נורמי ליניארי. אם סדרת אופרטורים 
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                    במובן חזק אז קיים אופרטור
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 במובן חזק.

3.  (א)  (20 נק')  להוכיח משפט:  נניח 
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 אופרטור ליניארי ממרחב בנך 
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לתוך מרחב בנך 
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 עם תחום 

            ההגדרה  
[image: image31.wmf])

(

T

D

. אזי ל- 
[image: image32.wmf]T

 יש סגור 
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                                                       . 
[image: image34.wmf]0

,

0

),

(

=

Þ

®

®

Î

y

y

Tx

x

T

D

x

n

n

n


            (ב)  (5 נק') להוכיח משפט: נניח 
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 מרחבים נורמיים ליניאריים. אופרטור ליניארי 
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 רציף אם ורק אם הוא רציף בנקודה אחת.
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1. (א)  (12 נק') נניח 
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מרחב נורמי ליניארי ו- 
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 תת-מרחב ליניארי סגור. נניח גם ש-
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 שייכים למרחב מנה 
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                    סדרה 
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       (ב)  (13 נק') להראות כי אופרטור ליניארי ממרחב נורמי ליניארי  
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 לתוך מרחב נורמי 
             ליניארי 
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 חסום אם ורק אם הוא מעביר כל סדרה המתכנסת ל-0 לסדרה חסומה.  

2. (א) (13 נק') נתון אופרטור
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(2) (12 נק') להראות כי אופרטור גזירה הינו קומפקטי מ-
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הערה: קבוצת פונקציות 
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הינה קומפקטית יחסית אם היא חסומה במידה שווה (
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3. (א) (18 ק')  נתון אופרטור
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      כמה פתרונות יש למשוואה אינטגרלית 
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      (ב)  (7 נק')  נתונה בעיית ערך עצמי ב-
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     האם סדרה אורתונורמלית של פונקציות עצמיות של הבעיה היא שלמה ב-
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                   הערה: שלמות יש להסביר דרך מסקנה של משפט הילברט-שמידט. 
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