בחינה ביסודות האנליזה המודרנית 2

מועד ב', סמסטר ב' תשס"ד, 10.09.2006
ד''ר יעקב יעקובוב

אין להשתמש בכל חומר כתוב או מודפס. ענה על 4 מהשאלות הבאות. משך הבחינה 3 שעות. נמק כל 
טענותיך. צטט במדויק כל משפט עליו הנך מסתמך.

חלק א'

      1. (25 נק')  להוכיח משפט מרכזי של מרחבים בממד סופי: מרחב נורמי ליניארי הוא בממד

            סופי אם ורק אם כל תת-קבוצה חסומה היא קומפקטית יחסית.

      2. (25 נק') להוכיח משפט האן-בנך: נניח 
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 מרחב נורמי ליניארי ו-
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 תת-מרחב ליניארי. אזי                       
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             הערה. מותר להשתמש בלמה האן-בנך מבלי להוכיח אותה: נניח 
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 מרחב ווקטורי  

                    ליניארי ממשי ו-
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 פונקציונל ממשי על
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עבורו מתקיים 
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 פונקציונל ליניארי ממשי 

                    על תת-מרחב ליניארי 
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                   פונקציונל ליניארי ממשי 
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      3.   (א) (20 נק') להוכיח את משפט הילברט-שמידט: נניח 
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אופרטור 

            אינטגרלי ב-
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עם גרעין 
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 מתכנס במידה שווה (בנורמה 
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פונקציות עצמיות של אופרטור
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המתאימות לערכים עצמיים 
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             (ב)  (5 נק')  כמסקנה של משפט בנך-שטיינהאוס להוכיח משפט הבא: נניח 
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 מרחב נורמי ליניארי. אם סדרת אופרטורים 
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                    במובן חזק אז קיים אופרטור
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 1.   (א)  (18 נק')  נסמן ע''י 
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 מרחב נורמי ליניארי של סדרות  ''כפולות'' 
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             תת-מרחב ליניארי של כל סדרות 
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 ממרחב מנה 
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       (ב)  (7 נק') למצוא חיתוך בין כדור עם מרכזו ב-0 ורדיוסו 1 ב-
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       2.   (א)  (15 נק')  אופרטור 
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 נתון ע''י נוסחה
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                  לחשב נורמה של האופרטור. 
(2) (10 נק')  האם אופרטור 
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3.  (א) (18 ק')  נתון אופרטור
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      כמה פתרונות יש למשוואה אינטגרלית 
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      (ב)  (7 נק')  נתונה בעיית ערך עצמי ב-
[image: image62.wmf]]

1

,

0

[

:
                                                    
[image: image63.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

=

=

-

=

.

0

)

1

(

'

:

,

0

)

0

(

:

),

(

)

(

'

'

:

2

1

x

x

U

x

x

U

t

x

t

x

Lx

l


     האם סדרה אורתונורמלית של פונקציות עצמיות של הבעיה היא שלמה ב-
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                   הערה: שלמות יש להסביר דרך מסקנה של משפט הילברט-שמידט. 
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