
אביב תל אוניברסיטת
להנדסה הפקולטה

05092846 מד”ח
תשפ”ג ב’

א’ מועד של פתרון

מעין יוחאי ד”ר יעקובוב, יעקב ד”ר חנן, אבי מר מרצים:

23.07.2023

הנחיות

שעות. 3 הבחינה משך .1

סעיף. כל בתחילת מצוין הניקוד פתוחות. שאלות 5 יש בבחינה .2

.100 הוא הנקודות כל סך .3

הבחינה. בטופס המיועד במקום ובמסודר בפירוט השאלות על לענות יש .4

בבירור. זאת לסמן יש הטופס. שבסוף הריקים בדפים להמשיך ניתן המיועד, במקום מקום חסר אם .5

אופן. בשום יבדקו לא הטיוטה מחברות .6

חישוב. וכל טענה כל היטב לנמק יש .7

אסור. וכו’) ניידים טלפונים מחשבונים, (כולל אחר עזר חומר בכל השימוש נוסחאות. דף יחולק .8

בלבד. שחור או כחול בעט לכתוב יש .9

הטיוטה. דפי את לתלוש אין .10

זהות מספר

בכיתה סידורי מספר

בהצלחה!
מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל

הבחינה. מטופס שהוא חלק כל אחרת דרך בכל או אלקטרונית ובין מכנית בין שהיא, דרך בכל

1



אביב תל אוניברסיטת
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1 שאלה

המד”ח נתונה נק’) 20)
2ux + y2uy = u

עקומים שני ונתונים

.Γ1 =

{(
−2

s
, s, 3

)
| s > 0

}
, Γ2 = {(s, 1, s) | s ∈ R}

מצאו זאת, הוכיחו העקום, כל את מכיל אשר יחיד פותר משטח קיים אם העקומים: משני אחד כל עבור
העקום, כל את מכיל אשר פותר משטח קיים לא אם שלו; המקסימלי ההגדרה תחום את ומצאו אותו,
פותרים משטחים שני מצאו העקום, כל את מכיל אשר אחד פותר ממשטח יותר קיים ואם זאת; הוכיחו

כאלה.

הנתונים. ההתחלה קוי שני עבור החיתוך תנאי את ראשית נבדוק פתרון:

הוא התנאי ,Γ1 עבור

.

∣∣∣∣∣ 2 s2

2

s2
1

∣∣∣∣∣ = 2− 2 ≡ 0

המורחבת: המטריצה את נבדוק

. rank

(
2 s2 3
2

s2
1 0

)
= 2

.Γ1 את מכיל אשר פותר משטח אף אין לכן

הוא התנאי ,Γ2 עבור

.

∣∣∣∣2 1
1 0

∣∣∣∣ = 0− 1 ̸= 0, ∀s ∈ R

פותר משטח היותר לכל קיים ובפרט ,Γ2 על נקודה כל של סביבה מכיל אשר יחיד פותר משטח קיים לכן
.Γ2 כל את מכיל אשר אחד

הם האופיינים משוואות האופיינים. שיטת בעזרת Γ2 כל את מכיל אשר פותר משטח נחפש

.


xt = 2 ⇒ x = 2t+ c1 (s)

yt = y2

ut = u ⇒ u = c3 (s) e
t

אז y ̸= 0 אם .y ≡ 0 סינגולרי בפתרון ראשית נבחין yt = y2 את לפתור כדי

.
yt
y2

= 1 ⇒
ˆ

ytdt

y2
=

ˆ
1dt ⇒

ˆ
dy

y2
=

ˆ
1dt ⇒ −1

y
= t+ c2 (s) ⇒ y =

1

−t− c2 (s)
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התנאים את ונקבל Γ2 ההתחלה קו לפי התחלה תנאי כעת נציב

.


s = x (s, 0) = c1 (s)

1 = y (s, 0) = − 1

c2 (s)
⇒ c2 (s) = −1

s = u (s, 0) = c3 (s)

לכן

.


x = 2t+ s

y =
1

1− t
u = set

⇒ t = 1− 1

y
, s = x− 2

(
1− 1

y

)

הכל, בסך לכן

.u (x, y) =

(
x+

2

y
− 2

)
e1−

1
y

.y > 0 ההגדרה בתחום שבוחרים בתנאי Γ2 כל את מכיל אכן זה שפתרון לב נשים

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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2 שאלה

קושי לבעית פתרון מצאו קנונית, לצורה הבאה בעזרת נק’) 20)

.


uxx + 6uxy − 16uyy = 0 (x, y) ∈ R2

u (x, 8x) = cos x x ∈ R
u (x,−2x) = ex x ∈ R

לפי המד”ח סוג את ראשית נקבע .2 מסדר לינארית היא המד”ח פתרון:

.∆ = 32 − 1 · (−16) = 25 > 0

היפרבולית. המד”ח לכן

.y′ =
3±

√
25

1
= 8,−2 האופיינית המד”ר בעזרת אופיניות קואורדינטות נמצא

.s = y − 8x נגדיר ולכן y = 8x+ c הוא y′ = 8 המד”ר פתרון

.t = y + 2x נגדיר ולכן y = −2x+ c הוא y′ = −2 המד”ר פתרון

נחשב .u (x, y) = v (y − 8x, y + 2x) כלומר ,s, t המשתנים לפי u (x, y) הפונקציה v (s, t) תהי

.

{
ux = −8vs + 2vt ⇒ uxx = 64vss − 32vst + 4vtt, uxy = −8vss − 6vst + 2vtt

uy = vs + vt ⇒ uyy = vss + 2vst + vtt

היא המד”ח לכן

.0 = 64vss − 32vst + 4vtt + 6 (−8vss − 6vst + 2vtt)− 16 (vss + 2vst + vtt) = −100vst

הכללי שפתרונה vst = 0 קיבלנו כלומר,

.v (s, t) = F (s) +G (t)

הוא המקורית המד”ח של הכללי הפתרון לכן

.u (x, y) = F (y − 8x) +G (y + 2x)

ונקבל הנלווים התנאים את נציב לבסוף,

.

{
cos x = u (x, 8x) = F (0) +G (10x)

ex = u (x,−2x) = F (−10x) +G (0)

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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לכן .1 = F (0) +G (0) ונקבל הראשונה השורה לתוך x = 0 נציב

. cosx = 1−G (0) +G (10x) ⇐⇒ G (10x) = cosx− 1 +G (0) , ∀x ∈ R

.G (t) = cos
t

10
− 1 +G ו-(0) ,t ∈ R כל נקבל אז .x =

t

10
כלומר ,t = 10x נסמן

היא השניה השורה דומה, באופן

.ex = F (−10x) + 1− F (0) ⇐⇒ F (−10x) = ex − 1 + F (0)

.F (s) = e−
s
10 − 1 + F (0) נקבל s = −10x בעזרת כעת

הכל, בסך לכן

u (x, y) = F (y − 8x) +G (y + 2x) = e−
y−8x
10 − 1 + F (0) + cos

(
y + 2x

10

)
− 1 +G (0)

= e−
y−8x
10 + cos

(
y + 2x

10

)
− 1

.F (0) +G (0) = 1 שמתקיים ראינו כי
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3 שאלה

שפה ההתחלה בעית נתונה נק’) 20)

.


utt − uxx + 2ut + u = 0 0 < x < π, t > 0

u (x, 0) = f (x) , ut (x, 0) = g (x) 0 ≤ x ≤ π

u (0, t) = u (π, t) = 0 t ≥ 0

(1)

במקרה (1) שפה ההתחלה לבעית פתרון מצאו

f (x) = 1, g (x) = sin (2x)

.w (x, t) = etu (x, t) העזר לפונקצית מתאימה אשר הבעיה עבור משתנים הפרדת בעזרת

אמיתי. הוא שקיבלתם הפתרון אם לבדוק צורך אין

נחשב .u = e−tw כי מתקיים פתרון:

.

{
ut = −e−tw + e−twt ⇒ utt = e−tw − 2e−twt + e−twtt

uxx = e−twxx

מקיימת w (x, t) לכן

.0 = e−tw − 2e−twt + e−twtt − e−twxx + 2
(
−e−tw + e−twt

)
+ e−tw = e−t (wtt − wxx)

הכל, בסך לכן

.


wtt − wxx = 0 0 < x < π, t > 0

w (x, 0) = f (x) , wt (x, 0) = f (x) + g (x) 0 ≤ x ≤ π

w (0, t) = w (π, t) = 0 t ≥ 0

משתנים. הפרדת בעזרת זו לבעיה פתרון נמצא

ונקבל השפה, ותנאי המד”ח לתוך w (x, t) במקום X (x)T (t) ראשית נציב

.

X (x)T ′′ (t)−X ′′ (x)T (t) = 0 ⇒ −λ :=
X ′′ (x)

X (x)
=

T ′′ (t)

T (t)

X (0)T (t) = X (π)T (t) = 0

ליוביל שטורם בעית את נקבל לכן

.

{
X ′′ + λX = 0 0 < x < π

X (0) = X (π) = 0

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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הנוסחאות: בדף מצוי שלה הפתרון

.Xn (x) = sin (nx) , λn = n2, n ∈ N

.w (x, t) =
∞∑
n=1

an (t)Xn (x) מהצורה פתרון כן אם נציע

העצמי הערך עם המשתנים הפרדת בשלב שהתקבלה זו היא an (t) עבור המד”ר ולכן הומוגנית המד”ח
לאפס): ומקדמים ולהשוות למד”ח הנ”ל הפתרון את להציב גם (אפשר המתאים

.a′′n + n2an = 0 ⇐⇒ an (t) = An cos (nt) + Bn sin (nt)

ההתחלה, תנאי לפי

.


1 = w (x, 0) =

∞∑
n=1

an (0)Xn (x)

1 + sin (2x) = wt (x, 0) =
∞∑
n=1

a′n (0)Xn (x)

העצמיות: הפונקציות לפי פורייה לטור f (x) את נפתח

.fn =

´ π
0
1 · sin (nx) dx´ π

0
sin2 (nx) dx

ראשית,

.

ˆ π

0

sin2 (nx) dx =
π

2

שנית,

.

ˆ π

0

sin (nx) dx = − cos (nx)

n

∣∣∣∣π
0

=
1− (−1)n

n

לכן

.fn =

0 זוגי n
4

πn
זוגי אי n

זוגי, n ̸= 2 לכל לכן

.


an (t) = An cos (nt) + Bn sin (nt)

an (0) = 0

a′n (0) = 0

⇐⇒ an (t) ≡ 0

,n = 2 עבור

.


a2 (t) = A2 cos (2t) + B2 sin (2t)

a2 (0) = 0

a′2 (0) = 1

⇐⇒ a2 (t) =
1

2
sin (2t)

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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זוגי, אי n עבור

.

an (t) = An cos (nt) + Bn sin (nt)

an (0) = a′n (0) =
4

πn

⇐⇒ an (t) =
4

πn
cos (nt) +

4

πn2
sin (nt)

הכל, בסך לכן

.w (x, t) =
1

2
sin (2t) sin (2x)

+
∞∑
k=1

(
4

π (2k − 1)
cos ((2k − 1) t) +

4

π (2k − 1)2
sin ((2k − 1) t)

)
sin ((2k − 1) x)

לבסוף,

.u (x, t) = e−tw (x, t) =
1

2
e−t sin (2t) sin (2x)

+
∞∑
k=1

(
4

π (2k − 1)
cos ((2k − 1) t) +

4

π (2k − 1)2
sin ((2k − 1) t)

)
e−t sin ((2k − 1) x)

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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4 שאלה

נוימן לבעית פתרון מצאו נק’) 13) א.

.

uxx + uyy = 0 x2 + y2 < 4
∂u

∂n̂
(x, y) = x2 − y2 x2 + y2 = 4

.u

(
1

2
, 0

)
= 1 מקיים אשר

.u (x, y) קרטזית בצורה לפתרון להגיע יש

.cos (2α) = cos2 α− sin2 α שימושית: טריגונומטרית זהות

מקיימת v (r, θ) = u (r cos θ, r sin θ) בעיגול, הרמונית פונקציה של הכללית הצורה לפי פתרון:

.v (r, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos (nθ) + bn sin (nθ)) ·
(r
2

)n
לכן

.
∂v

∂r
(r, θ) =

∞∑
n=1

(an cos (nθ) + bn sin (nθ)) ·
nrn−1

2n

נותן נוימן תנאי לכן

.4 cos (2θ) = 4 cos2 θ − 4 sin2 θ =
∂v

∂r
(2, θ) =

∞∑
n=1

(an cos (nθ) + bn sin (nθ)) ·
n2n−1

2n

הכל, בסך כלשהו. a0 ∈ R-ו ,a2 = 4 ,n ̸= 2 לכל an = bn = 0 ,b2 = 0 ,a1 = b1 = 0 לכן

.v (r, θ) =
a0
2

+ r2 cos (2θ) =
a0
2

+ r2 cos2 θ − r2 sin2 θ

.u (x, y) =
a0
2

+ x2 − y2 לכן

לבסוף,

.1 = u

(
1

2
, 0

)
=

a0
2

+
1

4
⇐⇒ a0 =

3

2

.u (x, y) =
3

4
+ x2 − y2 הוא המבוקש הפתרון לכן

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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.

ˆ π

−π

cos (2φ)

17− 8 cosφ
dφ האינטגרל את לחשב מנת על הקודם בסעיף שמצאתם בפתרון היעזרו נק’) 7) ב.

ההרמונית הפונקציה עבור פולריות בקואורדינטות פואסון נוסחת לפי פתרון:

w (x, y) = x2 − y2 = u (x, y)− 3

4

כי נקבל א’, בסעיף הנתונה בנקודה

.
1

4
= w

(
1

2
, 0

)
=

1

2π

ˆ π

−π

w (2 cosφ, 2 sinφ) ·
4−

(
1
2

)2
4− 2 · 2 · 1

2
cos (φ) +

(
1
2

)2 dφ
=

1

2π

ˆ π

−π

4 cos (2φ) ·
15
4

17
4
− 2 cosφ

dφ =
30

π

ˆ π

−π

cos (2φ)

17− 8 cosφ
dφ

.
π

120
היא התשובה לכן

תוך w (x, y) = u (x, y)− 3

4
במקום u (x, y) =

3

4
+ x2 − y2 הפתרון עם ישירות גם אפשר הערה:

שמתקיים בכך שימוש

1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2

R2 − 2Rr cos (φ− θ) + r2
dφ = 1

.1 ההרמונית הפונקציה עבור פואסון נוסחת לפי

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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5 שאלה

שפה ההתחלה בעית נתונה

.


ut − uxx = 0 0 < x < 1, t > 0

u (x, 0) = x (1− x) 0 ≤ x ≤ 1

u (0, t) = u (1, t) = 0 t ≥ 0

(2)

אחד. (אמיתי) פתרון היותר לכל יש (2) שפה ההתחלה שלבעית הוכיחו נק’) 7) א.

יחידות. רק אלא אמיתיות, או קיום להוכיח צורך אין •

את להוכיח אלא המשפט על להסתמך אין מהקורס. משפט של פרטי מקרה שזהו לב שימו •
הנתון. הפרטי המקרה

.0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0 עבור u (x, t) ≡ v (x, t) כי ונוכיח פתרונות u (x, t) , v (x, t) כי נניח פתרון:

הסופרפוזיציה, עיקרון לפי .w (x, t) = v (x, t)− u (x, t) עזר פונקצית נגדיר

.


wt − wxx = 0 0 < x < 1, t > 0

w (x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ 1

w (0, t) = w (1, t) = 0 t ≥ 0

השפה על w (x, t) ≡ 0 כי מתקיים T > 0 לכל החום, משוואת עבור החלש המקסימום עיקרון לפי
הפרבולית

∂PDT = ([0, 1]× {0}) ∪ ({0, 1} × [0, T ])

ולכן
.0 ≤ w (x, t) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1] , t ∈ [0, T ]

.T > 0 לכל ,t ∈ [0, T ] ולכל x ∈ [0, 1] לכל u (x, t) ≡ v (x, t) ולכן w (x, t) ≡ 0 לכן

.0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0 לכל u (x, t) ≡ v (x, t) לכן

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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הקיצון ערכי מצאו .u (x, t) (אמיתי) פתרון (2) שפה ההתחלה לבעית שקיים נתון נק’) 13) ב.

.max {u (x, t) | 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0} , min {u (x, t) | 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0}

ומלא. מדויק באופן תשובתכם את נמקו

מקבלת u (x, t) כי מתקיים T > 0 לכל החום, משוואת עבור החלש המקסימום עיקרון לפי פתרון:
ב- שלה והמינימום המקסימום את

DT = [0, 1]× [0, T ]

הפרבולית השפה על
.∂PDT = ([0, 1]× {0}) ∪ ({0, 1} × [0, T ])

.u (x, t) ≡ 0 כי נתון האנכיות הצלעות שתי על

[0, 1] בקטע x (1− x) של המקסימום .u (x, 0) = x (1− x) כי מתקיים t = 0 התחתונה הצלע על

.0 הוא והמינימום
1

4
הוא

לכן .0 הוא והמינימום
1

4
הוא ∂PDT על u של המקסימום לכן

.0 ≤ u (x, t) ≤ 1

4
, ∀x ∈ [0, 1] , t ∈ [0, T ]

ולכן T > 0 לכל נכון זה

.0 ≤ u (x, t) ≤ 1

4
, ∀x ∈ [0, 1] , t ≥ 0

חסמים). רק (ולא קיצון ערכי אלו ולכן התחתונה, הצלע על מתקבלים אכן 0,
1

4
הערכים לבסוף,
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הבחינה. מטופס שהוא חלק כל אחרת דרך בכל או אלקטרונית ובין מכנית בין שהיא, דרך בכל

12


