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תשפ”ג ב’

1 שאלה

המד”ח נתונה נק’) 20)
xux + 2yuy = u

עקומים שני ונתונים

.Γ1 =
{(

s, s, s3
)
| s > 0

}
, Γ2 =

{(
s, s2, s3

)
| s > 0

}
מצאו זאת, הוכיחו העקום, כל את מכיל אשר יחיד פותר משטח קיים אם העקומים: משני אחד כל עבור
העקום, כל את מכיל אשר פותר משטח קיים לא אם שלו; המקסימלי ההגדרה תחום את ומצאו אותו,
פותרים משטחים שני מצאו העקום, כל את מכיל אשר אחד פותר ממשטח יותר קיים ואם זאת; הוכיחו

כאלה.

הנתונים. ההתחלה קוי שני עבור החיתוך תנאי את ראשית נבדוק פתרון:

הוא התנאי ,Γ1 עבור

.

∣∣∣∣s 2s
1 1

∣∣∣∣ = −s ̸= 0, ∀s > 0

פותר משטח היותר לכל קיים ובפרט ,Γ1 על נקודה כל של סביבה מכיל אשר יחיד פותר משטח קיים לכן
.Γ1 כל את מכיל אשר אחד

הוא התנאי ,Γ2 עבור

.

∣∣∣∣s 2s2

1 2s

∣∣∣∣ = 2s2 − 2s2 ≡ 0

המורחבת: המטריצה את נבדוק

. rank

(
s 2s2 s3

1 2s 3s2

)
= 2, ∀s > 0

.Γ2 את מכיל אשר פותר משטח אף אין לכן

הם האופיינים משוואות האופיינים. שיטת בעזרת Γ1 כל את מכיל אשר פותר משטח נחפש

.


xt = x ⇒ x = c1 (s) e

t

yt = 2y ⇒ y = c2 (s) e
2t

ut = u ⇒ u = c3 (s) e
t

התנאים את ונקבל Γ1 ההתחלה קו לפי התחלה תנאי כעת נציב

.


s = x (s, 0) = c1 (s)

s = y (s, 0) = c2 (s)

s3 = u (s, 0) = c3 (s)
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לכן

.


x = set

y = se2t

u = s3et

הכל, בסך לכן .s =
x

et
=

x2

y
ולכן ,

y

x
= et לכן

.u (x, y) =
x6

y3
· y
x
=

x5

y2

.y > 0 ההגדרה בתחום שבוחרים בתנאי Γ1 כל את מכיל אכן זה שפתרון לב נשים

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
הבחינה. מטופס שהוא חלק כל אחרת דרך בכל או אלקטרונית ובין מכנית בין שהיא, דרך בכל

3



אביב תל אוניברסיטת
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2 שאלה

הבעיה של הפתרונות כל את מצאו קנונית, לצורה הבאה בעזרת נק’) 20)

.

{
uxx + 2uxy − 3uyy = −2 (y − 3x)2 + sin (2 (x+ y)) (x, y) ∈ R2

u (x, 3x) = 4x x ∈ R

כולם. את בדיוק לתאר ויש זו לבעיה פתרונות אינסוף שיש לב שימו

לפי המד”ח סוג את ראשית נקבע .2 מסדר לינארית היא המד”ח פתרון:

.∆ = 12 − 1 · (−3) = 1 + 3 = 4 > 0

המישור. בכל היפרבולית המד”ח לכן

.y′ =
1±

√
4

1
= 3,−1 האופיינית המד”ר בעזרת אופיניות קואורדינטות נמצא

.s = y − 3x נגדיר ולכן y = 3x+ c הוא y′ = 3 המד”ר פתרון

.t = y + x נגדיר ולכן y = −x+ c הוא y′ = −1 המד”ר פתרון

נחשב: .u (x, y) = v (y − 3x, y + x) כלומר ,s, t המשתנים לפי u (x, y) הפונקציה v (s, t) }תהי
ux = −3vs + vt ⇒ uxx = 9vss − 6vst + vtt, uxy = −3vss − 3vst + vst + vtt

uy = vs + vt ⇒ uyy = vss + 2vst + vtt

היא המד”ח לכן

.− 2s2 + sin (2t) = 9vss − 6vst + vtt + 2 (−3vss − 2vst + vtt)− 3 (vss + 2vst + vtt) = −16vst

ונקבל t לפי אינטגרציה נבצע

,−16vs = −2s2t− 1

2
cos (2t) + f (s)

נקבל s לפי אינטגרציה ידי על ולכן

.− 16v = −2

3
s3t− 1

2
s cos (2t) + F̃ (s) + G̃ (t)

הוא המקורית המד”ח של הכללי הפתרון לכן

.u (x, y) =
1

24
(y − 3x)3 (y + x) +

1

32
(y − 3x) cos (2 (y + x)) + F (y − 3x) +G (y + x)

הנלווה התנאי את נציב

.4x = u (x, 3x) = F (0) +G (4x) ⇒ G (t) = t− F (0)

הם הפתרונות הכל, בסך לכן

u (x, y) =
1

24
(y − 3x)3 (y + x) +

1

32
(y − 3x) cos (2 (y + x)) + F (y − 3x)− F (0) + y + x

.F ∈ C2 (R) כל עבור
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אביב תל אוניברסיטת
להנדסה הפקולטה

05092846 מד”ח
תשפ”ג ב’

3 שאלה

צדדי חד אינסופי מיתר בעית עבור מוכלל פתרון מצאו נק’) 20)
utt − 4uxx = 1 x, t > 0

u (0, t) = 0 t ≥ 0

u (x, 0) = cos2023 x, ut (x, 0) = sin x x ≥ 0

אמיתי. הוא שהתקבל הפתרון אם לבדוק צורך אין הנלווים. התנאים הרחבת בעזרת

זוגיות אי הרחבות נגדיר פתרון:

.f̃ (x) =

{
cos2023 x x ≥ 0

− cos2023 x x < 0
, g̃ (x) = sin x, F̃ (x, t) =

{
1 x ≥ 0, t > 0

−1 x < 0, t > 0

צדדי: דו אינסופי מיתר עבור הבאה הבעיה את נפתור

.


ũtt − 4ũxx = F̃ (x, t) , x ∈ R, t > 0,

ũ (x, 0) = f̃ (x) , x ∈ R,
ũt (x, 0) = g̃ (x) , x ∈ R

לכל ũ (0, t) = 0 זוגיות, אי פונקציות של תכונות לפי לכן .x לפי זוגי אי יהיה ũ (x, t) הפתרון משפט, לפי
הנתונה. הבעיה עבור פתרון הוא x, t ≥ 0 לתחום ũ (x, t) של הצמצום לכן .t ≥ 0

בראשית, שעובר העולה האופייני לקו מימין שנמצאות לנקודות כלומר ,x− 2t ≥ 0 כאשר

.u (x, t) =
f̃ (x− 2t) + f̃ (x+ 2t)

2
+

1

4

ˆ x+2t

x−2t

g̃ (s) ds+
1

4

ˆ t

0

ˆ x+2(t−τ)

x−2(t−τ)

F̃ (s, τ) ds dτ

=
cos2023 (x− 2t) + cos2023 (x+ 2t)

2
+

1

4

ˆ x+2t

x−2t

sin sds+
1

4
|∆(x, t)|

=
cos2023 (x− 2t) + cos2023 (x+ 2t)

2
+

cos (x− 2t)− cos (x+ 2t)

4
+

t2

2

השמאלית הצלע .s ≥ 0 ואזור s < 0 לאזור מחולק האופייני המשולש ,(!x ≥ 0 עדיין (אבל x−2t < 0 אם

לכן .τ = t− x

2
היא τ ציר עם החיתוך נקודת ולכן s− 2τ = x− 2t היא שלו

.u (x, t) =
− cos2023 (x− 2t) + cos2023 (x+ 2t)

2
+

cos (x− 2t)− cos (x+ 2t)

4

+
1

4

(
−1

2
·
(
t− x

2

)
· (2t− x) + 2t2 − 1

2

(
t− x

2

)
(2t− x)

)
=

− cos2023 (x− 2t) + cos2023 (x+ 2t)

2
+

cos (x− 2t)− cos (x+ 2t)

4
+

4xt− x2

8
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אביב תל אוניברסיטת
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05092846 מד”ח
תשפ”ג ב’

4 שאלה

הבעיה נתונה

.


uxx + uyy = 0 1 < x2 + y2 < 4

u (x, y) = xy x2 + y2 = 1

u (x, y) = xy + x2 x2 + y2 = 4

(1)

אחד. (אמיתי) פתרון היותר לכל יש (1) שלבעיה הוכיחו נק’) 7) א.

יחידות. רק אלא אמיתיות, או קיום להוכיח צורך אין •

את להוכיח אלא המשפט על להסתמך אין מהקורס. משפט של פרטי מקרה שזהו לב שימו •
הנתון. הפרטי המקרה

.(1) דיריכלה בעית של פתרונות v (x, y)-ו u (x, y) כי נניח פתרון:

הסופרפוזיציה, עיקרון לפי אז .w (x, y) = v (x, y)− u (x, y) נגדיר

.


wxx + wyy = 0 1 < x2 + y2 < 4

w (x, y) = 0 x2 + y2 = 1

w (x, y) = 0 x2 + y2 = 4

.w ∈ C2 (D) ∩ C
(
D
)
ולכן u, v ∈ C2 (D) ∩ C

(
D
)
כי נעיר

כי מתקיים (x, y) ∈ D לכל החלש, המקסימום עיקרון לפי לכן

.0 = min
∂D

w ≤ w (x, y) ≤ max
∂D

w = 0

.u (x, y) ≡ v (x, y) כלומר, .D בכל w (x, y) ≡ 0 לכן

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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תשפ”ג ב’

קוטביות. בקואורדינטות התשובה את להשאיר ניתן .(1) הבעיה של (אמיתי) פתרון מצאו נק’) 13) ב.

מקיימת v (r, θ) = u (r cos θ, r sin θ) בטבעת, הרמונית פונקציה של הכללית הצורה לפי פתרון:

.v (r, θ) =
α0 + γ0 ln r

2
+

∞∑
n=1

((
αnr

n + γnr
−n
)
cos (nθ) +

(
βnr

n + δnr
−n
)
sin (nθ)

)
ונקבל הפנימי השפה לתנאי נציב

. cos θ · sin θ = v (1, θ) =
α0

2
+

∞∑
n=1

((αn + γn) cos (nθ) + (βn + δn) sin (nθ))

כי נקבל ,cos θ sin θ =
1

2
sin (2θ) שמתקיים היות

α0 = 0, αn + γn = 0 ∀n ∈ N, β2 + δ2 =
1

2

ונקבל החיצוני השפה לתנאי נציב .βn + δn = 0 ,n ̸= 2 לכל וכן

.2 cos θ · 2 sin θ + 4 cos2 θ = v (2, θ) =
γ0 ln 2

2
+

∞∑
n=1

αn

(
2n − 2−n

)
cos (nθ)

+

(
β22

2 +

(
1

2
− β2

)
2−2

)
sin (2θ) +

∞∑
n ̸=2

βn

(
2n − 2−n

)
sin (nθ)

כי נקבל ,4 cos θ sin θ + 4 cos2 θ = 2 + 2 cos (2θ) + 2 sin (2θ) שמתקיים היות

γ0 =
4

ln 2
, α2 =

8

15
, γ2 = − 8

15
, β2 =

1

2
, δ2 = 0

לכן מתאפסים. האחרים המקדמים וכל

.v (r, θ) =
2

ln 2
ln r +

8

15

(
r2 − 1

r2

)
cos (2θ) +

1

2
r2 sin (2θ)

שלכן נעיר

u (x, y) =
ln (x2 + y2)

ln 2
+

8

15

(
x2 − y2

)
− 8

15
· x2 − y2

(x2 + y2)2
+ xy

בשאלה. נדרש לא זה אבל
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05092846 מד”ח
תשפ”ג ב’

5 שאלה

שפה ההתחלה בעית נתונה

.


ut − uxx = F (x, t) 0 < x < L, t > 0

u (x, 0) = f (x) 0 ≤ x ≤ L

ux (0, t) = A (t) , ux (L, t) = B (t) t ≥ 0

(2)

להוכיח צורך אין אחד. (אמיתי) פתרון היותר לכל יש (2) שפה ההתחלה שלבעית הוכיחו נק’) 7) א.
יחידות. רק אלא אמיתיות, או קיום

.I (t) =
1

2

ˆ L

0

(w (x, t))2 dx האנרגיה באינטגרל היעזרו רמז:

לפי .w (x, t) = u1 (x, t)−u2 (x, t) ונגדיר הבעיה, את פותרים u2 (x, t)-ו u1 (x, t)-ש נניח פתרון:
מקיים: w (x, t) הסופרפוזיציה, עיקרון

.


wt − wxx = 0, t > 0, 0 < x < L,
w (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L,
wx (0, t) = wx (L, t) = 0, t ≥ 0

כי לב נשים

I (0) =
1

2

ˆ L

0

(w (x, 0))2 dx = 0

לייבניץ, כלל לפי בנוסף,

.I ′ (t) =
d

dt

(
1

2

ˆ L

0

(w (x, t))2 dx

)
=

1

2

ˆ L

0

∂

∂t
(w (x, t))2 dx =

1

2

ˆ L

0

2w (x, t)wt (x, t) dx

לכן .wt = wxx ולכן ההומוגנית החום משוואת את פותרת w (x, t) העזר פונקצית

.I ′ (t) =

ˆ L

0

w (x, t)wxx (x, t) dx

נקבל .u′ = v = wx עבורה u = w, v′ = wxx עם בחלקים באינטגרציה כעת נשתמש

.I ′ (t) =

(
w (x, t)wx (x, t)

∣∣∣∣x=L

x=0

−
ˆ L

0

(wx (x, t))
2 dx

)
= −
ˆ L

0

(wx (x, t))
2 dx ≤ 0

.I (t) ≡ 0 נקבל ,I (t) ≥ ו-0 היות אך ,I (t) ≤ ש-0 מכאן

.u1 (x, t) ≡ u2 (x, t) כי להסיק ונוכל w (x, t) ≡ 0 לכן

מידע, מאגר לאחסן לשדר, להקליט, לצלם, להעתיק, אין לעיל, באמור לפגוע מבלי .© שמורות הזכויות כל
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במקרה (2) שפה התחלה בעית עבור משתנים והפרדת תיקון בעזרת (אמיתי) פתרון מצאו נק’) 13) ב.

.F (x, t) = x+ cos2
(πx
L

)
, f (x) = 0, A (t) = t, B (t) = t

הסופרפוזיציה, עיקרון לפי .v (x, t) = u (x, t)− xt נגדיר פתרון:

.


vt − vxx = cos2

(πx
L

)
0 < x < L, t > 0

v (x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ L

vx (0, t) = vx (L, t) = 0 t ≥ 0

ונקבל השפה ותנאי ההומוגנית המד”ח לתוך X (x)T (t) נציב

X (x)T ′ (t)−X ′′ (x)T (t) = 0 ⇒ T ′ (t)

T (t)
=

X ′′ (x)

X (x)
=: −λ

וכן
.X ′ (0)T (t) = X ′ (L)T (t) = 0

ליובל שטורם בעית את קיבלנו }לכן
X ′′ + λX = 0 0 < x < L

X ′ (0) = X ′ (L) = 0

הוא הנוסחאות דף לפי שפתרונה

.Xn (x) = cos
(nπx

L

)
, λn =

(nπ
L

)2
, n = 0, 1, . . .

.v (x, t) =
∞∑
n=0

an (t) cos
(nπx

L

)
מהצורה פתרון כן אם נציע

ונקבל למד”ח נציב

.
1

2
+

1

2
cos

(
2πx

L

)
= vt − vxx =

∞∑
n=0

(
a′n (t) +

n2π2

L2
an (t)

)
Xn (x)

,n = 2 עבור .a0 (t) =
t

2
+ c0 ולכן a′0 (t) =

1

2
נקבל n = 0 עבור מקדמים, השוואת לפי לכן

.a′2 (t) +
4π2

L2
a2 (t) =

1

2
⇐⇒

(
e

4π2t
L2 a2 (t)

)′

=
1

2
e

4π2t
L2 ⇐⇒ a2 (t) =

L2

8π2
+ c2e

− 4π2t
L2
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,n ̸= 0, 2 כל עבור

, a′n (t) +
n2π2

L2
an (t) = 0 ⇐⇒ an (t) = cne

−n2π2t
L2

,a0 (t) =
t

2
ולכן ,n לכל an (0) = 0 כי ונקבל ההתחלה לתנאי נציב

a2 (t) =
L2

8π2

(
1− e−

4π2t
L2

)
הכל בסך לכן .an (t) ≡ 0 מתקיים n ̸= 0, 2 ולכל

.v (x, t) =
t

2
+

L2

8π2

(
1− e−

4π2t
L2

)
cos

(
2πx

L

)
לכן

.u (x, t) = xt+
t

2
+

L2

8π2

(
1− e−

4π2t
L2

)
cos

(
2πx

L

)
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